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Pub l*r ^ O T S du 5 5 

Lyon 1967 "c* 4r-—3 

LA CLASSE UNIVERSELLE : UNE N O T I O N /^l^J-iriTE 

PJLJAJ^QUE. ET DE LA THEORIE DES REl^JjEgNS 

Roland FRAISSE 

La classe universelle a été introduite par A. Tarski (Universal arithme­

tical classes of mathematical systems, Dull. Amer. Math. Sec. t. 59 p. 390-391Î 

et R. Vaught (Remarks on universal arithmetical classes, ibidem p. 391). 

La définition logique est : classe des relations d'arité donnée, vérifient 

une formule liée ne ccr?,portant, sous sa forme prenexe, que des quePtcurs 

universels. Matant A une d e n s e universelle et passent à la classe complémentaire 

A' pour l'arité considéré - on voit qu'une relation n-ei^e R appartient à A' 

si et seulement s'il existe une suite d'éléments a,,a n,...,a (p étant le 

a P 
nombre de ç-uarteurs universels) tels que (R,a,a 0, ... ,a ) vérifie une certaine 

i 2 p 

formule libre U. On transforme U en considérant tous les cas possibles con­

cernant les égalités et les inégalités entre a ^ a ^ ...,a et dans cheque cas 
x A p 

tous ]es sous-cas définis par les valeurs + ou - prises par R pour cheque 

n-uple extrait de a ^ a ^ , . . , , a ^ . Après transformation de U, on obtient un 

nombre fini de relations n-aires U ^ U ^ , ...,U^ sur 1,2,... ou p éléments, avec 

R appartient à A' si et seulement si R ^ L , R>!L, ... ou R*U. . 

Il en résulte qu'une classe A de relations n-aires (ou de multirelaticns 

d'arité donnée) est universelle lorsqu'il existe un nombre fini de relations 

n-aires finies U ^ I J . ^ . . . , ^ telles que R<TA si et seulement si R n o n ^ U ^ 

n o n ^ U 2 , n o n > U h (cf. R. FRAISSE 1957, Obtention en théorie des relations 

de certaines classes d'origine logique. Proc. Intern. Ccngr. Math. Amsterdam 

1954, p. 537-533). 
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On peut supprimer les U. pour lesquelbs il existe une IL<U. s il reste 

alors seulement les U i pour lesquelles LL^A mais toute restriction sLricte 

de U^ appartient à A, on les appellera les bornes de la classe A, On voit 

qu'un ensemble de relations définit A si et seulement s'il comprend les 

bornes. 

Exemples. La classe vide [borne « relation de base vide) ; 1* C I ^ P R G pleins 

(aucune borne) j la classe des relations binaires reflexives (une borne : 

la relation U sur un seul élément a telle que U(a,a) = -) ; la classe des 

relations de cardinaux 4p (bornes : toutes les relations de cardinal p + 1 ) . 

L'intersection de deux classes universelles est universelle ; prendre 

la réunion des ensembles de bornes. 

La réunion de deux classes universelles est universe Ils. 

Noter que, pour U,V finies, la condition R*U et R^V équivaut à R^U ou 

... ou R ^ U h , où les Uy • • • * U h sont toutes les relations supérieures à la 

fois à U et V et de cardinaux au plus égal à (cardinal de U+cardinal de V ) . 

Une classe universelle est close peur <, autrement dit si A est universel 1 

R<?A et S^A alors ScA. Il en résulte que les seules classes qui sont univer­

selles et dont 1 a complémentaire est universelle, sont les classes vides 

et pleines. 

Une classe universelle est close pour l'équivalence RwR' lorsque R et 

R' ont les mêmes restrictions finies. Il en résulte que la classe des bons 

ordres par exemple, bien que close pour 6, n'est pas universelle. 

1 . Pour^qug A sott universelle, il faut e t i 1 _ suffit qu ' il,.existe JJn 

entier p tel que : 
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R«A si et seulement si toute restriction de R à 0,1.2,._.. ,p éléments (avec ses 

Isomorphes) appartient à A (voir R. Vaught 1953, loc. cit.). 

Preuve. Soit A universelle : si R£A, alors toute restriction de R appartient à 

A i a fortiori toute restriction à l,2,...,p éléments, pour un entier p donné. 

D'autre part appelons p le maximum des cardinaux de bornes U^,, . . . , U h de A. 

Si toute restriction de R à l,2,...,p éléments appartient à A, alors une telle 

restriction est n o n > L L , » v . , n o n ^ U . donc aussi R est n o n > U , , . . . , n o n > U . 

1 h l n 

donc R«A. 

Inversement soit A une classe vérifiant la condition de l'énoncé, et 

soit U^,...,U^ les relations de cardinaux < p et qui n'appartiennent pas à A. 

Alors RtfA si et seulement si toute restriction de R à 0,l,2,...,p éléments 

est distinctede U.,... #U.. 

1 h 

Autrement dit si et seulement si R est n o n ^ U ^ , n o n ^ U ^ : donc A 

est universelle. 

1.1. Soit U une relation finie $ alors la classe des relations inférieures à  

U est universelle. 

Preuve. Appelons M y ...,V^ les bornes de U, c'est-à-dire les relations non 

<U mais dont les restrictions strictes sont £ U : elles sont de cardinal au 

plus égal à p+1, donc en nombre fini, et d'autre part R<U équivaut à R non 

et ... et n o n > V h . 

Par conséquent : pour tout ensemble fini de relations finies Uy . . . , U h , 

la classe des ou ... ou 41)^ est universelle. 

Ou encore : toute classe d'un nombre fini (à l'iscmorphie près) de  

relations finies, close pour < , est universelle. 

1.2. Si une classe universelle comprend des relations finies de cardinaux 

arbitrairement grands, alors elle comprend des relations infinies. 
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Prouve . Prendre une suite dénombrable de cardinal 1 , . . . , R ^ de cardinal 

i,... appartenant à la classe, considérer chaque R • comme défini sur les 

entiers 1,2, . . . , i . Pour une infinité de valeurs i, les relations ont la 

même restriction au seul 1 . Parmi cette infinité, une autre infinité de 

R i ont la même restriction S 2 à l'ensemble ¿1,2} e t c . . On définit S i et on 

prend l'extension commune des 3^ sur l'ensemble des entiers. 

Compacité. Si une intersection de classes universelles est vide, alors 

pour un nombre fini d'entre elles l'intersection est vide. 

Preuve. Prenons pour chaque classe l'ensemble des bornes et soit U , , . . . # U ^ , 

une suite de toutes les bornes des différentes classes. Une relation R 

appartient à l'intersection si et seulement si R n'est supérieure à aucune 

U i « Or si aucune intersection finie n'est uide, il existe R^ n o n ^ U ^ puis 

R 2 n o n ^ et n o n ^ U 2 , ... ,R^ non 5 ^ et ... et n o n ^ U ^ On définit R sur 

tout ou partie de l'ensemble |l,2, ...,i] puis une relation S admettant une 

infinité d'extensions parmi les R^, de sorte que S n o n ^ U ^ pour chaque i donc 

S appartient à l'intersection des classes. 

2. Etant donné une classe A et un entier a, appelons À' la classe A diminuée 

de ses relations de cardinaux <a puis Aa la classe A' augmentée des restric-

tions, de cardinaux < a , des relations de A' (autrement dit Aa est Â'complé­

tée par cloture pour ̂ ) . 

2.1. Si A est universelle, alors Aa est universelle, 

Preuve. On a évidemment Aa ̂ A et les relations appartenant à A*Aa sont de 

cardinaux* a donc en nombre fini (à l'isomorphie près), soit U., B..,U. . De 
1 h 

plus touto relation £ une U± (i = l,...,h) est hors de A. Donc R ^ A a équivaut 

à R ^ A ou R^Uj ou ... ou R > U h . Enfin R € Aa équivaut à RcrA et R^U et ... et 

R^iU^ : donc Aa est l'intersection do A et de la classe universelle définie 

par U 1 , . . . , U h , donc Aa est universelle. 
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2.2 Etant donné une classe universelleA et un e n t i e r a , toute classe close pour 

et qui se confond avec A pour les re 1 a t ioji s_de_^rdjjiaux_* a, est universelle. 

En effet la niasse considérée est la réunion de A a , qui est universelle, et 

d'un ensemble de relations finies, clos p o u r ^ , donc formant une classe 

universelle. 

2.3. Etant donné un entier p, la cl^sse des relations d'arité donnée et p-

monomorphes est universelle. (Rappelons qu'une relation est dite p-nomcrphe 

lorsque toutes ses restrictions à p éléments sont isomorphes (p entier positif!), 

Preuve. Pour que R soit p-monumcrphe, il suffit que toute restriction de R 

à p+1 éléments soit p-monomorphe : car de proche en proche, en changeant un 

élément chaque fois, on transforme tout p-ensemble en tout autre p-ensemble. 

Prenons la suite, finie à 1'isomorphic près, des relations n-aires de cardinal 

p + 1 et p-moncmorphes, et la suite U^, ...,U^ des autres relations n-aircs de 

cardinal p+1* Alors la condition "R est p-monomorphe" équivaut à R ^ U 1 et ... 

et H -

3. Utilisant la technique des chaînes permutées, développée par C. Frasaay 

(1965: quelques problèmes combinatoires concernant les ordres totaux et les 

relations monomorphes. Annales de l'Inst. Fourier - Grenoble t. 15 n° 2 

p. 415-524) on déduit de ce qui précède deux résultats importants dus à 

M. JEAN (1967 : sur la classe universelle des relations monomorphes, compte 

rendu., sous presse): 

- La classe des relations monomorphes (i.e. p-monomcrphns pour tout 

entier p ) , d'arité donnée est universelle, 

" L a classe des relations encheinables (i.e interprétables par une chaîne 

(ordre total)) au moyen d'une formule libre, est univcjrselle. 
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4. Une classe est dite !&universclle lorsqu'elle est une intersection quel­

conque, donc finie au dénombrable, de classes universelles. 

- Pour que A soit ^ u n i v e r s e l l e , il faut et il suffit : 

1) qu'il existe un nombre fini ou dénombrable de relations n-aires 

finies U^,..., U^,... telles que RcA si et seulement si R non ^ U ^ 

pour chaque U i (prenant pour les U^ les cycles de i éléments, on voit qu'il 

existe des classes Sruniverselles qui ne sont pas universelles) ; 

2) que R*A si et seulement si toute restriction fini de R appartient è 

A (voir Tarski 1953, loc. cit.). 

Du point de vue logique, une classe ^universelle est définie par un 

ensemble fini ou dénombrable de formules prénexes ne comprenant que des 

quanteurs universels. 

5. Le problème de l'extension respectueuse est étroitement lié aux classes 

universelles. 

Etant donné la relation finie U et la relation R non > U , il existe une 

extension de R, de cardinal aussi grand que l'on veut, qui reste non > U . 

Dans le cas binaire, compléter R en R' par un élément a avec : R'(a,x) = R"(x,a) 

a R'(a,a) » + pour tout x, puis en R" avec : R M(a,x) = R"(x,a) = R"(a,a) « 

Alors, si R' et R">U, c'est que U comprend un élément a donnant avec tout 

autre la valeur +, et un élément b donnant avec tout autre la valeur - : 

contradiction en considérant U(a,b). 

Etant donné U ^ . . . f U h finies et R n o n > U 1 et ... et n o n > U h , il n'est 

pas possible en général d'avoir une extension de R respectant ces inégalités. 

Hais si Card(R)>k, où k est un entier fonction de U J , . . . , U h , alors il est 

plausible (mais non prouvé) qu'une telle extension respectueuse existe, de 

cardinal fini arbitrairement grand, et par suite de cardinal infini. Cela 
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revient à dire : 

~ E^-.Vc ои'ГГ)з une classe universelle A, existe-t-il un entier К x c l 

que tcvj-'-o re legion R*'A et ri e cardinal y К drrr. 11 e,___d_anô__A, une extension 

str-fç.te (denc une extension de cardinal arbitrairement £rand, fini ou infini). 

Mo-v?--vlt retnis le 31 зал-лог 1957. R, F ? / T ' ^ E 


