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LA CLASSE UNTVERSELLE : UNE NOTICN A LA LIMITE

DE LA LOGTQUE ET DE LA THZORIE DES RELATIONS

Roland FRAIS3E

La classe universelle a été introduite par A. Tarski (Universal arithme-
tical classes of mathematical systems, Bull. Amer. Math. Scc. t. 59 p. 390--321)
et R. Vaught (Remarks on universal arithmetical classes, ikicem p. 391).

La définition logique est : classe des relations d'arité donnée, vérifient
une formule liée ne ccmportant, sous sa ferme prerexe, que des queftcurs

universels, Netant A ume clzsse uriverscile et passont &
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lasse corniémentaire
A’ pour l'arité considéré - on voit qu'une relation n-zi-e R apparticnt a A’
si et ssulement s'1ll existe une suite d'&léments ByrPos e ar?y (p étent 1le
norbre de Ciafteurs universels) tols gue (R,afaz,...,an) vérifin une certaine
formule libre U. Cn trensforme U en considérart tous les cas possibles con=
cernant les égalités et les indgalités entre @ys85, 0002 0L dens chegque cas
tous les sous-cas céfinis par les valeurs + ou - prises par R pour cheque
n-uple extrait de al,az.....ap. Apres transfcrmation de U, on ghtirnt un
nombre fini de relations n-aires Ul’UZ""‘Uh sur 1,2,... ou p éléments, avec
R appartient & A’ si et seulement si RAJI ’ R;HQ.... ou R;Uh.

I1 en résulte qu'une classe A de relations n-aires (ou de multirelations

d'arité donnge) est universelle lorsqu'il existe un nombre fini de relations

n—-alres finies Ul’UZ""'Uh telles que ReA si et seulement si R non ?Ul,

non ;Uz,.... non ?Uh (cf., R, FRAISSE 1957, Obtention en théorie des rcletions

de certeines clacses d'origine logique. Proc. Intern. Cengr. Math. Amsterdam

1954, p. 537-533).
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On peut supprimer les Ui pour lesqgueles il existe une U_=<Ui i 11 reste
)
alors seulement les Ui pour lesquelles UiéA mais toute restricticn siricte

de U, appartient & A, on les appellera les burnes de la classe A, On voit

i
gu'un ensemble de relations Ui définit A si et seulement s'il comprend les
bornes.

Exemples. Le classe vide (borne = relation de bese vide) ; 1a clacec nlaing
(aucune borne) ; la classe des relations binaires réflexives (une berne :
la relation U sur un seul élément a telle que U{a,a) = -) ; la classe des

relations de cardinaux ¢p (bornes : toutes les relations de cardinal p+1).

L'intersection de deux classes unilverselles est universelle : nrendroe

la réunion des ensembles de bornes.

La réunion de deux classes universelles est universelle,

Noter que, pour U,V finies, la condition R:U et R3V éguivaut a RyU ou
ees OU R)Uh ., ol les Ul""'Uh sont toutes les relations supéricuree 3 1a
fois &8 U et V et de cardinaux au plus égal & (cardinal de U+cardinal de V).,

Une classe universelle ost close pour &, autrement dit si A est universelle

ReA et S¢A alors SeA. Il en résulte que les csules classes qui sont univer-
selles et dont 1lacomplémentaire est universelle, sont les classes vides
et pleines.

Une classe universelle est close pour 1'écuivalence RuR’ lorsque R et
R' ont les mémes restrictions finies. Il en résulte que la classe des bons
ordres par exemple, bien que close pour &, n'est pas universelle.

1. Pour que A _soit universelle, i1 faut et 11 suffit gqu’il existe un

entier p tel gue :
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ReA si et ssulement si toute restriction de R 2 0,1.2,...,p €l6ments (avec ses_

isomorphes) appartient a A (voir R. Vaught 1953, loc. cit.).

Preuve. Solt A universelle : si ReA, alors toute restriction de R appartient a
A a fortiari toufé restriction & 1,2,...,p €léments, pour un entier p donné.
D'autre part appelons p ls maximum des cardinaux de bornes Ul""'Uh de A.
Si toute restriction de R & 1,2,...,p éléments appartient & A, alors une telle
restriction est non aUl..... no\'\;Uh donc aussi R est non>U1...., non)Uh
donc Re€A,

Inversement soit A une classe vérifiant la condition de 1'énoncé, et
soit Ul""’Uh les relations de cardinaux £p et qui n'appartiennent pas & A,
Alors ReA si et seulement si toute restriction de R 4 0,1,2,...,p éléments
est distinctede Ul""'Uh'
Autrement dit si et seulement si R est non;thf..., non>l%]: danc A

est universelle.

1.1. Soit U une relation finie ; alors la classe des relations inférieures a

U est universelle,

Preuve. Appelons Vl""’vh les barnes de U, c'est-a-dire les relations non
<U mals dont les restrictions strictes sont €U : elles sont de cardinal au
plus égal & p+1, donc en nombre fini, et d'autre part R<U équivaut 3 R non

;Vl et ... et non>Vh.

Par conséquent : pour tout ensemble fini de relations finies Ugreeeslps

la classe des ‘Ul o4 ... OU ‘Uh

Ou encore : toute classe d'un nombre fini (3 1'isamarphie pras) de

est universe}lg.

relations finies, close pour ¢, est universelle.

1.2. Si une classe universelle comprend des relations finies de cardinaux
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Preuve . Prendre une suite dénombrable Rl de cerdinal 1""’Ri de cardinal
i,... appartenant a la clesse, censidérer chaque Ri comme défini sur les
entiers 1,2, «..,1. Pour une infinité de valeurs i, les relations Ri ont 1la
méme restriction Sl au seul 1. Parmi cette infinité. vne autre infinité de
R; ont la méme restriction S, & 1'ensemble {1,2} etc... On définit S; et on
prend 1’extension commune des S, sur l'ensemble des entiers.

i

1.3. Compacité. S1i une intersection de classes univquglles est vide, alors

pour un nombre fini d'entre elles 1'intersection est vide.

Preuve, Prenons pour chague classe 1l'ensemble des bornes et soit U.,...,U
— kS

ilo-.

une sulte de toutes les bornes des différentes classes. Une relation R
appartient & l'intersection si et seulement si R n'est supérieure & aucune
Ui' Or si aucune intersection finie n'cst vide, i1 exis:e Rl non aUl, puis

R2 nonaUl et nmwauz,...,Ri nonaLH.ot ees et nmw;Ui. On définit Ri sur

tout ou partie da 1'ensemble {l,Z,....i} puis une relaticn S admettant une
infinité d'extensions permi les Ri' de sorte que S non2>Ui pour chaque 1 donc
S appartient & 1'intersection des classes.

2. Etant donné une classe A et un entier a, appelons A’ la classe A diminuse

K3 ’ Pl
de ses relations de cardineux <a puis Aa la clesse A auemertée des restrig-

tions, de cardinaux <a, des relstions de A' (autrement cdit Aa est A'complé-

tée par cloture pour <),

2.1. Si A est universelle, alors Aa est universelle,

Preuve, On a évidemment Aa cA et les relatinons appartanant 3 A-Aa sont de

cardinaux <a donc en ncrbre fini (& 1'isomorphis prés), scit Ul""’Uh' De
plus touts relation » une U, (1 = 1,...,h) est hors de A. Donc R{Aa équivaus
4 R¢A ou RsU; ou ... ou ReU . Enfin Re¢Aa fquivaut & ReAd et RLU

1
R%uh : donc Aa est 1'intersection de A et de la classe universelle définie

1 gt ... et

par Ul""'Uh' donc Aa est universelle.
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2.2 Etant donné une classe universelleA et un entier a, toute classc close pour

et cul se caonfond avec A pour les relations de cardinaux» a, est universelle.
En effet la Classe considérée est la réunion de Aa, qul est universelle, et
d'un ensemble de relations finies, clos pour £, donc formant une clasce

universelle,

2.3. Ftant donné un entier p, la classe des relaticnes d'arité dennfe et p-

monomorphes est universelle. (Reappalons qu’une relation est dite p-nomerphe

lorsque toutes ses restrictions & p €léments sont isomorphes (p entier positif)?,
Preuve. Pour gue R solt p-monumcrphe, il suffit que toute restriction de R

&4 p+l é€léments soit p-monomorphe : car de proche en proche, en changeant un
é€lément chaque fols, on trarsforme tout p-ensemble en tout autre p-ensemble.
Prenons la suite, finie & 1'isomorphie prés, des relations n-aires de cardinal
p+l et p-moncmorphes, et la suite U

,...,Uh des autres relzations n-airces de

1
cardinal p+l+ Alors la condition "R est p-monomorphe” éguivaut 2 Riul et ...
et $U..

3. Utilisant la technique des chaines permutées, dévelopnfie par C. Frasaay
(1965: guelques problémes combinatoires concernant les crdres totaux et les
relations monomorphes. Annales de 1'Inst. Fourier - Grenoble t. 15 n° 2

p. 415-524) on déduit de ce qui précéde deux résultats importants cls &

M. JEAN (1867 : sur la classe universelle des relations monomerphes, compte

rendu,, Sous presse):

- La classe des relations monomcrphes (i.e. p-monomcrphes pour teut

entier p), d’arité donnée qu>uniyg§§g}lg.

- la classe des relations enchelnables (i.e interprétables par une chaine

(ordre totall) au moyen d'une farmule libre, est universelle.
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4. Une classe est dite Huniverselle lorsqu’elle est une intersection quel-
conque, donc finie au dénombrable, de classes universelles,
- Pour que A soit &~universelle, il faut et il suffit :

1) qu'il existe un noﬁbre fini ou dénombrable de relations n-aires

finies Ul""’Ui"" telles que ReA si et seulement si R non ;Ui

pour chaque Ui {prenant pour 1les Ui les cycles de 1 éléments, on voit qu'il
existe des classes &universelles qui ne sont pas universelles) 3

2) que ReA si et seulement si toute restriction fini de R appartient &
A (volr Tarski 1953, loc. cit.]).

Du point de vue logique, une classe &universelle est définie par un
ensemble finl ou dénombrable de formules prénexes ne comprenant que des
quanteurs universels,

5. Le probléme de 1l'extension respectueuse est étroitement 118 aux classes

universelles,

Etant donné 1la relation finie U et la relation R non U, il existe une
extension de R, de cardinal aussi grand que 1'on veut, qui reste non »U,
Dans le cas binaire, compléter R en R’ par un élément a avec : R'(a,x) = R"(x, a)
= R'(a,a) =+ pour tout x, puls en R"” avec : R"(a,x) = R"(x,a) = R"(a,a) = -.
Alors, si R' et R"sU, c'est que U comprend un élément a donnant avec tout
autre la valeur +, et un élément b donnant avec tout autre la valeur - :
contradiction en censidérant U(a,b).

Etant donné Ul""'uh finies st R ncm;U1 et ... et non ;Uh. il n'est
pas possible en général d'avolr une extension de R respectant ces inégalités,
Mals si Card(R)a»k, ol k est un gntier fonction de Ul""'Uh’ alors 11 est

plausible (mais non prouvé) qu'une telle extension respectueuse existe, de

cardinal fini arbitrairement grand, et par suite de cardinal infini. Cela
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- Etant corn? une classe universellic A, existe-t-11 ur erfisre k *el

guc *foute reintion PeA ef de cardinelr k edrotie, dans A, une extznsicon

gtrizte {denc une extconninn de cerdinal arhitrairerent grand, fini ou  infini).

Mazwranrit remis 12 31 jenvior 1957, R, FRATCR




