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MODELES ELEMENTAIRES PCUR LA THEORIE DES ENSEMBLES

J. F. PABION

Dans cat article, 1'idée exposée aux journées de lcgiqua cde la Faculté
des Sciences de Lyon en 1967 est reprise et approfondi=. On verra que 1'abandon
de l'axiome de l'ensemble des parties permet en fait d'aller beaucoup plus
loin,

Neous avons le plus possible conservé le langege usuel, larsque la
formalisation ne présente pas de difficulté. Les signes usuels tels qua = ,
€ {x}, xyy sont réservés a 1l'usage métamathématique.

La métathéorie ne nécessite pas 1l'usage intégral d’une exicmatique
telle que celle de Zermelo-Fraenkel (ZF). Une extension d'ardre suffisant de
1’arithmétique élémentaire convient. Lorsqu'il est question d'ordinaux (dans
la métathéorie) on peut supposer qu'il s'agit d'ordinaux constructibles (au

sens de Kleene).

la logique de base est le calcul des prédicats du ler crdre, sans égalité,
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I - Reletions étapses :

On sait que la théorie des ensembles peut 8tre construite & 1'aide d'une
seule notion primitive : 1’apportenance. Cela implique que les nntions usuel les,
telles gue couples, graphes, foncticns, etc... peuvent Btre définies en fone-
tion de 1'appartenance seule. Nous allons reprendre les proczdés classicues

a la luriaredu concept de formule étapée, que nous allons d'abord expliquer,

L°) Formules étegées :

Lo désigne un langage sans constantes individuelles, avant un seul

prédicat,e , de poids 2, Une formule étagée primitive (f.e.p.) est une

formule F pour laguelle il existe une suite finie de formules Fosf 5eed,F
n

telles que Fn = F et que pour chagque i<n on ait 1’une des conditions suivantes :

. Fi est une formule é€lémantaire

. 11 existe j<i tel que F, ='7FJ

. Il existe j,k<i tels que F, = F,vF, , F.AF , F F

. Il existe j<i et des variables x et y tels que Fi soit 1'une des
formules sulvantes :
Hx{ xey/\Fj] , \'/x[ xey-aFj]
Soit S un ensemble d’éncncés (de L,) :

une formule F[xl....,xp) est dite S-&tagée s'll existe une f.e.p. F*[xl""'x )
]

telle que
%
S F-Vxl...xp [ F[xl,....xp]é—iF [xl,...,xp]]
En particulier, une formule ¢-étagée sera dite simplement étagee.

2°) - Excmples de formules étegées

Les formules introduites ci-dessous ont toutes une interprétation naturelle
lorsque € est interprété par la relation d'appartenance. La vérification de

leur caractére étagé est en général immédiate.



Modeles 61¢m enteires pour la théorie des ensembles
41

xcy (inclusion) : Vu [ uex—ueyT]
xzy (égalisé en extension) : (xCy)} A (yex)
on a: L—ny[ xZy <y Yu {uexe——»uay]]
Yu [ uexé—?uey] est donc étagée, mals non étagée primitive.
P(x,u,v) (x est la paire {u,v}) :
uex A vex AVt [ tex—ytsu v t-—:v]

ci{x u,v) (x est le couple <u,v>) :

Rappelons qu'on peut poser, suivant Kuratowski :

<u,v> = {{ul}, {u, v}}

D'od Clx,u,v) = Ihk[hex Akex A P{x,h,kKJA Plhu,u) A PK,u,v))
"z est un graphe construit sur x et y" conduit & la formule Gl(z,x,y) :

YVt [ tez Ju v[ UEX A VEY /\C(t,u,v]]]

On verrait aussi que les notions suivantes :

=z est un ordre sur x

- z est une fonction de x vers y (en prenant foncticon = graphe fonctionnel)

- z est une injection (resp : une surjection, une bijection) de x vers y..
s'expriment par des formules étagées.

Par contre, "z est un bon ordre sur x" ne peut &tre rendu par une for-
mule étagée, mals par une formule A~étagée, ol A désigne 1'énoncé suivant :

Vx 3y ¥z ZCx—> zey ]

3°) - Aspect sémantique :

On considére les structuresé= <E,€> ol € est une relation binaire sur E.
Pour toute partie non vide B de E,GEB désigne la structure induite par & sur B.
Pour tout a €E, on définit par induction les ensembles Ek(a)
{e]

{x¢E |& & x%a}

E°(a)

Ela)
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e = U Bl
xEER (g -

£z k . fez
élément de E (a) sera eppelé k-élément de a.

Une partie M de E est dite :

transitive si pour tout a, aé M=YE'(a)CH

inductive si pour tout a, El(a)cM=HaeM

parfaite si elle est transitive et inductive.

Exerples @ . E est parfaite

. ¢ est transitive. Elle est inductive si et seulement si pour
tout acE , E%a) # 4.

. un élément est dit fondé s’il n'existe pas de suite infinie
{ao,al....,an...} telle que a, = a et pour tout i, ai+1g ay.

L'ensemble F des éléments fondés est parfait.

lIOpOSitiOH l H SOit S un 8!.58;(318 cao :patible d,el orces de 100 SO'lt l [X | X '
1)--.,
D

Remarque :

& =
=

une formule S-étagée. On donre un moddéle& = <E,g> de S, une partie -

transitive non vide M de E, telle que<é>M soit un moddle pour S.
Quels que scient a_,...,a_€M :
1 p
E b Fla a )e= @& F
FICRE BN ] -, a R I WY
1 p’ < Y&y = ) apJ
il suffit de raisonner avec F étagée primitive. Procéder alors par
induction sur 1'ordre de F (ou nombre d'occurrences de connecteurs
dans FJ),

- La notion de formule étagée n'est pas sans lien avec celle de

relation ebseclus dans le sens de Gddel [3] . Dans ce dernier cas cependant

il s’agit.d’'tne notion syntactique. Dans son interprétation sémantique, les

ensembles transitifs M sont définissables par une formule.

De méme la noticn introduite ici d’élément fondé est extérieure aux systémes

formels envisagés, bien qu’elle renvole évidemment aux ensembles bien~-fondgs
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introduits dans ZF. pour prouver la compatibilité de 1'axiome de régularité.

II - Modéles pour la tiiéorie des ensembles.:

Dans ce § , nous décrivons une méthode permettant d' obtenir des mod2les pour

certains sous-systémes de la théorie de Zermelo-Fraenkel.

On donne un langage L, dénnmbrable, de base N, et comprenant au moins le
prédicat € et une famllle infinie de prédicats monadiques {rn}nem.
On donne aussi une ccrrespondance de Gbdel g, qui & tout assemblage A de L
associe de maniére univoque un enticr positif g(A), appelé numéro de A.

Appelons formule de rang n toute formule de la forme :

r x AF(x)
ol F(x) est une formule & une variable libre x queliconqgue.

Pour n # 0, soit An 1'ensemble des numéros des formules de rang n.

Posons A, =IN = {_J A
o<n
En particulier, A, contient les numéros des formules de rang O.
Tous 1les An sont infinis et deux & deux disjoints.
si nélAp. nous dirons aussi que n est de rang p.
Appelons prédiagramme tout enszmble D d'énoncés de L tel que :
= A € D=1l existe un énoncé &lémentaire A’ tel que A = A’ ou A =
- Il n’existe pas d’énoncé A tel que AED et TAED.
un prédiagramme aest,un diagramme si de plus, pour tout €noncé €lémentaire A,
A €D ou 1AED, Pour tout prédiagramme O , soit D le diagramme obtenu en

adjoignant & D les négations des énoncés &lémentaires cui ne sont pas dans D.

Tout diagramme D détermine de fagon canonigue une structure @ (D) sur N

TA'
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1°)~ Description de la méthode :

On part des données suilvantes :
- Sur chaque A, on introduit un ordre de type w? s
Ak ) {av}v<w?
- On donrne un prédiagramme A répondant eux conditions suivantes :
. quels que soient n, mE€N , - (nsm)¢ A
. SineméAp, n€A, et méA,.
. Sin€eA_ , r

k

Cela étant, construisons une suite D“’Dl ""‘Dn"" de prédiagramme

neAetsin#Aw Wrw €A

k
comme suit :

Do = &

. Supposons définis 90.01,.,,,Un et définissons Dn+1 :
ler gas t n = 2k

Soit B = AUMU ... UA

Sur Bk’ introduisons la relation d'équivalence suivante :

avb (2k)&pour tout pelN, pea €92k¢*~i‘/ peb ¢ DZK

Pour chaque a EBK’ soit é\la classe de a.
8 est fini ou dénombrable : rangeons les éléments de & dans un ordre lexice~
graphique, en classant d'abord par repport au rang, ensuite par rapport 3
1'ordre naturel. D'cl une suite de type t¢w? : & ={{a$}V<T§‘

Pour chague v # 0 et <t on introduit alors 1'énoncé aK+leaa
v v

2e cas : n = 2k+1

Soit aEfAk+l : a est le numéro d'une formule de rang k+l, F(x).
Pour tout P tel quecé 0 )F’ F{p), on introduit pea.
n

Enfin on pose D = D -
1IN
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La relation & définie par nem&nemed définit une structure & sur N.

2°)=- Propriétés de la structure obtenue :

terme 1 ¢ Soient a,t:wzéBk et m> 2k,
Si awb (2k) et a # b, avb (n)

Posons C = 3 = § relativement a 02k.

Dans C, a et b cccupent des places différentes v ct p, avec par exemple
v<u.

Dans D b regoit ak+l que ne regoit pas a

x+1’ u '

a ni b ne regolvent plus d'é€léments de rang k+1l dans la suite des construc-
tions. Donc a et b ne figurent plus dans une méme classe.
Lemme 2 : Solent a, beB et n>2k,

k

S1 awb (n), alors a = b.

Les éléments de a et b de rangs <ksont déjad attribués dans DZK'
Donc anb(2k) et il reste & appliquer le lemms 1,
g1

temme 3 : Si aeAk, (a) C B

k+1

Supposons qu'il existe n, neE (a) et néAﬂ avec £>k+l.n n'a pu &tre
introduit que dans la transition de 02(11-1) 3 02£_+1. Donc il existe b dans &
{(modulo 2 (£+1}) qui occupe une place antérieure & celle de a.

D'aprés 1l'ordre choisi sur 'a\. le rang de b est k.

Donc a,b€B, et avb (2(£-1)) avec 2(£-1)>2k

D'aprés le lemme 2, a = b, ce qui est contradictoire.
_Lemme 4 : Soit a‘C—‘.Ak. Pour que neéEl{a), 11 faut et i1 suffit que neaevzk+l.

Pour p>k, a ne peut recevoir d'éléments que dans les transitions du type
a 02p+1 » les &léments regus étant ajors d'ardre p+l.

D'aprés le lemme 3, cecl est impossible.
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On en dédult :

Proposition 2 : El{a) = El(b) ==%a = b,

En effet El(a) = E}(b)=>anb (2k+1) si a,beB
8n conclut par le lemme 2.
Lemme 5 : Soit F(x,,...,x_ )} une formule de Lo. Quels que soient a_,...,a ¢ B

é 1 a] ‘ 1 P k
BF F(allllljap)é%g[DZK)FF(alll'.lap)

K
En effet, les 1-&léments des éléments de Bk qui sont de rang <k sont
attribués dés DZk‘
Définition : soit F(xl,...,xp] une formule de L.
Nous dirons qu'elle vérifie la condition (B) si pour tout entier k, 11

existe un entier m(k) tel que pour tout nym(k) et quels que soient al....,a gak
@ e Flay e ) &= G (0 )= Flajsrensa))
Exemples :
. Toute formule élémentaire vérifie la condition (B).
« 51 F et G vérifient la condition (B) 11 en est de méme de JF, FvG, FAG,
F— G, &G,

temme B8 : Si F(x.yl,....ypl vérifie la condition (B), 11 en est de méme de

Ix [ xeZ2 AF{X,Y »evesy ) et x| xez o5 F(x, .
L Y, y,)] ¥ x[xez >FOGy Ly )]
N.B. 11 se peut que z soit 1'une des variables y ,...,yp.
1
Soit k un entier, et m(k+1) 1'entier associé 3 F, relatif a k+1.
Soient y = Sup{m(k+1),2k+1} et n3p .
On donne a,b ,...,b_€B
1 Pk
S1 G k3Ix[xea ARG ,.ub )]
1
i1 existe ¢ tel que c €EMa) et ¥ Flc,b ,....bp]
1

1 =
CeEl(a) /CGBMI.
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Donc, puisque nxm(k+1), & [Qn)kr F(c,b/.....bp).
De méma, puisque n;2k+1;G§ (Dn]h= cea
Inversement, si Gé(Drg = I x{vea A F(x,bl,....bp]]
i1 existe c tel que@i(9n1£= cea et thvnlkf F(c.bl,...,bp]
Nécessairement, ce€B . , donc Q#F(c,bl seeesb )
Corollaire : en particulier, toute formule étagée de L, vérifie la condition (B).
Lemme 7 t Soit F[x.yl,....yp) une formule de L vérifient la condition (B) et
de plus la condition sulvante :
Pour tout entier k, il existe p{K) tel que, guels gue soient
ct a€eWN,

K
Gé#= Fla,b ,...,b )=5a ¢
22 p =78

b.-u.,b eB
1 p

Btk

Quels gue soient b ,...,prIN, 11 existe a¢c® tel que :
1
El(a) = {n\@l:F[n,bl.....br)]}
Soit g = Sup {k,p(k)}
Posons u = m(qg) et scit la formule de rang ¥, dc numéro ¢ :
r x ANF(x,b,,e00,0 )
P 1 P
Dans DZu’ c regolit exactement pour €léments les €lZments n tels que
@ &= Fln,b ,...,b ).
1 p
Dans D on construit 1'élément a cherché.
2u+l

3°)~ Enoncés valides dangéé:

Axiome d'extensionalité (F) : résulte de la proposition 2.

—————

Axiome de la paire (P) :

Soit la formule : X2y Vxzy,

- Elle est étagse, donc vérifie la conditicn (D).
- 8i a,bGﬁBk et s1 G Eczavesh, alors ¢ =aouc = b dono csBK.
On est dans les conditions du lemme 7 : quels que soient a et b 11
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existe ¢ tel que El(c) = {a,b}.

Axiome de réunion (U)

On part de la formule étagée.

= Ayl xev2 A v2 vi]

Quels que soient n et a, si é = 3y2[ ey, N yzga] , NEE2(a),
Bonc a€B, =n €8, o

Donc pour tout a 1l existe b tel que El(b) = \_J) El(x) = E2(a)
x€EL (a)

Schéma de séparation (S) :

Soit F(x,yl,...,yp] une formule étagée.
Pour tout z, la formule :
xez A F(x,yl,...,yp] est étagée et vérifie les hypothéses du lemme 7.
Donc, quels que soient a, bl....,bp il existe c tel que :
Ellc) = {n|€knean F(n.bl....,bpl}
C'est un cas particulier du schéma de séparation (le schéma général
s’'obtient en supprimant la condition "F étagée”).

Axiome du produit (Pr) :

Soit la formule

(1) J uv [ ueyavez A Clx,u,v) ]

Etagée, elle vérifie la condition (B).

Soilt la formule : xSy Y xzz
qul vérifie les hypothéses du lemme 7 avec p(k) = k, q = k, u = 2(k+1)+1

Ceci montre gue quels que soientaa, b, 1'élément ¢ tel que El(c) = {a,b}
sst de rang §;K+3 si a,b EBK' Donc 1'élément d tel que El(d) = {{a}}{a,b}} est

de rang <4k+39.

(1) remplit donc les conditions du lomme 7.
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Autrement dit, quels que secient a,b il cxiste c dont les 1-€léments
sont les couples <u,v> avec u €El(a) et ve El(b).
EL?: Dans ZF, la construction du produit peut &tre dérivée de 1'axicme de
1’ensemble des parties et du schéma de séparation (m8me restreint aux
formules étagées). Mals nous verrans unG; ne réalise pas nécessairement 1'axiome

de 1l'ensemble des parties.

4°)- Mpod@les spécisux @

Nous allons maintenant préciser les conditicns initiales, modifiant ainsi
1’cnsemble de la construction en vue du résultat désiré.

A°~ Ordinaux = Entiers

Voici gquelques formules étagdes :

Trans(x) ¢ Vy [ yex —» vex]

Alx) ¢+ Yy [ vex—y]lyey)]

B{x) ¢+ Yy [ vex~%Trans(y)]

Cx) = YVyz[ vex A zex—(yzz v yez v zey) |

Trans(x) A Alx)A B(x) A C{x) signifie que x est tramsitif et que
1'appartenance induit sur x une relation d'crcdre (strict) tetal,
Si on acdjcint la condition : Toute partie non vide de x a un plus potit

g¢lément pour l'ordre induit par 1'appeartenancs, on cbticnt la d&"initien de

Von-Neumann pour les crdinaux. Solt Crd(x) la fornule qui définit les crdinaux.

Assumons les axiomes E, P, U ot le €-héma S (restreint). On morntrc alors
1'existence d'un ensemble vide unique O : C est un ordinal.

Si a est un ordinal, o U{a} (qui existe par P et U) est un ordinal.

En particulier, 0, {ol}l, {o,{0}},....{o,{cL{o,{o}},...} =sont dzs ordinaux

qui dans une interprétation neturelle représentant les enticrs.
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Un ordinal o est dit de 2e espéce si x€a =yxU{x}ca (on dit aussi que o est
limite). Ceci s'exprime par une formule Etagée L(x)
Yy [yex - ';]z[z;;x/\ %€z A XeZ N thtez-s,tgx v tzx‘})]

Une forme de 1'axiome de 1'infini est alors :

(1) Ix | ord(x) A Lix)]

Tout él2ment d’un ordinal est un ordinal., Si o est un ordinal, les
ordinaux de 2e espics qui sppartiermnent & a sont donc les ensembles x vérifiant :

L{x) A xea

L étant étagée, 1ls forment un ensemble en vertu du schéma S . Si cet
ensemble est ron vide, il a un plue petit &lément gui est le pilus petit
ordinal limite w. En vertu ce (I), il suffit de prendre 1'crdinal o U{a}
ol a est un ordiral limite quelconque, pour déterminer w.

Les éléments de w sont par définition les entiers.

Définition : Soit o un ordinal dénombrable. Nous dirons gue G est a=-standard
s ——————

s'il existe uvne a-suite {av}v<a d’entiers telle que, guels que soient v,T<aq,
a ea_ ssi v<r.
vV T
Alors il est azisé de voir que les 8, sent des ordinaux dans le maddle &,
Lemme 8 : 81 G est ¢-standard pour czw, alers (I) est valide dans &,

en effet, a, 5t tel que @i?==L(aw].

Propositicn 3 : Pour tout ordinal dénombrable o, il existe une structure

@ a-standard qui ne vérifie par 1'axiome (R) de régularité.
Supposons évidemment azw
Précisons pour csla le prédiagramme A:
Soit {as}vsa la suite des €léments de A, rangé€s dans une (a+1)-suite

on introduit dans A les énoncés suivants :
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. Si y<t<a ¢ 8% a°
Voo
. a’ea’
o o
On voit que les classes modulo (o) sont toutes réduites & un €lément,
Donc les 1-&léments de a: pour v<a sont les a; tels que t<v .
Puisque a;Eag. 1'axiome (R) est évidemment faux.

B)- Axiome du cholix 'C) :

Supposons que le langage L comprenne, ocutre ¢, un prédicat binaire p,
et introduisons dans A les énoncés suivants :

. 81 ngm , nom

« sin>m, Jlnom)

Soit la formuls suivante :

:\VV[uey A vey A Clx,U,VIAup V]

Elle vérifie les conditions du lemme 7 : donc pour tout a les couples
<w,V> tels que uea , véa et ugv forment les 1-éléments d’un &lément b, qui
est un bon ordre sur a

C)- Enumérabilité :

Supposons que L contlenne, outre e et p, un prédicat binaire © interprété
par 1'égalité et 2 prédicats ternaires représentant la somme et le produit
dans N.bAlors E(a) contient un modéle standard de 1l'arithmétigue.

En particulier toute relation récursive y est représentable au sens
strict, par une formule ne contenant pas €.

Soit un modéle (w+l)-standard, dans lequel l'ensemble des entiers
est récursif.

L'application : n — a; est donc une bijection récursive. Donc 11 existe
dans L une formule F(x,y) telle que, quels que soient n et p :

G Al Fln,p)&p = ay .
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Notons que F vérifie la condition (B).
Spit w 1l'ensemble des entiers (dans & ). Considérons la formule suivante :
3uv [Vew Auey A Cx,V,u) A FLUVY])

on peut lui appliquer le lemme 7 : pour tout e, 1l'ensemble des couples <n,a%
n

tels que neEl(a) existe. Ceci est le grephe d’une injection de a dans w.

Donc il est compatible d’assumer, avec E,P,UPr,S5,I 1'énconcé suivant :
(En] "Pour tout ensemble a, il existe une injection de a dans w".
On peut montrer, en reproduisant le raisonnement cantorien classique,

que ceci implique la négation de 1'axicme de

1'ensemble des parties (R&J
Toutefols :

Proposition 4 ¢« Si & est (w+l)-standard, 1'énoncé suivant est valide

[Pf) "Pour tout ensemble a, il existe un ensemble b dont les &léments
sont les parties finies de a”.

Appelcns ensemble firl un ensemble a tel qu'il existe un entier v et une

bijection de v sur a. Si & est (w+l)-standard, les entiers de& sont finis
(dans le métasystémel}, donc a est fini dans(E; ssi El(a) est fini.

Si a<£8k, le graphe d'une bijection d'un entier sur a est au plus de
rang 2{4k+3j+1, Ceci montre que la formule F(x) qui signifie : "x est fini”
vérifie la condition (B}, et due F(x) Alxcy) vérifie les conditions du
lemme 7.

D)- Axiome de régularité :

lemme § : S1i @& est un modéle pour (E,P,U,S,I.C,Pr) a-standard, pour toute

partie parfaite M de [N, G§M cst un modéle a-stancard pour le

méme systeme.
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Exemples de vérifications :
. Soit aeM.
Soit b 1'€lément de N dont les 1-6léments sont les 2-éléments de a.
El(b) CM (car M est transitif), donc b€M (car M est inductif) : donc Uest
valide dans @M
. si aeMet si EN(b) CEl(a), E}(B) CM, donc bEM : donc toute "partie”
de a est aussi dans M. En perticulier 1l y a conservation des ordres sur a, denc
des bons-ordres s'il y en a.
. Soient {av}v<a les ordinaux de @ de type <a. Par induction, on montre
que avEM :
- 8, est le vide, donc a.gM
- si aV€M pour v<t<a, El(aTJ CM, donc aTEEM.
Donc € " est g-standard.

. Pecur le schéma S, cn utilisera la propocsition 1.

Propneition 5 :

Pour tout ordinal a, dérembrable, il existe un mnddle a-standard

pour le systeéme (E,P,U,S,I,C,Pr,R).
On part d'un modéle g-standard &, et on considdre @:F ol F est 1l'ensemble

des éléments fondés. R esr (toujours) valide dans & _. On applique alors le
Tor . J F q

lemme 9 & la partie parfaite F.
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