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UME APPROCHE DE LA CONSTRUCTION D'UN MODELE DENOMERASLE PCUR

POUR LA THECRIE DE ZERMELOD-FRACNIEL

J.F. PABION

Introducticn,

Que l'on envisage la théorie de Zermelo-Fraenkel (ZF), ou la théorie des
classes de Bernays- Godel, il s'agit de théories formalisables dans un calcul
du premier ordre, de base quelconque, comportant suivant les présertations un
ou deux prédicats (appartenance, ou appartenance et égalité) et engendrées par
un ensemble d'énoncés clos, D'aprés le théoreme de Lowenheim-Skolem [:2 ] ’
ces théories sont réallsables sur un domaine dénombrable. En d'autres termes,

si elles sont compatibles, il en existe des mnd2les dénombrables.

Choquant au premier abord - on l'a appelé paradoxe de Skolem -, salué par
les intuitionnistes comme un nouvel argument contre les formalistes, le résultat
signifie simplement qu'on ne pouveit s'attendre & trouver un contenu absolu
dans les formalismes. MBme la notion de cardinalité devient relative, et le
"paradoxe” révéle seulement une hétérogénéité totale avec la notion de car—
dinalité intérieure & un modele, et celle qu'on peut voir inscrite dans le
matériel ayant servi & sa construction. Depuils, les "mod2les dénombrzhles”
sont intervenus, du moins par leur existence, dans plusicurs démonstrations -
citons, parmi les plus récentes, lec travail de Cohen sur 1'indépendance de
1'hypothése du continu-. Nous ne samwmes pas sdrs gu’un modéle ait jemais été

totalement explicité, au sein d’une thécrie éprouvée.
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Dans ce qui suit, nous construirons, par un procédé neon effectif
au sens rigoureux de récursif, mals cloirement explicité a 1'aide d'un
matériel modeste, un medéle pour une thiorie plus faible que ZF, quoi

de structure zssez volsine i

N.B.: Neus adrtons la deserinticon du celcul des prédicats faite dans
[1] + On pourra trouver les axiomes de ZF dans [S] + Les théories de
Bernays~Goslal sont décrits dars [3] et [5].

2 la théorle 7' :

1°) - Sywhcias: nous ncus plagons dans le calcul de prédicats restreint

[

du ler ordre, sens égalité. Outre les signes Inciques (connesteurs du
calcul propositionnel et quantificateurs) et les signes improres
{signes de ponctuation), notre alphabet contient :
= un ensemble dShoxbrable de variables x,y,z...
- un ensemble infini d'individus I. Dans I, un indivicu dictingué ncts Qo
- deux prédicats de poids 2, 1% et .
Nous introduisons les conventions d’Zcriture suivants

x €y sera mis pour raxy , X = y pour re xy,ngy et x ¥ y représentent
Txsy) et Tix=y).
xCy est une abréviation pour :

Vz['z €Ex > Zeiy]
Regfx]) représente la fcrmule :

Iv[yexlVx =ao

"Reg” est . le dibut de régulier : la formule précédente est appelés 3

caractériser les "bons ensembles”, qui sercnt, scit nen vides, soit

ézaux & .
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2°) - Axiomes propres :

groupe 1 : % Y x[x = x]
¥4 Y oxy[x = y]-ﬁ[F(x]é—aF(y)] » Frgy €tent une fcrmule a une
varieble libre t, ne contenmant ni x ni y.

groupe 2 :

a - Vxy [Qt[téx] +> (x=yeyxCy A yodj

b -V xy[Reg[x)ARog(yl~? Iz Vi[tezest=x v t=yj]
¢ - Vx3yVz[Reglz)— (FUluex A z €U Jevzey) ]
d- Vx Ey\"’z[ Reg (z)—> (zcx ¢>zey)]

f - Vx[ x%aé}

groure 3 : 11 contient les axiomes dits "du choix” et "de 1'infini”. Nous
les écrirons en temps utile,

growpe 4 ¢ Il se réduira icl & un  €ma correspondant au schéma de sipa-
ration :

Pour toute formule F(x) & une variable libre, ne contcnant que des guanti-
ficateurs bornés (ou typiques, dans la terminologie de Bourbaki), 1'éncncé suivant
est un axiome :

( > Vy?lex[Reg(x] > (F(x)/\xeyé—‘;xez)]

Le couple de parenthéses initiales signifie qu'on prend la cléture univer-

selle de 1'énoncé gui les suit,

3°) - Lien avec Z-F.

Le groupe 1 contient les axiomes de 1'égalité. L'égalité n'est deonc pes ici
une abréviation mais une notion primitive.

Le groupe 2 contient des formes altérées des axiomes d'extensionnalité, de la
paire, de réunion, de l'ensemble des parties. Les altératicns proviennent d'in-

jections d'hypoth2ses de régularité dans b, ¢, d, tondis que a est campatible
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avec 1'existence d'"atomes”, ou ensembles sans é€léments qul ne sont pas nécessairemer
I'ensemble vide.
le groupe 3, gul n’a pas &té explicité encore, contiert sans modificatien
les axiomes du choix et de l'infini € ous 1'une»des formes classiques.

Le groupe 4 contient le schéma de séparation doublement altéré : par
I'introduction du Reg(x) et par restriction de 1’ensemble des formules atmissibles,
Il manque le schéma de remplacement, mais ce dernier n'intervient que dans
des guestions assez "avancées”, comme l'utilisation des définitions par induction

transfinie,
Remarquons que les altérations introduites peuvent &tre exorcisées par
1'adjonction de 1'axiome suivant :
Vx [¥y[vfx] = x = o]
Cependant, le modéle gque nous construisons explhite au contraire la per-
mission d'introduire des "atomes”, soit des é€léments irréguliers :

IT - Construction d'un modéle pour 7' :

1°} - Notion de mcddle :

Nous utiliscns ici une adaptaticn algébrique de laknotion traditionnelle
de mcdele. Etant donnée une application quelconque h de l'ensemble A des éncncés
€lémentaires (de la forme a€b ou a=b) dans 1'ensemble U = {0,1}, on dfmontrs
qu’elle se prolonge de fagon unique en une application h da 1'ensemble des
énoncés dans U, de telle scrte que les liens logiques‘prennent leur vaicur
usuelle, De fagon précise, U est une algébre de beole isomorphe af?%m). Quels
que scient les énoncés.A,B on a:

heAB) = heAL.R(BY . RCIA) = 1-h(A) ete...

\J ~r (a3 "]. o
et h@Ex[(x/a)A]) = sup hil(b/alA), h(¥x[fx/ala)) = Inf Rl(b/a)A)
bel beT
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Si ﬁ(A) = 1, on dit que A est valide (plus précisément h-valide). L'’ensemble
Vh des énoncés valides est évidemment compatible, et constitu d'ailleurs un
systéme déductif complet, appelé validation.

Nous allons opérer en deux é&tapes :

1)- nous construisons d'abord une thécrie T .

2)= Par restriction de 1'ensemble des symboles, nous dégagerons unc vali-

dation V dans laquelle les axiomes de 2° sont valides.

2°) - Construction de T:

a al- Définitions :

Nous prencons comme ensemble d'individus 1’ensembls N des entiers naturels.
Outre les prédicats €, =, déja considérés, nous introduisons :
un prédicat de poids 2 r3
un prédicat de poids 3 rg
une suite de prédicats de poids 1 {r;}, _
L'ensemble de tous ces symboles et des symboles logiques est déncmbrable

(et par ailleurs "effectif”), donc peut &tre mis en correspondance biunivoque

avec un enssmale d'entiers strictement positifs. Chague asscmblage SoS1.+48,

est alors caractérisé par son numéro de Go el :

PO Pl ---Pn

ot Ei est le nombre associé a 8y » et P, le iéme ncmbre premier dans 1'ordre

naturel & partir de P,=2.

Posons a = 3" pour n3o et Bn = 3" (nyo , m21)

m

Notons que $ous les an et les Bkl sont distincts deux a deux, et qu'aucun

n'est un nombre de Godel . Ce sont les deux propriétés dont nous ncus servirons.
e
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Définition : Soit x une variable fixée une fois pour toute

Appelons formule de rang. k toute formule du type suivant :

(rox V ryx v...\'rkxlxﬂ F(x) , F(x) étant une farmule quantifiable
par x arbitraire.

Bk désigne 1l'ensemble des numéros des formules de rang K.

Les Bi sont tous infinis et deux & deux disjoints.

bl- La théorie A:

Introduiscns les énoncés définis comme suit :
Pour tout entier n : n=n ,1(r2nn)
quels gque soient n,m avec n<m : 1(n = m), rinm, rZmn)
quels que soient n, m, P :
si p égale nm : rgnmp

sinon

Tlr3nmp)

Ainsi, le signe Yreprésente 1’égalité usuelle, le signe r?2 1'inégalits
stricte et r% la fonction exponentielle (dans IN),

Le systéme déductif engendré par les énoncés sera désigné par A .

Soit V une velidation quelceonque contenant A (il suffit de prolonger
arbitrairement le systéme de valeurs de vérités amorcé ci-dessus).

V contient les axiomes de 1’égalité (groupe I) et aussi les 6noncés
suivants :

Vx[? (r%ox]]
et pour tout n>o : Vx{ r3 X X=0 V X=lv eV x=n-1]
Nous appelons w-théorie un tel syst®me déductif. La fonction x¥ &tant

représentable au sens strict dans V (par la formule r3 Xyz), cn démontre que

toute fonction récursive est strictement représentable dans V (et méme

représentable par une formule fonctionnelle),
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A¥ sera le systéme obtenu par adjonction aux hypcth2ses de A des énoncés
suivants :
Pour tout n , n# o, et n % B s (quels que scient k et £)
Pour tout n :

si n est dans BK ou sinest ¢, ' r, n

k k
Dans tout auvtre cas : T(rkn)

un individu n sera dit QE_EEDE k si A*}— rkn :+ c’est donc, solt le numéro d'une
formule de rang k, soit Q.
Définition : Suit S un systéme déductif quelconque.
g désigne la validation définie par le systéme suivant de valeurs
de vérités :
Pour tout énoncé élémentaire U, on pose h(U) = 1 si Stu, h(u) = o
sinon,
Si S est engendré pour un ensemble d Snoncés élémentaires ou de négetions
d'éncncés élémentaires (comme A ou A¥), alors S C s.
c)- La thécrie T:
Définisscns par dnduction une suite Tn de thécries embcités, qui toutes
sont engendrées par des énoncés élémentaires ou des négations dc tels énoncés,
On se donne une suite VosVIMV2, eausVosaes d'entiers naturels (qui sere parti-
cularisée plus tard). Pcsons T, = A*

Suppesant Tk déja définie, T s'obtient par adjoncticn des hypcthéses

k+1
sulvantes :

(1) Pour tout a dans Bk et tout n, a représentant F{x) :
Si TKF- F(n), on introduit nea

(2) Quand ceci est fait pour tcut a dans B, et tout n, scit a danrs B :

S'11 n'existe aucun n de rang k tel que n€a ait &té introcuit, on intrcduit

akeall
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(3) Apres toutes les opérations tu type (2), censidérant a dans B,, i1

K’
existe un ensemble (éventuellement réduit & a) d'entiers auxquels ont &té
attribués les mémes "éléments” gu'ad a. Rangeons les dans 1'ordre naturel :
Q0s8)580, 004,55 000

Si 1'un des vy figure dans cette suite, on permute le premier d’entre eux
avec ao.

D' ot ure nouvelle suite :

ag,ai,aé,..,,ai,‘..
On introcuit enfin les énoncés suilvants :
Bkle ai.Bkzeaé,...,Bkie ai,

{4) Quand tout cecl a été "fait”, pour tout a dans Bk et tout n tel que

ne€a n'alt pes été intrcduit jusgu'ici, on introduit nea.

Enfin on pose T = Kw)Tn

>0

Remarques :

o~ si a est dans Bk’ 1'attributicn des valeurs de vérités aux énoncés de la
farme neéa se fait dens le passage de Tk & Tk+1' La formule x¢a est décidable
dans Tk+1'

B~ Tout élément de Bk autre que oy contient au mcins un autre él8ment de
rang k grice & 1'cgpération (2},

y= si a est dans Bk' tout élément de a est de rang <k, ou est un Bkz'

6~ deux individus a et b de rangs déterminés et dont 1'un au meins n'est
pas”"vide” ont les mCmes éléments si et seaulement si ils sont égaux {on verty
de (3]).

e= Pour tout a dons Bk’ il oxiste un a' dans Bk quil a exactemcnt les

éléments attribués & a dans les opératicns (1) et (2) : puisque a} est in-

changé dans (3],
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3°)- Le modéle V:
C'est une validaticn ainsi définie :
- 1'ensemble E des individus est formé de \UJ Bi auquel on adjcint les

iro
et les Bk@'

%k
- con conserve seulement les prédicats = et €.
- l;ensemble des énoncés élémentalres de ce langage est inclus dans
celui de T: cn prend la valeur 1 pour les énoncés élémentaires qui sont déduits
dans T, o pour les autres.

Ainsi 1'égalité est toujours représentée strictement par la formule x = y.

Proposition : Les axiomes de 7' sont valides dans V.

a)- Axiomes du groupe 1
C'est immAdiat, la formule x== y représentant strictement 1'égalité.
bl- Axiomes du groupe 2 :
Manifestement Vx[xéaoj de méme que‘Vx[xéak] et Vx[xéskzl scnt déduits,
axiome d'extensionnalité : résulte de la remarque 8§ ci-dessus.
axlome de la paire : on doit mentrer que quels que soient a et b,

1'énoncé : Reg(a)AReg(b)-—-‘l3sz[z€x<'%z=a 3% z=b] est valide

Solent a et b dans E. Si a ou b non réguliers, c'est trivial.
Si a et b sont réguliers, ils ont en particulier un rang déterminé. Scit
n le rang maximum. Soit F(x) la fcrmule de rang n et de numéro c :
(roxVriXy o..vr x) A (x=a V x=b)
Les éléments de c sont attribués dans le passage dc Tn a Tn+l :
Au cours de (1), c regoit a et b exactement.

Au cours de (2), rien de plus d'aprés le choix de n.

Dans (3], cn exhibe un ¢’ qui a les propriétés requises, c'est-a-dire tel

que 1l'énoncé :

VZ[ZQC'@Z=3 v z=b1 soit valide.
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Nous avens fait en déteil la démonstration dans ce cas, les démonstrations
sont analogues pour les autres axiomes du groupe 2 :
Pour 1l'axiome de réunion :

Si a est non régulier, tout €lément vide vérifie la définition de la réunion
des &léments de a.

Si a est régulier et de rang n, on intreduit la formule de rang n+l,:

(ronv... v r ,XIA 3 y[yea A xey |
Pour l'ensemble des parties, considérer la formule :
(roXV aua \[rn+1x] A {xca)
c)- Axiomes du groupe 3

L'axiome de 1'infinl peut &tre exprimé par 1'existence d'un ensemble

contenant les entiers naturels, ces derniers étant définis du point de vue
crdinal comme la suite sulvante d’enscmbles :
g, {8} ,{g,{8}} , etc...
L'axiome prend donc la forme sulvante :
3 x| Vy[ Bex A yex ~ yul y}exﬂ
En fait, dans notre langage, nous n'avons rien pour représenter des
fonctions telle que AVB, ou {A}. Il faut donc remplacer ces forcticns par
leur définition, d'cd la forme sous laguelle nous prendrons 1'axiome :

IxVy[ 0ofx A (yex~—Tzlzex A Vit [ tezevtey v .t=yﬂ ):}

Définlisscns une suite d'entiers uo.ul,....un.... de la maniére suivante

Ug = Qo

U1 numéro de (rox A x=u,)

§ac-ssoesunsesssterIdaasneunsEn

u = numéro de (roxA (xX=u, X=uV,..V xX=u_J)
n+l n
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- Tous les uy sont de rang O
-leur ensemble est manifestement récursif.
Il existe donc dans le langage de T une formule [N(x) & une varizble libre
{gu’cn peut toujours suppeoser &tre x) telle que :
At— N(p} &~ p est 1'un des uy .

Convenons que dans la construction de T 1la suite VisseesV seee @ 6té |

perticularisée en la suite uo.ul,...,un,...

Il en résulte que pour tout nzl, 1'énoncé :

VY x[ XE€u&rx = ugV x = upve.. Vx = u .7 est valide dans V .

Soit alors la formule de rang o :

ToX A N(x), de numéroc n .

Les €léments de n sont attribués dans le pessage de T, & T; ¢ dans
1'opération (1) il régoit exactement les Uy dans 1'cpération (2) rien de plus,
et dans l'opération (3) on détermine un individu w qui a exactement pour
€léments les u, . Cet élément remplit manifestement les cenditicns requises par
1'axiome de 1'infini.

L'axicme du choix s'exprime simplement scus fcrme dite plutiplicative :

pour tout ensemble disjoint il existe un "ensemble de choix". En formule :
Y x[V u V[uexf\\/éxé—?\/w[wéuvw é\]] = Jy Vzlzexadt[ te2z] —
Juueynvez A Vviveyavez -5 v = u]ﬂt}
Scit a dans E.
Si a est vide, tout individu est un ensemble de cheix pour a.
Sinon, a est régulicr, de reng n. Soit F(x) la formule de rang n+l et de

numéro b (rox ryxVauuvr x)A3 z{2€ax zeza Y u[rd ux— u%z_]]

+

8lé i c A » .
Les 8léments de b sont attribués dans le passage dec Tn+1 a Tm2

Au cours de (1), b regoit exactement les individus qui sont le plus
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Au cours de (1), b regoit exectement les individus qui sont le plus petit
¢lément d'un élément (non vide) de a. Bans (2), b regolt éventuellement o

+1
gui n'est pas un élément d'un €l8ment de a (puisque de rang n+l). Dans (3)

en exhibe un individu b’ qui est un enszocmble de choix pour a si de plus a est
formé d’éléments doux & deux disjoints.

d)~ Axicmes du groupe 4 :

C'est le schéma de séparation.

Avant d'établir sa validité sous la farme annoncée, introduisons quelques
définitions.
Définltion : une formule F(xﬂ,,..,xp] de 7, & p variables libres, sera dite

bornée s'il existe n tel que quels gue soient 21582,4-0,a_ dans N, 1'€nonceé

F[al.az.....ap] ait méme valeur de vérité dans T et dans T_.

Définition : Une formule F[xl,...,xp) de T est dite faiblement bornge si quels
que soient al,ez,...,ap dans E, F(xl,...,xp]A X1€E31A.../Axp€ ap est bornsge.
Toute formule bornée est faiblement bornée.
Lemme 1 @ La classe des formules failblement bornées est c lose pour les connec-
teurs L, v, AL, G
I1 suffit de le montrer pour let V.
Soit F(xl,...,xp] faiblement bcrnée,
Prencns al,...,ap dans E et considéreons :
TF(xl,...,prA X1€81 A« ev AX CaY
Tl existe p tel gque guels quse soient ql,dz,...,qp :
Q1€a1 A Q€32 A «ua A q5£ap ait méme valeur de vérité dans ? et ?n

I1 existe m tel qu'il en scit de mtme pour F(ql....,qp]A qi€a; A ...A Qg ca

Scit h = Sup {n.,m} .
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A
SiTHIF(gy,...g )A Ey A.vw AQ EQ
' adi qp 1€ qp P

T 01€81 Aaas quéap dene ?E\‘ qlcalA...,ﬂqpeap
si ?6F~ F[ql,...,qp], il en résulte fhk* F(ql,...,qu». 18814 e s AO ER)
ce qui est contradicteire. Donc (%h €tant complete) ?h‘ﬂ " F[ql,....qp]
on raisonne de mdme cn supposant %hF~ '7F(q1,...,qp]A Q1Earfe..n g ay.
Pour Y la vérification est plutét plus simple enccre.
_9é££ﬂi£i§2_= Soit a un individu, F(x} une fermule quantifiable par x.

Les quantificateurs bornés I x€a et Yxea sont difinis ccmme suit

Ixcal Fix)] représente  3Ix [ x€a A F(x)]
V xea [ F(x]] représente Y x [ x€a~—ﬁF(x]]
I xez et Vxea scont mis en dualité par 1. a sera eppclé2 la berne.

Lemme 2 : la clesse des formules feiblemcnt bornés est clecse par les quan-

ficatz2urs borrés compte tenu de la dualité et do la stabilité per’

il suffit de la montrer pour 3 xea.
Scit F(xl....,xpl faiblemznt bernéa. Soit a dens E.

Ccnsidarons :
G(Xz,...,xp) =.:']x1fx1£a A F(Xl,X2,...,Xp)]

Connons ncus az,....ap dans T et cconsidércens :
G(xg,....xD]/~ x2€a2A.../\xp Cap
C'est-a~dire :
I x1{ FlX1,..0.% JA X362 | A X2€22A .., AX £
1[ 1 n 1 ] 2 55%
Formule équivalente :

X F(X1seeasX J A X162 A X2€22A0.. A X Ca |
31[ 1 D 1 2 o]

de la forme E]xl[ H(xl,...,xp]] od H est bornée. Ocnc 11 existe n telle que

A A
quels que soient ql.qz,...,qp , H(ql,...,qp] ait mime valeur dans Tn et dans T,

I1 en est de méme de h(3J x1 L H(xl.qz....,qplll = UD'K(H(Q.QIJ---,QD]]-



Constriiction d'un mod2le dénombrable
28

Lemme 3 : Les formules élémentaires sont faiblement bornées.

Par forinule élémentaire, nous entendons une fermule de 1'un des types
sulvants : x€a , aex , x€y , x&x , ot d'autre analogues, formées avec les
autres prédicats (en falt toutes les autres sent dicidables dés T, donc
bernées]).

Pour les précédents, il suffit de le vérifier dans chaque cas.

les cas aéx , x€y , xéx donnent des exemples de formules non bornées

et faiblemant bornées.

Propecsition ¢+ Toute formule dans laguelle n'’interviennent que des quantificateyr:

——————

bornés cest faiblement bornée.

C'est une conséquence immédiate de la cecnjonction des lemmes 1,2 et 3
N.B. Dans le prcposition précédente, il faut entendre gue la borné effecti-

vement dans la formule, c'est-3-dire qu'on ne guantifie pas par rapport

aux bornes de quantificateurs.

Cette proposition est intéressante, car elle dcnne une caractérisation
qui peut &tre transportée dans V: on reccnnait la restriction imposée & F(x)
dans le schéma de séparation. Cela étant, scit F(x) une fermule de ce type.
On peut toujours supposer gue la variable ecst x. Scit a dans E et considérens
la formule F(X)A xea

C'est une fcermule bornée : donc il existe n, telle qu'elle ait partout
méme valeur dans f et %no. Pour tout n tel que fﬁF(n)A nea , ?F— n€a : dong
le rang de n ne peut dépasser le rang de a. Soit h = Sup{n,, rang de a}.

Considérons la formule de rang h et de numéro b :

(FoXV suev rhx]A F{x)A xea
Soit b 1l'individu qui contient exactement les €léments attribués 3 p

au cours de (1) et (2). Les €léments réguliers de b' sont exactement les

gléments réguliers de a qul vérifient F.
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En réalité, 11 faut encore s'assurer que F(x) prend la méme valeur de
> ] A
vérité pour tout n de E dans T et dans V.
C'est vrai pour les formules €lémentaires du type x = a, ae< cu x€a ;
la prcpriété se ccnserve évidemment par les ccennectcurs du calcul preposi-

ticnnel, mals asussi par les quantificateurs bornés. En effct tout &léncnt

d'une borne étant un élément de E, 11 suffit de prendrc le sup cu 1'inf

pour les éléments de E dans le calcul de valeurs de vérité.

III - Conclusicns :

-~ Le modéle mentre assez que la théorie Z' est compatible avec des
phénoménes aberrantes du point de vue d'une saine théorie des ensembles.
Aussl s'agit-il d’une théorie strictement plus faible que celle de Zermelo-
Fraenkel.

L'affaiblissem=2nt du & 1l'introducticn d'éléments "farfelus”..... un peu
partout est fondamentalement gZnante. Il n'en est pas de m@me de la restricticn
supplémentaire imposée aux formules de l'axicme de séparction : preticueoment,
les mathématiques classiques ont toujours fait un usage exclusif des quanti-
ficateurs bornés. Il n'en va pas de méme quand cn éncnce un thénrame du type
"tout corps fini est commutatif”. Mais on peut aussi bien le concidérer
comme un métathécreme dont la signification serait : chaque fcis qu’en se
donne effectivement un corps fini, on peut démentrer qu'il est commutatif.

Nous n'avons pas fait mention de 1'axiome de rextriction (cu de fondement),

En fait il a surtout un role esthétique et on peut trés bicn s'en passer.
Mais il est facile de montrer qu'il est nié dans le mcdéle présenté ici :

chaque ensemble Bk est manifestement récursif, denc représentable par une

formule Ek(x].
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Soit b, le numéro de (rox V r.n‘Jrkx]/\Bk[x).

k
Les éléments de bk sont exantemznt ceux de BK {n1us peut &tre un K ).
i
Tcut élément non vide de Bk (dore de bk] ccntient au meins un élément

de rang k qui appartient donc aussi & Bk : c'est la négation de 1'axiome
de restriction,

On voit d'ailleurs que bkEbK est valide, ce oul nie une conséquence
bien cannuede cet axiome.

Entre autres particularités, signalons gu’on pcut reproduirs 1'argument
de Russel pour prouver la non existence d'un ensemble universel (gui dans

le modéle résulte simplement du fait que les éléments d'un ensemble ont

leur rang berné), mais on ne peut resreduire la daémonstration de Cantor

. . -E ;
sur la corparaison des puissance=s de E et 27, En fait, dans le mod2le on

peut montrer que tout ensemble s’injecte dans w: grosso modo, ceci provient
du feit guew représentant un enserble récursif, il existe une fermule qui
représente dans %’(comme dans toute velidation contenant A} une bijecticn

de wsur 1l'ensemble de tous les entiers. Moyennant une "traduction” dans V

analogue & celle qui a été faite pour l'axicme du choix lec r3suvltat s’y

transpoerte.
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