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INTRODUCTION 
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Cette thèse est centrée sur la notion d 1injectivité. 

Dans le premier chapitre, on montre principalement que si tout 

objet injectif d'une catégorie peut être plongé strictement dans une 

source simple, les objets injectifs de cette catégorie sont ses objets 

presque-finaux : en particulier, tout demi-groupe (resp. groupe) 

injectif est réduit à un élément (résultat indiqué par Roux dans le 

cas des groupes). 

Le second chapitre est consacré à l 1étude de l'application CO 

qui, a un élément d'un treillis de Johnson T, associe 1'intersection 

de ses extensions essentielles maximales dans T : après avoir montré 

que l'ensemble des fermetures d*un ensemble inductif est réticulé 

achevé, on identifie Ci) comme plus grande fermeture de l'ensemble 

inductif T^ (on désigne ainsi l'ensemble T muni de l'ordre d'essen-

tialite). On suppose ensuite que (jj est une fermeture dans T, après 

avoir caractérisé les cas où se produit cette éventualité (c'est en 

particulier le cas quand T est le treillis des sous-modules d'un 

module M : la fermeture est alors induite par celle associée à 

l'enveloppe injective M de M) : l'ensemble des invariants de 00 est 

alors un treillis complet et complemento ; nous donnons trois A ' 

conditions nécessaires et suffisantes pour qu'il eoit modulaire * l fune 

d'elles, la compatibilité de l^essentialité avec l'union, se révélera 

d'une grande maniabilité. Si elle est vérifiée dans le treillis des 

sous-modules d'un module M, nous dirons que de module possède là 
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propriété (P). 

En particularisaint une partie de nos théorèmes dans le cas des 

modules, nous trouvons une généralisation du théorème de Johnson qui 

fut à la source de ces travaux (cf. £l2]]). 

Ce n'est qu'assez tard que nous fut connu 1*intéressant exposé £7̂ ] de 

Renault : si certains de nos théorèmes redonnent certains de ses 

résultats en les particularisant dams le cas des modules # son premier 

théorème nous a permis d 1éliminer une restriction dans ces mêmes 

résultats (en montrant que l'application L) est toujours une fermeture 

dans le cas des modules). 

Le chapitre III généralise au cas d'un module quasi-injectif M 

possédant la prorpiété (P) le théorème que Johnson et Wong, en £l3^] , 

avaient démontré dams le cas d'un module quasi-injectif M tel que 

M A * 0, et suivant lequel la somme de deux sous-modules de M est 

fermée dauis M : ce résultat nécessite plusieurs préliminaires, dont une 

nouvelle formulation# d'ailleurs intéressante en soi, de la propriété 

(P) dans le cas des modules. Nous introduisons ensuite la notion de 

semi-injectivité : après avoir montré qu'elle coïncidait avec celle 

d 1injectivité pour les groupes et les demi-groupes, nous donnons 

quelques propriétés simples des modules semi-injectifs et semi-projec-

tifs (la notion de semi-projectivité étant duale de celle de semi-in-

2 

jectivité). L 1idéal maximum m de lfauineau z/p est un exemple de 

module «emi-injectif et semi-projectif qui n'est ni injectif, ni 

projectif. 
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Nous démontrons entre autres choses au chapitre IV l'équiva­

lence pour un anneau A, des propriétés "noethérien a?:to-in jectif u, 

"artinien auto-in jectif11, "tel que les notions d 1injectifs et de 

projectifs coïncident". Une partie seulement de ces résultats semble 

connue, et nous donnons quelques démonstrations rapides et simples 

s fappuyant sur les puissants résultats de Bass, Chase, Matlis et 

Papp, que nous avons brièvement rappelés. 

Nous pensons que les résultats érigés en propositions et 

en théorèmes sont inédits. Toutes les .notions "latéra?.es,i (modules, 

idéal, artinianité, ncpthérianité, perfection etc...) sont entendues 

"à gauche" lorsque rien n fest spécifié. Les modules considérés sont 

des. modules unitaires sur un anneau unitaire. La rotation N ̂  M 

exprime le fait que N est un sous-modv.le de M : au chapitre III 

(voire IV) on l'emploiera parfois pour marquer le fait que N est 

isomorphe à un sous-module de M. On désigne par An(x) l'annulateur à 

gauche de l'élément x du module M. La nctation N^v N 1 exprime que 

les modules N et N 1 sont isomorphes. On désigne par X l fenserble X 

privé de son zéro... 



CHAPITRE 1 

OBJETS INJECTIFS D'UNE CATEGORIE 

§ 1 - DEFINITION ET GENERALITES. 

On dit qu'un objet Q d'une cat^orie ^ est un objet 

injectif de cette catégorie si, quels que soient les objets N et M 

de ^ , le morphisme f de N dans Q est le monomorphisme i de N 

dans M, il existe un morphisme ^ de M dans Q prolongeant ^ # 

c'est à dire tel que f = ^ i (figure 1) 

N • M 

ai f /y 
S 

- Tout objet final d'une catégorie est un objet injectif 

de cette catégorie. 

- Tout objet isomorphe à un objet injectif d'une catégorie 

est un objet injectif de cette catégorie. 

Tout monomorphisme d'un injectif Q dans un objet M d'une 

catégorie est rétractable. 

Le produit direct d'une famille d'objets d'une catégorie 

est injectif si et seulement si tous ses facteurs sont injectifs. 

§ 2 - MORPHISMES CONSTANTS D'UNE CATEGORIE. 

On dit qu'un morphisme f : M • N est constant si # 

quels que soient l'objet L et les inorphismes g et h de L dams M, 
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on a fg » fh (figure 2) 

g f 
L 4 M • N 

h 

Tout morphi8me dont la source est un objet final est constant. 

Le composé de deux morphismes est constant si l'un d'eux 

l'est s si f : M • N est un morphisme constant, 

- soit v : N > P et soient g,h : L * M : on a fg «s fh, 

puisque f est constant, et (vf)g » v(fg) = v(fh) = (vf)h, donc 

vf est constant. 

soit u : K * M et soient g,h : L > K : on a 

f(ug) = f(uh), puisque f est constant, et (fi')g = f(ug) = f(uh) m (fu 

donc fu est constant. 

Les morphismes constants d'une catégorie à objet nul sont les 

morphismes nuls : en effet, tout morphisme nul est constant, puisque 

le composé de deux morphismes est nul si l fun d feux l'est ; et 

réciproquement (composer un morphisme constant avec le morphisme 

identique et avec le morphisme nul de sa source). 

On dit qu'un objet F d'une catégorie est présente final si # 

pour tout objet E de cette catégorie, il existe au plus un 

morphisme de E dans F. 

La source d'un monomorphisme constant est un objet presque 

final : en effet, si f : M > N est un monomorphisme constant, 

soient g,h : L * M ; on a fg = fh, puisque f est constant, et 

g « h, puisque f est un monomorphisme. 
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On dit qu'un objet F d'une catégorie est toujours accessible 

si tout objet de cette catégorie est source d'un morphisme de but F. 

(Un objet presque final toujours accessible d'une catégorie est un 

objet final de cette catégorie, et réciproquement). 

Si la source d'un monomorphisme constant est toujours acces­

sible, c'est un objet final. 

§ 3 - SOURCES ET -BUTS SIMPLES D'UNE CATEGORIE. 

On dit qu'un objet S d'une catégorie est une rcurce 

(resp. un but) simrTe si tout morphisme de source (resp. de but) S 

est un monomorphisme ou un morphisme constant. 

Tout objet S presque final d'une catégorie est une source 

f 

simple car S > S9 est alors nécessairement un morphisme constant. 

Tout objet isomorphe à une source simple est une source 

simple : en effet, soient u un isomorphisme de la source simple S 

sur S 1 et f un morphisme de S' dans un objet N : le morphisme fu de 

la source simple S dans N est soit un monomorphisme, auquel cas f est 

un monomorphisme, puisque u est un isomorphisme, soit un morphisme 

constant, auquel cas (fu)u ^ = f(uu ^) = f est un morphisme constant ; 

S 1 est donc, comme S, une source simple. 

De façon tout à fait analogue, tout objet isomorphe à un 

but simple est un but simple. 

On dit qu'un objet M d'une catégorie peut-être R-lorc^, dans 

un objet S de cette catégorie s'il existe un monomorphisme de M 

dans S. On a le théorème suivant : 
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Théorème 1 : Si tout objet d'une catégorie V> pcvt être jalonné 

dans une source s.vr.oJe, les inject ifs c> c e^,g_çat^i 

qorie sont des sources simples et des huts sirr.p!!esf 

Démonstration : Premier Point : Soient Q un injectif de ^ , 

S i un monomorphisme de Q dans une source 

simple S, r une rétraction de i : on a 

| . ri * 1 (figure 3). 

(3) Q 1 + S U 

y

y ' S étant une source simple, 

Q s' r - ou bien r est un monomorphisme, et alors, 

Q puisque r(ir) = (ri)r = 1 r = r =» rl g, on a 

ir = 1 : i est donc un i semer phisme et Q, comme S, est une source 

simple. 

- ou bien r est un morphisme constant t alors 

ri « i en est un aussi et Q, source dn monomorphisme constant 1 o<* 

un objet presque final, donc une sourr.e simple. 

N ~ * S Second goint : Soient ^ un morphisme d fun 

^ 4 j ' / objet N dans un injectif Q, i un monomorphisme del 

\ ,' dans une source simple S et Y un morphisme de S 
Q k 

dans Q tel que f a ^ i (figure 4). 

S éteint une source simple, 

- ou bien 4̂  est un monomorphisme, et alors 

^ m i est un monomorphisme. 

- ou bien 4̂  est un morphisme constant, et alors 

y m ^ i est un morphisme constant. 
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Il s'ensuit que Q est un but simple, ce qui achève la démons­

tration du théotème. 

On dit qu'un objet M d fune catégorie peut être plongé  

strictement dans un objet S de cette catégorie s'il existe un mono­

morphisme de M dans S qui ne soit pas un isomorphisme. 

On a le théorème suivant : 

Théorème_2 : Si tout injectif d'une catégorie ^6 peut être plongé  

strictement dans une source simple, les injectifs de  

cette catégorie sont des objets presque finaux. 

PÉI!}S?D.™£-™22 : S o i e n t Q un injectif de ^ , i un monomorphisme qui 

ne soit pas un isomorphisme de Q dans une source simple S # r une ré­

traction de i : on a ri « 1 Q (figure 3). 

La démonstration du premier point du théorème 1 est valable 

ici mot pour mot # mais le fait que i ne soit pas un isomorphisme 

empêche l'éventualité dans laquelle r est un monomorphisme de se 

produire : ainsi, r est toujours un morphisme constant, ri = 1^ aussi, 

et Q est un objet presque final. En particulier : 

Corollaire : Si tout injectif d'une catégorie ^ peut être plongé  

strictement dans une source simple et est toujours  

accessible, les objets injectifs de cette catégorie 

sont ses objets finaux. 

§ 4 - APPLICATIONS. 

Soit £ une categorie dont les objets sont des ensembles, dont 

chacun est muni d'une loi de composition interne partout définie. 
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notée multiplicativement# et dont les morphismes sont les homomor-

phismes. On dit qu fun objet E de ^ est simple si les seules 

équivalences compatibles avec sa multiplication sont l'égalité et 

l'équivalence universelle : E est alors une source simple* En effet, 

soit f : E > F un morphisme de source E. L'équivalence d'homoroor-

phisme associée (x R y si et seulement si f(x) =» f(y)) est compatible 

c'est donc soit 1 • égalité, auquel cas f, homomorphisme injectif, est 

un monomorphisme, soit l'équivalence universelle, auquel cas f, 

homomorphisme constant est un morphisme constant. 

Si de plus possède les propriétés suivantes : 

1) Si R est une relation d'équivalence compatible avec 

la multiplication d'un objet E de ^ , l'application canonique 

*P : E > E / R est un morphisme de ^ • 

2) Les monomorphismes de ^ sont des homomorphismes 

injectifs (donc les homomorphismes injectifs). 

3) Les morphismes constants de sont des homomorphisme s 

constants (donc les homomorphismes constants). 

Les sources simples de ^ sont des objets simples de ?̂ 

(donc les objets simples de ) # Soit en effet R une équivalence 

compatible avec la multiplication d'un objet E de ^ : si E est 

une source simple, le morphisme canonique ^ : E » E / R est soit 

un monomorphisme, auquel cas il est injectif, et l'équivalence R 

est l'égalité, soit un morphisme constant, auquel cas c'est un homo* 

morphisme constant, et l'équivalence R est l'équivalence universelle 
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Puisque la catégorie des groupes et celle des demi-groupes 

possèdent les propriétés 1, 2 et 3, les sources simples de la 

catégorie des groupes sont les groupes simples usuels (dont les 

seuls sous groupes distingués sont triviaux) et les sources simples 

de la catégorie des demi-groupes sont les objets simples de cette 

catégorie, c*est à dire les demi-groupes simples définis par 

exemple par Sutov, qui a montré en £l] que tout objet de la catégorie  

des groupes (resp. des demi-groupes, des demi-groi^pes .inverres et des  

demi-groupes réguliers à gauche sans élément idempotent) peut être 

plongé dans un objet simple (donc dans une s ource simr: 1 e) de cet t e 

catégorie, résultat obtenu auparavant, mais différemment par Sec .t, 

en [2]] (resp. par Bokut, en £3]] ) pour les groupes (resp. po\?r les 

demi-groupes). Mais tout groupe (resp. demi-groupe, demi-groupe 

inverse, demi-groupe régulier à gauche sans élément idempotent) 

peut être plongé dans un groupe (resp. demi-groupe, demi-groupe 

inverse, demi-groupe régulier'à gauche sans élément idempotent) 

de cardinal strictement plus grand. 

* Dans le cas des demi-groupes, la propriété 3 se démontre cor.v.e 

suit : si f : D * D 1 est un morphisme constant, soient x,y £L D ; 

les homomorphismes ^ : n > x 1 1 et 4̂  : n > y 1 1 de N * = N - ^0} 

dans D sont tels que f ^ « f ^ : en particulier, f(x) - f(y) 

et f est un homomorphisme constant. 
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En effet, si G est un objet d'une de ces catégories, on peut 

supposer Card (G) = '| >, 2, car le résultat est immédiat si | - 1. 

Dans la catégorie considérée, il y a des produits directs quelconques 

qui sont les produits ensemblist.es usuels, et on peut plonger G dans 

le produit direct de | objets isomorphes à G, qui a pour cardinal 

^ ^ 2 ** y y » e n v © r t u d u théorème de Cantor. 

Puisque tout objet d'une de ces catégories peut être plongé 

dans un objet de cardinal "strictement plus grand, lequel peut être 

plongé à son tour dans une source simple, et puisque tout isomorphis^e 

d'une de ces catégories est un homomorphisme bijectif, tout objet 

d'une de ces catégories (groupes, demi-groupes, demi-groupes inverses, 

demi-groupes réguliers à gauche sans élément idempotent) peut être 

plongé strictement dans une source simple. 

Un objet de la catégorie des groupes étant toujours accessible 

puisque cette catégorie a des objets nuls (les groupes réduits à un 

élément) donc des morphismes nuls, il résulte du corollaire du 

théorème 2 que les objets injectifs de la catégorie des groupes sont 

les objets finaux- donc les objets nuls de cette catégorie, d*où la 

proposition. 

Proposition : Les objets injectifs de la catégorie des groupes anrf  

les groupes réduitr. à un élément (l'élément neutre). 

Montrons qu'un objet injectif de la catégorie des demi-groupe: 

(resp. demi-groupes inverses) est toujours accessible. 

http://ensemblist.es
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Lemme : Tout chiot injectif de la catégorie dos dcmi-crrouoes 

tresp» des demi-groupes inverses, des demi~groupes 

commutatlfs) possède un zéro et une unité. 

Démonstration : Soit D un objet injectif de la.catégorie 

D > DU ^o] des demi-groupes, l'injection canonique i de 

^ D dans le demi-groupes D q = DU _̂o] obtenu 

(5) ° r 

x ^ par adjonction d fun zéro à D admet une rétrac-
D ^ 

tion r : D q > D (figure 5) et r(0) est 

un zéro de D : en effet, si x £ D, on a r(0)x = r(0)r £!(&)]] = 

r(0 i(x)) = r(0) et de même xr(0) = r(0) # En remplaçant le zéro 

par une unité, on aurait r(l)x = r(l) £r i(x)[] = r(l i(x}) = ri(x) « x # 

et de même sr(l) = x, et r(l) serait une unité de D. Les mêmes 

démonstrations s'appliquent aux autres cas indiqués, car si D est un 

demi-groupe inverse, D q (resp. D^ = DU ^1} ) est un demi-groupe 

inverse : en effet, un conjugé régulier X de 0 (resp. de 1) est 

caractérisé par les relations (X 0 X = X /resp. ^X 1 X = X \ , 

¡ 0 X 0 = 0 Il X 1 = 1/ 
équivalents à X = 0 (resp. X = 1). De vcZno 1 ' ad jonction dcvji zéro 

ou d'une unité à un demi-groupe D n'en altère pas la commutâtivité. 

En vertu du lcrrre, un objet injectif D de la catégorie des demi-groupos 

(resp. des demi-groupes inverses) est toujours accessible, l'applica­

tion constante d'un objot quelconque sur 1 :unité de D étant bien un 

homomorphisme. Il réculte donc du corollaire du th£orc^ne 2 que les 

objets injoctifs de la catégorie des demi-groupes (resp. des demi 

groupes inverses) en^sont les objets finaux, c'e.^t à dire réduits à 

un élément, nécessairement idcnpoter.t, d'où la proposition. 
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Proposition : Les objets iniectifs de la catégorie des demi-groupea 

(resp. des demi-groupes inverses) sont les demi 

groupes réduits à un élément. 

Enfin, on a le résultat suivant : 

Proposition : La catégorie des demi-groupes réguliers à gauche 

sans élément idempotent n'a pas d'objet injectif» 

En effet, en vertu du théorème 2, un tel objet, D, serait 

nécessairement presque final, et les homomorphismes n > a n et 

2 n 

n > (a ) de N * = N - ^0 j dans D devraient coïncider, pour tout 

élément a de D. : en particulier, tout élément a de D serait idempotent, 

ce qui est exclu. 

§ 5 - EXEMPLES DE RECHERCHE DIRECTE DES OBJETS INJECTIFS DE 

CERTAINES CATEGORIES. 

EE2E22i£i°!î 5 L e s objets iniectifs de la catégorie des demi-groupes 

commutatifs sont les demi-groupes réduits à un éléments 

Démonstration : Soit D un tel objet : on a vu plus haut que D 

possède un zéro et une unité. Si x £ D, 

N ^^^^^ /" Cà 

' n 
[y s ' l'application n * x est un homomorphisme 

(6) / Y f de N dans D, x° étant l'unité de D : f 8 e 

prolonge en un homomorphisme de Z dams D 

(figure 6) et ^ (-1) est l'inverse de x, car x f (-D. 3 M3 d) H* (-1} 

- Vil) V (-D - f (0) - f (0) - 1, et de môme f (-l)x = 1. H 

s'ensuit que D est un groupe, possédant un zéro, dont réduit à 

l'élément neutre, d'où le résultat. 
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Dans tous les exemples rencontrés jusqu'ici, les objets 

injectifs sont des objets finaux t ce n'est évidemment pas toujours 

le cas. C'est ainsi que les objets injectifs de la catégorie des 

groupes abéliens sont les groupes abéliens G divisibles, c'est à dire 

tels que ( V a £ G ) ( V n Ê N * ) ( 3 b e G ) (a « nb) (par exemple, le 

groupe additif Q des nombres rationnels). 

On a le résultat suivant : 

Proposition : Les objets injectifs de la catégorie des demi-groupes  

commutatifs réguliers sont les groupes abéliens divi­ 

sibles. 

Démonstration : Rappelons d'abord que tout demi-groupe commutatif 

régulier D peut être canoniquement plongé dans le groupe abélien 

D « D X D/R, où R est l'équivalence compatible 

(a,b)R(a',b') ab' » ba'. 

Tout horaomorphisme : D > E de demi-groupes commutatifs réguliers 

peut être prolongé canoniquement en un homomorphisme ^ : D > E 

de groupes abéliens, en posant ^ ([a,b]) = [ ^ (a), ^ (b)|] . 

Cela étant, soit D un objet injectif de la catégorie des dsmi-groupes 

commutatifs réguliers : l'injection canonique i de D dans D admet 

une rétraction r et D, image homomorphe du groupe abélien D, est 

un groupe abélien t c'est dont un groupe abélien injectif. 
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Inversement, soient un homomor— 

— T v — phisme d'un demi-groupe commutât if 
D J > E * 

^ ^ ^ ^ ^ / régulier D dans le groupe abélien 

(?) D \ ~ ^ * ^ V ^ / ^ injectif G et j un monomorphisme 

( p ^ ^ ^ ^ ^ ^ k ^ (c'est à dire un homoraorphisme 

injectif) de D dans le demi-groupe 

commutatif régulier E : j s D > E est un homomorphisme injectif. 

donc un monomorphisme (de groupes abéliens). On a G = G, et l'homo­

morphisme "vjp" : D > G se prolonge, sur l'injectivité de G, en un 

homomorphisme "vp" : E > G dont la restriction H^à E prolonge 

(diagramme commutatif 7), et le résultat est démontré. 

§ 6 - OBJETS ISOLES D'UNE CATEGORIE. 

On dit qu'un objet Q d'une catégorie est une source (resp. un 

but) isolée (resp. isolé) de cette catégorie si tout morphisme de 

source (resp. de but) Q a pour but (resp. pour source) Q. On dit 

qu'un objet Q d'une catégorie est isolé s'il est isolé en tant que 

source et en tant que but. 

On appelle endomorphisne d'un objet d'une catégorie tout 

morphisme de cet objet dans lui-m?me : l'ensemble des endomorphismes 

d'un objet, muni de la loi de composition des morphÌ3mes, est un 

demi-groupe unitaire dont le morphisme identique est l'unité* 

Le but de ce paragraphe est d'élucider la structure du demi-groupe des 

endomorphismes d'un objet injectif d'une catégorie vérifiant les 

hypothèses du théorème 1. 
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Si Q est un objet isolé, les éléments réguliers à gauche (resp. régu­

liers à droite, réguliers, inversibles à gauche, inversibles à droite, 

inversibles) du demi-groupe D des endomorphismes de Q sont les 

monomorphismes (resp. les épimorphismes, les bimorphismes, les monomor-

phismes rétractables, les épimorphismes sectionnables, les isomor-

phismes). Les éléments universels à gauche sont les morphismes 

constants : ce sont en effet des morphismes constants, et, inversement, 

si y e s t u n morphisme constant, on a ( 

et ^ est universel à gauche. Pour qu'un objet isolé Q soit injectif, 

il faut et il suffit que tout monomorphisme de Q dans lui-même soit 

rétractable, c'est à dire que tout élément régulier à gauche du 

demi-groupe D des endomorphismes de Q soit inversible à gauche. 

Pour qu'une source isolée Q soit une source simple, il faut et il 

suffit que tout élément du demi-groupe D des endomorphismes de Q soit 

régulier à gauche ou universel à gauche. 

Pour qu fun objet isolé Q soit un injectif et une source 

simple, il faut et il suffit que tout élément du demi-groupe D des 

endomorphismes de Q soit inversible à gauche ou universel à gauche : 

en effet,la nécessité de la condition résulte immédiatement des 

deux remarques précédentes, et sa suffisance du fait qu'un élément 

régulier à gauche d'un demi-groupe unitaire ne peut être universel 

à gauche que si le demi-groupe est réduit à son élément unité. Si 

nous excluons cette possibilité # soit G (resp. E) l fensemble des 

éléments inversibles à gauche (resp. universels à gauche) de D : 
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G et E sont des sous-demi-groupes de D et forment une partition de D. 

Si l'élément B de E était un inverse à gauche de l'élément C< de G, 

on aurait B » B C / = » l e t B appartiendrait à G ce qui est exclu. 

G est donc un sous-demi-groupe de D ayant pour élément neutre 

l'unité de D et dzns lequel tout élément est inversible à gauche : 

il s'ensuit que G est un groupe. Tout élément de G est inversible 

et G est le groupe des isomorphismes de Q sur lui-m*me. On a, 

si C< C G et si B £ E, B C< « B, puisque B est universel à gauche, et 

C< B £ E : en effet, si 0(B £ E, C<B £ G et o f 1 C< B = B <£. G, ce qui 

est exclu. Il s'ensuit que G opère dans E pour la loi obtenue en 

restreignant à G x E la loi de composition interne de D. 

Inversement, si un groupe G opère dans un ensemble E, que l'on 

peut toujours supposer disjoint de G, il existe sur D = G U E 

une unique structure de demi-groupe dont la multiplication prolonge 

celle de G et la loi externe de E, tout en rendant universels à 

gauche les éléments de E. 

On dit qu'on isole un objet d'une catégorie lorsqu'on le 

considère comme faisant partie de la sous-catégorie réduite à cet 

objet. Lorsqu'un objet Q est injectif et source simple, il le reste 

quant on l'isole : dans l'isolement, en effet, les monomorphismes 

demeurent des monomorphismes et les morphismes constants des morphismes 

constants ; et si un morphisme constant devenait un monomorphisme, 

les endomorphismes de Q se réduiraient au morphisme identique et 

l'assertion serait toujours vérifiée. 
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Il s'ensuit que le demi-groupe des endomorphismes d'un objet 

injectif décrit dans le théorème 1 a la structure indiquée plus haut. 

On peut toujours "ajouter" des objets isolés, injectif ou 

non, à une catégorie. De façon précise, é t e in t donnée une famille 

j^i^j ^ e catégories, on appelle somme directe de ces catégories 

la catégorie $ dont les objets sont ceux des ^ ^, et dont les 

morphismes sont définis ainsi 2 si M ̂  61 Ob( ^ ^) et 

N e e 0 b ( ^ e * ' H ° m \ô < M ' N ) 3 ^ si 3 / e et Hom ^ (fl.,N ) = Hom \$ (M.,! 

si j = e. 

La catégorie d'ordre JP associée à N vérifie les conditions 

du théorème 2, puisque tous ses morphismes sont des monomorphismes 

et que ses seuls isomorphismes sont ses morphismes identiques : tous 

ses objets sont presque finaux # mais aucun n'est injectif. 

La somme directe d'une catégorie ^ vérifiant les hypothèses 

du théorème 2, et ayant un objet final F, et de vérifie les 

conditions du théorème 2, mais a un objet injectif P qui est 

presque final, mais non final. 

Ces exemples prouvent qu'on ne peut guère améliorer le 

théorème 2. 

§ 7 - OBJETS INJECTIFS DE LA CATEGORIE DES MODULES SUR UN 

Un module Q est dit injectif si tout homomorphisme d'un sous 

module N d'un module M dans Q se prolonge en un homomorphisme de M 

dans Q (figure 8) 
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N > M 
• 

(8) f g 

Q 

Un produit direct de modules est injectif si et seulement si 

chacun de ses facteurs est injectif : il en est donc ainsi pour toute 

somme directe finie. Si une somme directe quelconque Q = <3) Q. 

iéLl 1 

est injective, ses facteurs sont injectifs, car si j fi. I, on a 
Q = Q. © ( e Q. ) . 

] i é l 

\ & j / 

Pour qu'un module Q soit inject if, il faut et il suffit 

qu'il soit factev.r direct de tout nodule dont il est sous  

module, ou encore que tout honomorphisme d'un idéal de  

l'anneau dans Q soit du type X — X q (avec q € Q ) ,  

Tout module peut être plongé dans un module injectif. 

Ces résultats furent démontrés par Baer, qui introduisit 

les modules injectifs, en £4] . On les trouvera aussi en [[5]] et 

en [6] . 

L'objet du chapitre suivant sera d'approfondir la notion 

de plongement d'un module dans un module injectif. 



CHAPITRE II 

EXTENSIONS ESSENTIELLES DANS UN TREILLIS DE JOHNSON 

§ 1 - DEFINITIONS. 

On considère dans ce qui suit un treillis T dont l'opération 

inter (resp. union) sera notée A (resp. V ) ; le plus petit (resp, 

le plus grand) élément éventuel de T sera désigné par 0 (resp. par I). 

On appelle treillis de Johnson un treillis T complet, modulaire 

et inter-continu [[c'est à dire tel que, pour toute famille totalement 

ordonnée ( x ^)j b ^j d'éléments de T, et pour tout élément x de T, 

x A ( V x.) = V (x A x . ) l . Le treillis des sous-modules d'un 

i £ I 1 i Ê I 1 

module possède ces propriétés, ainsi que tout treillis modulaire fini. 

Le treillis T considéré dans ce qui suit sera toujours un treillis de 

Johnson : si x € T, x/0 = ^y G T y ^ x*j est un sous-treillis 

complet, modulaire et inter-continu, donc un sous-treillis de Johnson 

de T. 

si x,y e. T, on dit que x est essentiel dans y (relation que 

l'on exprime par la notation x <) y) si x ̂  y et si 

( V Z Ê " T ) ( X / ^ Z ~ 0 ^ Y A Z = 0). On dit aussi que y est une 

extension essentielle de x. 

La relation x ̂  y est une relation d'ordre entre éléments 

de T (qu'on appelle relation d»essentialite de T) : en effet, on a 

x <J x puisque x ^ x e t que x A z = 0 x A z = 0 ? s i x < J y e t 

y <4 x, on a x ̂  y et y ̂  x, d'où x = y ; enfin si x < y et y < z, 
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en a x ̂  y et y <̂  z, d'où x ̂  z, et si x A t = 0, y A t = 0, d'où 

z A t = 0 et x <] z. 

Si u C T , la relation d :essentialité x <3 y de u/O est induite 
u 

par celle de T : en effet, si x <J y, et si x ̂  u et y ̂  u, on a 

évid~rT.ont x <3 y ; inversement, si x ̂  u, y ̂  u et x <j y, soit 
u u 

2 £ T tel que x A z = 0 : o n a x A{z Au) = 0, donc y A ( z A u) = o, 

pui?q:?.e z A u ̂  u. Mais y A z A u = y A z , pui^~i;e y ̂  u, et 

y A z - d 3où x <J y et le résultat. 

Si x e T, c(x) = ^ y él T [ x A y = O "} est un sous-ensemble 

inductif non vide de T : en effet, O Ê c ( x ) , et si (y, ) . est une 
i i £-1 

famille totalement ordonnée non vide d pcleT2Tïts de c(x), on a 

( y i £1) (x/ y. = 0), d'où x A ( V 7 . ) = V (x A y.) = o, et 
1 i*SI 1 i e i 1 

V y. ^ c ( x ) . Soit c (x) l'ensemble des élénvr.nts maximaux de c(x) 
i £ I x m 

ensemble qui n'est jamais vide, en vertu du thoorëme de Zorn, et dont 

les éléments sont appelés en err̂ n1 £nr>nt s de x. Johnson a indiqué 

en [8] le résultat suivant : si y £ c^(x), x V y <4 I ? démontrons le : 

soit z T tel que (x V y) A z = 0 ; montrons que I A z = z = O. 

On a [x A (y V z)] A Y = ̂  A y = (x A y) A y, et 

y V A (y V z)] = (x V y) A (y V z) = y V [(x V y) A z] = y V o s 

y =s y V (x A y ) . Compte tenu d'une caractérisât ion bien connue 

(donnée en [9]]) des treillis modulaires, on a x A (y V z) = x A y = o 

Ainsi y V z £ c(x), d*où, puisque y €. c^{x), y V z = y et z ̂  y, 

d'où z = (x V y) A z = 0. 
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Si x £ T, on dit que X est vrole si x/0 est complementé, 

c'est à dire si (V y £.T) [y ^ x ^ (3 y'£l T) (y A y 1 =»0 et 

y V y 1 = x)] . 

Pour qu'un élément x de T soit semi-simple, il faut et il suffis 

que ( V y е т ) (y <3 x y = x ) . 

La condition est nécessaire : si x est semi-sinpie et si 

y <J x, soit y' un ccirpl'frr.erit de y d^ns x/0 j on a y A y 1 a o, donc 

x A y 1 = 0 : сстае x = y V y', y' = О et y = x. 

La condition est suffisante : si elle est vérifiée, soit 

y / x : y e x / 0 et, dans ce treillis de Johnson, с (y) n'est pas vide. 
m 

Soit y' С с (y) : on a y A y' « О et y V y 1 < x, d'où y V y' <J x et 
x 

y y y 1 * x ; ainsi, x/0 est scmi-s5.mple. 

Par exemple, si x £ T est union d'atomes, x est semi-simple : 

en effet, si x^ V s., soit y <] x ; si j £ l est tel que s. ^ y, 
i € l 1 3 

on a y A s. = 0 # d'où x Л s. » o : or x Л s. = s. est un atome non 
3 D D D 

nul, d'où ( V D ( y > s.) et y ) V s. = x, d'où y =» x. 
1 i € I X 

Si x est semi-simple et si y ^ x, y est semi-simple : en effet, si 

z ^ y, soit z' £. x/0 tel que z Л z' — О et z V z' » x ; on a 

z Л (z1 Л y) = 0 et z V (z 1 Л y) = (z V z' ) A y = x A y » y et 

z' Л y est un complément de z dans y/0. 

Si x 4 y 3 et y 0 y', x Л y 4 x' A v' : soit en effet z €. T 

tel que x A y A z » О ; on a x' A y Л z = 0, soit y A x' A z = O, 

d'cùy'A x' A z « x' A y' Л z = О et le résultat. 
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Il s fensuit qu'un élément est extension essentielle d'au 

plus un clfliâent semi-simple : soient en effet y et y 1 des éléments 

seni-sirr.ples essentiels dans x ; on a y <Q x et y 1 <3 y 3 / d'où 

Y A Y 1 <3 x A y 1 ~ y 1* d foù, puisque y' est semi-simple, y A y 1 = y» 

e t y y y 1 5 de m-tme y 1 ^ y, et y = y'. 

On dit qu'un éic-ent x de T est artinien xi x/0 vérifie la 

cond i t ion m in ima le. TPl'^Jl £"^nt ŝ.-'-vi en 'V_un _t z?AJJ\. ;3_cle JcV^rcn_g ?t 

extension ensertrelie d'un nn.jque él^^e^t se^i—°i.Tple de ce treillis • 

l'unicité étant assurée, prouvons l'existence. Si x est un élément 

artinien de T, soit y un élément minimal de l'ensemble des éléments 

de T essentiels dans x (ensemble non vide, puisqu'il contient x) : 

aucun minorant strict de y n'est essentiel dans y (sinon, il le serait 

dans x, ce qui contredirait la minimalité de y) et y est semi-simple. 

Si x est un élément non nul de T, l'ensemble £ (x) des 

éléments de T essentiels dans x est un* filtre de x/0 : en effet, si 

O < x, puisque O A x = 0, on a x A x = O, soit x « 0. Si y ^ z <" x et 

si y < x, on a z <3 x, car si z A t = O, a fortiori y A t = o, d'où 

x A t = O. Enfin, si y < x et z <] x, o n a y A z < ^ x A x = x, d'où 

le résultat. 

Montrons enfin que T e^t ir.?vc+\f nour l'ordre d8essf>n<M>\ 

Soit (Yj^igrj u n e famille totalement ordonnée non vide d'éléments 

de T : on a ( V i, j €. I) (y <3 y ou y. < y. ). s i y = V y. , il 
3 1 ' i C l 1 , 

suffit de montrer que (Vi £1) (y i <3 y) : en effet, si 
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( V i G I) (yi 0 t), on a en particulier" ( V i £.1) (y. ^ t), donc 

y ^ t#

: et # si- i e- I, y^ ^ y ^ t et 4 t, d !oû y <} t. 

£oit donc i £ I ot soit z tel que y^ A. z = O : si j £ -1 , 

en a eu tien 1 y. ^ y,, et alors, ou.ir.que y. V y., v. A z = 0, ou bien 

y. <| y., et pj.ors y. A z - 0. Il s'ensuit eue z A y = z A( V y. ) = 
1 3 3 ~ i Ê I 1 

V (z A y . ) = 0 et 1 - inductivité de T^. (on désigne ainsi 1 e ensemble 
ici 1 

T muni de l^ordre^dcesr>entialité) est démontrée. 

§ 3 - FERMETURES DANS UN ENSEMBLE ORDONNE. 

On appelle formeture dans un ensemble ordonné E toute 

application f de E dans lui-même extensive, croissante et idempotente, 

c'est à dire telle que : 1) ( V x £ E) (f (x) Y x) (e;ctensivité) . 

.2) ( V x,y£E) (x ̂  y =^ f.(?:.) ̂  f (y) 

(croissance) 

v 3 ) < V x, £ E)-<f[f(x)] = f ,(:;))• (idempotence). 

Si f est une fermeture dans E, soit I(f) = ̂x £ E|f(x) =, x | 

l'ensemble des éléments ,de E invariants p/ar f. On a I(f) f(E), et 

comme, £(E) ^ I(f) vu l'idempotence de f, }.'^X = f ' ^ ) * Pour tout 

élément x de. E, l'ensemble F dos majorants de x invariants par f 

a un plus petit élément, f(x) (car f(x) £ F , et si y C.F , 
_• _ X X. 

y =,f(y) > f(x), puisque y ^ pc). 

Réciproquement, si F est .une partie de E telle que, pour 

bout élément, x .de. rE^ l'ensemble F^ = £y €- rjy £ x j dos éléments de F 

•majorant x ait un pl,us petit élément, l'application x ? f (x) = min 

http://ou.ir.que
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est une fermeture dans E telle que I(f) = F. En effet, f est bien 

définie, et extensive par définition ; si x ^ Y , F j C F , d'où 
Y x 

min F > min F > soit f ( Y ) \ f(x), et f est croissante ; enfin 
Y ' / X * ' 

f [f(x>3 = min P f^ xj
 3 5 f(x), et f est idempotente : c'est un ferme­

ture telle que I(f) - f(E) F ; mais si z t£F #. f(z) = min F ° z, 
z 

d'où F j£ I(f) et I(f) «= F. 

La relation f ^ g « " * ( V x C E ) (f (x) ̂  g(x)) est un relation 

d'ordre dams l'ensemble E' des fermetures de E (qui n'est jamais vide, 

l'application identique étant une fermeture de E ) . On a f ^ g si et 

seulement si I(g) j£ I(f) : 

si f ^ g, soit x fi I(g) : o n a x ^ f ( x ) ^ g(x) = x et 

f(x) » x € I(f) # d'où I(g) I(f). 

si I(g) i(f) # on a, en désignant par f ( £x \ ) l'ensemble 

des majorants de l'élément x de E # f ( [x } )flKg) ?( £ x ] ) 0 I(f), 

d'où min [ f ( [x) ) 0 K g ) ] > min [ f ( {x) ) 0 l(f)] , soit 

g(x) } f (x) t ainsi g^, f. 

Il s'ensuit que l'application f » I(f) est un anti-isomor-

phlsree de l'ensemble ordonné des fermetures de E sur l'ensemble ^  

ordonné par inclusion des parties H de E telles que, pour tout é l £ m ^ n t  

x de E, H O ? ( (x) ) ait un plus petit élément. 

L'ensemble F des invariants d'une fermeture f possède les 

propriétés suivantes : il contient les éléments maximaux éventuels 

de E« en raison de l'extensivitô de f, et tout minorant maximal d'une 

de ses parties non vide ; en effet, si m est un minorant maximal d'une 
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partie G de F, on a (V g £iG)(m ^ g), d'où f(m) ^ f(g) et, f(m) 

étant un minorant de G, supérieur à m, f (m) = m d F. 

Si l'ensemble E est réticulé achevé, ^ est donc 1'ensemble 

des parties H de E contenant le plus grand élément de E et stables 

pour l'intersection : il résulte en effet de ce qui précède que <& 

est contenu dans 1 !ensemble de ces parties ; inversement, si H est 

une telle partie, et si x £ E, H O ? ( [ x ] ) n'est pas vide (puisqu'il 

contient le plus grand élément de E) et a pour plus petit élément 

l'intersection de tous ses éléments. On retrouve ainsi l'exemple usuel 

des fermetures de Moore (fermetures dans l'ensemble des parties d'un 

ensemble, ordonné par inclusion). Plus généralement, on a le 

théorème suivant : 

Théorème : Si E est un en^amble inductifa $ est l'ensemble des 

parties H de E telles que tcut rinorant m?-ximal d'une  

partie de H appartienne à H. 

En effet, ceci revient à dire que les minorants maximaux de 

la partie vide de H, c'est à dire les éléments maximaux de E, appar­

tiennent à H, ainsi que tcut minorant maximal d'une partie non vide 

de H. Il s'ensuit, comme on l'a déjà vu, que est contenu dans 

l'ensemble des parties considérées dans le théorème. Démontrons 

l'inclusion inverse. 

Si E est un ensemble ordonné, on désigne par ? (X) (resp. 

par CT 00) l'ensemble des majorants (resp. des minorants) d'une partie 

X de E. On appelle section de E toute partie S de E telle qu'il existe 
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des parties X et Y de E telles, q-:e S = P(X) 0 d (Y) f On a le 

résultat suivant : 

L<?r^e : Toute 5̂ r̂ ~j on r^n vid5> dp_nn_ en̂ ",r~T?Te induct if ert 

induit;vo (pour l^^^dre .induit). 

Soit en effet (x^^ i £ii r n G fs^l" 1 0 totalemont ordonnée non 

vide d'éléxents de S = P(X)f) CT (Y) : si x » sup x., x e f (X) , 
i C I 1 

car, si j £ 1 , X j & f (X) et x ^ X j ; tout élément de Y, étant un 

majorant de la famille (x.). de CT(Y), majore aussi leur borne 
i i £ I 

supérieure x, qui appartient ainsi à C (Y) : donc x ^. S et, puisque 

x = sup _ x. , x = sup c x., ce qui achève de orouver le résultat. 
i£il i e. i x 

Achevons la démonstration du théorème en prouvant que si H 

est une partie de l'ensemble inductif E telle que tout minorant 

maximal d'une partie de H appartienne à H, et si x est un élément de 

E, H = H Ci P ( [x] ) a un plus petit 61&rcnt. 

Remarquons d :abord que S = P( £ x ] ) (1 CT (H ) n'est pas vide 
x ' 

puisque x €- S, soit y un élément maximal de cette section non vide 

de E : je dis que y €. H (dpoù y G- H , et, puisque y g. <s (H ), 
2C X 

y = min (H )). En effet, y est un minorant maximal (dans E) de la 

partie H de H (si^on, la maximalité de y dans S serait contredite) 

Bourbaki avait signalé en exercice £lo[] le fait que l'ensemble 

des fermetures d'un ensemble inductif est réticulé supérieurement, 'P^us 

généralement, il résulte du théorème précédent que l'ensemble P des 

fermetures d'un ensemble inductif E est réticulé achevé. 
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En effet, il est anti-isomorphe à l 1ensemble £ qui, ordonné 

par inclusion est réticulé achevé inférieurement (puisque stable pour 

l'intersection, et ayant un plus grand élément, E) donc réticulé 

achevé. En particulier, F possède un plus petit élément, qui n'est 

autre que l'application identique de E, et un plus grand élément, 

dont l'ensemble d :invariants est le plus petit élément de £ , c'est 

à dire l'intersection de tous les éléments de ^ : dans le cas où E 

est un ensemble fini, la borne supérieure d'une famille est une 

itérée d'ordre suffisamment grand (par exemple, supérieur au nombre 

d'éléments de E) d'une quelconque de leurs composées. L'ensemble 

des invariants de la plus grande fermeture s'obtient comme ultime 

terme d'une suite d'ensembles dont chacun se déduit du précédent en y 

ajoutant l'ensemble des minorants maximaux de toutes des paires 

d'éléments, et commençant par l'ensemble des éléments maximaux de E. 

En vertu du théorème précédent, l'ensemble inductif T 

possède une plus grande fermeture, que nous allons caractériser. 

Si x £ T, l'ordre de T coïncide avec l'ordre d 1essentialité dans 

l'ensemble M ^ (x) des majorants de x pour l'ordre d 1essentialité ; 

soient en effet y, 2 M (x) : si y < 2, on a y ^ 2 ; mais si y ^ z, 

on a x ^ y ^ 2 et x 4 2, d'où y <] 2. L'ensemble des majorants d'un 

élément d'un ensemble inductif est inductif (pour l'ordre induit) 

car c'est une section de l'ensemble considéré. Nous désignerons dans 

la suite par M(x) l'ensemble des éléments maximaux de M , (x). En 

vertu du théorème de Zorn, cet ensemble n'est jamais vide, et 
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l 1 application x > <JD(x) = ^ y est bien définie* Pour l'ordre 
y £.M(x) 

d'essentialité, c'est une fenaeture. 

Elle est en effet : 

extensive, car si y d M(x), x ̂  UL) (::) ̂  y et x <(| y, d'où 

x < UO (x). 

- elle est croissante, si x ^ z, on a M'z) ̂  M(x) et 

x ^ A y ^ A y . soit x^ OJ(x) CU(z). Hais puisque z 0 CD (z), en 
y£I-i(x) y£M(z) 

vertu de 1 :extensivité de CD, on a aussi x <3 (JL)(z), d'où 

U) (x) 4 UU(z). 

idempotente, car M £(JL> (x)̂ [ = M(x)# On a en effet 

M £o) (x)]J M(x) # puisque x 4 U) (x) ; et si y g. M, on a 

x < UJ (x) 4 y, d'où si y <3 z, x 4 z, z « y et y £ M [ Q J ( X ) ] , donc 

M(x) ^ M [ U J ( X ) ] . 

Soit maintenant ^ une fermeture de T : si y é M(x), on a 

x 4 y, x <3 <P (x) « ^ (y) et y < 4> (y) # d'où ^ (Y) = y et f (x) <j y # 

Ainsi, on a ( V yeSM(x)) ( f (x) ^ y) , d'où x ^ (x) £ A y S <JD(X>, 

y £M(x) 

et, puisque x < LU (x) , <f (x) <J UL) (x), soit i 4 LU , et (JL) est bien 

la plus grande fermeture de , 

(JL) est idempotente, et extensive pour l'ordre de T, car, si 

x €. T, on a x <] UU(x), donc x ^ UJ(x). Elle est croissante pour cet 

ordre si et seulement si l'ensemble I ( uu ) de ses invariants est 

réticulé intérieurement (pour l'ordre induit par l'ordre T) : 

La condition est nécessaire : en effet, si elle est vérifiée 

ijj est une fermeture de l'ensemble réticulé achevé T, et l'ensemble 

de ses invariants est réticulé achevé, donc réticulé intérieurement 
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La condition' est suffisante : soient en effet x,y 6 T tels 

que x y ; on a x 4; LU (x) et UJ(y) # d !où 

x ^ (i) (x)A CJO (y)^ (JL) (x) et, puisque x 4 U> (x), 

x 4 UJ (x) A 0 0 (y) < UJ (x). Puisque I ( Cû ) = C U ( T ) est réticulé 

intérieurement, eu (x)A UO (y) £ 1 I { uo ) : mais u0 (x) est le plus petit 

élément de I( UJ ) majorant x pour l'ordre d'essentialité, d'où 

CO (x) A ( J0 (y) = (x), LU (x) ̂  UJ (y) et la croissance de 00 . 

Si (JO est croissante, c'est une fermeture de T : on a vu que 

l'ensemble des invariants de U) contenait le plus grand élément I de 

T et était stable pour l'intersection ; il est ainsi réticulé achevé 

inférieurement, donc réticulé achevé : c'est un treillis complet dont 

l'intersection coïncide avec l'intersection de T, et dont l'union 

est définie par U x. = u; f V x. I . En effet, si 

iCI 1 { i è l x ) 
(V iCIjx.e K U) ), on a si j £ 1 , x . ^ V x . ^ u i f V x.\ e (t) = i(lu 

et si x £ I(UJ) est tel que ( V i ê i)(x >/ x. ) , .on a 

x^, V x., d'où 0 0 (x) ̂  U) ( V x. V et le résultat puisque 

iei 1 \ i e i 1 j 

x * UO (x). 

Le treillis des invariants de UJ est ccmplémenté : en effet, 

si x € I ( UJ), sôit y Un complément de x dans T ; on a x A y = 0 # 

d'où, puisque y 4 U) (y), x A UJ (y) = 0 et <JO(y) = y : ainsi y£.I(UU )• 

On a xVy<3l, d'où I = Max MA (xVy) et uu(xVy) = I, soit x U y = I. 

Pour que le treillis des invariants de UJ soit modulaire i il 

faut et il suffit que tout élément t de T possède une plus grande 

extension essentielle ( tu (t)) dans T. 
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La condition est nécessaire : si t £ T, soit z £.M(t) ; on a 

t <] 2 = CO (z) # d'où z £ I( Uj) ; vu la croissance pour l'ordre d 1 essen­

tialité de Ou # on a x = UJ (t) < w (z) »,z : xfiiu(T) • I ( u / ) . 

Si y est un complément de x dans T # UJ (y) = y €. I ( Ui ). On a x ^ z * 

il s'ensuit, en raison de la modularité de I( CD), que 

(x U y ) O z = x U(y O 2), soit, puisque x U y = I, que 

z = U) [x V (y A z)[] . Mais, puisque x <} y, on a y A z = 0, d'où 

OU (x) = 2, soit LU(t) = 2, puisque CD (x) = x = OU (t). 

Il s'ensuit que, pour tout élément t de T, (t) possède un 

unique élément maximal, qui est maximum (en raison de 1'inductivité 

de M ^ (t)) : c'est UU (t), qui est donc bien la plus grande extension 

essentielle de t, 

La condition est suffisante : si tout élément t de T a une 

plus grande extension essentielle, qui est l'image de t par la ferme­

ture OJ , soient x, y, z £ I ( U)) tels que x ^ y, x O z = y f) z, 

soit x A z = y A z, et x U z = y ^ z, soit co (x V 2) = Cu(y V 2) ; 

puisque x V z N( y V z ^ uu(y V 2) = (JU (x V 2), on a x V z < y V z, 

d'où (x V z) A y « (y V z) A y = y. Mais (x V z) A y = x V (2 A y ) , 

puisque x ^ y, et x V (2 A y) = x V ( 2 A x) «= x, d'où x < y, 

x ^ y ^ UJ(x) = x, soit x =» y, ce qui achève de prouver le résultat. 

On dit que la relation d'essential ité est compatible avor» 

l*union d^ns un treillis de Johnson T si ( V x, y, ?€.T) (x < y x_Vz<dyy -

Si, dans un treillis de Johnson T, tout élément x a une plus 

grande extension essentielle, 'qui est alors CU(x), et si l'application 
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CD est une fermeture, c'est à dire si elle est croissante pour l'ordre 

de T, alors la relation d'essentialité de ce treillis est compatible 

avec son union. En effet, si x <\ y, on a, pour tout z, x V z ^ y Vz, 

y ^ U>(x) ̂  UJ(xVz), z n ( X V Z N < W ( x V z ) , d'où y V z ^ UL>(X Vz) et, 

puisque x V z < Uu(xVz), x V z ^ y Vz. 

On dit qu'un élément x d'un treillis de Johnson T est fer^l 

dans T si x est la seule extension essentielle de x dans T, c'est à 

dire si ( V y £ T ) (x <] y => x = y ) . Si 1 1 essentialité est compatible 

avec l'union dans le treillis de Johnson T, l'intersection de deux 

éléments x et y de T fermés dans T est fermés dans T : en effet, si 

x A y 4 z, on a (x A y) V x < z Yx, soit x 4 x V z, d'où, puisque 

x est fermé dans T , x V z = x e t z ^ x ; de morne z ^ y et z ̂  x A y , 

d'où z = x A y et le fait que x A y est fermé dans T. 

Remarquons que si x £ T, les éléments de M(x) sont fermés 

dans T # 

Si l'intersection de deux éléments de T fermés dans T est 

fermée dans T, soient y, z C M(x) : y A z est fermé dans T ; mais 

x ^ y A z ^ z et x 4 z, d'où y A z <3 z, y A z = z et z ^ y : on a de 

même y ^ z, d'où y = z et le fait que (x) a un unique élément 

maximal, donc un plus grand élément (en raison de 1 1inductivité de 

M ^ ( x ) ) . Cet élément n'est autre que UU(x) : les invariants de 00 

étant précisément les éléments de T fermés dans T forment un ensemble 

réticulé intérieurement, et (JJ est une fermeture de T, en vertu de la 

condition suffisante d'un théorème précédent. 
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En résumé : 

Théorème : L'application tu : x > ^ y est une fermeture 
yew(x) 

de T si et seulement si l'ensemble I ( ) des invariants  

de 00 est réticulé intérieurement : cet ensemble est  

alors un treillis complet et complementé. De plus, les  

assertions suivantes sont équivalentes : 

1) O0 est une fermeture, et le treillis des invariants  

de CU est modulaire. 

2) tout élément x de T possède une plus grande extension  

essentielle UJ (x) et 10 est une fermeture. 

3) la relation d'essentialité est compatible avec l'union 

dans T. 

4) l'intersection de deux éléments de T fermés dans T  

est fermée dans T. 

Proposition : Si le treillis de Johnson T est ditributif, la relation 

d'essentialité est compatible avec l'union dans T t 

Démonstration : Soient en effet x,y e£T tels que x < y e t z € ; T : 

montrons que x Yz 4 y Vz. Soit t G. T tel que (x Vz) At = O : on a 

(xA t) V (zAt) « 0 # d'où z A t = O et x At = 0, d'où aussi y At = o 

et (yVz) A t = (y At) V (zAt) » O V O = 0 et le résultat. 

Exemples : Le treillis des idéaux à gauche d'un demi-groupe avec zéro 

éteint complet, intercontinu et distributif est un exemple intéressant 

de treillis vérifiant les quatre propriétés équivalentes du théorème 

précédent. 
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Le treillis suivant, qui n'est pas* distributiir, le.s vérifie^ 

pourtant : 

/ 

x \ > Y >> 2 

r • 

0 

§ 4 - EÎ7VEI.0PPE I N J T C T I V E D r T TN MO HT ILE. 

Le treillis des sous-modules d'un A-module P est un treillis 

de Johnson dans lequel la relation d'essentialité prend la forme 

suivante : si N ^ M ^ P, N 4 M ( V x C M * ) ( 3 X e A) ( A X £ N * ) . 

En effet, si N <\ M, soit x e M * : Ax / 0 et Ax N< M ; d'où Àx'Ci N V 0, 

et il existe \ £ A tel que X x N * ; inversement si cette condition 

est vérifiée, soit L un sous-module non nul de M ; si x E L M * , 

soit X e A tel 'que Xx € - N * : X x C L f l N et L O N ^ O , d'où N < M 

(en effet, la relation d 1essentialité x <] y est encore équivalente à 

( V z ̂  y) (z ^ 0 ^ z A x 0 ) ) # 

L'application X * X = [y<£ P (3 ?L É . A ) ( X x e X)} est une 

fermeture topologique dans P* : on a en effet, j£ = ç£ , X ÇL_ X 

(puisque l'anneau A est unitaire) X = X (car X Ç_ X, et si x £ X, il 

existe "K £. A tel que X x €-X, puis y ^ Ê A tel que ^ - A x £ X, donc 

x £ X et X X) et XUY = XUY (car si x £ X ( ( 3 "K £A) ( K X t X C X U Y ) 
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et x « XUY, d'où X £L XUY, de môme Y XUY et XUY jC x37, soit 

?w € a tel que X x d. XUY i s i ^ x Ê X , x €l X, si X X £ Y # X £ Y, 

d'où x e XUY et XUY XUY). 

Cette application se prolonge en une fermeture topologique de 

P par une union directe avec l'unique fermeture topologique de 

(qui est l'application identique) : nous la désignerons par la 

notation X f X*. Si N ^ M ^ P| on a donc N 4 M 4=» M n*. 

Remarquons que la fermeture topologique canonique dont on 

peut munir M à partir de sa relation d'essentialité (corama on l fa 

fait pour P) est induite par celle de P : on a N*1 = 0 M. 

Il existe une étroite connexion entre les notions d 1essentie-

lité et d 1injectivité : c'est ainsi que pour qu'un module soi^  

injectif. il faut et il suffit qu'il soit fermé dans tout module «fan* 

il est sous-module» En effet, un module injectif, éteint facteur 

direct de tout module dont il est sous-module, possède la propriété 

considérée ; inversement, tout module éteint sous-module d'un module 

injectif, un module possédant la propriété considérée est fermé dans 

un injectif, donc facteur direct de cet injectif et lui-môme injectif 

(les résultats invoqués ici sont des corollaires immédiats d'un 

théorème qui trouve mieux sa place au début du chapitre III) # 

On dit qu'un module injectif Q est une enveloppe iniecti^ 

d'un module M si H est un sous-module de Q essentiel dans Q . 

Un module M a pour enveloppe injective toute extension 

essentielle maximale de M dans un injectif Q dont M est sous-module 
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en effet, une telle extension est injective, puisque fermée dans 

l 1injectif Q. Si Q et Q 1 sont des enveloppes injectives d'un module M, 

Q et Q' sont isomorphes. En effet, Q étant injectif et M étant un 

sous-module de Q 1, l'injection canonique de M dans Q se prolonge en 

un homomorphisme © de Q' dans Q j on a Ker(e) C\ M = 0, donc Ker(©) = 0, 

puisque M est essentiel dans. Q 1 ; © est donc injectif et ©(Q') est un 

sous-module injectif de Q, contenant M, qui est essentiel dams Q : 

donc ©(Q*) = Q et © est un isomorphisme de Q' sur Q # 

Proposition : Pour que la correspondance M >T(M)* de la classe des 

modules dams elle-même soit telle que M 4 T(M) et 

N O M =» T (N) <v T (M) J il faut et il suffit crue, pour 

tout module M, T(M) soit une enveloppe injective de M» 

- La condition est nécessaire, car, si Q est un enveloppe 

injective de M,•on a M < Q, donc T(M) ru T(Q) et Q < T (Q), d'où 

T (Q) = Q et T(M) ru Q : T(M) est injectif, et c'est une enveloppe 

injective de M, puisque M 4 T(M). 

La condition est suffisante, car M est essentiel dans son 

enveloppe injective T(M), et si N ^ M, on a aussi N < T(M) ; puisque 

T (M) est injectif, T(M) est une enveloppe injective de N, donc est 

isomorphe à T(N). 

Ayant choisi une de ces correspondances, on parlera de 

1*enveloppe injective M d'un module M. 

L'existence et l'unicité, à un isomorphisme près, de l'envelopp' 

injective d'un module, ont été démontrées en [il]] par Echmann et Schopf 
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et, auparavant, par Baer, en £4]] , dans le cas des groupes abéliens 

(Z-modules). 

§ 5 - APPLICATIONS AUX MODULES. 

Théorème : Dans le treillis dessus-modules d'un module, l'applio*-

1 tion OU est une fermeture. 

Lemme : Dans le treillis des sous-modules d'un module injectif 

Q, l'application UJ est croissante. 

En effet, si N ( N 1 < Q, soit Q' une extension essentielle 

maximale de N' dans Q : est fermé dans Q, donc injectif, et 

contient au moins une extension essentielle maximaie (dans Q 1 ) q 
o o 

.de N. est fermé dans Q^, donc est injectif, et est une extension 

essentielle maximale de N dans Q, contenue dans Q', d'où le lemme 
o • -

Remarquons que, dans un module injectif Q, l'application Cl) 

fait correspondre à un sous-module N de Q l'intersection des enveloppes 

injectives de N contenues dans Q. 

M éteint un module, désignons par CO l'application UJ du 
M 

treillis des sous-modules de M, et par UJ celle du treillis des 

sous-modules de l'enveloppe injective M de M : on a, pour tout 

sous-module N de M, UJ (N) = UD(N) C\ M. 

En effet, l'application N > LU (N) f] M est une fermeture 

pour l'ordre d'essentialité de M : 

Elle est extensive, car si N ^ M, on a N <J CJU (N) et 

N = N H M < UU(N) 0 M. 
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Elle est croissante, car si »<J N' ^ M, on a ou(M) 4 (-U(N') 

et (D (N) 0 M < UJ(N')0 M; 

- Elle est idempotente, c?r # (JO étant croissante, on a 

O) [ UU (N) H M] C_ U) ( CJU (N)) = CO (N) et UU [uj (lî)0 tt] f) M_C U> ( N ) 0 M : 

1*inclusion inverse résultant de l'extensivité, on a 

<JJ £ O) (N) D MJ] O M =» U)(K) fi M et le résultat est dérccr.tré. 

Puisque U) est la plus grande fermeture de M ^ , il s'ensuit 

aie l'on a (V N < M)( U) (K) A M 4 CO (M)), et, en particulier, 
M 

( V N .< M) (JJ (N) 0 M £_ O) (N). 

Inversement, on a, si N ^ M, ^j^ 1*) — ^ (N) (d'où puirque 

(M) £L M, U) (M) d UJ (N) fl M # d'où l'égalité de ces ensembles) : 
N N " 

en effet, Renault a démontré en £7̂ ] que les sous-modules d'un module 

M fermés dans M sont précisément les intersections avec M des sous 

modules injectifs de M ; si Q est une extension essentielle dans M 

d'un sous-mcdule N de M, Q est fermé dans M, donc injectif# et 

M 0 Q est fermé dans M : c'est donc une extension essentielle 

maximale de N dans M, contenue dans Qf d'où l'éaalité U) W(N) = U U ( N ) 0 M 

et la croissance de LU w , (en raison de la croissance de UJ ) . 
M 

En particulier : 

Corollaire : Si tout sous-module N d'un module M possède une plus 

grande extension essentielle m ( N ) dans M, l'apnlicat.ion 

UJ est une fermeture d^ns le trei.13 is des snu^-moHnlos 

de M» 



Injectivité - Extension* essentielle! 4 0 

Il résulte alors du théorème démontré au paragraphe 3 que ~ 

les assertions suivantes sont équivalentes pour un module M : 

1) Tout sous-module N de M possède une plus grande extension  

essentielle dans M, 

2) La relation d 1essentialité de M est compatible avec son 

union» 

3) L'intersection de deux sous-module de M fermés dans M est- 

fermée dans M» 

Renault avait démontré en £7^ l'équivalence de 3) et de l f) . 

1') Tout sous-module N de M possède une plus grande extension 

essentielle UJ (N) dans M # et {JJ est une fermeture* 

Si l'une des trois conditions précédantes est vérifiée P  

l'ensemble des sous-modules de M fermés dans M, c'est à dire  

invariants par . est un treillis complet, modulaire et complémenté-

En appliquant ce théorème dams un cas particulier, nous allons 

retrouver un résultat que nous avions démontré directement en £l2^ ê 

et qui généralisait un théorème obtenu par Johnson en • 

On appelle élément singulier d'un module tout élément de 

ce module dont l'annulateur est essentiel dans A. 

L'ensemble M A des éléments singuliers d'un module M est un 

sous-module de M : en effet, l'élément nul de M, qui a pour annulateur 

A, est singulier ; et si x,y él M A

 # on a An(x) 4 A,An(y) < A, d'où 

An(x) 0 An (y) 4 A C\K = A et, puisque An(x) C\ An (y) jO An(x + y ) , 

A A 

An(x + y) <] A et x + y €. M ; si x £ M et si X e A # soit I un 
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idéal non nul de A ; si I F\ An ( X ) 7E 0, soit ^ Ê ( I O A n ( : 

en a./* X x = O et ^ £ 1 :C) ^ O ; si I O An( JV.) = O, I X 

est un idéal non nul de A : puisque An (x) <1 A, An(x) C\ I X O et 

il existe J± <£ I * tel que J± X x = O, d'où I 0 An ( X x ) ^ 0 ; ainsi 

An ( X x) <J A et X x £L M 

Dans le treillis des sous-modules d'un module M tel que 

M ^ = 0# la relation d'essentialité est compatible aveo l runion. 

Remarquons d'abord que si N <3 N' et si x £.N', 

I = £A £ A | X x N y est un idéal de A (en tant qu'annulateur de 

l'élément x de N'/N) essentiel dans A ; en effet, si Q A , ou 

bien /<* x = 0, et alors = 1. £ , I , ou bien ^ x ^ O : soit 

alors A e: A tel que X ytc x €: N ; À ^ £ I * et I 4 A . 

Si N,N*, P ̂  H et si N < N*, soit n' + p €. (N' + P) ; on a 

I = [X e A | X n* Ê. N } ^ . J = A A | X (n' + p) <£ N + P } , donc 

J ¿3 A et J An(n' + p ) , puisque = 0 ; il existe donc un élément 

A de A tel que A (n* + p) e. (N + P ) * et N + P < N ' + P, ce que 

nous voulions démontrer. Il s'ensuit que tout sous-module N de M 

possède une plus grande extension essentielle uj(N) dans M. 

Si S ( N ) m { x e M \ ( { X e A | X x Ê N } 4 A) J =» 

[ X Ê M | ( V l ^ A ) [ l / 0 = ^ O \ £ I * ) ( A x £ N)]]ona 

(X»(N) = S<N). En effet, N 4 UJ (N) U) (N) Ç. S(N). 
f 

Si x £ S(N) et si |*-6A, ^ x £ S ( N ) ; soit en effet I un 

idéal non nul de A : montrons qu'il existe A €. I * tel que A ^ x €. N . 

C»est évident si I C\ An ( ) ji O ; sinon, I y^-est un idéal non nul 
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de A, et il existe A, £ I tel que X e (I y^) (d'où X ^ O et 

X I *) et X f** x £ N # Si x e S (N) # soit I a { X ê a [ X x ê n J : 

montrons que Ix 4 Ax. Si y^x 6 (Ax) * #/ / C L x e s ( N ) e t 

j = [ À £ a | X ^ x ê n ) 4 A # Comme M * « O, J j£ An ( ^ K x ) et 

( 3 X J ) ( ^ yM. x ê N * ) i A ^ É l e t A ^ x e (Ix) * # Ainsi 

Ix < Ax et N + Ix < N + Ax, soit N <d N + Ax, d'où N + Ax d UU (N) 

e t x £ UJ (N) : ainsi S(N) UJ(N), ce qui achève de démontrer le 

résultat. On a donc le théorème suivant : 

Th^or-ème : Si M est un module tel eue = 0 , la relation e9«*en-

t i ^ l i t * p*?t. ron^^.iMg "̂'oc l'union d^ns le treillis des 

sc'izzT'C3^les do M, T out sons-module N de M a une plus 

S M Z * ! i C7!—Ç?J?£Jlt-Î£j le _dans M # 

U ; (y) ^ j x ^ M | f f A €ftl X x f i H ] < A)} t et le 

treillis des sons-modules de M ferrés d p n M e^t un 

treillis comnl.et# modulaire* et comt>léru*nt:é. 

Ce théorème a été démontré par Johnson dans le cas particulier 

où l'anneau A est tel que A ^ = O. Nous en avons donné une démonstra­

tion directe en £l2^ • 

Remarquons que si la relation d'essentialité est compatible 

avec l'union dans le treillis des sous-modules d'un module M, on n'a 

pas forcément = O, car il existe par exemple des modules dans 

lesquels tout sous-module non nul est essentiel ayant des éléments 

singuliers non nuls (tel l'anneau A = z/4 des entiers modulo 4 en t*mt 

que z:4 module 1 ses seuls idéaux sont O, m = (0,2]* et A j m, idéal 

(propre) maximum est essentiel dans A, et l'on a An(2) = m 4 h). 



CHAPITRE ìli 

OBJETS QUASI-INJBCITFS, SEMI-INJECTIFS ET SEMI-PROJECTIFS 

D'UNE CATEGORIE. 

§ 1 - OBJETS QUASI-INJECTIFS D'UNE CATEGORIE. 

Johnson et Wong ont introduit, en £13^ # dans le cas des 

modules, la notion d'objet guasi^injectif d'une catégorie : on 

appelle ainsi un objet M d'une Catégorie tel que tout morphisme d'un 

sous-objet N de M dams M se prolonge en un endopnorphisme de M. Ainsi, 

tout objet injectif d'une catégorie est un objet quasi-injectif de 

cette catégorie, mais la réciproque n'est pas vraie en général : nous 

démontrerons par exemple dans le chapitre suivant que -les groupes 

cycliques sont des objets quasi-injectifs de la catégorie des groupes 

(ou de celle des groupes abéliens). 

Dans le cas des nodules sur un anneau A, on a le résultat 

suivant : pour qu'un module M soit quasi-injectif, il faut et il  

suffit qu'il soit stable pour tout endomorphlsme de son enveloppe  

injective M. 1 

- La condition est suffisanté : si f est ,un homomorphisme 

d'un sous-module N de M dans M, on a N ^ M ^ M et f se prolonge en un 

endomorphisme h de M, puisque ce module est injectif. Par hypothèse, 

h(M)£j[M et la restriction de h à M est un endomorphisme de M prolon­

geant f, donc M est quasi-injectif# 
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La condition est nécessaire : si M est quasi-in jectif, soit 

N 1 > M > M f un endomorphisme de M : sa res-

f l / triction f 1 à N = M O f 1(M) se pro-

\ ^ / / longe en un endomorphisme g de M , 
(1) M / h 

/ lequel se prolonge à son tour en un 

K endomorphisme h de M # puisque M ^ M 

M et que M est injectif (figure 1) 

On a (h - f)(M) - O (d'où f(M) = h(M) = g(M) Ç_ M et le résultat) : 

en effet, si (h - f ) (M) ^ O, on a, puisque M est essentiel dans M , 

(h - f)(M) H 'H / 0, et il existe des éléments non nuls x et y de M 

tels que h(x) - f (x) = y : puisque x €L M, h(x) = g(?c) et 

f (x) = g(x) - y £ M ; ainsi x 61 N et g (x) = f (x) , d'où y = o, ce qui 

est absurde. 

Ce théorème a été démontré en £l3][ par Johnson et Wong # et 

étendu en £l4|] par Maury aux objets quasi-in jectif s d'une catégorie 

de Grothendieck possédant un générateur. 

.Nous allons appliquer ce dernier Résultat... au ca«s particulier 

de la catégorie des modules sur un anneau A I Pour qu'un A-module M 

soit quasi-injectif, il faut et il suffit qu'il soit "catégoriquement 

stable" pour tous les endomorphismes de son enveloppe injective M , 

c'est à dire tel que tout quotient de M isomorphe à un sous-module 

de M soit aussi isomorphe à un sous-module de M. En particulier, 

un module M tel crue tout quotient de M soit isomorphe à un sous-mo^ n<| r  

de M est quasi-injectif : on retrouve ainsi le fait que tout module 

semi-simple est quasi-injectif. 
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Après avoir remarqué que 1 !ensemble <̂> des sous-mcdules de 

1 !enveloppe injective M d :un module M stables peur tous les endemor-

phismes de M (ccest à dire quasi-injectifs) était une famille de Moore 

de parties de M (stables pour 1 1 intersection et comprenant M ) , Johnson 

et Wong ont introduit l !cnve3cppe cuasi-ir.jective M de M, qui est 

1 5 intersection des éléments de contenant II, c'est à dire le plus 

petit sous-module quasi-injectif de M contenant M. Ce résultat a 

d !ailleurs été étendu en £l4j aux catégories de Grothendieck sous 

certaines conditions. 

Théorème : Si N est un sous-module du module quasi-injectif M fermé 

dans M et si N 1 est un complément de N dans M, on a 

M = N (?) N'. 

Démonstration : l'application canonique de N 0 N* sur N est un homomor­

phisme nul dans N', coïncidant avec l'application identique dans N, et 

qui se prolonge, puisque M est quasi-injectif, en un endomorphisme f 

de M. 

On a N 1 C Ker (f ) et N A Ker(f) = 0 (si x 6 N H Ker(f), 

x = f(x) = O), d'où Ker(f) = N* et N* £^ f " 1 ^ 1 ) . Mais f" 1(N l) O N = O, 

car si x C f" 1(N l ) O N, x = f (x) €1 N' et x <£. N O N* = 0 # d'où x = O ; 

il s'ensuit que f" 1(N') = N 1 et que N.' H f (M) = O : en effet, si x e N' 

est tel que f(x)C M, x e f" 1(N l) = N' et f(x) = O. 

Or, si x' est un complément d'un élément x d'un treillis de 

Johnson T, et si y est un complément de x' supérieur à x, on a x <̂  y : 

en effet, x V x« < I, d'où (x V x') A y <̂  y ; mais 

(x V x') A y = x V ( x t A y) = x V O = x. En particulier, tout élément 
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d'un treillis de Johnson T fermé dans ce treillis est un complément 

de tous ses compléments. Ainsi, N est un complément de N 3, et l'on 

a f(M) = N, puisque N ^ f(M) et que N 1 H f(M) = O. Il s'ensuit que 

( V x £ H ) (f (f (x)) » f (x)) # puisque ( V x £ M) (f (x) S. N) ; f est 

donc un projecteur de M, et l con a m = Im(f) ® Ker(f) = N(J)N e

# d'où 

le résultat. 

Corollaire : Pour qu'un sous-module d*un module çruasi-injeotif soit 

ferré d?r,s ce module, il faut et il suffit ou 1 il en soit  

un facteur direct. 

La condition est suffisante, car si M = N (+) N' et si N <3 p ^ M. 

on a N' r\ P » O, d'où M » P © N 1 et N = P, 

Le fait qu'elle soit nécessaire résulte immédiatement du 

théorème et avait été indiqué par Renault en [7]j . 

On a le résultat suivant : 

Proposition : Tout facteur direct d'un nodule quasi-injoctif est  

ÇTuagi-inlcctif. 

Remarquons d'abord que si les modules M, M', N, N f sont 

tels que M <1 M' et N <C N 1, on a M © N <L M e 0 N' : en effet, si 

x = m' + n' <£. (M* $ N ! ) , on a par exemple m' / O et il existe 

un élément \ de A tel que " X m ' C M : si \ n ' = 0 , 

X x = \ m' (M © N) * , et si Xn» ^ 0 , il existe un élément de 

A tel que ^ \ n' £ N * , et \ x = \ m 1 + ^ X n 1 € (M N) 

(la somme de M et de N étant directe,^ \ x ^ 0 , puisque \ n' ¿4 Q ) 
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Par une récurrence immédiate, l'essentialité est compatible avec 

la somme directe finie, donc avec la somme directe, puisque tout 

élément d'une somme directe appartient à une somme directe partielle 

finie. 

Si M est un module quasi-injectif tel que M = N <3> N 1, soient 

N et N 1 les enveloppes injectives de N et de N 1 : Q = N (?) N 1 est 

une enveloppe injective de M # puisque c'est un module injectif dans 

lequel N ® N' est essentiel. 

Soit T un endomorphisme de N : M est stable pour l'endomor-

phisme Y de Q nul dans N' et coïncidant avec dans N, et 

( N ) = Y ( N ) Ç _ ^ (M) C-_ M = N N ' ; mais puisque 

Y (N) £L f (N) £ m N, on a f (N) £ (N ® N' ) O N = N ® (N' O N) 

= N ® O = N # Il s'ensuit que N est quasi-injectif, et le résultat 

est démontré. 

En particulier, compte tenu du théorème précédent, on a le 

fait que tout sous-module d'un module quasi-injcctif fermé dans ce  

module en est un facteur direct quasi-injectif» 

Johnson et Wong avaient démontré en £l3]J que si le module 

quasi-in jectif M est tel que = 0, tout sous-module de M fermé 

dans M est quasi-injectif. 

Toujours dans le même article, il prouvèrent que si le module 

quasi-mjectif M est tel que M = 0, la somme de deux sous-modules 

de M fermés dans M est fermée dans M : nous allons maintenant pouvoir 

généraliser ce résultat au cas d'un module quasi-injectif M tel que 

l'essentialité soit compatible avec l'union dans le treillis des 



Injcctivité - Extensions essentielles 48 

sous-modules de M. 

Lcrrîrto : Pour que 3 ' estent ialit S soit compatible avec l'union 

d3ns le troillis des s^us-moduj.es d'un module M, il fa!!-

et il suffit rue la condition ruivante soit vérifiée : 

si M et IV- sont des scur>~modul^? de M» et si P est nn 

sous-mcdu.le de M 8 maximal tel crue II O P = O. alors  

N (?) P est essentiel dans N -f N'., 

La condition est nécessaire, car. dans les conditions indique 

P est un complément de N r] N 1 dans le treillis des sous-modules de Nf 

et ( N O N ' ) © P 4 N' d : o ù N + f ( N f ) N 8 ) ® P ] 4 N + N» , soit 

N ® P < N + N !. 

- La condition est suffisante : si elle est vérifiée, soient 

N, N' et P des sous-medules de M tels que N <3 N' : montrons que 

N + P <J N 1 + P. 

Soit R un sous-module de P maximal tel que N O R = O : par 

hypothèse, N © R < N + P. Puisque N < N 1, on a H 1 f| R = O et R est 

un sous-module de P maximal tel que N e D R = O : par hypothèse, 

N 1 © R<4 N 1 + P. Or, l'essentialité étant compatible avec la somme 

directe, on a N ® R < N 1 © R, d'où N © R ^ N 1 + P et 

N + P <Q N' + P, puisque N © R ^ N + P ^ N ' + P . 

Soient maintenant M un module quasi-injectif tel que l'essen-

tialité soit compatible avec 1 eunion dans le treillis des sous-modul/ 

de M, N et N' des sous-modules de M fermés dans M, P un sous-module 

de N' maximal tel que N fl P = O : on sait que N © P <] N + N \ 

http://s-moduj.es
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N' # sous-module fermé du module quasi-injectif M, est un 

facteur direct quasi-in jectif de M, et M — N 1 ® P est un 

sous-module du module quasi-in jectif N 1 fermé dans N ' , donc un facteur 

direct quasi-injectif de N 1 et N 1 =» P ® P 1 : il s'ensuit que 

M * P @) (P1 (J) N£) et P est un facteur direct de M, donc est fermé 

dans M. 

Soit N^, un complément de N contenant P dans M : N étant un 

sous-module du module quasi-in jectif M fermé dans M, on a M = N (© : 

est quasi-injectif, et P est un sous-module de N 1 fermé dans N 1 

(puisque fermé daïis M ) , donc un facteur direct de N^. On a 

N 1 = P ® P 1 et M = (N © P) 0 P^ : N 0 P est un facteur direct 

de M, donc est fermé dans M, et, puisque N 0 P + N 1, on a 

N (£) P ° N + N', ce qui achève de prouver que N -f N 1 est un facteur 

direct quasi-injectif de M, fermé dans M. Ainsi : 

Théorème : Si 1'essentialité est compatible avec l'union dans le 

treillis des sous-modules d'oin module quasi-injectif M,  

la somme de deux sous-modules de M fermés dans M est  

fermée dans M. 

Remarque : Dans le cas où le module M est tel que M ̂  = O, on peut 

s'appuyer dans les démonstration sur les propriétés suivantes : 

si f est un endomorphisme de M .et si N et N ' sont des 

sous-module dé M tels que N < N', on a f ( N ) •^;f(N') i 

- . . si f est un endomorphisme de M et si N est un sousrmodule de M 

fermé dans M, f 1(N) est un sous-module de M fermé dans M. 
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Si l'on sait seulement que l1essentialité est compatible avec 

l'union dans le treillis des sous-jnodules du module M, on ne peut plus 

compter sur ces propriétés, comme le montre l'exemple suivant : 

l'image directe de l'idéal (propre)' maximum m = ^0,2 } -de l'anneau 

A = z/4, considéré comme z/4 module, par l'homomorphisme f : x > 2*# 

x est nulle, donc non essentielle dans l'image m de A, alors que m 

est essentiel dans A ; et l'image réciproque de l'idéal nul O, qui 

est fermé dans A, est m', qui ne l'est pas. 

§ 2 - OBJETS SEMI-INJECTIFS D'UNE CATEGORIE. 

Nous avons introduit en £l2[] , dans le cas des modules, la 

notion d'objet semi-injectif d'une catégorie/ on appelle ainsi un 

objet N d'une catégorie qui est quotient de tout objet dont il est 

sous-objet, c'est à dire tel que, pour tout objet M, il existe un 

épimorphisme de M sur N dès qu'il existe un monomorfcisme de N dans M . 

Toute rétraction d'un morphisme, étant sectionnable, est un 

épimorphisme, et tout objet injectif d'une catégorie est un objet 

semi-injectif de cette catégorie. La réciproque n'est pas vraie en 

général : en effet, tout objet isolé d'une catégorie est un objet 

semi-injectif de cette catégorie, puisque le morphisme identique de 

cet objet est un épimorphisme. 

Les notions d'injectif et de quasi-injectif coïncidant dans 

le cas d'un objet isolé (qui est son propre et unique sous-objet) i e s 

notions de quasi-injectif et de semi-injectif sont distinctes ; 



tyétttvttè m fxtmmdéài Mtttttellet 51 

pour nontirer qu1aucune n'est plus générale que l'autre, il reste à 

trouver un exemple d'objet quasi-injectif qui ne soit pas semi-injectif 

or, dans une catégorie d'ordre # tout objet est quasi-injectif, mais 

les objets semi-injectifs sont les éléments maximaux. 

On dit qu'une catégorie est balancée si tout morphisme qui 

est un monomorphisme et un épimorphisme est un isomorphisme. 

On dit qu'un objet N d'une catégorie peut être plongé très  

strictement dans un objet M de cette catégorie s'il existe un monomor­

phisme de N dans M et si N et M ne sont pas isomorphes. 

On a le résultat suivant j 

Proposition : Si, dans une catégorie balancée, tout objet peut être  

plongé très strictement dans une source simple, et si  

le but d'un épimorphisme constant est un objet final, 

les objets semi-injectifs de cette catégorie sont ses  

objets finaux. 

Démonstration : Un objet final d*une catégorie est un objet injectif, 

donc semi-injectif de cette catégorie. Soient maintenant N un objet 

semi-injectif et i un monomorphisme de N dans une source simple S 

non isomorphe à N : il existe un épimorphisme r de S sur N # 

S étant une source simple, r est un monomorphisme constant (car si 

r était un monomorphisme, ce serait aussi un isomorphisme, puisque 

la catégorie est balancée) : donc N, but d'un épimorphisme constant, 

est par hypothèse un objet final de la catégorie considérée. 
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Corollaire : Les objets semi-injectifs de la catégorie des groupes 

sont des groupes réduits à un élément. 

Nous démontrerons plus loin que les groupes abéliens semi-injec­

tif s coïncident avec les groupes abéliens injectifs (ou divisibles). 

Comme tout demi-groupe peut être plongé ànns un demi-groupe 

simple de cardinal strictement plus grand, et puisque tout monomorphisme 

de demi-groupes est un homomorphisme injectif, tout demi-groupe semi 

injectif est but d ,un épimorphisme constant, donc réduit à un élément. 

§ 3 - MODULES SEMI-INJECTIFS ET SEMI-PROJECTIFS. 

On dit qu cun objet P d'une catégorie S est un objet projer.tif do 

cette catégorie, si, quels que soient les objets H et N de '̂ 6, 1g 

morphisme ^ de P dans N, et 1 1 épimorphisme j de M dans N, il existe un 

morphisme ? de P dans M tel que f = j ^ (figure 2). 

P 

, ' La somme directe d'une famille d'objets est 

(2) x ' projective si et seulement si tous ses 

M > N facteurs sont projectifs. 

Les modules projectifs sur un ^nora A sent les facteurs dirc c t s des 

A-modules l\bres : en oarticulier# l 1 anneau A ezt un A-modu.1e nrojectif 

On dit qu'un objet N d 3une catégorie est semi-projectif s'il est 

sous-objet de tout objet dont il est objet quotient, c'est à dire tel 

pour tout objet M, il existe un monomorphisme de N dr.ns M dès qu'il 

existe un épimorphisme de M sur N. 

On dit qu'un module N est s ou s -module (resp. surmodiile) d'un 

module M, ce que l'on traduit par la notation N ^ M (resp. N ^ M ) , s'il 

existe un monomorphisme de N dans M (resp. un épimorphisme de N sur M) 
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Ainsi, un modale R est semi-projectif si et seulement si 

il est sous-module de tous ses surmodules, c'est à dire si 

( V M) (M >,R R / M ) . 

Un nodule S est seuo-injectif si et seulement si tout module 

do'.r ï ] .̂ î: sous-module er. est un surmodule, c'est à dire si 

?u?r.q».u* heu*, module r. un surmodule libre, tout r.oduJe 

.:.).-'[. i- ":f:i:T_ o ,%:uv :.»o.'!i4le i'un moaaie libre ; on a dcn'j J a 

i il--raL.:L< n ouiveua^ ; libre project Lf ^£ semi-pro jectif scus 

module a'un libre. Sur un anneau principal, rout sous-module d'un 

libre est libre (ce q^i. constitue d 1 ailleurs une caractérisation 

des anneaux principaux) et les quatre notions précédentes coïncident. 

Puisque t ,t module est sous-module d'un module injectif. 

fuit modui'-j .s--.'p.i-:..ii jectif .Q'st̂ cfuot ient d'un modul e in jectif, 

0r# pour un anneau A, les propriétés suivantes sont équi­

valentes (cf £5̂  ) : 

Les idéaux de A sent des modules projectifs. 

fiout sous-module d'un A-moduie pro jectif est pro jectif. 

Tout quotient d'un A-module injectif est injectif. 

Or; dit que A est un anneau héréditaire s'il vérifie l'une 

des propriétés précédentes s sur un anneau héréditaire, les notions 

d'injectif et de semi-injectit coïncident, ainsi que celles de pro­

ject if et de seiri-pt":jectif. 
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Nous allons étudier la réciproque. 

Proposition ï* Si un module S est sous-module d'un module proiectif p 

et a un sous-module P 1 isomorphe à P, il est semi  

projectif. 

Démonstration : Soit f un épimorphisme d'un module M sur S : on a 

puisque f est sur jectif, f Qf~*(P')[] = P'. La restriction de f à 

M 1 = f ^"(P') est un épimorphisme de M' sur le module projectif p 1 • 

ainsi P 1 est isomorphe à un sous-module de M', donc de M, il en est 

de morne pour P, donc aussi à fortiori pour S et le résultat est 

démontré. 

Corollaire : Tout idéal I de A contenant un élément X d'annulnt^ny 

nul est semi-projectic. 

En effet, on a A X oj A/An X ru A/0 oj A et A \ < I / A . 
v 

En particulier, tout idéal d'un anneau intègre est semi  

projectif. 

Il résulte aussi de la proposition que si L = £B Ax est 

iei 1  

un A-module libre de base infinie (x. ) . _ et si J est un id«3ri1 de a 
- i i c I — — • *i* 

L J est semi-projectif. En effet, o n a L ^ L (£) J ^ L © A , et 

L O A est un module libre dont une base est équipotente à celle 

de L (puisque I est infini), donc isomorphe à L. 

Proposition : Pour qu'un anneau A soit héréditaire, il faut et il 

suffit que les notions de semi-pro jectif et de projen+- ̂  f 

coïncident r>\ir A. 
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Démonstration : On a su que-la condition est nécessaire : montrons 

qu*elle est suffisante. Si elle est vérifiée, soient J un idéal de A 

et L un module libre de base infinie : L © J est semi-projectif, 

donc projectif, et J est projectif, d'où le résultat. 

Proposition : Si un module S est quotient d'un de ses sous-modules 

injectifs, S est seni-injectlf. 

Démonstration : Si S est sous-module d eun module M, le sous-module 

injectif Q de S est un facteur direct, donc un quotient de M : si 

de plus S est quotient de Q, S est quotient de M, d'où la semi 

injectivité de S. 

Corollaire : Sur un anneau noeth^rien A, si Q 1 désigne la somme 

directe d'une famille infinie (Q.). ^_ de modules i i C I 

isomorphes à un injectif Q; et si N est un sous-module 

de Q, Q' Çf) Q/N est semi-injecti f. 

En effet, toute somme directe de modules injectifs sur un 

anneau noethérien A est injective : car si est un homomorphisme de 

l'idéal J de A dans une somme directe Q' = Q Q. de A-modules 

i £ l 1 

injectifs, il existe, puisque J est de type fini, une partie finie 

I de I telle que ^P(J) soit contenu dans ,1e sous-module injectif 

® Q. de <& Q., donc aussi un élément q de © Q. tel que 
i £ I i€LI 1 i £ l 1 

o o 

( V A C J)( 4> ( X ) = Xq), d'où 1« injectivité de Q. 

Deux sommes directes de modules isotypiques dont les 

ensembles d'indices sont équipotents étant isomorphes, on a, sous les 

hypothèses du corollaire, Q 1ru Q © Q' : ce module est injectif. 
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d'après ce qui précède, et c'est un sous-module de S = Q 1 (±) Q/N 

dont S est quotient, d'où le résultat, d'après la proposition 

précédente. En particulier : 

Proposition : Pour que les notions de semi-injectivité et d 1injecti­ 

vité coïncident sur l'anneau noethérien A, il faut et  

il suffit que A soit héréditaire. 

On a su que la condition est suffisante : montrons qu'elle 

est nécessaire. Adoptons pour cela les notions du corollaire : 

Q' © Q/N est semi-injectif, donc injectif et Q/N est injectif ; 

ainsi, tout quotient d'un injectif est injectif et l'anneau A est 

hériditaire. 

Proposition : Pour un module S, les propriétés suivantes sont  

équivalentes : 

1) S est semi-injectif et projectif. 

2) S est injectif et semi-projectif. 

3) S est injectif et projectif. 

Démonstration : Un module est projectif si et seulement si il est 

facteur direct de tout module qui en est un surmodule : si donc S est 

semi-injectif et projectif, il est quotient, donc facteur direct de 

son enveloppe injective S, donc injectif. 

Si S est injectif et semi-projectif, il est quotient, donc 

sous-module, donc facteur direct d'un module libre, donc projectif. 

Enfin, un module injectif et projectif est, comme on l'a vu, 

semi-injectif et semi-projectif, ce qui achève de démontrer le résultat 
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Progosition : Un module semi-injectif et semi-projectif sur un anneau 

intègre A est injectif et projectif. 

Démonstration : Sur un anneau intègre, tout injectif est divisible 

et tout sous-module d'un libre est sans torsion : S, éteint semi-in jectif 

est quotient d'un injectif divisible, donc est divisible ; étant 

semi-projectif, il est sous-module d'un libre, donc sans torsion. 

L'anneau A étant intègre, il s'ensuit que S est injectif, donc injectif 

et semi-projectif, dont injectif et projectif. 

On trouvera en £5J] les propriétés des anneaux intègres ici 

usités. Pour justifier les deux dernières propositions, il convient 

de remarquer qu'il existe des modules semi-injectifs et semi-projectifs 

qui ne sont ni injectifs, ni projectifs, tel l'idéal maximum 

m = ^ 0 , 2 ^ de l'anneau z /4, considéré comme z/4 module (affirmation 

qui sera démontrée au chapitre suivant). 



C H A P I T R E I V 

ANNEAUX E T MODULES 

On appelle élément superflu d'un treillis T tout élément x de 

T tel que : ( V y e T) (x V y = I y = I ) . 

On dit qu'un module projectif P est une enveloppe projective 

d'un module M s'il existe un épimorphisme de P sur M dont le noyau est 

superflu dans P ; deux enveloppes projectives d'un module sont 

isomorphes. 

On dit qu'un anneau A est parfait.si tout A-module a une 

enveloppe projective. Afin de donner une caractérisation des anneaux 

parfaits, introduisons les notions suivantes : on dit qu cun idéal 

m d'un anneau A est T-ni3potent s'il existe, pour toute suite 

n 
(x ) % T d'éléments de m, et si l'on pose x

1 = x., un entier i 
n n C N n 1 J 

1 = 0 

tel que x^ = O ; on dit que la famille (e d'élément idempotents 

de l'anneau A est une famille d'idempotents orthogonaux si 

( V i , j el)(i ̂  j =4 e ±.e = O). 

Bass a démontré, en £l5^] , le théorème P : pour un anneau A, 

les assertions suivantes sont équivalentes : 

- A est parfait. 

- Le radical de Jacobson de A est T-nilpotent, et A/J est 

semi-simple. 

Toute famille d 1idempotents orthogonaux de A est finie, et 

tout A-module non nul a un sous-module simple. 
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- A vérifie la condition de chaîne descandante pour les idéaux 

principaux à droite. 

- Toute limite directe de A-modules projectifs est projective 

etc. •. (voir i_l5l ). 

Enfin pour qu'un anneau noethérien soit parfait, il faut et il 

suffit qu'il soit artinien. 

On dit qu'un anneau A est autc-injectif si le A-module est 

injectif. 

Théorème : Un anneau noethérien auto-injectif A est parfait. 

I.emme : Si x et y s^nt des éléments d !un anneau auto-injectif A 

tels que An (y) ĝ . Anfv), x est un diviseur à gauche de y. 

En effet, l'application ^ : > X y est alors bien 

définie. C'est un homomorphisme de l'idéal Ax de A dans le module 

injectif A : il existe donc un élément z de A tel que 

(V X C A) ( X y = ^ ( X x) \xz), c'est à dire, A étant unitaire, 

tel que y = xz, d'où le résultat. 

Soit maintenant (x A) une suite décroissante d'idéaux 

n n £ N 
principaux à droite de l'anneau noethérien auto-injectif A. On a 

( V n e N) (x .A cr x A) , en particulier x G. x A et il existe un 
n+1 — n ^ n+1 n 

élément a^ de A tel que x - = x a : on a An (x ) Cl An (x 
n n+l n n n — n+1 

A étant noethérien, la suite croissante !~An (x )~| m, d'idéaux de A 

est stationnaire, et il existe un entier n Q tel que 

( V P >y

 n ^ ) ( A n ( x „ ) = An(x )) : vu le lemme, x est un diviseur à o p n p 
o * 

gauche de x n et A £ X p A , d'où ( V p >y n Q) (x pA = x^ A) : la suite 
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(x A) m éteint stationnaire, A est parfait, donc artinien. Tout 
n n c N 

anneau artinien étant noethérien, il y a équivalence pour ur>. anneau A. 

entre les deux propriétés suivantes : 

A est noethérien auto-injectif# 

A est artinien auto-injectif. 

On désigne par Na(X) l'annulateur à droite d'une partie X de 

l'anneau A. Eilenberg et Nakayajna ont montré en ([16^ que les 

propriétés suivantes sont équivalentes peur un anneau A : 

A est artinien auto-injectif. 

A est artinien à droite et auto-injectif. 

- A est noethérien à gauche et à droite, et auto-injectif. 

A est noethérien, et l'on a Na(I D J) = Na(I) + Na(J), quels 

que soient les idéaux à gauche I et J de A, et NA (An (K) ) = K pour tout 

idéal à droite K de A. 

A est artinien, à gauche et à droite, et l'on a An(Na(I)) e j 

pour tout idéal à gnuche I de A, et Na(An(K)) = K pour tout idéal 

à droite K de A. 

Si un anneau A vérifie l'une de ces conditions, on dit qu'il 

est quasi-frobéniusien. On a le résultat suivant : 

Théorème : Un anneau A est quasi-frobéniusien si et seulement qî 

notions de projectif et d*injectif coïncident sur A. 

Condition suffisante : Pour la démontrer, nous utiliserons le résultat 

suivant, dû à Zoltan Papp £l7J : 
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Lemme : Pour qu'un anneau A soit noethérien, il faut et il 

suffit que toute somme directe de A-modules injectifs  

soit injective. 

Nous avons vu que la condition est nécessaire : montrons qu'elle 

est suffisante : si (I ) .̂_T est une suite croissante d'idéaux d'un 
n n €1N 

anneau A ayant la propriété indiquée, Q = ® A/I est un A-module 
n £ N n 

injectif. Si X est un élément de l'idéal I = ^ I de A, il existe 
n É H n 

un entier p tel que X e Ip, et l'on a ( V n ^ p ) ( H7 ( X ) c 0), en 

désignant par ^9 l'application canonique de I sur I/I . 
+oo 

L'aoolication i : X > )~ ( X) est donc bien définie : c'est 
1 — n 
n=o 

un homomorphisme de I dans Q, et il existe un élément q de Q tel que 

( V X E I) ( ¥ ( X) = Xq). Soit n un entier tel que 

^ \ ° n o 
q £ S A / I n = Q o. On a T(D C. Q , • ̂  ( X) = H Vf>

n( X) et 
n 4 n Q n=o 

( V ^ e i ) ( V n > ; n Q+l) ( lf < X) = 0), d'où I n + 1 = I et la 
o 

noethérianité de A. 

Nous avons suivi, la démonstration de Bass, cité par Chase 

en £ l8j t article où il élucide comme suit le problème dual du 

précédent : pour on anneau A, les propriétés suivantes sont équivalentes 

- Tout produit direct de A-modûles prôjectifs est projectif. 

- %. Tout produit direct de A-modules isomorphes à A est projectif. 

A est parfait, et tout idéal à droite de A est quotient d'un 

module à droite libre de type fini par un de ses sous-modules à droite 

de type fini (condition équivalente à 1'artinianité dans le cas d'un 

anneau commutatif A ) . 
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Revenons À notre démonstration : si # sur un anneau A, les 

notions de projectif et d 1injectif coïncident, alors toute somme 

directe d 1injectifs est une somme directe de projectifs, donc un 

projectif, donc un injectif, et A est noethérien, auto-injectif, 

puisque le A-module projectif A est injectif. 

Condition nécessaire : Si un anneau A est noethérien auto-injectif, 

tout A-module libre, étant oomme directe de modules isomorphes à A, 

donc injectifs, est injectif, et tout A-module projectif, étant factei 

direct d'un libre, donc d'un injectif, est injectif. 

Démontrons la propriété inverse. 

On dit qu'un module M est indécomposable si ses seuls facteur 

directs sont 0 et M. Pour qu'un module injectif Q soit indécomposable 

il faut et il suffit qu'il n'existe pas de sous-modules non nuls 

S et T de Q tels que S D T = 0. En effet, la condition est évidemment 

suffisante : montrons qu'elle est nécessaire ; si S et T sont des 

sous-modules non nuls de Q tels que S D T = O, il existe un 

sous-module T' de Q contenant T et maximal tel que S O T' = o : T' 

est fermé dans 1'injectif Q, donc est injectif et facteur direct de Q 

or T' ? 0, puisque T Ç2_ T 1 , et T' ^ Q, puisque S H T' = O. 

Ainsi, pour qu'un module injectif Q soit indécomposable, il 

faut et il suffit que Q soit une extension essentielle, donc une 

enveloppe injective de chacun de ses sous-modules non nuls. 

Après avoir indiqué ce résultat, Mathis a démontré, en £lïT] 

les théorèmes suivants : 
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- Les modules injectifs indécomposables sont les envelc^res 

injectives des modules cycliques A/J (où J est un idéal irréductible 

de A ) . 

- Si un module est somme directe de sous-modules injectifs 

indécomposables, il y a unicité de cette décomposition, au sens 

fort (cf. [19]). 

- Si l 1anneau A est noethérien, tout A-module injectif est somme 

directe de sous-modules injectifs indécomposables. 

Prouvons enfin que si A est quasi-frobéniusien, tout A-module 

injectif est projectif. Il suffit de prouver que tout injectif indé­

composable est sous-module d run libre : il en est alors factour dirnot, 

donc est projectif, et tout injectif, étant sorme directe d 1injectifs 

indécomposables, est somme directe de projectifs, donc est projectif. 

Or, tout A-module non nul ayant un scus-module simple, les 

injectifs indécomposables sont les enveloppes injectives des modules 

simples. 

En effet, le socle XI d'un module M, qui est la somme des 

sous-modules simples de M, est un sous-module semi-simple de M, es^entie 

dans M : en effst, si N ^ M est tel que X H N = 0, et si S est un 

sous-module sinple de N, on a J_ ^ S = O et S £ >̂_, ce qui est 

absurde ; ainsi N = 0 et 4 M. Le socle d'un module injectif indé­

composable ne pouvant contenir deux sous-modules non nuls d'intersection 

nulle, est réduit à un seul module simple. Inversement, lscnvn3.c^pe 

injective S d'un module simple S est telle que tout * sous-module non nul 
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N de S a une intersection non nulle avec S (puisque S est essentiel 

dans S) dcr.c contient S et est essentiel dans S, d'où 1 1 indécomposa-

bilité de S. 

Il nous suffit donc de montrer que tout A-module simple S est 

un idéal de A. Soit m un idéal maximal de A tel que S nj A/m. On a 

Na(m) ^ O (sinon m = An(Na(m)) = An(0) = A) : soit donc 

x c [jNa(n)J • On a m.x = O, donc m An(x) et An(x) = m, d'où 

Ax ^ A/Anfj) = A/m = S, ce qui achève de démontrer le résultat. 

Corollaire : Tout idé*.l irréductible J d'un anneau auasi-frobéniusien 

A est l'?nnnlateur d'un élément \ de A. 

En effet, puisque tout injectif est projectif, tout module 

est sous-module d'un libre : si x = 1 J A/J, le module cyclique 

n 
Ax = A/J est sous-module d'un libre de type fini, ® Ax.. On a 

n n i=l 1 

x = 2 _ X . x . et J = An(x) = C\ An( \ . ) , et, puisque j est 
i=l 1 1 i~l 1 

irréductible, il existe un entier j £. £l#n[] tel que J = An ( X .) 9 

Proposition : Tout idénl B' d'un anneau noethérien auto-injectif A  

isomorphe à un facteur diront hilatère B de A lui est: 

égal. 

Démonstration : Puisque tout homomorphisme d'un idéal I dans un 

idéal J d'un anneau auto-in jectif A est de la forme X • X u 

(avec u G A ) il existe des éléments u et v de A tels que Bu = B' et 

( V b Ê B ) (buv = b ) . En particulier, B étant bilatère, B 1 = Bu C b . 

B 1 étant isomorphe à B, qui est injectif en tant que facteur direct 

de l'injectif A, est injectif, et B = B' © C. L'endomorphisme de B 
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nul dans C et coïncidant avec l'h^romorphisme X > ^ v dans B 1 

est un épimorphisme de B sut lu4.• v,>.e, puisque B!v, = B, donc un 

isomorphisms do B sur lui -ir̂ rio, puisque le sous-module B du module 

ncethE.rr.en A est noethérien (cf. £2cf] ) : ainsi C = O et B = B 1. 

CoroJT^.'ire : Si les fart-surs d/^re d^ro^oo^ition, de l'agneau 

noet^é ̂ ien ?"to—i.r* jectif A en 'fiôyr.e directe d'injectif s 

ip^écornoo s ob3 e s sort des i d eaux hi.lotères, cette decern-

position est uniçpje (tout idéal injectif indécomposable 

de A étant i ̂ .omorphe, do^c éoal à un des facteurs) et 

££T t id^al injectif je_A, étant sorrr.e directe d* idéaux 

in "*0st if ̂  jindé~^mr>osables bilatè^e s_est bilatère» 

Rappelons quelques propriétés des décompositions directes 

d'anneaux. 

Si A = B © C est une décomposition d'un anneau unitaire 

A en somme directe d'idéaux, tout élément x de A s'écrit de façon 

unique comme somme d'un élément b de B et d'un élément c da C. 

Soient donc e £ B et c ' £ C tels que 1 = e + e' : on a 

2 2 
e = e . 1 = e(e + e') = e + ee* = e + O, d'où e = e,ee' = 0, et de 

2 

même e 1 = e ' , e'e = 0. Si x £ A ; x = x. 1 = x(e + e
1) = xe + xe 1 

est l'unique décomposition de x sous la forme b + c, avec b S B et 

c €. C : ainsi/ si I est un idéal de A, on a I = le + lé' = le ® le 1 , 

puisque le £ Ae C_ B et le 1 Ae' £ ^ C ; en particulier, 

A = Ae ® Ae' et B = Ae, C = Ae' = A(l - e). 

http://ncethE.rr.en
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Si B et C sont des idéaux bilatères de A, on a 

B.C £^ B(Oc » O, B o C « O et.de même C.B = O : il s'ensuit que A 

est isomorphe au produit direct des anneaux B et C, qui sont unitaires, 

étant respectivement isomorphes à A/C et A/B, et ont pour unité 

e = I e et e* » l 3. Donc An(B) = An(e) » A (1-e) = C, et de même 

An(C) = An(1-e) = B. On a le résultat suivant : 

Proposition : Si A = B ff) C est une décomposition d'un anneau A en  

somme directe d'idéaux bilatères, alors A est auto  

injectif si et seulement si B et C sont auto-injectifg. 

Démonstration : Si M est un B-module ayant un groupe abélien sous 

jacent M, on obtient un A-module M en munissant M de la loi externe 

(X ,x) • X .x as ( Xe)n. En effet : 

X. (x+y) = ( X e) (x+y) = ( X e)x + ( X e)y = X .x + X .y 

- (\+/^).x = [(X+/Me]x= (Xe+^e)x= (\e)x + (̂ e)x = 

X x +yM-.x 

- f*-. ( X.x) = (/<-e) [( \e)x] = </*e Xe)x = (y*- Xe)x = ( X).x 

(on a e Xe = Xe, puisque e est l'unité de B = Ac). 

- 1.x = (le)x = ex = x et M est unitaire, puisque M l'est. 

A B 
On a C Ç_An(M ).. Si ^ est un B-homomorphisme de M dans N , est 

aussi un A-homomorphisme de M dans H , puisque 

f ( X.x) [( Xe)x] = ( X e) f (x) = X. ^(x). 

Inversement, si M est un A-module, tel que C _C An (M ), on 

A A 
obtient, en munissant le groupe abélien sous jacent M de la restriction 

à B de la loi externe définie sur A un B-module M , et tout 
B 

http://et.de
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A-hcmomorphisme f de II dans est au-si un R-homomorohisme de M 

dans N „ 

Ainsi co trouve défini un isomorphisms canonique entre la 

ca^'*£or.ie dos B« nodules et la cat :ro::io ¿/2) des Zv-modules dont 

1 1 annvlateur cc~tic:\t C (et, do m "me, entra la cat 'joric dos C-mr>dules 

et la catégorie de3 A-modules dent l'arnulateur contient B). 

Or tout A-modulo M est comme directe d :vn cbjet V> de c!T̂  
J B 

et d'un objet N^ de $ : en effet, N = eN +{l-e)N = elJ © (1-e)21 (la 

somme e3t directe puisque e appartient à 1 ' annulateur de (l-e)N et 

agit sur eN comme l'unité ; eN est bien un sous-module de N, car 

AeN = BeN = eBN C. eN ; il en est de même de (1-e) N, = e'N) c Or 

C = A(1-e) C An(cM) et B C_ An [(l-e)l-f] . 

Comme Kom (R,S) = O si R êl <Jb et si S £ ^ , (ou si R £ ^ 

et S C $b ) , il s consuit qu'un A-module N est A-injectif si et 

seulement si N est 3-injectif et N C-injeccif : on particulier, la 
B e 

proposition est démontrée. 

A étant noethérien si et seulement si B et C le sont, il 

s'ensuit que A est quasi-frobénuisien si et seulement si B et C le 

sont. Par une récurrence immédiate, le résultat s'étend à un nombre 

fini de facteurs, et un produit gî-ert f ? ni_ d'; anneaux est rpuasi-f robe-

niusien si et seulement si tov?r> res facteurs rort (rua^i-f robe^•*us? p*~ s, 

Il s'ensuit que 1 '_a?.n e a u ? /n de s entier s modulo n e Ft 
k OCi 

qua s .i- f r oh*n iu s ien : en effet, si n = TT p. est une decomposition 
i=l 1 
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k ^ 
de n en produit de facteurs premiers, on a z/n rv Tf z/p. , et il 

i=l 1 

suffit de prouver que si p est un entier premier, z/p0* est 

quasi-frobéniusien. C'est vrai si 0 ^ = 1 , ca;: z/p est un corps. Si 

> 1, A = z/p0* est un anneau commutatif, unitaire, à idéaux tous 

principaux (comme z) non intègre et indécomposable (car si 

—2 — 2 <v 

x = x, x -x = kp^ , et, puisque x-1 est premier avec x, ou bien 

p ^ divise x, et alors x = 0, ou bien p divise x-1, et alors 

x = 1) : on sait alors qu'il existe un élément x de A et un entier m 

tel que les seuls idéaux de A soient les (Ax^) . , , et eue 
o ^ l ^ m ^ 

An(Ax j) « An(x j) = A x m ~ D (cf. [21] ). Air si An (An (Ax j) ) = An(Ax m~ j) = A> 

d'où le résultat, en raison de la commutativité et de l'artinianité 

de A. 
En particulier, les anneaux z/n sont auto-injectifs, donc 

quasi-injectifs, en tant que z/n modules : ils le sont donc aussi en 

tant que z-modules, ce qui revient à dire que les groupes cycliques 

sont des groupes abéliens (donc aussi des groupes) quasi-injectifs. 

2 

L'idcal marrimum m de 1 eanneau A = z/p est un A-module 

semi-injectif et semi-p.rojectif0 En effet, en a vu que A/m ^ A, d :cù 

A/mAJ m. A étant artinien, tout A-module non nul a un sous-module 

simple, nécessairement isomorphe à A/m, et m est sorn:!-projoctif. 

Si m 4 M ' l'injection canonique de m dans 1 ? injectif A ce 

prolonge en un hoiriomorrhis.T.G K^ de M dans A : puisque ^ (M) _p m # Q. 

bien ^P{K) = m, et alors M >y m, ou bien ^? (M) = A ; dans ce cas, on a 

M J ^ A et, puisque A y/ A/m (\i n, M >y m, et m est semi-in jectif. 

http://semi-p.ro
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Or m n'est pas injectif, car l 1idéal maximum de A ne peut être facteur 

direct de A. Par là même, m n'est pas projectif. 

On dit qu eun module M po^^ie Je propriété (P) s'il vérifie 

l'une des conditions équivalentes du théorème du paragraphe 3 du 

chapitre II. Pour qu'un module injectif Q possède la propriété (P), il 

faut et il suffit que l'intersection de deux sous-module de Q fermés 

dans Q (c'est à dire de deux sous-module injectifs de Q) soiL formée 

dans Q (c'est à dire soit un sous-module injectif de Q ) . 

Si A est un anneau quasi-frobéniusien dont une décomposition 

en somme directe d'injoctifs indécomposables ne comporte que des 

idéaux bilatères, A, en tant que A-module, possède la propriété (P). 

En effet, si A = © A. (notons que I est fini,. puisque A est 
i C I 1 

unitaire) et si Q et Q' sont des sous-modules injectifs de â, on a vu 

qu'il existait des parties J et J' de I telles que Q = © A. et 

i e J r 

q 1 = © A. , et Q Pi Q 1 = © Q. est injectif, d'où le résultat. 
i e j s 1 i e j o . j ' 1 

En particulier, tout anneau quasi-frobéniusien commutâtif, 

tel z/n, possède la propriété (P) en teint que A-module : on pourrait 

en déduire des résultats d'arthmétique I 

Peur un anneau A, les propriétés suivantes sont équivalentes : 

(1) A est semi-simple. 

(2) Tout A-module est semi-simple. 

(3) Tout A-module est injectif. 

(4) Tout A-module est projectif, 

(5) Tout A-module possède la propriété (P). 
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(6) Tout A-module cyclique est injectif. 

(7) Tout A-module cyclique est projectif. 

(8) A est auto-injectif et héréditaire. 

(9) Tout A-module est somme directe d 1injectifs. 

(10) Tout A-module est produit direct de projectifs. 

(11) Tout A-module est quasi-injectif. 

(12) Tout A-module est semi-projectif. 

Les équivalences 1 2 é=ï 3 4 sont connues (voir Ts^)* 

L'équivalence 1 5 a été démontrée par Renault en [̂ 7j 

L'équivalence 1 6 4=> 8 a été démontrée par Osofsky en 

[22] . 

Il est clair que 4 7 ; si tout A-module cyclique est 

projectif, soit I un idéal de A : A/I étant projectif, la suite 

exacte O 5> I *> A > A/I > O éclate et I est un facteur direct 

de A . Donc 7 ^ 1. On a 3 9 et 9 =*> 6. Il est clair que 

4 =?> 10. 

Montrons que 10 1 : si tout module est produit direct de 

projectifs, tout module simple est projectif, et tout idéal maximal 

m de A est un facteur direct de A , puisque la suite exacte 

O >m > A * A/m >0 éclate ; ainsi aucun idéal maximal de A , 

donc aucun idéal propre de A , n'est essentiel dans A , et A est 

semi-simple, d'où le résultat. 

L'équivalence de 1 et de 11 a été établie par Govorov en £23 ]̂ 

Il est clair que 4 ==> 12. Montrons enfin que 12 =*> 11 : si tout 
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module est semi-projectif, tout quotient d'un module est isomorphe à 

un sous-module de ce module, donc tout module est quasi-injectif« 

d'après un corollaire que nous avons tiré au chapitre III d'un 

résultat de Maury. 

Il existe bien sûr beaucoup d'autres prorpiétés équivalentes 

à la semi-simplicité d'un anneau A (telles les suivantes : tout 

A-module est injectif ou projectif (resp. injectif ou semi-simple, 

projectif ou semi-simple, injectif ou projectif ou semi-simple)). 

Notons qu'en raison de l'équivalence 1 5, il existe, sur 

tout anneau artinien non semi-simple, tel z/4, un module possédant 

la propriété (?) essentiel dans un module ne la possédant pas. 

En effet, tout module non nul sur un anneau artinien est 

extension essentielle d'un (unique) sous-nodule semi-simple, possédant 

donc la propriété (P) ; or, si tout A-module injectif possède la 

propriété ( P ) , tout A-module possède la propriété ( P ), puisque tout 

sous-module d'un module possédant la propriété (P) possède la 

propriété (P) (si, dans un treillis de Johnson T, 1 'esr.cnti?lit6 est 

compatible avec 1*union, il en est de irîme dans tout sous-treillis de 

Johnson de T). Cette remarque permet d 2ailleurs d'assurer que E2"r 

qu'un p n r e a u A soit semi-sinrO e, il f :rt et il suffit crue 1 ' inter ree' }/\ 

de deux sous-module ini^etifs d ' u n A-module soit un module injectif. 

Les modules injectifs indécomposables possédant la propriété 

(P), il existe, sur un anneau noethérien non semi-simple, tel. z/4, des 

modules possédant la propriété (P) , sans que leur somme 

directe Q = ® Q. la possède. 

http://esr.cn
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