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INTRODUCTION

Cette thése est centrée sur la notion d'injectivité.

Dans le premier chapitre, on montre principalement que si tout
objet injectif d'une catégorie peut &tre plongé strictement dans une
source simple, les objets injectifs de cette catégorie sont ses objets
presque-finaux : en particulier, tout demi-groupe (resp. groupe)
injectif est réduit a un élément (résultat indiqué par.Roux dans le
cas des groupes).

Le second chapitre est consacré A 1l'étude de ltapplication W
qui, a un élément d'un treillis de Johnson T, associe l'intersection
de ses extensions essentielles maximales dans T : apr@s avoir montré
que l'ensemble des fermetures d’un ensemble inductif est réticulé
achevé, on identifie () comme plus grande fermeture de l'ensemble
inductif '1‘q (on désigne ainsi l'ensemble T muni de l'ordre d‘essen-
tialité). On suppose ensuite que () est une fermeture dans T, apreas
avoir caractérisé les cas ol se produit cette éventualité (c'est en
particulier le cas quand T est le treillis des sous-modules d‘un
module M : la fermeture est alors induite par celle associée a
1'enveloppe injective M de M) : l'ensemble des invariants de () gst
alors un treillis complet et complémenté ; nous donnons trois ° '
conditions nécessaires et suffisantes pour‘qu'il eoit modulaire ; 1'une
d'elles, la compatibilité de l'essentialité avec l'union, se révalers

d'une grande maniabilité, Si elle est vérifiée dans le treillis deg

sous-modules d'un module M, nous dirons gue ce module possade 1la
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propriété (P).

En particularisant une partie de nos théorémes dans le cas des
modules, nous trouvons une généralisation du théoréme de Johnson qui
fut A la source de ces travaux (cf. [12]).

Ce n'est qu'assez tard que nous fut connu l'intéressant exposé [7] de
Renault : si certains de nos théorémes redonnent certains de ses
résultats en les particularisant dans le cas des modules, son premier
théoréme nous a permis d'éliminer une restriction dans ces mé@mes
résultats (en montrant que l'application (L est toujours une fermeture
dans le cas des modules), |

Le chapitre III généralise au cas d'un module quaii-injectif M
possédant la prorpiété (P) le théoréme que Johnson et Wong, en [13] .
avaient démontré dans le cas d'un module quasi-injectif M tel que
M8 = O, et suivant lequel la somme de deux sous-modules de M est
fermée dans M : ce résultat nécessite plusieurs préliminaires, dont une
nouvelle formulation, d'ailleurs intéressante en soi, de la propriété
(P) dans le cas des modules. Nous introduisons ensuite la notion de
semi-injectivité : aprés avoir montré qu'elle coincidait avec celle
d'injectivité pour les groupes et les demi-groupes, nous donnons
quelques propriétés simples des modules semi-injectifs.et semi-projec-
tifs (la notion de semi-projectivité étant duale de celle de semi-in-
jectivité), L'idéal maximum m de l'anneau z/p2 est un exemple de
module semi-injectif et semi-projectif qui n'est ni injectif, ni

projectif,
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Nous démontrons entre autres choses au chapitre IV l'équiva-
lence pour un anneau A, des propriftés "noethérien auto-injectif",
"artinien avto-iniectif", "tel que les notions d'injectifs et de
proiectifs co¥ncident". Une partie seulement de ces résultats sembhle
connue, et nous donncns quelques démonstrations rapides et simples
s'appuyant sur les puissants résultats de Bass, Chase, Matlis et
Parp, que nous avons bridvement raprelés,

Nous pensons que les résultats érig#fs en preresitions et
en théorémes sont inédits. Toutes les ncticns "latérales" (mocdules,
idéal, artinianité, ncethé&rianité, perfect@on etc...) sont entendues
*a gauche" lorcsque rien n'est spérnifié, Les modules considérés sont
des. modules unitaires sur un anneau uvnitaire, La rotation N,‘ M
exp?ime le fait que N est un sous-mndule de M : au chapitre IXI
(voire IV) on 1l'emploiera parfois pour marquer le fait que N est
isomorphe a un sous-mo?ule de M, On désisne par An(x) l'annulateur a
gauche de 1l'é&lément x du module M. La nctation Nn N' exprime que

les modvles N et N' sont isomorphes. On @%signe par x* 1l'enserkle x

privé de son zéro...



CYAPITRE 1

OBJETS INJECTIF3S D'UNE CATESORIE

§1 - DEFINITION ET GENERALITES,

On dit qu'un objet Q dfune catsgorie %2 est un objet
injectif de cette catégorie si, quels que soient les objets N et M
de Yg . le morphisme k? de N dans Q est le monomorphisme i de N
dans M, il existe un morphiéme H) de M dans Q prolongeant kP R

clest A dire tel que ¥ = Vi (figure 1)

(1) P \V

g«
- Tout objet final d'une catégorie est un objet injectif
de cette catééorie.
- Tout objet iscmorphe 3 un objet injectif d'une catégorie

est un objet injectif de cette catégorie,

- Tout monomorphisme d'un injectif Q dans un objet M d'une

catégorie est rétractable.
Le produit direct d'une famille d'objets d'une catégorie

est injectif si et seulement si tous ses facteurs sont injectifs.

§ 2 - MORPHISMES CONSTANTS D'UNE CATEGORIE,

On dit qu'un morphisme £f : M —> N est constant si,

quels que soient l'objet L et les morphismes g et h de L dans M,
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on a fg = fh (figure 2)

g £
——ee—),
L_____—-)M_'—" N
h

Tout morphisme dont la source est un objet final est constant.

Le composé de deux morphismes est constant si l'un d'eux
l'est ¢+ 8i £ : M —™> N est un morphisme constant,

- soit v : N —> P et soient g,h : L —™* M : on a fg = fh,
puisque f est constant, et (vf)g = v(fg) = v(fh) = (v€)h, decnc

vf est ccnstant,

- soit u : K—> M et soient g,h : L —> K : on a

f(ug) = £(uh), puisque f est constant, et (fu)g = £(uvg) = £(uh) = (fu.
donc fu est constant,

Les morphismes constants d'une catégorie a objet nul sont Jes
morphismes rnuls : en effet, tout morphisme nul est constant, puisque
le composé de deux morphismes est nul si l'un d'eux l'est ; et
réciproquement (composer un morphisme concstant avec le morphisme

identique et avec le morphisme nul de sa source).

On dit qu'un objet F d'une catégorie est prescue final si,

pour tout objet E de cette catégorie, il existe au plus un
morphisme de E dans F,

La source d'un monomorphisme constant est un objet presque
final : en effet, si £ : M =™ N est un monomorphisme constant,
soient g,h : L ™2 M ; on a fg = fh, puisqe f est constant, et

g = h, puisque f est un monomorphisme,
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On dit qu'un otjet F d'une catégorie est touinurs accessible
si tout obiet de ceéte catégorie est.source d'un morphisme de but F.
(Un objet presque final toujours accessible d'une catégorie est un
objet final de cette catéqgorie, et réciprogquemant),

Si la source dfun mononorphiéme coﬁétant est toujours acres-

sible, cl'est uvn objet final.

§ 3 - SOURCES ET BUTS SIMPLES D'UNE CATEGORTE,

On dit qu'un objet S d'une catégorie est une sgurce
(resp. un but) simrle si tou:t morphisme de soufce (resp. de but) S
est un monomorphisme ou un morrhisme constant.

Tout objet S presque final d'une catégorie est une sou-ce
simple car 8§ ™ S' est alors nécescairement un morphisme constant.

Tout objet isomorphe & une source simple est une source
simple : en effet, soiehtlu un isémorphisme de la source simvle S
sur S' et £ un morphisme de S' dans ﬁn objet N : le morrhicme fu de
la source simple S dans N est soit un monomorphisme, aug:el cas f est
un monomorphisme; Fuisque u est un isomorrhisme, soit un morphisme
constant, auquel cas (fu)u-l = f(uu-l) = f est un morovhisme constant ;
st est donc, comme S, une source simpie.

De fagon tout a fait analogue, tout objet isomorphe A un
but sim?le est un but simple,

On dit qu'un cbjet M d'une catégorie peut-&tre plor~4 dans
un ijet S de cette catégbrie s'il existe un monomorphicme de M

dans S. On a le théor@me suivant :
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Théordme 1 : Si tout objet d'une catéocorie ? pevt &tre plonaé

R el

dans une s-urce simple, les inijectifs de cette caté-

goriz sont d=2s sources simples et des }uts simples,

Démonstration : Premier Point : Soient Q un injectif de
.............................. J .
(] i un monomorphisme de Q dans une source

. simple S, r une rétraction de i : on a
v i ri = lQ (figure 3).
(3) @ —— s
e S étant une source simple,
1 4 |
7/ . .
Q s r - ou bien r est un monomorphisme, et alors
, p '
4’ “ 1] . 3 )
Q puisque x(ir) = (ri)r = lQr =r = rls, on a
ir = lS : i est donc un iscmcrphisme et Q, ccmme S, est une source
simple,

- ou bien r est un morphisme constan£ t alors
ri = 1Q en est un aussi et Q, source dn mcnomorphisme constant lQ’ es
un chjet presque final, donc une source simplé.

N '-—-—-——*)S Second point : Soient ‘P un morvhisme d'un
(4) . objet N dans un injesctif Q, i un monomorfhisme de !
, dans une source simple S et W’ un morphicme de §
dans Q tel que ‘P = %’ i (figuré 4).

S étant une source simple,

- ou bien Y est un monomorphisme, et alors
Y « Y i est un monomorphisme,

- ou bien \P est un morphisme constant, et alorsg

Y = W’i est un morphisme constant,
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Il s'ensuit que Q est un but simple, ce qui achdve la démons-

tration du théoréme.

On dit qu'un objet M d*une catégorie peut &tre plongé

strictement dans un objet S de cette catégorie s'il existe un mono-
morphisme de M dans S qui ne soit pas un iscmorphisme.

On a le théoréme suivant :

Théoréme 2 : Si tout injectif d'une catéqgorie Y? paut &tre plongé

strictement dans une source simple, les inijectifs de

cette catégorie sont des obijets presmue finaux.

Démonstration : Soient Q un injectif de Yg ., 1 un monomorphisme qui
ne soit pas un isomorphisme de Q dans une source simple S, r une ré-
traction de i : on a ri = lQ (figure 3).

La démonstration éu premier point du théoréme 1 est valable
ici mot pour mot, mais le fait que i ne soit pas un isomorbhisme
emp&che l’éventualité dans laquelle r est un monomorphisme de se
produire : ainsi,.r est toujours un morphisme constant, ri = 1Q aussi,

et Q est un objet presque final. En particulier :

Corollaire : Si tout injectif d!une catéqgorie %2 peut &+re plongé

-—— e e s Soe @ o o —

strictement dans uvne source simple et est toujours

accessible, les obiets inijectifs de cette catégorie

sont ses obijets finaux,

§ 4 - " APPLICATIONS.

Soit %g une catégorie dont les objets sont des ensembles, dont

chacun est muni d'une loi de compositibn interne partout définie,
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notée multiplicativement, et dont les morphismes sént les homomor-
phismes, On dit qu'un objet E de \‘3 est simple si les seules
équivalenceé cgmpatibles avec éa multiplication-soﬁt 1'égalité et
1técquivalence universelle : E est alors une source simple, En effet,
soit £ : é —> F un mo?phisme de source E. L;équivalence d'héﬁomor-
phisme associée (x R y si et sgulement si £(x) =.f(y)) est compatible
c'est donc soit l'égaiité,auquel cas £, homomorphisme injectif, est
un monomorphishe, soit l'équivalence universelle, auquel cas £,
homomorphisme constant est un morphisme constant.

Si de plus e posséde les propriétés éuivantes :

1) Si R est une relation d'équivalence ccmpatible avec
la multiplication d'un ébjet E de'%g . l'application canonique

‘]0_ '+ E 7 E/R est un morphisme de "@ .

2) Les monomorphismes de g sont de:cs homomorrhismes
injectifs (donc les homomorphismes injectifs). |

3) Les morphismes constants de 8 sont des homomorphismes
constants (donc les homomorphisﬁes constants).,

Les sources simples de ‘6 sont des objets simples de 8
(donc les objets simples.de ‘8 ). Soit en effet R une équivalence
compatible avec la multiplication d'ﬁn objet E de %3 : 81 E est
une source simple, le morphisme canonique ‘P : E~ E/R est soit
un monomorphisme, auquel cas il est injectif, et l'équivalence R
est 1'égalité, soit un morphisme constant, auquel cas c'est un homg-

morphisme constant, et l1'équivalence R est l'équivalence universelle,
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Puisque la catégorie des groupes et celle des demi-groupes
possédent les propriétés 1, 2 et 3;* les sources simples cde la
catégorie des groupes sont les groupes simples usuels (dont les
seuls sous groupes distingués sont triviaux) et les sources eimples
de la catégorie des demi~groupes sont les objets simples de cette
catégorie, c'est 2 dire les demi-groupes simples définis par

exemple par Sutov, qui a montré en [1] que tout objet de la catéqgorie

des_qgrouves (resp, des demi-groupes, des demi-gqrovpes inverces et des

demi-groupes réquliers 3 gauche sans &lément idempotent) peut Etre

plongé dans un obiet. simple (donc dans une source simnle) de cette

cat.éqorie, résultat obtenu auparavant, mais différemment par Sc<.t,
en [2] (resp. par Bokut, en [3] ) pour les groupes (resp, pouvr i=2s
demi-groupes). Mais touvt groupe (resp. demi-groupe, demi-groure
inverse, demi-groupe réqulier A gauche sans €&lément idempotent)
peut &tre plongé dans un growpe (resp. demi~-groupe, demi-grouvre
inverse, demi-groupe ré-ulier A gauche sans élément idempoter:t)

de cardinal strictement plus grand,

¥  Dans le cas des demi-groupes, la propriété 3 se démontre cocrne

suit : si £ : D ™ D' est un morphisme constant, soient x,y €D ;
les homomorphismes LP Tt n T xn et Y:n— yn de N*= N - {O}
dans D sont tels que f %3 = f Q’: en particulier, £(x) = £(y)

et £ est un homomorphisme constant.
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En effet, si G est un objet dfune de ces catégories, on peut
supposer Card(ﬂ) ? ‘2,2,‘car le résdltat est immédiat si \g = 1,
Dans la cathorxe cons1d6*ee, 11 y a des produits directs quelconques
qui sont les prodults ensembllstes usuels, et on peut plonger G dans
le prodait directlde \g objets isomorphes A G, qui a pour cardinal

K
? 2 2§ D ? en vertu du théordme de cantor.

Puisque tout objet d'une de ces catégories peut &tre plongé
dans un objet de cardlnal strictement plus grand, leguel peut &tre
plongé A son tour dans une source simple, et puisque tout lsomo*phlgg
d'une de ces catégories est un homomorphisme bijectif, tout okjet
d'une de ces catégories (grouoos, demi-groupes, dcmi—groupes inverses,
demi~-groupes réguliers a gauche sans &lément idempotent) peﬁt étre
plongé striétemént dzns une source simple,

Un objet ae la catégorie des groupes étant toujours accessible
puisaue cette catégorie a des objets ruls (les groupes réduits 3 un
élément) donc des morphismes nuls, il résulte du corollaire du
théordme 2 que les objets injectifs de la catégorie des groupes sont

les obhjets finaux. donc les objcﬁs nuls de cette catégorie, d'old la

proposition.

Progoeition . Les objets injectifs de la catégoxrie des grcures sort

- s T A e o Gas = e

les qroupes r8duits 3 un élément (1'Clément neutra),

Mcntrons qu'un objet injectif de la ca“égorie des demi-groure:

(resp. demi-groupes inverses) est toujours accessible,
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Lemme ¢ Tout cbict irdjectif cde la catégorie des demi-qrounes

-k as

(resp. des demi-qroupes inverses, des demi~qroupes

commutatifs) posseéde un zéro et une uvrnité,

Démonstration : Soit D un objet injectif de la.catégorie

- v L v

D dans le demi-groupes D, = DU io}obtenu

par adjonction d'un zéro & D admet une rétrac-

tion r : Do — p (figure 5) et r(0) est
un zéro de D : en effet, si x € D, on a r(0)x = r(0)r [i(k)] =
r(0 i(x)) = r(0) et de méme xr(0) = r(0). En remplagant le zéro
par une unité, on aurait r(l)x = r(l) [r i(x)] = r(l i(x)) = ri(x) = x,
et de mCme sr(l) = x, et r(l) serait une unité de D, Les m@mes
démonstrations s'appliguent aux autres cas indiqués, car si D est un

demi-groupe inverse, Do (resp. D, = DU {l} ) est un demi-grovpe

1

inverse : en effet, un coniujé rézulier X de O (recsp. de 1) est

caractérisé par les relaticns {X 00X =X (resp. ix 1 x=X ),
X1

00X 0=20 1
équivolents & X = O (resp., X = 1). De mime l'adjonzticn dfvn zéro

ou d'une units 3 un demi-groupe D n'en alZire pas la commutativitsé,

En vertu du lcmre, un objet injectif D de la catégorie des demi-groun=es
(resp. Ces demi-grouves inverses) est touiours accessible, l'arplica-
tion constante d'un obint guelccngue sur l*unité de D étant hien un
homororpaisme. Il réculte dorc du corollaire @u thiordnme 2 cque les
ohijets injoctifs de la catégorie des dsmi-grovpes (resp, des demi

grounes inverses) en.sont les obizts finaux, c'est A dire rfadnits A

§

€élément, nécecsairement icdempotent, d'od la pronosition,
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Proposition : Les obijets injectifs de la catégorie des demi-groupes

(resp, des demi-croupes inverses) sont les demi

. qroupes réduits 3 un élément.

Enfin, on a le résultat suivant :

ProEosition + La catéqgorie des demi-groupes réquliers a gauche

sans élément idempotent n'a pas d'obijet inijectif,

BEn effet, en vertu du théoréme 2, un tel objet, D, serait
nécessairement presque final, et les homomorphismes n — an et
n — (az)n

de N¥ = n - {0 } dans D devraient colncider, pour tout .
€lément a de D.: en particulier, tout élément a de D serait idempotent,

ce qui est exclu,

§5 - EXEMPLES DE RECHERCHE DIRECTE DES OBJETS INJECTIFS DE

CERTAINES CATEGORIES,

Proposition : Les objets injectifs de la catégorie des demi-groupes

o o e o e e Sus G p n

commutatifs sont les demi-groupes réduits 3 un élément,

Démonstration : Soit D un tel objet : on a vu plus haut que D
N 2 posséde un zéro et une unité, Si x € D,
{? e l'application n —> x" est un homomorphisme
7/
(6) ,"/ \Y ‘Y ge N dans D, x° &tant 1'unité de D : P se
4
DZ

prolonge en un homomorphisme \P de Z dans D
(figure 6) et W (1) est ltinverse de x, car x V¥ (-1) = \{3 (1) ¥ (=1
= ‘P(l) Y (-1) = “V (0) = LP (0) = 1, et de m8me “F(-l)x =1, 11
s'ensuit que D est un groupe, possédant un zéro, dont réduit a

1'61ément neutre, d'ol le résultat,
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Dans tous les exemples rehcontrés jusqu'ici, les objets
injectifs sont des objets finaux : ce n'est évidemment pas toujours
le cas, C'est ainsi que les objets injectifs de la catégorie des
groupes abéliens sont les groupes ab&éliens G divisibles, c'est & dire
tels que (V ae6)(Vn éN*)( I b e€G)(a = nb) (par exemple, le
groupe additif Q des nombres rationnels).

Oon a le résultat suivant :

commutatifs réquliers sont les groupes abéliens divi-

sibles,

Démonstration : Rappelons d'abord que tout demi-groupe commutatif -
régulier D peut &tre canoniquement plongé dans le groupe abé&lien
D=D X D/R, od R est l'équivalence compatible

(a,b)R(a’,b') & ab' = bal,
Tout homomorphisme ‘P : D> E de demi-groupes commutatifs réquliers
peut &tre prolongé canoniq\iement en un homomorphisme _h?- :D— E
de groupes abéliens, en pésant ? ([a,b]) = [ P (a), t'P(l‘):] .
Celd &tant, soit D un objet injectif de la catégorie des ds:ni;groupes
commutatifs réguliersl ¢t 1'injection canonique i de D dans D acmet

une rétraction r et D, image homomorphe du groupe abélien -5, est

un groupe abélien : c'est dont un groupe abélien injectif.
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Inversement, soient &P un homomor-

E phisme d'un demi-groupe commutatig

régulier D dans le groupe abdélien
injectif G et j un monomorphisme
(c'est & dire un homomorphisme
injectif) de D dans le demi-groupe

commutatif réqulier E : ; D —> E est un homomorphisme injectif,

*0

donc un monomorphisme (de groupes abéliens), On a G = G, et 1l'homo-

morphisme \p D — G se prolonge, sur l'injectivité de G, en un

homomorphisme VY E —> G dont la restriction Vac prolonge &P

(diagramme commutatif 7), et le résultat est démontré,

§ 6 - OBJRETS ISOLES D'UNE CATEGORIE.

On dit qu'un objet Q;d’une catégorie est une source (resp, un
but) isolée (resp. isolé) de cette catégarie si'tout morphisme de
source (resp. de but) Q a pour but (resp. pour source) Q. On diﬁ
qu'un objet Q d'une catfgorie est isolé s'il est isolé en tant que
source.et en tant que but, |

On appelle endomorphisme d'un obj?t d'une catégorie tout
morphisme de cet objet dans lui-mfme : l'ensemble des endomorphismeg
d'un objet, muni de la loi de composition des morphismgs, est un |
demi~groupe unitaire dont le @orphisme identique est 1l'unité,

Le but de ce paragraphe est d'élucider la structure du demi-groupe des

endomorphismes d'un objet injectif d'une catégorie vérifiant les

hypothéses du théor2me 1,
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Si Q est un objet isolé, les &léments réguliers 3 gavche (resp. régu-
liers & droite, réquliers, inversibles A& gauche, inversibles a droite,
inversibles) du demi-groupe D des endomorphismes de Q sont les
monomorphismes (resp. les épimorphismes, les bimorphismes, les monomor-
phismes rétractables, les épimorphismes sectionnables, les isomor-
phismes). Les &léments universels A gauche sont les morphismes
constants : ce sont en effet des morphismes constants, et, inversement,
si \'P est un morphisme constant, on a (Y \P € D) “P Y = k\‘Jl = L’),
et ‘¥ est universel a gauche. Pour qu'un objet isolé Q soit injectif,
il faut et il suffit que tout monomorphisme de Q dans lui-mime soit
rétractable, c'est A dire que tout é&lément régulier A gauche du
demi-grouvpe D des endomorphismes de Q soit inversible a gauche.
Pour qu'une source isolée Q soit une source simple, il faut et il
suffit que tout &lément du demi-groupe D des endomorphismes de Q soit
régulier & gauche ou universel A gauche.

Pour qu'un objet isolé Q soit un injectif et une source

simple, il faut et il suffit éue tout &lément du demi~-groupe D des

endomorphismes de Q soit inversible 3 gauche ou universel A gauche
en effet,la nécessité de la condition résulte immédiatement des
deux remarques précédentes, et sa suffisance du fait qu'un élément
régulier & gauche d'un demi-groupe unitaire ne peut &tre universel
A gauche que si le demi-groupe est réduit a son élément unité, Si
nous excluons cette possibilité, soit G (resp. E) l'ensemble des

éléments inversibles A gauche (resp. universels 3 gauche) de D :
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G et E sont des sous-demi-groupes de D et forment une partition de D,
Si 1'élémert B de E était un inverse a gauche de 1'Clément &X Qe G,
on aurait B = B = 1 et B appartiendrait a G ce gui est exclu,

G est donc un souvs-demi-groupe de D ayant pour élément neutre
1'unité de D et daons lequel tout éléxent est inversible & gauche
il s'ensuit que G est un groupe, Tout &lément de G est inversible

et G est le groupe des isomorphismes de Q sur lui-m%me, On a,

si X €G et si B €E, BX= B, puisque B est universcl a gauche, et
X B EE : en effet, si (B & E, &B £€G et ot X B=B&G, ce qui
est exclu., Il s'ensuit que G op2re dans E pour la loi obtenue en
restreiqnant 4 G x E la loi de compocition interne de D,

Inversement, si un groupe G orére dans un ensemble E, que l'on

peut toujours suvrposcr disjoint de G, il existe sur D = GUE

une unique structure de demi-groupe dont la multiplication prolonge
celle de G et la loi externe de E, tout en rendant universels A

gauche les éléments de E.

On dit qu'on isole un objet d'une catégorie lorsgu’on le
considére comme faisant partie de la sous-catégorie réduite A cet
objet. Lorsqu'un objet Q est injectif et source simple, il le res+e
quant on l'isole : dans l'isolement, en effet, les monomorphicmwesg
demeurent des monomorrhiismes et les morrhismes constants des morphi gmes
constants ; et si un morphisme constant devenait un monomorphisme,
les endomorphismes de Q se réduiraient au morphicme identique et

l'assertion serait toujours vérifide,
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Il s'ensuit que le demi~-groupe des endomorphismes d'un objet
injectif décrit dans le théor@me 1 a la structure indiquée plus haut,

On peut toujours "ajouter" des objets isolés, injectif ou
non, a une catégorie, De fagon précise, &étant donnée une famille

(6 )

la catégorie e dont les objets sont ceux des % i et dont les

de catégories, on appelle somme directe de ces catégories

iel

morphismes sont dé&finis ainsi ; si Mj € Ob( ‘e j) ‘et

Ne € Ob( kge), Hom e (Mj,Ne) = £ 81 j # e et Hom % (Mj,Ne) = Hom\e.(Mj,

]
si j = e,

La catégorie d'ordre J»/) associée A N vérifie les conditions
du théor2me 2, puisque tous ses morphismes sont des monomorphismes
et que ses seuls isomorshismes sont ses morphismes identiques : tous
ses objets sont prescue finaux, mais aucun n'est injectif,

La somme directe d‘'une catégorie ‘\‘3 vérifiant les hypothéses
du théoréme 2, et ayant un objet final F, et de Jf)vérifie les
conditions du théor2me 2, mais a un objet injectif F qui est
presque fiﬁal, mais non final. -

Ces exemples prouvent qu'on ne peut guére améliorer le

théorémne 2,

§ 7 - OBJETS INJTUCTIFS DE LA CATEGORIE DES MODULES SUR UN

ANYNTAU,

Un module Q est dit injectif si tout homomorphisme d'un sous

module N d'un module M dans Q se prolonge en un homomorphisme de M

dans Q (figure 8)

*
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N
(8) £ J d g
Q

Un produit direct de modules est injectif si et s+vulement si
chacun de ses facteurs est injectif : il en est donc ainsi pour toute
somme directe finie. Si une somme directe quelconque Q =@ Q.

. i
lel
est injective, ses facteurs sont injectifs, car si j € I, on a

Q=0. ® @Qi.

) iel
i¥j

Pour gqu'un module Q soit_indiectif, il faut et il suffit

cu'il soit factenr dirvect de tout module dont il est sous

module, ou encore que tout homomorphisme d'un_idé&al de

l'anneau dans Q soit du tvpe A — A g (avec q €qQ).

Tout module peut &tre plongé darns un module injectif,

Ces résultats furent démontrés par Baer, qui introduisit
les modules injectifs, en [4] « On les trouvera aussi en [5] et
en [6] . '

L'objet du chapitre suivant sera d'approfondir la notion

de plongement d*un module dans un module injectif.



CHAPITRE II

EXTENSIONS ESSENTIELLES DANS UN TREILLIS DE JOHNSON

§1 - DEFINITIONS.,

On considére dans ce qui suit un treillis T dont l'opération
inter (resp. union) sera notée A (resp. V) ; le plus petit (resp.
le plus grand) élément éventuel de T sera désigné par O (resp. par I).

On appelle treillis de Johnson un treillis T complet, modulaire

et inter-continu [c'est A dire tel que, pour toute famille totalement

ordonnée (xi)i d'éléments de T, et pour‘ tout élément x de T,

(=
x N(V xi) = VvV (x /\xi)] . Le treillis des sous-modules d'un

. . e
modul:iésséde c;s ;ropriétés, ainsi que tout treillis modulaire fini,
Le treillis T considéré dans ce qui suit sera toujours un treillis de
Johnson : si x €T, x/0 = iy a&rT | Yy £ x‘}' est un sous-treillis
complet, modulaire et inter-continu, donc un sous-treillis de Johnson
de T.

si x,y € T, on dit que x est essentiel dans y (relation que
l'on exprime par la notation x {y) si x £yetsi
(‘V’ ze‘T)(x/\z = 0 =y Az = 0), On dit aussi que y est une
extension essentielle de x.

La relation x { y est une relation d'ordre entre éléments
de T (qu'on appelle relation d'essentialité de T) : en effet, on a
x<]xpuisquex$xetquex/\z=0=-'7 x Nz =0; sinyet

Yy 4 x OnaX$yety\<x, d'odl x = y ; enfin si x Qy et yd z
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cnax\(yety\(z, d'od x (z, et si x N\t =0, y Nt =0, a'od

z Nt =0et x {z.

Si u G T, la relation diessentialité x {4 y de u/0 est induite
u
par celle de T : en effet, si x {Jy, et si x {uetyu, ona

u

évidsrmont x 4y : invercement, si x {u, y {uet x4y, soit
2 C&T tel gue x N z=0: on a x Nz Au) =0

u
, donc y/\(z Au) = 0,

pti=zgne z A u u, Mais y Az Au=y Az puisque y \( u, et

£
~N
y ANz =0, d°c0 xxd y et le résultat,

§ 2 - PRADRTTMTS

......

SixeT, c(x) = {y éTl x Ny = O} est un sous~ensem:le

incductif non vide de T : en effet, O € c(x), et si (yi) est une

i6l
fanille to*talement orxd-mnée n~on vide A'éléments de c(x), on a

(V ien)(x/ y; = 0), d'od x NN »y)y=V (% /\yi) = 0, et
iel i€l
Vv y. €c(x). Soit cn(x) l'enser=le des élfxants maximaux de c(x),
i€l '
ensemble qui n'est jamais vide, en vertu du thicr2me de Zorn, et dont

les éléments sont aprpelés en r7:] comnlfrents de x. Joknson a indiqué

en [8] le résultat suivant : si y € c_“(x), x Vy 41 ; démontrons le :

soit z&€ T tel que (xV y) Az =0; montrons que I Nz = z = O,
onaf[xAly V2a)JAYy=xAy=(xAy)Ay, et

yv[xAlyVa] = xVy) Ay Va) =yV [(x V) Az] =yVo =
y =y V(x Ay). Compte tenu d*une caractérisation bien connue

(donnde en [9]) des treillis modnlaires, on a x A (y \ z) = x/\ Yy = o,

Ainsi yV z €c(x), d'od, puisque y € ¢ (x), yV z=yet 2y,

d'od z = (xV y)A z =o0.
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51 x€ T, on dit que x est seri~simnl2 si x/0 est complémenté,
clest A dire si (V yen7) [y \( x=) (Iy'&@T)(y Ay' =0 et
y Vy' =x)].

Pour qu'un €1¢ment x de T soit semi-simple, il faout et il suffi’
que (Vyemlyax = Yy = x).

La condition est nécessaire : si x est semi-simple et si
y ¢ %, soit y' un corplfrent de y dans x/0 5 on a y Ny' = 0, donc
x ANy' =0 :comme x=yVy!, y* =0ety=x

La condition est suffisante : si elle est vérifide, soit
Y < X : Yy € xXx/0 et, dans ce treillis de Johnson, cm(y) n'est pas vide,
soit y' € c _(y) : onayAy' =0et yVy' qx, doadyVy'q x et
y VY' = x; ainsi, x/0 est scmi-simple, *

Par exemple, si X € T est union d'atomes, X est semi-simple :

LY.,

~

en effet, si x\(V s, soit yd x; si j € I est tel que s,
i€1 J
on ayA sj = 0, d’onx/\sj =0 : orx/\s:j = sj est un atome non
nul, d'oﬂ(Vi&I)(y)si) ety> Vv Si.=x' d'od y = x,

i€rx
Si x est semi-simple et si y £ x, y est semi~-simple : en effet, si
z {y, soit z'é:x/Otelgue zAz'=0et zVz' =x; ona

z AN(2' Ay)=0etzV (z' A y)=(zV2')Ay=xNy=yet

z' A y est un complirent de z dans y/0.

Si x4 x et va v, x Ny & x'* Ay' : soit en effet z € T

tel que x Ny Az=0; onax'NyANz=0, soit y Ax'A z=0,

d'cd y'A x* A z=x' Ay' A z = 0 et le résulsas,
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Il sfensuit cu'un élément est extension esszentielle d’au
plus un ¢lément cemi-simple : soient en effct y et y' des éliments
semi~simples essentiels dans x ; on ay  x et y' ( y?, d*od
YAY' g xAQy' = y', d'od, puisgue y' est semi-sirple, Yy A y' = y?

A = !
ety>/y':dem‘-,mey'>/y, et y y'.

On dit qu'un élf-ent x de T est artinien xi x/0 viérifie 1la

condition minimale., T2 + L F1&8aont avtinjen A'u ‘un_treillis A demoh.l est

evteansicn essartialle dinn unicue élé'ﬂn'\t semi-cimole de ce trei]l__i;S_ .
l'unicité étant assurée, prouvons l'existence. Si x est un élément
artinien de. T, soit y un élément minimal de l'ensextle des éléments
de T essentiels d.a.ns‘ x (ensemble non vi.de, puisqu'il .contient' x)
aucun minorant strict de y n'est essentiel dans y (sinon, il l’e serait
dans x, ce qui cont'red;’.rai't la minimalité de y) et y est semi-simple
Si x est un &lément non hul de T, l'ensemble gg(x) des

€lémecnts de T essentiels dans x esit un' filtre de x/0 : en effet, si

0 4 x, puiscue O/\x\=0,'onax/\x

O',son.tx-o Sly Z<Xet
siyqdx, onaz {x, car si z/\t=vo, a fortiori y At = o, d'ol
x/\t=O.Enfin,siydxetz(}x,onay/\zdxf\x=x,d'oa

le résultat,

Montrons enfin que T et indurtif nour 1° 0!‘(‘*‘(3 d'esst‘nflallt&
\

Soit (y ). une famllle totalement ordormée neon vide d'éléments

i€l _
de'i‘:ona(\fl,:)él)(y <ly OUY QY) SiY‘VY.ll

) .. - lCI (
suffit de montrer que (Vlé‘.I) (yi 4 y) : en effet, si
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( Vie I)(yi 4 t), on a en particulier’( Vi eIy, £ t), dornc
Yy < t, et, si 2 €1, y/E LY é-t et X{ 4dt, dtod v Q¢
Coit donc 1 € I ot =o0it z €T tcl que Yy Nz=0:si3jeI,

cn a cu bien v, <y., et alors, puisqe yj (-yi, v./\ z = 0, ou bien
S ~

) 3
y. {d y., ot alors y. A z = 0, Il slensuit cuc z Ay = zA(V y.) =
1 J J . b
i€e1
Vo (= f\yi) = 0 et 1*irducti-rité de Tq (cn'dSsigne ainci lfensemkle

iecl
T runl de ltordre dlessentialité) est Aémentrée,

§ 3 - FERMETURES DANS UM ENSCMRBLE CRDONME,

On appelle formeture dans un ensemble ordonné E toute
apolication £ de E cdans lui--méme extensive, croissante et idempotente,
c'est a dire telle que : 1) (Y x €E)(£(x) 3 x) (extenzivitéd)

2) (VxyeR(x gy = £{) L)

N N
(creoissance)
3) (’V X € E)(f[f(x)] = £I»)). (idempotence),

Si £ ect une fermature dans E, soit I(5) =a§ G.EJfﬁx) =:x}
l'ensemble d=os él&émants de E invariants par £. On a I(f) <& £({E), et
corme £(%) & I(f) wvu 1l’idempctence de £, I!f) = f/Z). Pour tcut
élément x de E, l'cnsemble F, dos majerants de x invariants par f
a un plus petit élément, £(x) (car f(x) €'Fx, et si vy G'Fxf
y = £(y) > £(x), puisque y > x).

Réciproguement, si F est une partie de E telle que, pour

tout élément. x de E, l'enscmble Fx =L{y e.Fly‘; x_} dns éléments de F

majorant x ait un plus petit él&ment, l'applicaticn x — f(x) = min Fx
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est une fermeture dans E telle que I(f) = P. En effet, f est bien
définie, et extensive par définition ; si x £y, Fy < Fr d'od
min Py ) min F_, soit f(y) > £f(x), et f est croissante ; enfin

£ [f(x)] = min F = f(x), et £ est idempotente : c'est un ferme-

£ (x)
ture telle que I(f) = £(E) € P; mais si z € F, £(z) = min pz = 2,
d'o) P & I(f) et I(f) = P.

La relation £ { g & (Y x € E) (£(x) £ 9(x)) est un relation
d'ordre dans l'ensemble E' des fermetures de E (qui n'est jamais vige,
l'application identique &tant une fermeture de E). On a £ \( g 8i et
seulement si I(g) & I(f) :
- sl £¢ 9 soit x € I(g) : on a x { £(x) g(x) = x et
f(x) = x € 1(£f) , 4d'od I(g) < I(f).
- si I(g) & I(f), on a, en désignant par (’ ( {x}) l'ensemble
des majorants de 1'élément x de E, P ( ix} YN1(g) S P« {_x} ) O I(f),
doamin [ P ({x})Nxta)]ymtn [ PO {x]) N1(H)], s0it
g(x) > £(x) s ainsi qz £.

Il s'ensuit que l'agglicat;m;ﬁ I(f) est un anti-isomor-

phisme de l'ensemble ordonné des fermetureé 'de E sur l'ensemble é

ordonné par inclusion des parties H de E telles g.e, pour_tout &lé&ment
xde B, HN P ({x}) ait un plus petit &lément.

L'ensemble F des invariants d'une fermeture f possdde les
propriétds suivantes : il contient les &léments maximaux éventuelg
de E, en raison de l'extensivité de £, et tout minorant maximal d'une

de ses parties non vide ; en effet, si m est un minorant maximal d'une
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partie G de F, on a (Y G €6G)(m \(g), d'od f(m)  £(g) et, £(m)
tant un minorant de G, supérieur d m, f(m) = m &€ F.

Si l’ensemble E est réticulé achevé, é est donc l'enscrble
des parties H de E contenant le plus grand élément de E et ctables
pour l'intersection : il risulte en effet de ce qui précéde que qg
est contenu dens l'ensemble de ces parties ; inversement, si H est
une telle partie, et si x € E, H f\? ({)(}) n'est pas vide (puisqu'il
contient le plus grand élément de E) et a pour plus petit élément
l'intersection de tous ses éléments. On retrouve ainsi l'exemple usuel
des fermetures de Moore (fermetures dans l'ensemble des parties d'un
ensemble, ordonné par inclusion)., Plus généralement, on a le
théoréme suivant

Théordme : Si E est un ensamble inductif, 55 ect 1l'ongemhle des

parties H de E telles gue tcut rinovent maximal d'une

partie de H apnartienne A H.

En effet, ceci revient a dire que les minorants maximaux ce
la partie vide de H, c'est A dire les élémerts maximaux de E, appar-
tiennent a H, ainsi que tcut minorant maximal d'une partie non vide
de H. Il s'ensuit, comme on 1l'a déja vu, que <§ est contenu dans
l'ensemble des parties considérées dans le théoréme. Démontrons
1'inclusicn inverse,

Si E est un ensemble ordonné, on désijne par P (X) (resp.
par ¢ (X)) l'ensemble des majorants (resp. des minorants) d'une partie

X de E. On appelle section de E toute partie S de E telle qu'il existe
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des parties X et Y de E teclles gre S = P(X) N o (Y). On a le
résvltat suivant 3

Lerme Trpte soction ron vide A'un ens e inductif est

irdnstiva (rour 1Sordre indnit).

Soit en effet (Xi)j vre familie toeotalenment ordonnée non

L eI
vide d'élézents de S = P(X)ﬂ o (Y) : si x = su» g X3¢ ¥ € P (x),
ie€1r
car, si j €1, xj e;ﬁ’(x) et x ;,xj ; tout éldm2nat de Y, étant un
majorant de la famille (xi)i€I de O (Y), majore aussi leur borne
supérieure X, qui appartient ainsi & O (Y) : donc x €5 et, puisqué
X = sup X., X = sup X., ce qui achave de mrouver le résultat
. E h 8 . S 1 - .
1 &£1 1 €1

Achevons la démcnstration du théorémz en prouvant que si H
est une partie de l'ensemble incductif E telle que tout minorant
maximal d'une partie de H appartienne & H, et si x est un &1lémant de
E, Hx =H N P ( {x} ) a un plus petit &lémrent.

Romarquons d'zhord que S = P {)\} YN o (Hx) n'est pas vigde,
puisgque x € S, soit y un €lément maximal de cette scctiosn ncn vide
de E : je dis que y € H (d'od y e.Hx, et, puisque y € & (4 ),

x

y = min(Hx)). En eff23%t, y est un minorent meximal (dans E) de la
partie Hx de H (si=on, la maximalité Gz y dans S serait contredite),

Bourbaki avait signalé en exercice [10] le fait que 1l'enssmbie
des fermetures d'un encerble inductif est réticulé surérieurcment, ‘Plus

généralement, il résulte cdu théareme précédent que l'ensemble F des

fermeturecs d'un ensemitle inductif E est réticuld achevé.,
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En effet, il est anti-isomorrhe a l'ensentle jf ¢ui, ordonné
par inclusion est réticulé achevé inférieurement (puisgue stable pour
l’intersection, et ayant un plus grand él4ment, E) donc riticulé
achevé. En particulier, F poss®de un plus petit élément, qui n'est
autre que l'application identique de E, et un plus grarnd &lément,
dont l'ensembhle dfinvariants est le plus petit él&ment de é;, c'est
a dire l'intersection de tous lcs éléments de é; : dans le cas ol E
est un cencemble fini, la berne supérieure d'une famille est une
itérée d'ordre suffisamment grand (par exemrple, supérieur au ncrbre
d'éléments de E) d'une quelccnque de leurs composées. L'enserble
des invariants de la plus grande fermeture s'obtient corme ultime
terme d'une suite d'ensembles dont chacun se d&8duit du précédent en y
ajoutant l'’ensemble des minorants maximaux de toutes des paires
d'éléments, et commengant par l'enserble des éléments maximaux de E,

En vertu du théoréme précédent, l'ensemble inductif 7T
posséde une plus grande fermeture, que nous allons caractériser.

Si x €T, l'ordre de T coiIncide avec l'ordre d'essentialité dans
l'ensenble M4 (x) des majorants de x pour l'ordre d'essentialité ;
soient en effet y,z é:M‘q (x) : si y 42, onay £z mais si y £ 2z
on ax{y{zetx q z, @'cd y { z. L'ensemble des majorants d'un
élément d'un ensemkle inductif est inductif (pour l'ordre induit)

car c'est une section de 1'ensemble'considéré. Nous désigncrons dans
la suite par M(x) l'cnsemblec des éléments maximaux de M (x). En

4

vertu du théoréme de Zorn, cet ensemble n'est jamais vide, et
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ltapolication x —> W (x) = N y est bien difinie, Pour ll'ordre
y € Mix)
d'essentialité, clest une fermcture,

Elle est en effet :

- - extensive, car si y G M{x), x { W (x) £yetx Jdy, d*on
x4 w(x).
- elle est croissente, si x { z, on a Miz) & M(x) et

x{AY L N Y. goit x< UXIx) W (z). Mais pvisque z 4 (W (z), en
yeiLix) yeM(2)

vertu de lfextensivité de (U, on a aussi x { QW (z), d'od

W (x) 4 Wwiz).

- icdempotente, car M [u.) (x)] = M(x). On a en effet

M [oo (x)] € M(x), puisque x 4 W(x) ; et si ye M, on a

x 4§ Wix) dqy, d'cdsiydqQz x4z, z=yetyecM [Lu(x):[ , donc

Mx) ¢ M[w (x)].

Soit maintenant ¥ une fermzture de T4 : si ye€ Mlx), on a

xdy, x4 $x) 4 Piy)etyqa Py, aod Yy

]

yet Pix)qy.
Ainsi, on a (VY yeM(x))( l]o(x) £y), d'od x ¢ LP(x)\( Ny = wW(x),
Yy e M(x)

et, puisque x 4 W (x), P(x) 4 W(x), scit Paw , et (U est bien
la plus grande fermeture de Td .

() est idempotente, et extensive pour l'ordre de T, car, si
x €T, onaxd W(x), donc x { W(x). Elle est croissante pour cet
ordre si et seulement si l'enscmble I( W) de ses invariants est
réticulé infdérieurement (pour l'ordre induit par l'ordre T) :
- La condition est nécessaire : en effet, si elle est vérifiée'

w est une fermeture de l'enscmble réticulé achevé T, et l'ensemble

de ses invariants est réticulé achevé, donc réticulé inférieurement
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La cordition. est suffisante : soient en effet x,y €T tels
gre x Ly on ax £ WI(x) et x<L ¥Y( w(y), d'old
X { WECA WY)W (x) et, puisque x QW (x),
x4 W X)A W (y)d wi{x). Puisqe I(W ) = WIT) est réticulé
inférieurement, W (x) A W(y} € I{w ) : mais W (x) est le plus petit
élément de I( W) majorant x pour l'ordre d’essentialité, d'on
w X)A wly) = (x), W(x) ¢ wly) et la croissance de W.

Si W est croissante, cl'est une fermeture de T : on a vu que
l'ensemble des invariants de W contenait le plus grand élément I de
T et &tait stcble pour l'intersection ; il est ainsi réticulé achevé
inférieurement, donc réticulé achevé : c'est un treillis corplet dont
l'intersection coincide avec l'intersection de T, et dont l'union
est définie par U x. =w ( Vv x.) . En effet, si

ier * ier
(VienxeI(w), onasijer x. ¢ V x \<w(\/ xi> € (T) = T(w

S ier ie1l
et 8i x € I(W) est tel que (Vi e I)(x > x,), on a

iel i€l
x = W(x).

x>/ vV xi, dtod W (%) > LU( \V4 xi), et le résultat puisque

-Le treillis des invariants de W est ccmplémenté : en effet,
si x € I( W), soit y un complément de x dans T ; on a x/\ y = O,
d'od, puisque yq W (v), x/A\ W(y) =0 et w(y) =y : ainsi yeIl(w).
on a x VyqI, d'od I = Max MA (xVy) et wixVy) =1, soit xU y = 1.

Pour que le treillis des invariants de W soit mocdulaire, il

faut et il suffit que tout élément t de T possdde une plus grande

extension essentielle ( w (t)) dans T.
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- La condition est nécessaire : si t &£ T, soit z €M({t) ; on a

t qz=W(z), d'od z€ I(W) ; vu la croissance pour l'oxdre d'=ssen-
tialité de W, on a x.= W(t)qd W (2) =z : x€ W(T) = I1(Ww).

Si y est un complément de x dans T, W (y) =y €I(W). On a x £z

il s'ensuit, en raison de la modularité de I( W), que

(xUy)N z=x U(y MNz), soit, puisque x Uy = I, que

z =u)[x Y (y A z)] . Mais, puisque x qy, on a yN\ z = 0, d'od

W (x) = z, soit WI(t) = z, puisque W (x) = x = W (t).

I1 s'ensuit que, pour tout élément t de T, Mq (£) possdde un
unique élément maximal, qui est maximum (en raison de l'inductivité
de M q (t)) : clest W (L), gui est donc bien la plus grande extension
essentielle de t.

- La condition est suffisante : si tout élément t de T a une
plus grande extension essentielle, qui est l'image de t par la ferme-
ture () , soient x, vy, z €I( W) tels que x {Yr X Nz = Yy ﬂ z,

soit x Az=y Az etxUz=yUz soitw((xVz)= Wy Vz) ;
puisque X \/z\(y\/z L Wiy Vz) =w(xVz), onaxVadylVz,
d'od (x Vz}A yq(y vz) ANy =y. Mais (x V 2)Ay =x V(z Ay),
puisque x ¢ vy, et x V(z Ay) =x V(z Ax) =x, d'cd x4 vy,

X \( y £ Ww(x) = x, soit x = y, ce qui achave de prouver le résultat,

On dit que la_relation d'essentialité cst comnatirle avec

l*union dans un treillis de Jchnson T si (Y x,vzeT)ixdy = x V

z2dyyv:

Si, dans un treillis de Johnson T, tout élément x a une Plus

grande extension essentielle, ‘qui est alors W(x), et si 1l'applicatjop
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w est une fermeture, c'est 3 dire si elle est croissante pour l'crcre
de T, alors la relation d'essentialité de ce treillis est compatikl
avec son union, En effet, si x 4y, on a, pour tout z, xVz é y\/z.

y { Wx){ wxVz), 2 < xVz ¢ W(xVz), d'od yVz L wix Vz) et,
puisque xVz 4 w(x Vz), xVz 4yVa.

On dit qu'uh élément x d'un treillis de Johnson T est fer—3%
dans T si x est la seule extension essentielle de x dans T, c'est a
dire si (Vy eT(x gy = x =y). Si l'essentialité est compatible
avec lt'union dans le treillis de Johnson T, l'intersection de deux
éléments X et y de T fermés dans T est fermé& dans T : en effet, si
xANydqdz ona(x/N\y)Vx qzVx, soit x { xVz, d'od, puisjue
x est fermé dans T, x V z = x et zéx; de miime z\(yet z\(x/\y,
d'od z = x Ay et le fait que x A y est fermé dans T.

Remarquons que si x € T, les éléments de M(x) sont fermés
dans T.

Si 1l'intersection de deux &léments de T fermés dans T est
fermée dans T, soient y,z € M(x) : y/\ z est fermé dans T ; mais
x\(y/\z \(zetxdz, d'od y Az 4 2, y/\z=zetz\(y : on a de
méme y £ 2z, d'od ¥y = 2z et le fait que M4 (x) a un unique élément
maximal, donc un plﬁs grand élément (en raisonlde‘l'inductivité de
bpd(x)). Cet élément n'est autre que W(x) : les invariants de W
étant précisément les élén‘lents de T fermés dans T forment un ensemtle
réticulé inférieurement, et (3 est une fermeture de T, er; vertu de la

condition suffisante d'un théordme précédent.
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En résumé :

Théoréme : Ltapplication (LM : x — N y est une fermeture

------- ._ . y €M(x)
de T si et seulcmant si l'encsemble I(WJ) des invariants

de (W est réticulé inférienrement : cet ensemble est

alors un treillis complet et complémenté, De plus, leé

assertions suivantes sont équivalentes :

1) (West une fermeture, et le treillis des _invariants

de (W est modulaire,

2) tout &lément x de T posséde une plus grande extension

essentielle W (x) et W est une fermeture,

3) la relation d'essentialité est compatible avec l'union

dans T,

4) l'intersection de deux éléments de T fermés dans T

est fermée dans T.

Proposition : Si le treillis de Johnson T est ditributif, 1la relation

d'essentialité est compatible avec l‘'union dans T,

Démonstration : Soient en effet x,y €T tels que x {y et z €T

montrons que x Yz 4yVz. Soit t € T tel que (xVz) At = 0 : on aA
(xA t) V (zAt) = 0, d'od zAt = 0 et xAt = 0, d'old aussi yAt = ¢
et (yVz)At = (yAt) V (zAt) = 0VO = 0 et le résultat, \

Exemples : Le treillis des idéaux & gauche d'un demi-groupe Avec z&ro
étant complet, intercontinu et distributif est un exemple intéressant

de treillis vérifiant les quatre propriétés équivalentes du théorame

précédent,
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Le treillis suivant, qui n'est pas distributif,les vérifie

pourtant :

I
-
yd
~
X Y z

r

o)
§ 4 - EWELOPPE INJCCTIVE DI MONIULE,

Le treillis des sous-modules d'un A-module P est un treillis
de Johnson dans lequel la relation d'essentialité prend la forme
suivante : si N{ M P, NAn & (Vxen™)(I A € a) (X xen™),
En effet, si N d M, scit x€ M™ . Ax # 0 et Ax ( M; g'c;a AxﬂN ;4 0,
et il existe N\ € A tel que Ax e N X ;. inversemr_;nt( si cette cchaition
est vérifiée, soit L un sous-module non nul de M ; si xeL < M¥* '
soit N€A tel 'que Ax eN¥: Ax€L N Net LNN#FO, d'od N 4dM
(en effet, la relation d'essenti'a'l'ité x q y est encore équivalente a
(Y zgy)(z#0=5 z Ax #o)).

L'application X —> X = {yé P] ( 3 Aenrn(Axe X)} est une

onaeneffet,—sz-= gS,xg_§

. Ye
fermeture topologicue dans P™

— —
E 4

(puisque l'anneau A est unitaire) X = X (car X C X, et si x& X, il

existe A € A tel qie Ax e‘.}_(., puis M EA tel que f‘v)\ x € X, donc

x €X et X & X) et XUY = XUY (car si x€ X, (3 A €A) (A xeXC YY)
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et x € XUY, d'0d X < XUY, de m@me Y < XUY et XUY < ¥J¥Y, soit
A € Atel que AxX EXUY : 8i AXEX, X€X, si A x €Y, xe;-,
d'od x € XUY et XUY __ XUY).

Cette application se prolonge en une fermeture topologique ge
P par une union directe avec l'unique fermeture topologique de {d}
(qui est l'application identique) : nous la désignerons par la

. oP . =P

notation X = X', Si N (M P, onadonc NdM & M C N,

Remarquons que la fermeture topologique canonique dont on
peut munir M A partir de sa relation d'essentialité (commm on 1l'a

‘ﬁM -P

fait pour P) est induite par celle de P : on a =N (M,

Il existe une étroite connexion entre les notions d'essentia-
lité et d'injectivité : c'est ainsi que pour qu'un module soit
injectif, il faut et il suffit qu'il soit fermé dans tout module dont

il est sous-module, En effet, un module injectif, étant facteur

direct de tout module dont il est sous-module, posséde la proprié&té
considérée ; inversement, tout module &étant sous-module d'un module
injectif, un module posesédant la propriété considérée est fermé dans
un injectif, donc facteur direct de cet injectif et lui-m8@me injectif
(les résultats invoqués ici sont des corollaires immédiats d'un

théoréme qui trouve mieux sa place au début du chapitre III).

On dit qu'un module injectif Q est une enveloppe injective
d'un module M s8i M est un sous-module de Q essentiel dans Q,
Un module M a pour enveloppe injective toute extension

essentielle maximale de M dans un injectif Q dont M est sous-modulé

(1]
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en effet, une telle extensijion est‘injectivg, puisque fermée dans
l'injectif Q. Si Q et Q' sont des enveloppes injectives d'un module M,
Q et Q' sont isomorphes. En effet, Q étant injectif et M étant un
sous-module de Q', l'injection canonique de M dans Q se prolonge en
un homomorphisme © de Q' dans Q 5§ on a Ker(8) (\M = 0, donc Ker(®) = O,
puisque M est essentiel dans Q' ; 6 est donc injectif et 8(Q') est un
sous-module injectif de Q, contenant M, qui est essentiel dans Q :
donc ©(Q') = Q et © est un isomorphisme de Q' sur Q.-

Progosition ¢+ Pour que la correspondance M ™m™> T (M). de la classe des

modules dans elle-m@me soit telle que M {4 T(M) et

Nd M= T(N)v T(M), il faut et il suffit que, pour

tout module M, T(M) soit une enveloppe_ injective de M,

- La condition est nécessaire, car, si Q est un enveloppe
injective de M,'on a M 4 Q, donc T(M) ru T(Q) et Q 4 T(Q), d'ol
T(Q) = Q et T(M) v Q : T(M) est injectif, et c'est une enveloppe
injective de M, puisque M 4 T(M).
- La condition est suffisante, car M est essentiel dans son
enveloppe injective T(M), et si N d M, on a aussi N q T(M) ; puisque
T(M) est injectif, T(M) est une enveloppe injective de N, donc est
isomorphe a T (N).

Ayant choisi une de ces correspondances, on parlera de
l'enveloppe injective ﬁ d'un module M,

L'existence et l'unicité, 3 un isomorphisme prés, de l'envelopp

injective d'un module, ont &t& démontrées en [ll] par Echmann et Schopf
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et, auparavant, par Baer, en [4] , dans le cas des groupes abéliens

(Z-moduleé).

§5 - APPLICATIONS AUX MODULES,

Théoréme : ‘Dans_le treillis des souns-modules d'un module, l'applica-

v tion W est une fermeture, .

Lemme : Dans le treillis des sous-modules d'un module injectif

0, l'application (W est croissante,

En effet, si N‘g N' 4 Q, soit Qé une extension essentiellg
maximale de N' dans Q : Qé est fermé dans Q, donc injectif, et
contient au moins une extension essentielle maximale (dans Qé) Qo
.de N. Q, est fermé dans Qé, donc est injectif, et est une extension
essentielle maximale de N dans Q, contenue dans Qé, d'ol le lemme. _

‘Remarquons que, dans un module injectif Q, l'application W)
fait correspondre a un sous-module N de Q l'intersection des enveloppes
injectives de N contenuses dans Q.

M étant un module, désignons par LUM lt'application W au
treillis des sous-modules de M, et par W celle du treillis des
sous-modules de l'enveloppe injective ﬁ de M : on a, pour tout
sous-module N de M, W, (N) = W(N) N\ M.

Bn effet, l'application N —> W (N) N M est une fermeture
pour l'ordre d'essentialité de M :

Elle est extensive, car si N { M, on a N W (N) et

N=NQOMJQW({N NM
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- Elle est croissante, car si N N' \( M, on a wIN) 4 L(N')
et W(N)N M4 WN)IN M;
- Elle est idempotente, c2rxr, U é+tant crciczante, on a
wlwmnNM] e wl(wmh=w) ee w[w MO K] NMS WENNAH :
1tinclusion inverse résul+ant de l'extencivité, on a
w [ w (N) N M] NAM= W(N) N M et le résultat est démentré,

Puisque W _est la plus grande fermeture de Mgq o il s'ercuit

M
gie 1l'on a (V N é M(wmnuMd wM(N)), et, en particulier,
(VNLM wimN M W (N,

Inversement, on a, si N { M, U)M(N) & W(N) (d'old puisque
UJN(M) < M, (—UN(M) < W(N) N M, @'0od 1'égalité de ces ensermbles) :
en effet, Renault a dimontré en [7] cue les sous-modules dfun module
M fermés dans M sont précisément les intersections avec M des sous

-~

modurles irioctifs de M ; si Q est une extension essentielle dans l:l

d'un sous-mc2ule N de M, Q est ferms éans ;i, dcnc inscctif, et

M N Q est fermé dans M : c'est donc une extensicn eseentielle

maximale. de N dans M, contenue dans Q d'od l'écalité u)M(N) =W((N)NM
et la croissance de W M’ (en raison de la croissance de W ).

En particulier :

Corollaire : Si tout_ sous-modnle N d&'un module M poss®de une plus

- . G W T . e

grande extension esserntielle W (N) dans M, 1'apnlication

SRS

W est une fermeture dans le treillis des sous-mndules

de M,
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I1 résulte alors du théor@me démontré au paragraphe 3 que -

les assertions suivantes sont équivalentes pour un module M :

1) Tout sous-module N de M posséde une plus grande extension

essentielle dans M.

2) La relation d'essentialité de M est commatible avec son

union.

3) L'intersection_de deux sous-module de M fermés dans M est

fermée dans M.

Renault avait démontré en [7] l'équivalence de 3) et de 1') ,

1') Tout sous-module N de M posséde une plus grande extension

essentielle W (N) dans M, et (U est une fermeture,

Si l'une des trois conditions précédentes est vérifie,

l'ensemble des sous-modules de M fermés dans M, c'est A dire

invariants par W , est un treillis complet, modulaire et complémenté&

En appliquant ce théoréme dans un cas particulier, nous allong
retrouver un résultat que nous avions démontré directement en [12] '
et qui généralisait un théoréme obtenu par Johnson en [8] .

On appelle élément singqulier d'un module tout é&l&ment de
ce module dont l'annulateur est essentiel dans A.

L'ensemble M® des éléments singuliers d'un module M est un
sous-module de M : en effet, 1'élément nul de M, qui a pour annulateyr
A, est singulier ; et si x,y éf.MA » on a An(x) 4A,An(y) 4 A, dtoy
An(x) N An(y) 4 A NA = A et, puisque An(x) N An{y) € An(x + y),

A . .
An(x + y) dAet x +y €M ;s:.xéMAet81?\€A,soitIun
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idéal rennul ‘de A ; si IN An( A) # O, soit /‘-’» e (I OAan( A ))* :
cna/‘i).x=0et/*¢€IﬁAn(}\x) #0; si INAN(N) =0, 1 A
est un icdéal non nul de A : puisque An(x)d A, An(x) N I A # 0 et
il existe /"L €1*® tel que f{}kx =0, d'od I OV An( A.x) # 0 ; ainsi
An(AxXx) QRhet AxeM .

Dans le treillis des sous-modules d'un module M tel gue

M 4 = 0, la relation d'essentialité est compatible aveg lunion,

Remarguons d'abord que si N { N' et si x &N’',
I = {3- €A| A xe N} est un idéal de A (en tant qg'armulateur de
1'8lément x de N'/N) essentiel dans A ; en effet, si /‘L é‘.h”E , ou
bien f* x = 0, et alors /“'= 1. /“‘ €I , ou bien f"x # 0 : soit
alors A €A tel que ?\/«.x en™ ;}L/‘ﬁ €1 et 1 4A.
SiN,N',PéMet si N 4 N', soit n' + p € (N' + P) ; on a
I = {l € Al X nte N} C J= {}\éAll(n' +p)€N+P} , donc
J4d A et IJ& An(n' + p), puisque MA = 0 ; il existe donc un élément
A de A tel que A (n' + p) e (N+P)* et N+ P dN' + P, ce que
nous voulions démontrer., Il s'’ensuit que tout sous-module N de M
posseéde une plus grande extension essentielle W (N) dans M,
sism) = {xemn I( = Al}\xeN}dA)} =
{xew|(V1gm[1#o= (I e 1*) (A x e mTJon-a
WI(N) = §(N). En effet, N4 W(N) = W (N) < S(N).
/
. 8i x € S(N) et si f"-éA, /u-x € S(N) ; soit en effet I un
idéal non nul de A : montrons qu'il existe A &€ I* tel que J\/Lx € N,

C'est évident si I M\ An( /'4-) # O ; sinon, I/‘-Lest un idéal non nul
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de A, et il existe A &€ I tel quel/*— € (I/“)* (d'od A\ # 0 et
A €1® et Mxeg N 5ix€s(y), soit 1={R en l.xen} :
montrons que Ix 4 Ax. Si /\Lx € (Ax) * ,/“»x €S (N) et

J = iA €.A| ?L/“—xéZN} 4A. Comme M2 = 0, J_@An(/‘&x) et
(3 A J)(?\/-LxeN*) :)\/U.e_l eth/&txe(lx)* . Ainsi

Ix QAx et N+ Ix { N + Ax, soit NN + Ax, d'od N + Ax & W (N)

et x € W (N) : ainsi S(N) € WI(N), ce qui acheéve de démontrer le
résultat, On a donc le théoréme suivant :

A

ThAoréme 3 Si M est un modale tel gue M =0, la relation d'ecsen-

—~— . . miumew

tialits ect commatihle awec l'union dans le treillis ges

goue-rodules do M, Tout sons-module N de M a8 une plus

gronTe_ettension _cszenticlle dans M,

L) () =ix€_i4L(‘$x\ele A xe N} 4 A)} L et 1

treillis des souns~-redules de M fermés dans M est un

Ce théor2me a &té démontré par Johnscn dans le cas particulier
ol l'arneau A est tel cue Al = O. Nous en avons donné une démcnstra-
tion directe en [12] .

Remarguons que si la relation d'essentialité est compatible
avec 1'union dans le treillis des sous-modules d'un module M, on n'y
pas forcémcn’f MA~= O, car il existe par exemple des modules dang
lesquels tout sous-module non nul est essentiel ayant des élémentg
singuliers non nuls (tel l'anneau A = 2z/4 des entiers modulo 4 en tsnt
que z:4 module : ses seuls idfaux sont O, m = {6,5 et Ay nm, idsay

(propre) maximum est essentiel dans A, et l'on a An(.z-) =mdqgdAa),



CHAPITRE III

OBJETS QUASI-INJECITFS, SEMI-INJECTIFS ET SEMI-PROJECTIFS

D'UNE CATEGORIE.

§1 - OBJETS QUASI-~INJECTIFS D'UNE CATEGORIE,

Johnson et Wong ont introduit, en [13] ., dans le cas des
modules, .la notion d'objet quasi-injectif d'une catégorie : on
appelle ainsi un objet M d'une catégorie tel que tout morphisme d'un
séus-objet N de M dans M se prolange en un endomorphisme de M. Ainsi,
tout objet injectif d'une catégorie est un objet quasi-injectif de
cette catégorie, mais la réciproque n'est pas vraie en général : nous
démontrerons par exemple dans le chapitre suivant que les groupes
cycliques sont des objets quasi-injectifs de la catégorie des groupes
(ou de celle des groupes abéliens),

Dans le cas des-modules sur un anneau A, on a le résultat

suivant : pour qu'un module M soit quasi-injectif, il faut et il

gsuffit qu'il soit stable pour tout endomorphisme de son enveloppe

injective M, '

- La condition ést suffisante : si £ est un homomorphisme

d'un sous-module N de M dans M, on a N 6 M $-; et f se prolonge en un
endomorphisme h de &, puisque ce module est injectif. Par hypotheése,

h(M)S M et la restriction de h 3 M est un endomorphisme de M pfolon-

geant £, donc M est quasi-injectif,
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La condition est nécessaire : si M est quasi-injectif, soit

N ' > M »M f un endomorphisme de M : sa res-

"y triction f' A N=MN fl(M) se pro-

longe en un endomorphisme g de M,

(1)

lequel se prolonge & son tour en un

-

. endomorphisme h de M, puisque M { M
N

et que ﬁ,est injectif (figure 1)
Oon a (h - £){(M) = O (d'od £(M) = h(M) = g(M) € M et le résultat)
en effet, si (h - £f)(M) # O, on a, puisque M est essentiel dans ;,

(h - £)(M) N M # 0, et il existe des &léments non nuls x et y de M
tels que h(x) - f(x) =y : puisque x €M, h(x) = g(x) et

f(x) = g(x) —y€ M; ainsi x e Net' g(x) = £f(x), d'od y = 0, ce qui
est absurde.

Ce théor2me a été démontré en [13]- par Johnson et Wong, et
étendu en [14] par. Maury aux objets quasi-injectifs d'une catégorie
de Grothendieck possédant un générateur.

.Nous allons appliquer ce dernier résultat...au cas particulier
de la catégorie des modules sur un anneau A | Pour qu'un A-module M
soit quasi-injectif, il faut et il suffit qu'il soit "catégoriquement
stable" pour tous 1e§ endomorphismes de son enveloppe injectivev;,
cl'est 3 dire tel que tout quotient de M isomorﬁhe A un sous-module

de M soit aussi isomorphe a un sous-module de M. En particulier,

un module M tel que tout quotient de M soit isomorphe & un sous-module

de M est quasi-inijectif : on retrouve ainsi le fait que tout module

semi-simple est quasi-injectif.
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Anrés avoir remarqué que l®*cnsormble @ des sous-mcdules de
l*enveloppe injective M dun module M stables pcur tous les endcmor-
phismes de M (cfest & dire quasi-irfectifs) était une famille de Moore

-~ .

de parties de M (stables pour ll'intersection et comprerant M), Johnson

et Wong ont introduit l'enrnvelcope cuasi-injective M de M, qui est

l*intersection des é&léments de ¢ contenant 1, c'est a dire le plus
petit sous-module quasi-injectif de M contenant !M. Ce résultat a

d!ailleurs été étendu en [141 aux catégories de Grothendieck sous

certaines conditions,

Théoréme : Si N est un sous-module du module quasi-injectif M ferm#s

dans M et si N' est un complément de M dans M, on a

M=N @ N'.

Démonstration : l'application canonique de N} N' sur N est un homomor-

phisme nul dans N', colncidant avec l'applicaticn identique dans N, et
qui se prolonge, puisque M est quasi-injectif, en un endomorphisme f£
de M.

On a N* _C; Ker(f) et N N Ker(f) = 0 (si x &N N Ker(f),

\

x = £(x) = 0), d'old Ker(f) = N* et N* & f-l(N'). Mais f-l(N‘) N N = 0,

car si x e;f-l(N') AN, x = f(x) € N' et x ENON' =0, d'od x = 0 ;
il s*ensuit que f-l(N') = N' et que N!' N f(M) = O : en effet, si x € N}
est tel que £(x) & M, xe f-l(N‘) = N' et f(x) = O.

Or, si x' est un complément d'un ¢lément x d'un treillis de
Johnson T, et si y est un complément de x' supérieur 3 x, on a x Jvy:
en effet, xV x' ¢ I, d'od (xV x*) Ay dy ; mais

’

(xV x')A y=x V(x'Ay) =x\VO0 =x. En particulier, tout élément
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d'un treillis de Johnson T fermé dans ce treillis est un complément
de tous ses compléments. Ainsi, N est un complément de N*®, et 1'on
a £(M) = N, puisque N _C_ f(M) et que N! N f(M) = 0. Il s’ensuit que
(V¥ x €M) (£(£(x)) = £(x)), puisque (Y x €M) (£(x) € N) ; £ est
donc un projecteur de M, et l'on am = Im(f) @ Ker(f) = NPN*, dlod
le résultat,

Corollaire : Pour qulun sous-module d'un module aquasi-injectif soit

ferré cdens ce module, il faut et il suffit au'il en s~it

un facteur dirnct,

La condition est suffisante, car si M = N&E N*' et si N 4ap <M,
onaN' NP =0, d'cd M =PFPN* et N = P,

Le fait qutelle soit néressaire résulte immédiatement Au
théoréme et avait été indiqué par Renault en [7] .

On a le résultat suivant :

Provosition : Tout facteur cdirect d'un medule quasi-inijrztif est

caci~insectif,

Remarquons d'abord que si les modules M, M!, N, N' sont

tels que M M* et N N', on a M@ONd M & N?

en cifet, si

x =n' + n*t € (M* DN') , on a par exemple m! #¥ O et il existe

un élément )\ de A tel que A m'€ M : si An' = O,

A x = 2Anmt é‘_(M@N)* , et si X n' # 0, il existe un élément/{ da
A tel que/“*)\ nt E.N*, et /‘*)\x=/‘(3\m' +/‘Jk X nt € (1 P N)

(la somme de M et de N étant directe,/‘\ A x # 0, pu:i.sque/‘k . nt % 0).
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Par une récurrence immédiate, l’essentialité est ccmpatible avec

la somme directe finie, donc avec la sorme directe, puisque tout
élément d*une scmme directe appartient 3 une somme directe particlle
finie.

Si M est un module quasi-injectif tel que M

N &® N', soient

N et N' les enveloppes injectives de N et de N' : Q N & N' est

une enveloppe injective de M, puisque c'est un module injectif dans
lequel N (® N' est essentiel,
Soit \P un endomorphisme de ﬁ : M est stable pour l'endomor-

phisme Y de Q nul dans &' et cofncidant avec ‘f dans &, et

YN = Uf)(N) ,Q_\-V M) € M=N ® N'; mais puisque

‘P(N) _C_i_‘P(;I) <. ;:, on a *P(N) < (N & N‘)r\;¢=N @ (v* N r:')
=N @ O =N, Il s'ensuit que N est quasi-injectif, et le résultat
est démontré,

En particulier, compte tenu du théoréme précédent, on a le

fait que tout scus-module d'uvn module gquasi-inijectif fermé dans ce

module en est un facteur direct quasi-injectif,

Johnson et Wong avaient démontré en [13] gue si le module
quasi-injectif M est tel que Me = 0, tout sous-module de M fermé
dans M est quasi-injectif,

Toujours dans le méme article, il prouveérent qgue si le module
quasi-injectif M est tel que ME = 0, la somme de deux sous-modules
de M fermés dans M est fermée dans M : nous allons maintenant pouvoir

généraliser ce résultat au cas d'un module quasi-injectif M tel que

l'essentialité soit compatible avec l'union dans le treillis des
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cous-mcdules cde M.

Lermae Pour que J'esccntialitd soit comnatible avec l'union

dans le_troillis_des sous-modules d'un module M, il fau

et il suvffit cue la condition suivente gait vérifide .

si N et N' sont Ades scus-modiles de M. et si P est un

scus-rcdule de N*' maximal tel que N () P = 0. alors

N ® P ect essentiel cans N + N',.

- La condition est nécessairo, car. dans les conditions indigqué
P est un complément de N (M) N' dans le trcillis des sous~-modulies de N'
et (NOAN) @ PAN d'cd N+ [(NNN)® P] 4 N+ N', soit

N @ P N+ N',

- La condition ecst suffisante : si elle est Qérifiée, soient

N, N’ et P des sous~-mcdules de M tels que N ¢ N' : mcntrons que

N+ P N' + P,

Snit R un sous-mocdule de P ma:xiimal tel que NV R =0 - par
hypothése, N @ R N + P, Puisque N {N', on a N' (N R = 0 et R est
un sous-module de P maximal tel que N ()R = O : par hypotheése,

N' ® R4 N' + P. Or, l'essentialité étant compatible avec la somme
directe, on a N ®© RN' (O R, d'od N @ RANK' + P et
N+PQqQ N' + P, puisque N @O R\(N+P\<N' + P.

Soient maintenant M un module quasi-injectif tel que ltegscq-

tialité soit compatible avec l°union cdans le treillis des Sous-mogaul:.

de M, N et N' des sous-modules de M fermés dans M, P un sous-module

de N' maximal tel que NN P =0 : on sait que N @ P {4 N + N?,
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N', sous-module fermé du module quasi-injectif M, est un

facteur direct quasi-injectif de M,.et M = N!' @ Ni. P est un

sous-module du module quasi-injectif N' fermé dans N', donc un facteur
direct quasi-injectif de N' et N' = P @ P' : il s'ensuit que
M=P ®((F @ Ni) et P est un facteur direct de M, donc est fermé
dans M,

_ Soit Nl' un complément de N contenant P dans M : N étant un
sous-module du module quasi-injectif M fermé dans M, on a M = N @ Nl

N, est quasi~injectif, et P est un sous-module de N, fermé dans N

1 1 1

(puisque fermé dans M), donc uri facteur diréct de N On a

1.
N, =P ® Py et M. = (N ® pP)@® P, N @® P est un facteur direct

de M, donc est fermé dans M, et, puisque N © P 4N + N', on a
N ©® P e N+ N', ce qui acheéve de prouver que N + N!' est un facteur
direct quasi-iniectif de M, fermé dans M., Ainsi :

Théoréme : Si l'essentialité est compatible avec l'union_dans le

treillis des sous-modules d'un module quasi-injectif M,

la_somme de deux sous~modules de M fermés dans M est

ferm&e dans M.

Remarque 3 Dans le cas ol le module M est tel que M = O, on peut.
s'appuyer dans les démonstration sur les propriétés suivantes : -

- si f est un endomorphisme de M et si N et N' sont des
sous-module de M tels que N < N!, on a £(N) { .£(N').

- si f est un endomorphisme de M et .si N est un sousrmodule de M

-1
fermé dans M, £ “(N) est un. sous-module de M fermé dans M.
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Si 1l'on sait seulement que l'essentialité est compatible avec
l'union dans le treillis des sous-modules du module M, on ne peut plus
compter sur ces propriétés, comme le montre l'exemple suivant :

l'image directe de 1l'idéal (propre) maximum m = {6}5’ -de l'anneau
A = z/4, considéré comme z/4 module, par l'homomorphisme f ': ;--—7 5:
;.est nulle, donc non essentielle dans l'image m de A, alors que m
est essentiel dans A ; et l'image réciproque de 1l'idéal nul O, qui

est fermé dans A, est m', qui ne l'est pas.

§ 2 - OBJETS SEMI-INJECTIFS D'UNE CATLGORIE,

Nous avons introduit en [12] . dans le cas des modules, 1la

notion d'objet semi-injectif d'une catégorie; on appelle ainsi un

objet N d'une catégorie qui est quotient de tout objet dont il est
sous-objet, c'est a dire tel que, pour tout objet M, il existe un
épimorphisme de M sur N dés qu'il existe un monomorhisme de N dans M,

Toute rétraction d'un morphisme, étant sectionnable, est un
épimorphisme, et tout objet injectif d'une catégorie est un objet
semi-injectif de cette catégorie. La réciproque n'est pas vraie en
général : en effet, tout objet isolé d'une catégorie est un objet
semi-injectif de cette catégorie, puisque le morphisme identique de -
cet objet est un épimorphisme,

Les notions d'injectif et de quasi-injectif colncidant dang
le cas d'un objet isolé (qui est son propre et unique sous-objet) les:

notions de quasi-injectif et de semi-injectif sont distinctes ;
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pour montker qu‘a\ioune n'‘est plus générale que l'autre, il reste a
trouver un exemple d!objet quasi~injectif qui ne soit pas semi-injectif
or, dans une catégorie d'ordre, tout objet est quasi-injectif, mais
les objets semi-injectifs sont les &léments maximaux,

On dit qu'une catégorie est balancée si tout morphisme qui

est un monomorphisme et un épimorphisme est un isomorphisme,

On dit qu'un objet N d'une catégorie peut &tre plongé treés
strictement dans un objet M de cette catégorie s'il existe un monomor-
phisme de N dans M et si N et M ne sont pas isomorphes,

On a le résultat suivant :

Proposition : Si, dans une catégorie balancée, tout objet peut 8tre

plongé trés strictement dans une source simple, et si

le but d'un épimorphisme constant est un objet final,

les objets semi-injectifs de cette catégorie sont ses
objets finaux,

Démonstration : Un objet final d'une catégorie est un objet injectif,

donc semi-injectif de cette catégorie., Soient maintenant N un objet
semi-injectif et i un monomorphisme de N dans une source simple S
non isomorphe & N : il existe un épimorphisme r de S sur N,

S étant une source simple, r est un monomorphisme constant (car si
r était un monomorphisme, ce serait aussi un isomorphisme, puisque
la catégorie est balancée) : donc N, but d'un épimorphisme constant,

est par hypothése un objet final de la catégorie considérée.
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Corollaire : Les objgts semi-injectifs de la.catégorig des groupes

sont des groupes réduits a un élément.
Nous démontrerons plus loin que les groupes abéliens semi-injec-
tifs coincident avec les groupes abéliegs injectifs (ou divisibles);
Comme tout demi-groupe peut &tre plongd dang un cemi-groupe
simple de cardinal strictement plus grand, et puisque touvt moncmorphisme
ce demi-groures est un homcmorpnisme iqjectif, tout'demi-groupe semi

injectif est but d'un épimorphisme constant, donc réduit a un &élément,

§ 3 - MODULES SEMI-INJECTIFS ET SCMI-PROJTCTITS.

On dit quun cobjet P d'une catdlgorie B est un objet projectif gde

cette catégorie, si, quels que soient les objets M et N de’¥3,'le
morphisme ¥ de P dans N, et l'épimorphisme j de M cdans N, il exis“e un

morphisme ‘Y de P dans M tel que P = i Y (figure 2),
. P

¥ . La somme directe d'une famille d'objets est
(2) P ? projective si et seulement si tous ses
L’ o
M > N facteurs sont projectifs.

Les mocules projectifs sur un_anneau A scnt les facteuvrs dirccts des

A-modules libres : en varticulier, l'anncay A ezt un A-modUle nrojectif
= odr £ i,

on dit qu‘un objet N d’une catégorie est semi-projectif s'il est
sous-objet de tout objet dont il est objet quoticnt, c'est A dire te} que
pour tout objet M, il existe un monomorphismé de N dans M dés gu'il
existe un épimorphisme de M sur N,

On dit qu’un module N est sous-modnle (resp. surmodule) dlun
module M, ce que l'on traduit par la notation Ngl% (resp.N%lm), s'il

existe un monomorphisme de N dans M (resp. un épimorphisme de N sur M)
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Ainsi, un modale R est semi-projectif si et sculement si
il est sous-module de tous.ses surmodules, c'est a dire si
(VM) DR = R M,

Jn module § eén sewi~injectif si et seulement si tout module
dont 11 =5 sous~mofule en est vn surmodule,.c'est 4 dire si

t

Puioygne kout module = un surmodule libre, tout rocdule

s bootit e e nolidle 3tun modeie libre ; oon oa donu Ja

S P LRSIy PR A i Ay

1iluyralicn suivarte o libre - projeczif == semi-vrojcctif =9 scus
mocule a‘'un libre. Sur un annreau principal, tout sous-mocule d'un
lirre est libre (ce ui constitue d'ailleurs une caractérisétion
des anncaux principaux) et les guatre notions précédentes coincident,

Puisque t -t module est sous-module d'un module injectif;

tout moduiz2 seoni-iajectif st giotient d'un medule injectif,

Or, pour un anncau A, les propriétds suivantcs sont &gui-

valentes (cf [5] ) =

- Tes iddaux de A scnt des modules projectifs.
- lout sous~mocdule d'un A~-module projectif est projectitf,
- Tout gvotient d'un A-module injectif est injectif,

O dit gue A est un anneau héréditaire s'il vérifie l'une

des propriftés précédentes : sur un anneau héréditaire, les noticns
d'injectif et de semi~injectit colincident, ainsi que celles de pro-

jectif et de scmi-rr-jectif,
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Nous allons étudier la réciproque,

Proposition : Si un module S est sous-mocdule d'un module projectif p

L I e L kT

et a un sous-module P! isomorphe 4 P, il est semi

projectif,
Démenstration : Soit £ un épimorphisme d'un module M sur S : on a
puisque f est surjectif, £ [f-l(P')] = P', La restriction de £ 23
M! = f-l(P’) est un &épimorphisme de M! sur le modwle projectif p' .
ainsi P' est isomorphe & un sous-module de M', donc de M, il en est
de mZme pour P, donc aussi a fortiori pour S et le résultat est

démontré.

Corollaive : Tout idéal I de A contenant un élément A d’arnulateur

- . - ae - - e e

pul est semi-~proijectift,

En effet, onaA)xmA/Anl_mA/OmAetAl\(I\(A.

En particulier, tout idéal d'un anneau intéqgre est semi

projectif.
Il résulte aussi de la propositicn gve si L = @ Ax. est

i€l
et_si J est un _iddal Qe A,

un A-module libre de base infirie [(x.).
—= 11 €1

L & J est semi-proiectif. En effet, ona L (L ® J\( L ® A, et

L @ A est un module libre dont une base est &quipotente A celle
de L (puisque I est infini), donc isomorphe a L.

Pronosition : Pour qu'un anneau A soit héréditaire, il faut et il

- —— e e o @ G -

suffit gue les notions de_ semi-proijectif et de Projectj=
—==tli

coincident n~ur A,
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Démonstration : On a su que-la condition .est nécessaire : montrons
quielle est suffisante, Si elle est vérifiée, soient J un idéal de A
et L un module libre de base infinie : L @ J est semi-projectif,

donc projectif, et J est projectif, d'od le résultat.

Provosition : Si un mndule S est quotient d'un de ses sous-modules

o gay v T s oW wm A % @n e

injectifs, S est senj-inje~tif.

Dégggggfggigg : S1 S est sous~module d'un module M, le sous-module
injectif Q de S est un facteur direct, donc un quotient de M : si
de plus S est quotient de Q, S est quotient de M, d'cl la semi

injectivité de S,

Corollaire : Sur un anneau noethdérien A, si Q' désiane la somme

-—— e - -

dirvecte dtune famille infinie (Qi)ieiI de modules

isomorphes a un _injectif Q; et si N est un_sous-rmodule

de Q, Q! &® O/N est semi-injectif,

En effet, toute somme directe de modules injectifs sur un
anneau noethérien A est injective : car si kP est un homomorphisme de
1'idéal J de A dans une somme directe Q' = @ Q. de A~-modules

i€l
injectifs, il existe, puisque J est de type fini, une partie finie

Io de I telle que LP(J) soit contenu dans le sous-module injectif

i .
iel iel i€l
o : o

@ Q. de & Qi' donc aussi un élément q de @ Qi- tel que
VA € (P (X)) =2aq), a'od 1'injectivité de Q.
Deux sommes directes de modules isotypiques dont les

ensembles d'indices sont équipotents étant isomorphes, on a, sous les

hypothéses du corollaire, Q' U Q @ Q' : ce module est injectif,
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d'aprads ce qui précede, et c'est un sous-module de § = Q° ® q/N
dont S est quotient, d'ou le résultat, d'aprés la proposition
précédente, En particulier :

Proposition : Pour que les notions de semi-injectivité et d'injecti-

o om on b om wn o o con o -

vité colncident sur l'anneau noethérien A, il faut et

il suffit que A soit héréditaire,

On a su que la condition est suffisante : montrons qu'elle

est nécessaire, Adoptons pour cela les notions du corollaire :

Q' ® Q/N est semi-injectif, donc injectif et Q/N est injectif ;

ainsi, tout quotient d'un injectif est injectif et l'anneau A est

hériditaire.

Proposition : Pour un module S, les propriét&s suivantes sont

- anCe am ae e -

équivalentes :

l) S est semi-injectif et projactif,

2) S est_injectif et semi-projectif.

3) S est injectif et proijectif.

Démonstration : Un module est projectif si et seulement si il est
facteur direct de tout module qui en est un surmodule : si.donc S est
semi-injectif et projectif, il est quotient, donc facteur direct gde
son enveloppe injective g, donc injectif,

Si S est injectif et semi-prqjectif, 11 est quot;ent, donc
sous-module, donc facteur direct d'un médule libre, donc projectif,

Enfin, un module injectif et projectif est, comme on 1'a vu,

semi-injéctif et semi~projectif, ce qui achéve de démontrer le résultat



Injectivité - Extensions essentielles S7

Progosition ¢ Un mocdule semi-injectif et semi-projectif sur un_ anneau

int3qre A est inijectif et proijectif.

9§99§§E£§§igg : Sur un anneau intégre, tout injectif est divisible
et tout sous-module d'un libre est sans torsion : S, étant semi-injectif
est quotient d'un injectif divisible, donc est divisible ; étant
semi-projectif, il est sous-module d'un libre, donc sans torsion.
L*anneau A étant intégre, il s*ensuit que S est injectif, donc injectif
et scmi-projectif, dont injectif et projectif,

On trouvera en [5] les propriétés des anneaux in;égres ici
usités, Pour justifier les deux dernilres propositions, il convient
de remarquer qu'il existe des modules semi~injectifs et semi~-projectifs
qui ne sont ni injectifs, ni projectifs, tel 1'idéal maximum
m = 6;5-} de l'anneau z/4, considéré comme z/4 module (affirmation

qui sera démontrée au chapitre suivant).



CilAPITRE IV

ANNTAUX LT MCIULES

T tel que : (VyeT)(x\/y=I=> y = I).

Oon dit qu'un module projectif P est une enveloppe proijective

d'un module M s'il existe un épimorphisme de P sur M dont le noyau est
superflu dans P ; deux enveloppes projectives'd'un'module sont
isomorphes,

on dit qu'un anneau A est parfait.si tout A-module a une
enveloppe projective, Afin de donner une caractérisétion des anneaux
parfaits, introduisons les notions suivantes : on dit qufun idsal

m d'un anneau A est T-nilpotent s'il existe, pour toute suite

: n

3 A : [} 1 = 17 : .

(xn)n e N d*éléments de m, et si l'on pose xn o xi, un entier j
tel que x3 = 0 ; on dit que la famille (ei) d‘élément idempotents

i€l

de l'anneau A est une famille d'idewmpotents orthogonaux si

(Vi,i e #3i= ej-e, = 0).

Bass a démontré, en [15] , le théoréme P : pour un anneau A,
les assertions suivantes sont équivalentes :
- A est parfait.
- Le radical de Jacobson de A est T-nilpotent, et A/J est
semi-simple.
- Toute famille d'idempotents orthogonaux de A est finie, et

tout A-module non nul a un sous-module simple.
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- A vérifie la ccndition de chaine descandante pour les idéaux
principaux a droite,
- Toute limite directe de A~modules projectifs est projective
etc,.. (voir E15] ).

Enfin pour gu'un anneau ncethérien soit parfzit, il faut et il
csuffit qu'il soit artirien.

Cn dit gu'un anneau A est autce-irlectif si le A-module est

injectif.
Théoréme : Un_anrean ncethfrien auto-inijectif A eocst parfait.
I.emme : Si x et v sont des éléments diun anneau anto-inijectif A

- e wn -

tels que An(x)<C An(v), x est un diviseur a gauche de vy.

En effet, l'epplication V:xx— Ay est alors bien
définie, C'est un homomorphisme de 1’idéal Ax de A dans le module
injectif A : il existe donc un élément z de A tel que
(V N €A ANy = 9 (AN x) Axz), clest A dire, A étant unitaire,
tel que y = xz, d’'cl le résultat,

Soit maintenant (an)ne:N une suite décrcissante dtidézux

principaux a droite de l'anneau noethérien auto-injectif A, On a

(V ne N)(x A < x A), en particulier x © x A et il existe un
n+l n n n

+1
lément a_ de A tel = : C
é n que x_ ., =Xxa :ona An(xn) (= An(xn+l).
A étant noethérien, la suite croissante [An(xn)jnelN dtidéaux de A

est stationnaire, et il existe un entier ng tel que
(Vp > no)(An(Xp) = An(xn )) : vu le lemme, xp est un diviseur a

auche de x et x A < x A, Q' = . ;
g no no = X ol (‘V P> no)(pr anA) : la suite
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(an)ne:N étant stationnaire, A est parfait, donc artinien, Tout

anneau artinien &étant noethédrien, il v a équivalence pour un annean A,

entre les deux propriétés suivantes :

- A est noethérien auto-injectif,
- A est artinien auto-injectif.

On désigne par Na{¥) l'annulateur a droite d'une partie X de
l'anneau A, Eilenberg et Nakavama ont montré en [16] que les
propriétés suivantes sont équivalenies pcur un anneau A :

- A est artinien auto-injectif,

- A est artinien & droite et auto-injectif,
- A est noethérien & gauche et a droite, et auto~injectif,
- A est noethérien, et l'on a Na(I ) J) = Na{I) + Na(J), quels

que soient les id€éaux a gauche I et J de A, et NA(An(K}) = K pour tout
idéal A droite K de A.
- A est artinien, a gauche et a droite, et l'on a An(Na(I)) = 1
pour tout idéal a cauche I de A, et Na(An(K)) = K pcur tout idéal
a droite K de A,

Si un anneau A vérifie l'une de ces ccnditions, on @it qutil

est ovasi=-frobénivsien, Cn a le résuliat suivant :

Théoréme : Un_anrcau A est quasi-frobéninsien si et senlement sji Jec

- s v B e

notions de projectif et d'injectif co¥ncilent sur A,

Conditjon suffisante : Pour la démantrer, nous utiliserons le résultat

suivant, dd a 2Zoltan Papp [l?j :



Injectivité - Extensions essentielles 61

Lemme : Pour qu'un anneau A soit noethérien, il faut et il

suffit que toute somme directe de A-modules injectifs

soit injective,

Nous avons vu que la condition est nécessaire : montrons qu‘'elle

est suffisante : si (In) est une suite croissante d!idé&aux d'un

nenN
3 » 3 /\
anneau A ayant la propriété indiquée, Q = @ A/In est un A-module
neN
injectif, Si A est un élément de 1'idéal I = U 1 ge A, il existe
neN

un entier p tel que A € Ip, et 1l'on a (Vn 2> p) ‘*Pn( X)) =0), en
désignant par (Pn l'application canonique de I sur I/In'
‘ +00
Ltapplication LP: A —’Z kPn( A) est donc bien définie : c'est
n=o0

un homomorphisme de I dans Q, et il existe un élément q de Q tel que

(VX €(P (A) = Aq). soit n_ un entier tel que

-\ e
qa€ @® A1 =0.0na P(m)co,PeAr)=32 Y (N)et
n {n ° n=o
(VX en(VYnyn+)(Y (X)) =0), a'o T,y = Tetla

noethérianité de A,
Nous avons suivi, la démonstration de Bass, cité par Chase
en [18] , article ol il &lucide comme suit le probléme dual du

précédent : pour un anneau A, les propriétés suivantes sont éjuivalentes

- Tout produit direct de A-modules projectifs est projectif.,
- .. Tout produit direct de A-modulesiscmorphes A A est projectif,
- A est parfait, et tout idéal A droite de A est quotient d'un

module & droite libre de type fini par un de ses sous-modules a droite

de type fini (condition éguivalente A l'artiniarité dans le cas d'un

anneau commutatif A).
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Revenons A notre démonstration : si, sur un anneau A,'les
notions de projectif et Ad'injectif colncident, alors toute sorme
directe d'injectifs est une somme directe de projectifs, donc un
projectif, donc un injectif, et A est noethérien, éuto-injectif,
puisque le A-module projectif A est injectif,

Condition nécessaire : Si un anneau A est noethérien auto-injectif,

tout A-module libre, étant eomme directe de modules isomorphes a a,
donc injectifs, est injectif, et tout A-module projectif, &tant facte
direct d'un libre, donc d'un injectif, est injectif,

- Démontrons 1la propriétélinverse.

On dit qufun module M est indécomposable si ses seuls facteur

directs sont O et M. Pour qu'un module ihjectif Q soit indécomposable
il faut et il suffit qu'il n'’existe pas de sous-modules non nuls
S et T de Q tels que ST = 0. En effet, la condition est évidemment
suffisante : montrons qu'elle est nécessaire ; si S et T sont des
sous-modules non nuls de Q tels que s T = 0O, il existe un
sous-module T' de Q contenant T et maximal tel que S{) T* = 0 : T3
est fermé dans 1l'injectif Q, donc est injectif et facteur direct de Q
or T' # O, puisque T C T', et T* # Q, puisque S N T! = O,

Ainsi, pour qu'un module injectif Q soit indécomposable, i)
faut et il suffit que Q soit une extension essentielle, donc une
enveloppe injective de chacun de ses sous-modules non nuls,

Aprés avoir indiqué ce résultat, Mathis a démontré, en [19]

les théor2mes suivants :
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- Les modules injectifs indZcompocsables sont les envelcrres
injectives des modules cyclices A/J (cd) J est un i2%al irrdiuztidle
de A).

- Si un module est somme directe de sous-modules injectifs
indécomposables, il y a unicit& de cette d&ccmposition, au sens

fort (cf. [19]).

- ' si 1'anneau A est noethérien, tout A-module injectif est somme
directe de sous-modules injectifs indécomposables.

Prouvons enfin que si A est quasi-frokéniusien, tout A-mncdule
injectif est projectif, Il suffit de prouver que tout injectif indsd-
comnosable est sous-modvle d'un livre : il en est alors facteur dirent,
donc est projectif, et tout irjectif, &tant sorme directe d'indnctifs
indécomposalrles, est scmme directe de proiectifs, done est projectif,

Or, tcut A-modu:le non nul ayart un scus-mcdule simple, les
injectifs ind3compcsakles sont les envelcpoes injectives des modules
simples.

En effet, le socle Z: d’un module M, qui est la scmme des
souvs-mcdules simples de M, est un sous-module semi-simnle de M, essentie
dans M : en eff=t, si N_S M est tel que }: /\ N =0, et si S est un
sous-module simnle de N, on a E:(W S =0 et S E;.Z:, ce qui est
ahsurde ; ainsi N = 0 et Z: {4 M. Le socle d'un module injectif indé-
ccmposable ne pouvant contenir deux sous-modules non nuls ¢'intersection
nulle, est réduit a un seul mocdule simnle. Inversement, lfenvalcenpe

injective S d'un mocdule simple S est telle que tout: sous-module non nul
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-~

N de S a une intersection non nulle avec S (puisque S est essentiel
éans g) gcmc contient S et est escentiel dans S, d'od 1'indécomposa-
bilits de S.

Il nous suffit donc de montrer que tout A-module simple S est

un id%al de A, Soit m un id&al maximal de A tel que S~ruA/m, On a

Na(m) # O (sinon m An(Na(m)) = An(0) = A) : soit donc
»
X [:Na(m)] .Onamx=0, doncm < An(x) et An(x) = m, d'od

Ax ~v A/An(z) = A/m S, ce qui achéve de démontrer le résultat,

Corollaire : Tout idéal irréductible J d'uvn anneau anasi-frobéniusien

—— e s e W

A est l'arnnlatevr dluvn 8lément A de A,

En effet, puisque tout injectif est projectif, tout module

est sous-module d'un libre : si x = -]TJe A/J, le module cyclique

n

Ax = A/J est sous-module d'un libre de type fini, @ Axi. On a
n_ n i=1

x = E_ )\'ixi et J = An(x) = () An( }‘i)' et, puisque j est

i=1 i=1l
irréduntible, il existe un entier j € [l,n] tel que J = An( A .).
J

Pronosition : Touvt idéal B' d'un anneau noethérien auto-injectif A

- e o im e - ——

isomorrhe 3 un_facteur divect bilatdre B de A lui est

égal.
Démonstration : Puisque tout homomorphisme d'un idéal I dans un
idéal J d'un anneau auto-injectif A est de la forme A — Ay
(avec u € A) il existe des éléments u et v de A tels que Bu = B' et
( \V/b € B) (ruv = b). En particulier, B étant bilatére, B! = Bu < B

B' étant isomnrphe & B, qui est injectif en tant que facteur direct

de l'injectif A, est injectif, et B = B' @ C. L'endomorphisme de B
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nul dans C et colncidant avec l*:~romorrhisme A —> A v dans B!
est un épivorphicme de B su~ 1w -me, puiesque B'v. = B, donc un

iscrorphicme d2 B sur lui-xTmo, puisauve le sous-module B du module

ncethétren A est noathérien (cf. ['20] ) : ainsi C = 0 et B = B'.

Ccrnllnive @ 8i_les_fanteurs d'mre dizompositioa 42 1'annean

- s b & e

noethérien anto-~intantif A en enmme divecte d'injectifs

i fead

irddcomposables sort des ifdizux hilztdres, cette décam-

position est unigue (tout idénl indiectif indécomposablz
de A étart ieomorrhe, dorc fcal) a un _des facteurs) ek

injentifs indé-rmnnsahles bila%®res est bilatavre,

Raprelors qgualgues pwnpriétés des dicompositions directes
d'anneaux.

Si A = B@C est une décomposition d'un anneau unitaire
A en sorme directe d'icdéaux, tout 81lément x de A s'écrit de fagon
unique comme sorme d'un élément b de B et d'un élément c da

Soient .donc e € B et €' € C tels que 1l = e + &' : on a
e=e-.1==c(e +e') =e2 + ee' = e + O, d'ofie2 = eg,ee' = 0, et de
méme e'2 =e' , e'e =0, Si xE A, x=x.1=x(e +e') = xe + xe'
est l'unigue cd3comnosition de x sous la forme b + ¢, avec b € B et
ce C : ainsi, si I est un idéal de A, on a I = Ie + Ie' = Ie @ Ie’,
puisque Ie & Ae & B et Ie' < Ae' < C ; en particulier,

A = RAe @Nhe' et B =Ae, C =ne' = A(1 - e).
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Si B et C sont des idfaux bilatéres de A, on a
B.C < BOIC =0, BoC =0 et de méme C.B = 0 : il s'ensuit que A
est isomorphe au produit direct des anneaux B et C, qui sont unitaires,
étant respectivement isomorphes a A/C et A/B, et ont pour unité
e = ic et e! = IB. Donc An(B) = An{e) = A(l-e) = C, et de méme
An(C) = An(l-e) = B, On a le résultat suivant :

Proposition : Si A = B @ C est une décomposition d'un_anneau A en

somme directe d!idéaux bilatéres, alors A est auto

injectif si et seulement si B et C sont auto-injectifs.

Démonstration : Si MB est un B-module ayant un groupe abélien sous

jacent M, on obtient un A-module MA en munissant M de la loi externe

(X ,x) —> X .x = ( Ae)n. En effet :

- A.Oxy) = (Ae)(xty) = (Ae)x+ (Ae)ly= X.x+ A,y

- (K+ﬂ%m [(l+ﬁﬁﬂx=(le”Max=(Xem+(ﬁax=
A.x +/“.x

= O = (Mo [ Re)x] = (M Rhedx = ([ Xedx = (A N .x

(on a e e = Ae, puisque e est 1l'unité de B = Ac).

- l.x = (le)x = ex = x ot MA est unitaire, puisque MB llest,

On a C E;_An(MA). Si %7 est un B-homomorphisme de MB dans NB' kP est
aussi un A-homemorphisme de MA dans NA' pulsque

Pixn.x =9 [(he)x] =(xe) $ix) = A, Px.

Inversement,si M

L est un A-mocdule tel que C EE_An(MA), on

obtient, en munissant le groupe akbélien sous jacent M de la restriction

A B de la loi externe définie sur A un B-module MB' et tout
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A-hcmomorphisme £ de MA dans NA est au=si un R-homomorrzhisme de M
dans NB"

Ainzi co trovve ¢ffini wn isomorphisme cancnigque entre la
ca+fzgorie dos Bomoduvles ot la ecaticoria 53> dcs h-modules dont
1'enarlatour conticnt € o (eh, @2 nlme, entra la carlyorie dos C-nmodiles
et la ca%dcgor:e %3 des A-modvlies feort liarnnviakteur contient B).

Or tout A-modnle M ezt comme directe dfvn chjet N decjb

B
et d'un chjet Ne de %2 : en effet, N = elN +{l-e)lN = ell O (1-e)J (la
somme cest directe puisjue e arpartient A l'annulateur e (l-e)N et
agit sur eN comme l'unité ; eN est bicen un scus-module de N, car
AeN = BeN = eBN C eN ; il en est de m3me de (l-e)N.= e'N),
C = Afl-c) < An(cN) et B S An [ (1-e)N)

Comne Hom‘_\(R,S) =0 siRe 53) et si Se& ‘€ , (ousire 8
et S 6.55), il sfensuit qu'un A-module N est h-irnjectif si et
seulement 31 NB est B-injectif et Ne C-injectif : en particulier, la
proposition est dimontrée

A &étant noethirien si et seulement si B et C le sont, il
s'ensuit que h est quasi--firchénuisien si et seuvuloment si B et C le

sont. Par ure récurrcnce immédiate, le résultat sfétend & un nomhre

fini de facteurs, et un prod:i: cdizect fini Q'arncoux esi_quasi-fxani-

|\.)\

niusien si et seulement si tous ses Tacteurs cort cuasi-frohdériusie-s,

Il s'ensuit que J!arnezu z/n c”s entiers moduln n est

. PRI } i . L.
quasi~frohénivsien : en effet, sin = H P. est une décomposition
. 1
i=1
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k
de n en produit de facteurs premiers, on a z/n ~ Tr z/p
i=1
suffit de prouver que si p est un entier premier, z/pc* est

Al

i et il

quasi-frobéniusien, C'est vrai si KA =1, cas z/p est un corps. Si

A >1, A= z/pc* est un anneau commutatif, unitaire, a id3aux tous
principaux (comme z) non inté@gre et indécomposakle (car si
=2 _= .2 & . . , ~
x~ =X, x -x = kp , et, puisque x-l1 est premier avec x, ou bien
e S - = - S
P divise x, et alors x = 0, ou bien p divise x-1, et alors
; = I) : on sait alors qu'il existe un éifment x de A et un entiecr n
tel que les seuls idéaux de A soient les (ij) , et que
oLl m
. . . N
m- - .. - -
An(AxJ) = An(xJ) = AX ] (cf. EZL] ). Airsi An(nn(AxJ)) = An(Axm J) = Ay

d'ol le résultat, en raison de la commutativité et de ll'artinianité
de A,

En particulier, les arnneaux z/n sont auto~injectifs, dcac
quasi-injcctifs, en tant que z/n modules : ils le sont donc aussi en
tant gque z-modules, ce qui revient & dire que les groupes cycligues
sont des gzovpes abiliens (donc aussi des groupes) quasi~iniectifs,

Lficdlal mazirum m de lfanneau A = z/p2 est un A-module
scmi--injectif et semi-proiectif, Ean effet, cn a vu gue A/m é A, dcd
A/acru m, A &tant artinien, tout A-module non nul a un sousc-modnle
simple, nécessaircment isomorphe & A/m, et m est somi-projoctif,

s

Sim M, l'injection caronique de m daus 1'indectif A se

prolcage en un homcmorrhisme \P de M cans A : puisgue

—
X

Y,

.M, cu
bien kP(M) = m, et alors M 2,m, ou kien l*P(M) = A ; dans ce cas, on a

bya,A et, puisque A A/mnun, M > m, et m est semi-injectif,
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Or m n'est pas injectif, car 1!'idéal maximum de A ne peut &tre facteur
direct de A, Par la m@me, m n'est pas projectif.

On dit qufun module M peossdde le propridtd (P) s*'il vérifie

1'une des conditions égquivalentes du théoréme du paragraphe 3 du
chapitre II, Pour qu'un module injectif Q possede la propriété (P), il
faut et il suffit que l'intersection de deux sous-module de Q fermés
dans Q (c'est A dire de deux sous-module injectifs de Q) soit fermée
dans Q (c'est & dire soit un sous-module injectif de Q).

Si A est un anneau quasi-frobéniusien dont une déoompocition
en somme directe G'injectifs indécomposables ne comporte gue des
idsaux bilatéres, A, en tant que A-module, posséde la propriété (P).
En effet, si A= & A, (a2tons que I est fini,. puisgque A est

iCI
unitaire} et si Q et Q' sont des sous-modules injectifs cde A, on a vu

qu'il existait des parties J et J' de I telles que Q = @ A, et
i¢4J .
Q' = @® A., et QNMNQ' = @ Q. est injectif, d'ol le résultat,
iegr * iesnatt |

En particulier, tout anncau quasi-frobéninsien commutatif,
tel z/n, posséde la propriété (P) en tant que A-module : on pourrait
en déduire des résultats d'arthmétique |

Pcur un anncau A, les propridétés suivantes sont &guivalentes :

(1) A cst semi-cimple,

(2) Tout A-moduie est scmi-simple.
(3) Tout A-mocd:le est injectif,
(4) Tout A-module est projectif,

(5) Tout A-module posséde la propriété (F).
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(6) Tout A-module cycliéue est injectif,

(7) Tout A-module cyclique est projectif,

(8) A est auto-injectif et héréditaire.:

(9) Tout A-module est somme directe d'injectifs.
(10) Tout A-module est produit direct de projectifs,
(11) Tout A-module est quasi~-injectif.

(12) Tout A-module est semi-projectif.

Les équivalences 1 ¢ 24 3 &> 4 sont connues (voir [s]),

L'équivalence 1 & 5 a 6té démontrée par Renault en [7] .

L'équivalence 1 &% 6 & 8 a été démontrée par Osofsky en
[22] .

Il est clair que 4 =% 7 ; si tout A-module cyclique est
projectif, soit I un idéal de A : A/I étant projectif, la suite
exacte O —> I —>A —>A/I —> 0 &éclate et I est un facteur direct
de A, Donc 7 => 1. On a 3 = 9 et 9 = 6. Il est clair que
4 = 1lo.

Montrons que 10 = 1 : si tout module est produit direct de
projectifs, tout module simple est projectif, et tout idéal maximal

m de A est un facteur direct de A, puisque la suite exacte

o > m > A >A/m —> 0 éclate ; ainsi aucun idéal maximal de A,
donc aucun idcal propre cde A, n'est essentiel dans A, et A est
semi-simple, d'ol le résultat,

L'équivalence de 1 et de 11 a été établie par Govorov en E23]

Il est clair que 4 = 12, Montrons enfin que 12 = 11 : si tout
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module est semi-projectif, tout quotient d'un module est isomorrhe a
un sous-module de ce module, donc tout module est cvasi-injectif,
d'apr2s un corollaire que nous avons tiré au chapitre III d'un
résultat de Maury.

Il existe bien slir beauvcoup d'autres prorpiétés érmivalentes
a la semi-ﬁimplicité d'un anneau A (telleé les suivantes : toﬁt
A-module est injectif ou projectif (resp. injectif ou scmi-simple,
projectif ou semi-simple, injectif ou projectif ou semi-simplg)).

Notons gqu'en raison de l'éguivalerce 1 & 5, il existe, sur
tout arnneau artinien non semi-simple, tel z/4, un module possédant
la proprid é (P) essen-iel dans un rocdule ne la possédant pas.

En eifct, tout mocdule non nul sur un anneau artinien est

extension essentielle d'un (unigne) sous-modqle semi-simple, possddant
donc la propriété (P) ; or, si tout A-module injectif posséde la
propriété (P), tout A-module possdde la prooriété (P), puisque tout
sous-modinle d'un module noss?dant la proorifté (P) possicie la
propriété (P) (=i, dans uvn treillis de JIohason T, lleszentialité est
commatible avec l'union, il én esf de rixe dahs tout sous-treillis de
Johnson de T). Cette remarque pormot d*ailleurs d'assurer que ponur

qu'un_a=reau A _soit somi-simple, il fovt et i1 svffit cgue 1!'jintercactin

de deux _sovs-module iniectifs d'un A-medule soit uvn mcdule ininctifl,

Les modules injectifs indécomposables possddant la propriété
(P), il exicte, sur un anneau noethérien non semi--simple, tel. z/4, Ces
modules «%)5.61 poss2dant la pronriété (P), sans que leur somme

directe Q = @ Q. la possade.
i€r *
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