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TITRODUCTION

La terminologie de ce travail est celle des ouvrages [1] ,[3] et [6] de 1a

bibliographie.

Les chapitres III et IV de [3] sont 4 l'origine de ce mémoire. Les résul-
tats de [3], considéres corme fondementaux, seront utilises sans réference
explicite. Signalons ccpendent qu'il nous a semble nécessaire de modifier les
notions d'ensembles individualisés et d'alge€bres quentifiees données dans [3];
en effet, pour exprimer certaines proprietes intéressantes du calcul des pré-
dicats en langages algcébrique ou topologique, il nous a fallu renforcer certains
axiomes. Le chapitre I est consacre eu développement de la technique du caleul
des substitutions ; nous donnons une caractérisation du calcul des predicats en
termes d'enscmbles individualises. Dans le chapitre II, nous domnons les défini-
tions des algibres quantifices et nous étudions les proprietes catégoriques des
alglbres quentifiees pour préciser différentes notions de liberté et donner une
solution fonctoriclle & ces problémes universels. Ensuite, reprenant la notion
d'homormorphismes validants qui jouent un rGle essentiel dans le theoréme de cope
pletude, nous montrons cormment "interpréter" un homomorphisme validant comme moy-

phisme de la cetégorie.

Hous en déduirons 1'analogue du thcoréme de completude de G3del pour des
classes assez larges d'algeébres quantifiées et des généralisations (théordme ge
compacite, de Lowenhein-Skolenm, ctc...) pour un cardinal quelconque pour les

mfres classes.
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CHAPITRE I : ENSTABLES IIDIVINUALIRTS

§ 1 - Le calcnl des substitutions

Soit I un enscmble infini. Notors J l'ensemble des suites finies -OL=
= (a.l,b Yseens (a ,b ) d'eléments de I2. La suite vide-sera notZe ¢ ; pour
. 2
-‘ - 5 > a ’(514-
deux suitecs L= ((a ,b. ) den’ et G" (ci’di)) cen on designe par v

la suite ((l Sk ))l§1§rﬂ+n avec (li,ki) (a. Jby ) pour l&iqm et (li*u’ki+3) =

n

(ci’di) pour l(g{n; pour ael et <€, on écrira a #Ctpour " a # a; et a #Db

leigm "
D1. Definition : Un enscmble E est appclé "ensemble individuelisé" ou I-en-
semble, si a chaque couple (a,b)eI2 on a associé une application de
E dens E, notée (a/b) ct appelde substitution, l'ensemble de ces
substitutions devant varificr les cinq axiomes suivants :
&) (a/e) = 1 pour tout a I.
2) Si & # b, alors (c¢/z2)(b/a) = (b/a) pour tout a, b, cel.
3) (a/b)(b/e) =(@/v)(a/c) pour tout a, b, cel.
L) Sib#c,dct d#a, b, alors
(a/v)(c/d) = (c/d)(a/b) pour tout a,b,c,i&I.
5) L'ensemble I, = {a&l, il existe béI (b/a)a # a} est fini
pour tout aekE,
Exemple . : Si K est un ensemble quelconque on pose (&/b) =ﬂ.K powr tout
(a,b)ﬁle. (individualisation triviale).
Exemnle 2 : Pour c€I on pose : csib#c
(a/b)e =
asibs=

Exerple 3 : Soit nél et I 1l'ensemble des parties finies de I ayant n eléments

au plus. Soit y = {cl,...,cn}éIn, alors (a/b)y = {dl’""dn} ou
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1) si béla ,elors : (a/b)(b/c)a = (a/c)a
2) (a/v)(a/c) = (a/c)(a/b) pour tout a,b,c @I

Démonstration :

C'est une conséquence des axiomes 3 et k.
P2, Proposition : Si b, b' li’Im et si b #0U4 b' #0telors, pour tout a, del :
(a/v)ouUb/a)a = (d/p')te(b'/a)a Yacsignifie évidemment (a}/b)

(a2/b2) ees (an/bn)a ).

Dénmonstrztion :

(b'/b)UL(b/a)a =0Lb'/b) (h/a)a (par l'exiome 4) qui est égal d'ap»dis

P1 3 wfb'/e)a ; dene : (a/p'YR(b'/a)a = (d/bf)(b!/b)X(b/a)a =(d/bY(b/a)a

car'b? #(b/e)a cu b' = b.

D2, Définition : On note I-E la catégorie des I-ensenbles dont les objets sont
les I-enserbles E, E', ... et dont les morphisries sont les epplicaw
tions entre I-ensembles qui cormutent aux substituvtions. Un morphis-
ne de I-cnsenmbles est eppelé I-applicetion.

P3. Prcposition : I-E posséde des produits directs guelconcues.

Denonstration :

Soit (E une femille de I-ensembles et soit P le produit ensembliste

)

A ))\G_L

des E, . Pour a = (a,),,; *P, poscns : (a/b)a = ((a/b)a . Lo substitution

L

(a/b) est dcne définie dans P tout entier et de minme 1l'ensemble Ia pour tout

A el

a&P, d'aillewrs : I -\ S I, - Soit E ={atP ; I, fini} . Il est clair que
Ae L A
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la restriction de (a/b) & E est unc application de E dans E et gue pour ces
substitutions E est un I-ensemble. Désignons par P, la restriction & E de la

)

A -iéne projection ée P dans E, . P, est une I-application et (E,(p)‘ )AeL

est produit direct dans I-E de la famille (E.) . En effet, soit K un I-ensem-

AT el

: K= i ) " =
ble et hl K E)\ des I-applications. Posons pour YeK h(\f) (h)\( \?)léL’ alors

h(¥ )¢, car I = U h, () done I CIys. I1 est clair que h est l'unique
| nted gL i) =79

I-application telle que P, h = hA pour tout ML.
On peut remarquer que E est non vide si chague E)‘ est non vide, Car soit
ao&I, agE et 8, = (ao,bl)...(ao,bk)axoii \) {b.} =1+ pour 8= (8)

1g1gk 1 A A" xeL

on a IB = U IB C{ao} . Par un raisonnement semxblable, on voit gque P,
ML A

applique E sur E)‘ . De plus, si L est fini, alors E = P.
Exenple : In, muni de la structure de I-enseuble produit direct de la structure
de I.

Pk, Proposition : I-E posséde des sommes directcs quelcongues.

Dénonstration :

Soit (EA)ML une famille de I-ensembles, E la réunion disjointe des E, et

q, ¢ EA—?E l'injection canonique. Si ae€E, alors il existe un unique XL et un
unique BG_E)‘ tels que o = a, (B). On pose (a/b)a = qx((a/b)e). I1 est clair
que pour ces substitutions E est un I-ensemble, q, une I-application pour tout

ML et que (E, (q,),. ) est somme directe de la famille '(EA) dans I-E.

AeL
Exemple : Soit L l'ensemble des enonceés elcmentaires du celeul des prédicats

- - . n
du premier ordre. L est somme directe de la famille (Irr)reR ol R designe

l'ensemble des relations du caleul et ou n_ est le poids de la relation r.
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P5. Lerma : Soited,vl= ... (e, ,b, )...(ai b )e.o(a, ,b. )... OU les

1 r lr lk lk
points signi.’ient que pour m<il) b::l # ail’ pour lj<m<lj+i bm # a;
J*h
et pour mdi, b # b. , mais b. = a. 1¢j<k~4 . Alors pour tout
< k m 1 1j lj*l ~

i 0 ié‘-. I

(a, /1)0U(i/b; )o =Ca
11 lk

Dénorstration :

Pour simplificr 1l'ecriture, posons :

i, =a, Ogjk-1 , 1, = b, ; alors :
J 1j+1 k 1,

(Lo/Ddli/i)a = (io/i)eeelioliy Veuali /ip) e uldy /i) e n (/i) )a
ceelio/D) (Bo/it Venn(Ba/ig)eenliy /i) een (/80
= e Bo/iy V) (i /i) (B /4)) e (4))a
/i)(ik_l/ik)...(i/ik)a=

)...(1 /i)(i/1 )a-i{a

...(io/il)0"(il/i2)"'(ik—1

= ooo(lo/ll)ooo(ll/12).oo( k 1
ceci per application réitérée des axiomes 3 et k4.
P6. Lerme : ( de la substitution sinultanée)

Soit A, ael, I = {Ci""’ cn} avec ¢, # e pour i # j. Alors, il

existe (ey, eo,...en)éiIn tcl que pour tout (dy,..., dn) ™ avec

d; # dj pour 1 # j et a5 # es, cj pour 1<i, j<n, on ait
= ; ees e e KA .
(*) cer= (e1/ar)..(e /d )(d fe )...(d1/c1 K

De plus, si c, # bj pour lg¢jsn, alors e; = Cyy sinon il cxiste a.

© e -
avec by # aj pour k<j tel que e, gj.
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Démonstration :

S'il existe un élément (e,,..., -en) de I" tel que 1'équation (k) soit véri-
fiée pour un élément (dl’”"dn) de T satisfaisant aux conditions imposées,
alors l'équation 0{() est verifiee par tout (dl""’ dn) satisfaisant 4 ces
conditions (cf. P2),

Hontrons 1'existence par récurrence sur la longueur m de la suite &
5im =0, c'est-a-direvL = @, il suffit de prendre e, =c; isignet d; comme

indiqué dans 1l'énonce.

Cas m+l :
VL = (al’bl)""’(am+1’bm+1) et supposons que bm-rlé‘la , par exemple
bm+1 =c,. Ecrivons ttsous la forme du lemme P5, c'est-d-dire ¢

!
= g 1 o e 0 1 ] o o 9 i . L[] i 1 A .e ' &
28 ...(el,ll) (11,12) (1k_1,c1) Soit maintenant d; #4r, d;$I d'aprés

P5 :Ura (ei/di)Oddi/ci)u =

(ei/di)(al/bl) ...(am/bm)(ik_llci)(di/ci)a =

(ei/di)(al/bl)...(a.m/bm)a car di # c; .

= - ] -
Or, I(di/ci)u {cl""’ci-l’di’ci+1""’cn} et en appliquant l'hypotheése

de récurrence & : (e.l/bl)...(am/bm)e ol B = (di/ci)a , on obtient :

oce = (e;/d;)e /a )..ule; /a; )a,/f ) (e, /d.  ).u.(e /d )(a /e )...

i+1
'"(di+llci+1)(fi/di)(di-1/ci—1)“‘(dl/cl)B , car d, # bj Kim.

Les conditions imposées a f:,4; et dj et c; pour 4<j¢n font que les (ej/dj)
pour 15j<n sont permutables entre eux, de méme les (djlcj) pour 15j¢n, de plus

(di/fi) et (fi/di) sont permutables avec (ej/dj) et (dj/cj) pour 1<j<n. On obtient
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donc : a= (e1/dl)‘°'(en/dn)(dn/cn)“'(dl/cl)(di/fi)(fi/di)“ =

= (e l/dl) .o .(en/dn)(dn/cn) .o .(dl/cn)a

si bmﬂc.;:_‘la, elors a= (a;/b))...(a /b Ja= (e,/d)...(e /a )(d /e )...

...(dl/cl)a
D3. Dérfinition : Soit b= (bl,...,bm)dm et a = (al,...,am)C %, soit s(&/
1'application, appelée substitution simultanée des bi aux a., définie
par : s(b/a)a = (bl/il)...(bm/im)(im/am)...(il/al)a
ou iy # i, sik#j,i # a;,b; pour tout k, j et ikggzu.
P7. Lemme : Soit deT®, eer™, beI®,ael”,ack, alors :
s(db/ae) = s(d/g)s(gb/ae)a

ol g= (g )eI” avec g, # b #g LT pour tout i, j
12°° 8 i 3? g; j? 8i¢a > Jo

Démonstration :

) /e Yoo (i, /a)

s(db/ae)a = (a /i )...(a /i Mo /i )...(b /i ien n+1/ 2

n .m+n
(im/em)...(il/el)a =

= (@, /5 ) ena /i ) fe ) ee e (i Je ) 8y /3 )) e ey i) (0 /5 ) e (o, /3, )
(i, / )...(im+1/a1)(im/em)--.(il/el)a = s(d/g)s(gb/ae)a . Les ij vérifiant

les conditions voulues. ;'Posons : s(bir/a)a = (bl/il)...(‘om/im)v(:i.m/zs.m)..,(;i_l/al)c1

n+n 8'n
pour -&J, ol i,j # bi’ai’ik’a"ij;éIa , pour tout i, j, k # j.
Retenons que : s{b/s(d/e)/a)a = s(bd/ea)a = s(bo/a,)a ou

bo = (b ,..I,bm

R dl”“dn) et aF (al,...,am, Clseees en).
P8. Lemme : Soit d, QGIk,aeE, XE&J,alors :
a) ots(d/e) = s(dy//e)a  ou do=d dans I'k
. k . . .
b) s(dix/e)a =s(g/e)a ou gel avec g; # g; sii £33, g; £or

g; &1, 0o = (4,/5))...(8, /5, )
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Demonstration :

a) Considérons le cas olitt= (a/b) le cas général s'en déduit par récur-
rence. (a/b)(d /i))...(q /i )i /e ). . (i /e )a =

= (a/ll)"'(a/lj)(dj+1/lj+1)"'(dk/lk)(a/b)(lk/ek)"'(11/01)0
ou l'on suppose, sans perdre de¢ généralité, que dl"“’dj = b nais

d l,ooo,dk#b‘

J+
b) Soient g et1{R, comme indiquégdans 1'eénoncé, alors pour des ij Ik

convenahles :

Uos(g/e)a =Ulg /i) (g, /i ) (i /e ) vuli/e))a =

(dl/gl)...(dk/gk)(gl/il)...(gk/ik)4{(ik/ek)...(il/el)u =

(dl/il)...(dk/ik)zz(ik/ek)...(il/el)a = s(d/ur/e)a .

§ 2 - Le calcul des prédicets du premier ordre :

A l'aide des deux lermes précédents, nous allons établir une condition
nécessaire et suffisante pour qu'un I-ensemble E soit same directe d'une
famille (Ir;A )MSL’ donc iscanorphe & l'ensemble des éncncés élémentaires du
calcul des prédicats du premier ordre.

Remarquons d'abord que aR 8= " il existe-w?J a =o8 " est un préordre sur E.
Soit R, la relation d'équivalence associée & R. Posons : aRlB = " i1 existe une

suite finie Appeney O d'eléments de E avec a =a,a = B ct aiR a. ou a.,,R ay

1 1+} 1+1
pour lgign-1 ", Eviderment Rl est une relation d'égnivelence et R, implique Rl'
Soit E;= E/ Ry muni d? 1l'ordre déduit de R, La relation Rl induit une relation
d'équivalence Ry, sur E, et 1'on identifiera dans la suite E/R1 et Q/Rlo. Avec
ces notations :

P9.Proposition : E est sorme directe de la famille (Ijl )>eL si et seulement si :

1) Chaque classe de E/R o posséde un plus grand &lément.
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2) Pour tout ael (el/dl)...(en/dn)(dl/c1)...(an/cn)a =
- S 1 1
= (e 1/dl)...(e n/dn)(dl/cl)"'(dn/cn)a
entralne : (el,...,en) = (e'l,...,e'n) (ceci avec les notations de PS5),

Dans ces conditons L = EO/Rlo et n, est le cardinal de I ou BAeE et ol

B

la classe de Bxdans Eo est le plus grand élément de la classe Ae;%/Rlo.

Demonstration :

Remarquons d'abord que aRoB entralne card. % = card. Ia car elors
Mg = B et 33 = a ,donc card. Ia < cdrd. Exg = card. IB et card. IS<‘cnrd. 158
=cerd. I_ .

a

La nécessité des conditons étant irmediate, nous montrerons leur suffisance.
I1 est clair que E est sorme directe de la famille (EA)AeL ol L, est la classe
de E/R1 correspondant & la classe AeaEO/Rlo. Montrons que E est isomorphe &
1”1 . soit B, comme indigué dens 1'enoncé, mais fixe, {cl,...,cn }la base de B, -

A

Posons s(8) = (¢,,...5c ), l'ordre des c; choisi arbitrairenent, mais fixe dans
la suite. Si a€E, alors a = (el/dl)"'(enx/dnx)(dl/cl)°'°(dnk/cnx)@\pour un
seul (e ,..., enx). Posons sa = (el/dl)"'(enA/dnl)<d1/c1)°"<dn<cnk)s@¥°
On verifie aiseément que s est une bijection. s commite aux substitutions cer sji

b # e; povr l¢igm, alors s{a/b)a = sa = (a/b)sa . Sinon on peut supposer que

b = e, et alors :

s((a/b)a) = s((a/el)(efdl)...(el/dil)...(el/dik)...(dl/cl)..(dnx/cnx)ex).
Les points dans cette ecriture signifient que ei'# e, si 1 ne figure pas dans
1l'écriture.

On verifie que le meribre de droite de l'égalite ci-dessus est égal a :

s((a/dl)...(a/dil)...(a/dik)...BA )
ol les substitutions non écrites restent inchangées.
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Ce dernier élément est égal a : (a/dl)...(a/di )...(a/di )...SBA =
1 k
(a/el)(el/dl)...(el/dil)..(el/dik)...(enx/dn)‘)(d{cl)...(dn)‘/cn )SBA=

A

(a/el)sa .
Exemple : Si n »2 , alors In muni de la structure definie dans 1l'exemple 3 de
la page 5 ne vérifie pas la condition 2) de P3.

Mais il est clair que E est sormme directe de (In

)

si L verifie 1) et

A A¢L

la condition :
(el/dl)...(en/dn)(dl/cl)...(dn/cn)a =

= (e'I/dl)...(e'n/dn)(dl/cl)...(dn/cn)a eotraine : \?/ { ei} = \fj/ {e'i},
1€1<n 1gi¢n

pour tout agE.
P 10. Proposition : Tout monomorphisme de I-E est injectif.

Démonstration :

Soit a # B dans E et {cl,...,cnk> I I, avec c, # c; Definissons deux

8

I-applications S;» 8 de I® dans E :

2
x, sﬂf1ﬂ(cl,...,cn))

s ((c 5eeerc)) sy((ey/d)).ou(@y/ey)eg,ense ) =

(el/dl)...(dn/cn)u (ef. P6)

82((C1,-~-,Cn)) = B, Sebﬁﬁ(cl,...,cn)) = (el/dl)"’(dn/cn)s .

s, et s, sont bien definies et commutent aux substitutions (ecf. la demonstration
de P8). De plus, si u est une I-application definie sur E avec u(a) = u(B), alors

UoS, = UoS,, donc u ne peut &tre un monomorphisme.
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CHAPITRE II : ALGEBRES INDIVIDUALISEES, ALGEERES QUANTIFIEES

§ 1 - Définitions, théordme de complétude du calcul des predicats.

D1, Définition :
2) On sppelle I-algébre ou algébre individualisee sur 1l'ensemble I,
toute algébre de Boole A munie d'une structure de I-ensemble telle
que les substitutions soient des endomorphismes (booléiens) de A.
b) On appelle P-I-algébre ou algebre partiellement quantifiée sur I,

un couple (A,P) oi A est une I-algébre, P un I-sous—ensemble de A

tel que :
6) \V4 (b/a)a  existe dans A pour tout oeP et appertient & P.
bel :
7) Pour tout 1xe&J, aeP, M(v(b/a)a) = \/'U((b/a.)a .

bel bel -
c) 8i P = A, on dira que A est une Q-I-algebre ou encore que A est
une algébre quentifiée sur I.
L'égalité de l'axiome T) exige l'existence de v*ﬁ(b/a)u . Or,
celle-ci est une conséquence des autres axlomels)e-I

Pl, Proposition : Si A est une I-algébre qui vérifie 1l'exiome 6) pour un I-mous-

ensemble P, alors pour toutXeJ, \/ o (b/a)a existe et \/Q(b/a)a =

bél bel
\/ (b/i){i/a)a pour tout i # OC, i%l .
bel | *
Démonstration :

Il est clair que bg (b/iYU(i/a)a existe et est sous les conditions

imposées indépendant de i (cf. P3).

D'autre part, b\e/I(b/iMi/a)a > (b/i)0i/a)a =Ub/i)(i/a)a =A(b/e)a

si b # b, 1¢igm. Si eu contraire, b = b., alors il existe eel tel que :

Vub/a)a = (e/i)ub/a)(i/a)a = (e/i)U(i/a)a pour un i convenable (cf. P ) et
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’
et par conséquent : \,/' (b/iki/alxy(b/a)a pour tout bel.
be&l

Soit BeA, B>1{b/a)a pour tout bel. Soit eel, = I -{bl,...,bm}, i convenable,
alors Bode/a)a =e/i)(i/a)a = (e/i)uUi/a)a . |
or,8 >(e/i)U(i/a)a pour tout eel,, entraine que :
B8 = (b/e)8 > (ble)(e/i)vyifa)a = (b/i)ulifa)a si e%lsulm(i/a)a, bel quel-
conque.
P2, Proposition : Ecrivons Jaa pour b\e/; (b/a)a . L'applicationa « -»Jaxest appe-
lée "quantificateur". On peut é&noncer :
Soit A une P-I-algébre,aeP, acl,ed :
Taa = Ji(i/a)a pour tout i#—Ia
Jaa = Jiw(i/a)a pour tout i# I, 1i#00,
8ia # VU, 0Jaa =3a0(a/

4 N s e
Jeas= \ (b/a)a ol I, est une partie infinie de I.
b&l,

Démonstration :

V (v/a)e = V. (o/i)(i/a)a pour id1, .
bel bel

a\/(b/a)a = Va(v/a)e = V (b/i)(i/a)a pour 1'416, i #¥Cld'aprés 1'axiome T
bel bel bel

et P1
Si i #1x, ié‘Ia ,» €t si a #U alors :
»Jaa =Fi Oi/a)a =Fi(i/elne = Fawo.
P3. Pr_qpositioh ! Soit A une algébre vérifiant l'axiome 6 ) pour un I-sous-ensenble
P. Alors péura&P, acI,eJ i1 y a équivalence entre :
"-xJaa = 3i Ot(i/a)a pour :'L%Ia » 1 A"

ro ¥ (bfada) = v O(v/a)a M.
bel b
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Démonstration :

On applique F1 et P2.
Remarque : Si A vérifie les hypothéses de Pl, alors l'axione :
" (¢/d)laa = Ja(e/d) pour tout &,a ; c,d # & f entraine :
(c/a)3aa = (¢/d)3i (i/a)a = 3i (c/d)(i/a)apour i # ¢, 4, ifla et
o Jaa = di(i/a)a = 3Jix (i/a)a pour i#Ia ,ifw
Exemple : Soit L l'anneau booléien associé au calcul des prédicats du premier
ordre. L est une Q-I~-aelgébre. En fait L est la Q-I-algeébre 1li re sur 1l'I-ensemble
de ses énoncés élémentaires. (cf. [3] chapitre IV, § 2).

" La Q-I-algdbre A est libre sur 1'I-ensemble E " signifie bien ent;ndu que
A est solution du probléme universel suivant :

" Existe-t-il une i—applicaxion g de E dans A telle que pour toute I-appli-
cation £ de E dans wne Q-I-algebre B, il existe un et un seul Q-I-honomorphisme
h de A dans B tel que £ = hog 2 "

Ou nous appelons Q-I-homomorphisme tout homomorphisme booléien entre
Q-I-algebres qui coamute aux substitutions et aux quantificateurs,

Soit E un I-ensemble, LE 1'algébre de Boole libre sur l'ensemble E. On sait
que L E s'identifie & 1l'algébre des ofs B, de 1l'espace 2E. Par définition ge B,,
chaque substitution (b/a) : E+ECL E se prolonge en un endomorphisme
(b/a) : Bo *Bo et en fait B, est pour ces substitutions une I-algdbre, & savoir
1'I-algébre libre sur 1l'I-ensemble E. Dans la suite B, sera con#idérée coﬁme
sous-algébre de P(2E), muni de sa structure 4'I-algébre.

Rappelons que 1l'on identifie E avec une partie de By en identifiant ceE et

1'of (= clopen de Halmos) Ue = {heQE : he =1}).
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Par suite d'une modification de la rédaction de ce travail, nous supprimons
8 cet endroit différentes propositions et définitions ; certaines seront inserées
plus loin. I1 s'ensuit une solution de continuité dans la numérotation des re-
sultats, qui n'a pu &tre evitée pour des impératifs matériels.

Nous citons également ici une définition que nous n'utiliserons qu'au § 3,
proposition 34, mais dont la mise en page en un autre endroit aurait conduit &
un bouleversement corplet du travail mateériel déjad realise.

D.2. Définition : Soit A une algébre quantifiée sur I; h : A;+2 un homomor-
phisme booléien, ou 2 est l'algébre de Boole a deux €léments ; on
dit que h.est validant, sgi h(ﬁgx (b/e)x) =bé& h((b/a)«) pour tous
ael et xcA.

§ 2. Propriétes des categories des algébres individualisées, quantifiées, et

partiellement quantifiees :

D6. Définition : |
a) Notons P-I-A la catégorie des algdbres partiellehent quantifiées sur
l'ensemble I dont les objets sont des P-I-algébreé et dont les mor-
phismes sont les homomorphismes booleiens
B (A, B)=(A,R,) |
de Al dans A2 qui commutent aux substitutions, qui appliquant P1 dans

P, et qui conservent b\e/I (b/a)x pour tout acl xeP) :
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% -V ,
h(beI (v/2)a) bel h((v/a)a) ou encore :

h@aa) =3ah(a)
b) Notons I-A le sous-catégorie pleine de P-I-A formée des I-algdbres
c'est-d-dire des P-I-algébres (A,P) avec P = @.
c) Notons Q-I-A la sous-catégorie pleine de P-I-A formée des Q-I-algdw
bres, c;est-é-dire des P-I-algébres (A,P) avec P = A,
d) Not&nsﬂl. la sous-catégorie pleine de Q-I-A formee des algebres de
Boole munies de 1l'individualisation triviale.

P15. Proposition :
P~I-A posséde des produits directs quelcomiues. Le produit de la famil-
le vide, c'est-d-dire l'objet final, est 1, 1'algbre de Boole réduite
& un seul élément, muni de l'individuelisation et de la quantification
triviale.

Démonstration :

Soit (P, une famille de P-I-alpdbres, B 1'algdbre de Boole produit

’AA)AeL

des A}‘ et A la partie de B dont les élements a vérifient "A%sé I, est fini",
A
A est un I-ensemble (cf. Chapitre I PL) et une sous-algébre de B, De plus, soit

P la partie de A formée des €léments (o avec afP)‘. P est aussi un I-en-

)\)NEL
semble de A, si aeP alors I}ZI (v/a)a = ‘;él (b/a)(ak)st = (b\él(b/a)a)‘)xd‘ep
et il est clair que les substitutions vérifiént sur P 1'axime 7).

On verifie aisément que les projections p, de A dans A, sont des P-I-morphismes

et que ( (A’P),(p)‘)xa‘) est produit direct dans P-I-A de la famille (A)\’PX))\&L'

P16. Corollaire :

I-A poss&de des produits directs quelconques.

L'objet final de I-A &étant (4,9).
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Démonstration :

si (A)‘, P)‘) est dans I-A pour tout Ae L, il en est de meme pour (4,P).
P17. Corollaire :
Q-I-A posséde. des produits directs quelconques .
L'objet final de Q-I-A c¢tant {(1,1).

Démonstration :

Si (A)‘, P)‘) est un objet de Q-I-A pour tout ML, il en est de méme pour (A,P)
P18. Proposition :
P-I-A posséde des sames directes quelconques.
La same directe de la famille vide, c'est-g-dire 1l'objet initial,
est 1l'algébre de Boole 2, munie de 1l'individuelisation trivicle.

Dénonstration :

Soit (A,(qx) XeL) la somme directe booldienne de la famille (AA;\GL et P la

réunion disjointe des P, « On peut identifier P avec une partie de A les q, étant

injectifs. Montrons que ((A,P), (qk))XeL est sorme directe dans P-A de la fa-

nille (AA,P A) AL

On définit 1'endamorphisme (b/a) de A par :
(b/a)q, = q,(b/a) pour reL
et A est une I-algébre pour ces substitutions. Soit X)‘ 1l'espace dual de AA’ X

(a)

celui de A, Notons P, l'application duale de Q. Alors pour aePA "\( (b/a)q)\

existe dans A " equivaut & :

W\t

ber PA (t(b/a)a ) est un of de X " (tétant l'isomorphisme de Stone).

ar %;I P, H((v/a)a) = p)‘ (§é/1 1(b/a)e) ce qui signifie que :
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\V/ (b/a)a. (a) = q.( V (b/a)a) dans A. Le reste de la demonstration n'est
bel A Moex

plus qu'une question d'écriture.

P19.Corollaire :
I-A posséde des sommes directes quelconques.
L'objet initial de I-A etant (2,8).

Dénmonstration :

Si (AA’PA) est un objet de I-A pour tout ieL, il en est de mEne pour (A,P),
Remarque : Si (AA’PA) est une Q-I-algébre pour tout A€L, alors en général la

sorme directe de la famille (A dans P-I-A n'est pas une Q-I-algébre.

A’PA)AGL
Nous verrons plus loin que Q-I-A posséde sussi des sommes directes quelconques,
Notons deja que (2,2) est objet initial de Q-I-A.

DT. Définition :

Soit I, une partie infinie de I. Une Q-I-algébre A est alors de manidre

canonique une Q-Io-algébre (Rappelons que A4 (b/a)a = V (bv/a)a
" bel bel,

dans B). Noué pourrons donc parler de Io-sousnensemble; @e I,-sous-
algébre, de Q-I,-sous-algdbre de la Q-I-algchre A.
a) Soit E une partie de la Q-I-algébre A. La plus petite Q-I-sous-
algébre B de A contenant E (qui existe toujours) sera dite 1la
Q-I-sous-algébre engendrée par E.
Soit I, une partie infinie de I, nous donnons une significetion
analogue & " la Q-Ig-sous-alglbre de A engencrée par la partie E ",
b) La plus petite sous-algdtre (booléienne) de A stable pour les
quantificeteurs contenant la pertie E (cette sous-elgdbre existe

toujours) est dite la Q-sous-algdbre .de A engendrée par E.
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P 20, Proposition : Soit A une Q-I-algébre, I, une partie infinie de I, Eo un Io-
-sous-ensemble de A, Si E; est déja défini pour ifm, alors E ,, est
par définition 1l'ensemdble des agA qui vérifient 1'une au moins des
conditions suivantes :
1) I1 existe BeE tel que a= 8'
2) I1 existe BeE , ael telsque a =3aB
3) 11 existe k, Ogkgqm, BEE _,» vel, tels que a=Bay
alors :
a) E_est un Io-sous-ensemble de A et E CE pour tout n

b) B = :Eé En est la Q-I,-sous-algsbre de A engendrée par Eo.

¢) la Q-sous-algébre de A engendrée par E, et la Q-Iy-sous-
algébre de A engendrée par E, sont identiques.

.d) Si C est une Q-Iyo-alglbre et g et h deux Q-Io-morphisnmes de
B dans C tels que g/Eo = h/E,, alors g = h.

Démonstration :

HMontrons a) par récurrence sur n ; c'est vrai par hyprthése pour n = 0 ;

cas n+l : I1 suffit de montrer que E,, est steble pour les gubstitutions :
(c/a)8' = ((c/a)g)* ol BEE_

(c/d)a = (c/a)3ag = Ji(c/a)(i/a)B o BeE -
(c/a)(Bay) = (c/d)Balc/a)y ol BeE .. YEB

Le menbre & droite appartient dans chacun des trois cas, par hypothése

de récurrence, encore & E
n+1

E CE.,, »cer si ofE et aé}Ia elors a =-jaa €E .-
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b) et c) : B est stable pour les substitutions de I, et B est la plus petite
sous-algdbre de A stable pour les quantificateurs.

d) On montre par récurrence que g/en = h/En pour tout neN.

P2l. Proposition : Soit E, un Io-sous-ensemble de la Q-I-algebre A, B la Q=Io-
sous-algdbre de A engendrée par E, et £ = sup (card.E,, card.I,)
alors : card. B £ &.

Démonstration :

Came § 2Xo, il suffit de montrer que card. En{£ pour tout n<i. Ceci est
vrai pour n = O,

cas n¥ ¢ E = E' v U JaE_u \\J '(E ~E) (*)
—_— n+1 n 8.€I° n Osks<n n-k Ek

ou E' = { aeA ; i1 existe BEE a = g }
BaEn = { aeA ; il existe BEE a = AaB} etc...

D'aprds 1l'hypothése de récurrence, card. E < £ , donc le cardinal du membre
de droite de (X) est encore inférieur ou égal & &.

Pour établir 1l'existence des sommés idrectes dans Q-I-A et, plus loin,
1l'existence d'adjoints & gauche de différents foncteurs nous appliquerons un
critére catégorigue :

P22, Proposition : (critére de Rieger-Sikorski)
Soit S un foncteur de ¢ dans (E.
a) Définition : Un objet B de € est dit S-engendré par feHmE(E,SA)
s'il existe un morphisme u : B*A tel que :

1) f est factorisé par Su : £
: E ———3 SA
J

e

SB
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2) Pour tout h, ge Eamg, (B,D), Shoj = Sgoj entraine h = g. On dira
que € posséde des S-engendrés, si pour téut feHanlE(E,SA), i1
existe un objet de ¢ S-engendré par f. |

b) Critére : Si € posséde des produits directs et des S-engendrés,
sl S coomute aux produits directs et si pour tout objet E de (E

il existe une famille (AA) d'objets de € telle que pour tout

AeL
feHcmE(E,SA) il existe XL et f € Homc(A)‘ ,A) tels que f soit fac-
torisé par Sf)‘ , alors S posséde un adjoint & gauche T.

Démonstration :

Posons : H, : = Homg (E,SA)‘)

Ah :=A)‘ pour h)‘GHA

A
D, : = ‘ \ A,  avec pour projections Py,
hAeHA A A
D: = i D avec pour projections p, .
) A
A€L
'Alors SD = | | \— \ SAh , par conséquent pour el il existe By »

A€L hAGHA A

g, ¢ Hoam (E, T SAh) tel que Sp, o g, = h, pour tout h<H . Et il existe
A E h.€H h)‘ A A AT
AT

- g, (E, 1T sD, ) tel que Sp, o & = g, pour toutA&L. Soit TE S-engendré par
AEL

g, il existe donc u gHom,, (TE,D) et g > QEQHME(E,STE) tels que g = Su.¢p

et que Sf, .4 = Sf,.95 entraine £, = £, pour tout £, f, e‘Hanm(TE,B).
Posons : :=p- .p, .u pour h €H, , &L,

%, B, Pa 2S5
alors pour tout hAqun(E,SAA) th)\.% =h, et qh)‘ est unique & vérifier

cette équation.
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" Soit f‘sHom:E(E,SA),)\eL tel qu'il existe f)(eHom‘::(A >‘,A) et h)\EHom:E(E,SAA)

} - - s - 4riniti
avec f Sfx 'hA alors u(fx.qhk) 4 f et vu la définition de TE et de ops

.q, ©st cncore unique.
A .h)\

f

Considér.ns les foncteurs suivants :

R e
I P-I-A'"-S-;—-:;*-E
SQIJ “
! P IE
ll;//" S-A T
e
I-A - I

ou S, Sp, S, et S__ sont les foncteurs " oubli de structure " cenoniques et

I QI

1., I. les foncteurs injections canoniques.
QI
Nous &tablirons l'existence d'adjoints & gauche des foncteurs Sts SQI’
Sp, IQ’ S. L'adjoint & gauche TI de SI a €té indiqué page 104, nous en déduisons

que Tp = II.TI est adjoint & gauche de Sp.

Remarquons énsuite que Q-I-A posséde des IQnengendrés (ef.P20). Si A est
une P-I-algdbre et h un P-I-morphisme de A dans unc Q-I-algébre B, alors le
cardinal de la Q-I-algebre A, engendrée par h(A) est inféricur au plus grand
des cérdinaux de I et de A, Par cnnséquenf il existe une fégilie de Qui-algébres

(A

A)AeL telle que pour tout heHo:nP_I_A(A, IQB), Ay soit isomorphe & un A,. Nous

pouvons appliquer le critére de Rieger~Sikorski et nous obtenons :

P23, Proposition : Le foncteur IQ posséde un adjoint & gauche TQ. S1 A est une
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Q-I-algébre alors IQA = A,
En effet, la derniére assertion est ume conséquence de ce que Q-I-A est
une sous=catégorie pleine de P-I-A.

P.2k. Proposition :
Le foncteur S posséde un adjoint & gauche T. De plus T = TQ'Tp'

P.25. Proposition :

Les monomorphismes de Q-I~A, de P-I-A et de I-A sont injectifs.

Demonstration :

Les foncteurs " oubli " possédent des adjoints & gauche conservant les mono-
morphismes. Tout monomorphisme de I-E est une application injective.
P.26. Proposition : |
Q-I-A posséde des sommes directes quelconques.

Démonstration :

Soit (AA)AeL une famille de Q-I-algébres. Alors :

1L i i i& i i
Tq(féi AA) =AeL TQAA - Ael, A, ou la premicre des sommes directes est prise

dans P-I-A et la seconde dans Q-I-A,
P.27. Proposition :
Le foncteur SQI posséde un adjoint & gauche TQI'

Démonstration :

C'est une conséquence du théoréme de Rieger-Sikorski.

P.28. Proposition :

Les foncteurs TI' '1‘p et T sont fidéles.
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Demonstration :

Nous eevons que les morphismes canoniques op ¢ Ea-SITIE (E+ STE, etec...)

sont des injections, donc des monomorphismes (cf. § 1, page 10k et proposition 32).

P.29. Prggosition :
Les categories P-I-A, Q-I-A et I-A sont complétes.

Démonstration :

lous appliquerons un critére de (S) » chapitre I, sous une forme légére-
ment modifiée :

Soit C une catégorie, S(resp.l) une sous-classe des &pimorphismes (resp,
des monomorphismes) de C contenant les isomorphismes ct stable pour la composi-
tion avec les isomorphismes.

On dira que B est un S-quotient (resp. un I-sous-objet) de A s'il existe
P : A-+B, pe3(resp. j : B+A, jel). Tout objet-quotient de A &quivalent & B
est aussi un S-quotient (resp. tout sous-objet de A équivalent & B est aussi
un I-sous-objet).

Si C possdde des produits directs et des sommes directes quelconques, si
tout morphisme f posséde une décomposition triangulaire £ = jp avec peS, jel et
si :

E) Les objets S-quotients d'un objet forment un ensemble.

E') Les I-sous~objets d'un objet forment un ensecmble.,

Alors € posséde des 2-produits et des 2--sommes fibrés,

(cf. (SI démonstration de le proposition (1,6,1) et théoréme (1,6,2)),
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I1 reste d d2Tirir les clacsses Setl . En tenant compte de P25, nous prenons
pour I la classe de tous les morncmerrkicmes (de P-I-A, Q-I-A, ctc...), la
classe Sde P-I-A (de Q-I-A, etc...) sera formée des épimorphismes qui sont

des applications surjectives. Il est clair que les isomcrphismes sont des

" "

surjections " et que le composé de deux "surjections" en est encore une.
D'autre part, tout P-I.morphisme f : (Al’ Pl) + (A2,P2) (tout Q-I~mor-
phisme, etc...) possdde une décompsoition triangulaire f = jp ol p est une sur-

jection. Il suffit de remarquer que (£(a)), £(P))) est une P-I-sous-algdbre de

(A2 ’PZ) .

§ 3 - Homomovrhismes validants - Théoréme de LSvenheim -Skolam :

P30. Pronnsition :
Soit E un I-enscmble, A une algdbre de Boole compléte, h une eppli-
cation de E dans A. Notons h 1l'epplication de E dans A définie par :
h(a) () = héma) pour a E, WES
alors :
a) Il existe une et une seule structure de I-ensemble sur
K = h(E), telle que h soit ‘une I-application,
b) I1 existe une s~nsalgébre K, de A contemant K et une structure
de Q-I-algsbre sur Kh qui induit sur K la structure de I-ensenmble
définie en a).

De plus, K, est Q-engendré par K.

Démorstration :

a) S'il existe une structure de I-ensemble sur K telle que h soit une I-

epplication, alors :

((2/p)h(a)) (@) = h((a/b)a) (®) = h(w(a/b)a) = hla)(x(e,b)).
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ce qui entraine bien l'unicité de cette structure et qui oblige & poser pour
(a,b)elIa :
((a/b)n{)(Oz) =u€(m(a,b))
pqur toutx{@,K,‘thJ.
Pour ces substitutions K est ﬁn I-ensemble car :
h((a/b)a) () = h (nfa/d)a) = h(a) (x(a,b)) = ((a/b)h(a))(vr).
c'est-d-dire h commute aux substitutions. Comme h est surjective K vérifie bien
les axiames 1),...,>5).
On remarque d'ailleurs que a) reste vrai si A est un ensemble Quelconq_ue,
b) Powr (a,b)& I2; définissons la "substitution" (a/b) dans " par
((a/b)y) (@) =\P(afa,b)) pourer’, e,
L'application (a/b) est un endomorphisme de AJ, car :
((a/D)@W)) (L) = (AR (R (a,B)) = exla,b))ri(n(a,b)) =
= ((a/p)}P) () A ((2/D)¥) () = ((a/b)xfh(a/b)w) (.
on vérifie dc méme que : ((a/b)x{)’) (0 = ((a/p)Y)" (.

Soit weAJ avee I, fini,x,&J, soit iel tel que i #ur et iélw (i est choisi
8 !

v
et fixe pour ch'zique et Ul per l'axicme du choix), on posera avec un ebus
d'écriture :

Qev) (00 = V w((b,0)(i,e))
bel

donc Zay eAJ.
Pour neN soit Kn la partie de A définie comme dans la preoposition P20,
Alors Kn est un I-ensemble : Ceci a été montre dans &) pour n = O,

cas n+1 : Montrons d'abord que Kn+1- est steble pour les substitutionms. SOit\?eK
n+1

-\0= ' avec wG_Kn, alors

(a./b)-\? = (a/b) (V') = ((a/b)w)'os-Kn;1 car (a/b)y ek,
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- ¥ = vAx avec yeK . ,x€K,, alors :

(a/0) ¥ = (a/b) (yax ) = (a/v) yA (a/b)x €K .,
-\ = 3ay avec veK , alors : ‘

‘Q(*’Q a V y ((b/i)w(ifa)) pour tout i FOL, iéIw (et non seulement
bel : !

pour un seul tel i), car K est un I-ensemble et ((v/iYoli/a)y) (@) =

v ((b,i)oi,a)). Montrons maintenant que pour tout &J,g\péKw_l .

C0 @ =8 = 3 QUB[IGE fo)) pour & #% § 48, ¢TIy

= Y ((o/3)08(i/a)0)(9) =
= 1\)& ((b/a) (d/i)Q@'(i/a)?)(?’) pour d # Ut

24TE (1/a)
= Y ((b/a)0u(asi) b (3/a)p) (9) =
= Qéx (&i/a)t@ ((v,d)0fa,i)) =
= (dib-(i/e)) (0.

et par hypothése de récurrence Ei&(i/a)t&) . Kn+1'
Il reste d montrer que les substitutions vérifient sur K o1 les axiomes 1),

..,5). Nous ne le ferons que dans le cas ou \7=3 ay , wei{n.

1) pour i # c, iéIw (c/c) Jay =7Ti(c/e)(i/a)y =Ti(i/a)y =3Jay
car (Bi(i/a)y) (@ = Y (i/a)y ((b,a)(4,i)=

= ((b/a) (a/i)(i/a)e) (8) = Y, ((v/ayed(a/a)w) (@) = (3ay) (1.

2) Si b # ¢, alors (a/v)(c/v)Iay =31(d/b)(c/b)(i)a)w =

=3 (e/o)(ifa)y = (e/0)Rilifa)v = (c/v)Tav
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3) (v/e)(c/d)Bay = ... = (b/d)(b/c)T ay
L) si c#d, e ; 4 # b,c,alors :
(b/e)(d/e)3ay = .... = (d/e)(b/c)3ay

< :
Igaw wa\ Ga.} en effet

(b/c)Fay =i(v/e)(i/a)y pour i# (b,c), 14T,

5)

sicdl, ,alors c d1(3/ayy DB/ (i/a)v =3ili/a)y = Jay , done

c 4138.4' .
Sic=a, alorsi¢#aet:
. !

Ji(v/a)(i/a)y = Fi(ifa)y =R ay , donc aglaaw .
Posons K, = U K.

R\
I1 est clair que K est une sous-algébre booléienne de AJ et un ensemble
individualisé, les substitutions sont des endamorphismes. Commew3Iay =
Fiovi/a)y pour i # 1w, i~4’Iw’ tout ce qu'il reste & montrer est que :

Jay = 'b\e[/ (b/a)y (ol le supremum de la famille ((b/a.)w)beI est pris
dans K et non dans A 1).
Montrons d'abord que Jay (U) > ¢(v) pour tout@ ou encore que
¥ ((5,0)01,8)) > W) pour i pue, 4T, .
Or, il existe el tel que (e/i)un(i/a)y =uwy, cer si a # bl,;..,bm

on peut prendre e = a, sinon on applique P5. Donc :

N Wb, 1001,8))5 ¥ ((e,i)(d,8)) = ((e/idofi/a)v)(9) =
= (OW(@) = vin.

Nous en déduisons queJay> (v/a)y pour tout bel, car pour iel,

i#0, i #a,b, i#Iw il existe ecI tel que :
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v (b/a)y = (e/i)t(v/a)(ife)y = (e/ilep(i/a)y
en particulier :
v ((e,idpfi,a)) = (b/a)y (Bi.

Supposons que X¢X, et X >{h/n)y pour tout bel, c'est-d-dire X (%)>
. h 7 & 22

((v/2)¥) @0 pour tout™eJ, bel, alors si :‘érwax et i fUg,X (@) =

i
(OLx)(g) = (v/i)ueX(g) = X({b,i)m> (i/a)u{(b,i)o) = ¢ ((v,ilk{i,a))
pour tout beI. Ceci entraine que :

X 5 Yorv (5,1)00(,8))

c'est-d~dire X3da .
P31, Proposition :.
Soit A une Q-I-algébre et E un I-sous-ensemble de A qui engendré A,
goit h une application de E dans 2 et K, la Q-I-alg3bre asscciée & h,
Pour tout homomorphisme g de A dans 2 qui prolonge h, il y a €quiva~
lence entre :
a) g est validant.
b) L'homamorphisme g : A+ 27 Qéfini per :
gla) () = glra) est un Q-I-morphisme de A dans Kh'

Déronstration @

a) entreine b) : Soit ael, agh, slors g(Faa)tn) = g(rHaa) =
=gl Yoy (a/i)x(i/a)a ) pour § #1x, i1, . Done :
R a) (0 = L al(a/D)ai/a)e) = Y Ela) (a,)0X(4,0)

t 1 b — . P iy A S :
et 1¢io(q) © Fowrvu que g (a)€ K, on en déauit que

g(Jaa)tn) =Faz(a)(t) pour toutvtéd,

Montrons que la restriction En de g & En est une I-application de En dans Kn.
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Par hypothdse, c'est vrai pour n = 0. Cas n+] : SoitagE neJ, alors gler(at)) =
Bl a)') = glona)' = (ogla))' =t (gla))' = (ngla))'. Par hypoth&se de récur-
rence gl a)eKn, done fg(a))'e LS Si aE , alors :
Bn3an) = g(F iv (i/a)a) =2 ig(wili/a)a). Car glali/a)a)e K .Or3i gla(i/a) a)=
Jiu(i/a) gla) = Ja gla) €K, -

si aéEn_k, BéEk, on voit de la méme maniére que :

gl (anB)) =gl anB) =< (g(a)A g(B)) €K, -

b) entraine a) : Notons f l'application de K, dans 2 définie par f(\f) =¥ (4) pour
toutxgél(b. f est un homomorphisme de K dans 2 et fog = g. Donc :
60, (v/a)a) = £og (ae) = £(Ieg(@) = N E()(b/)(5fa)) = M &((b/i)(i/a)a)

= \/ 1
bel g((b/a)a). Car on peut supposer que 14.Ia .

P32, Proposition : Soit TE S-libre sur E. Alors pour toute application h de E
dans 2, il existe un et un seul homamorphisme validant T de TE dans 2
qui prolonge h. |

P33. Proposition : Si f, g et h ont lc méme signification que dans P32 alors :
a) Pour‘ que g(3 aa ) =3ag(a) i1 suffit que E(G)GK_h et g(b\&/l(b/i)op)a
= b\é/I g((b/i)oa) pour toutv&J, iel, ol I, est une partie infinie quel-
conque de I. (sans démonstration).

b) Si 1 est une I-application de A dans Kh," alors Tol = 1.

Demonstration :

(£o1(0)) (<) = follora) = Lwta)(P) = (021(a))(B) = 1(a)(). Pour touteyes.,
P34, Lemme :
Soit I, une partic infinie de I, J, 1'ensemble des suites finieg

d'éléments de I,, A une Q-I-algébre et P la partie de A telle que
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T

© eeP % ¢Io. Si h est un hamamorphisme de A dans 2 tel que :

Bl (v/aka) = ¥  B((b/a)on)

pour tout agle,M&Jo, asP 3
alors il existe geA ¥ te1 que g(a) = h(a) pour tout xP et

ey (v/axa) = Y al(v/alao)

pour tout agIl,MeT, a&P.

Dénonstration :

Soit ao €1o,6 €A, posons :
sa = (aolcl)...(aolck)a

oﬁ\/

16k {ci} est une partie de EIO contenant Ian CIO.

s est bien définie car ces substitutions sont deux & deux permutables. Si

IN(Te =} , alors (30/01)---(&o/ck)0 = a, Si au contraire Ic’\@° = {cl,...,cn}
avec c. # ¢ pour i#j, alars :
(a°/°1)“‘(a°/°k)° = (aolcl)...(ao/cn)a

pour toute partie {cl,...,ck} de @’o contenant {cl,...,cn} .
s est un homomorphisme : en effet, soit aBeA, alors IaABc IGUIB’ done si
(quIg,\ [Io c-'{cl,..,ck}c[lc, alors :
s(aAB ) = (ao/cl)...(aolck)(uhs) = (aolcl)...(ao/ck)ul\ (aolcl)...(ao/ck)B
= sa A sB
Comme I =1 ,, il est clair que s{a') = (sa )'.
Posons g = ho8. g est un homomorphisme de A dans 2 et g(a) = h(a) pouraeP.

Soit\&J, a€l, acP. Came Jaga =Hi(i/a)Vla si i¢-1ua , mais ailleurs

quelconque, il suffit de montrer que :
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g(Jawma) = .}{.‘I g({b/a)om) pour tout aelo = {ao} ;RXEJT,acP. Or :
g( 3ama) = h((ao/e )...(ac/c))Favte) oll ‘e ,.00,c 12T, N [IoD L ooe® (:Io.

Donc : g(3e0a) = h(Ba(ao/cl)...(aolck)Qa) = h(3a.6‘a)

pour un \GyeJo convenable

- h(b\e/:;o (b/a)8) = X Bl(b/a)ba) =

= o, Bl(b/a)(ao/e)) . (a0/e,) Ra) =

= b\élo n((ao/cy) ... (ao/c,)(v/akra)

car a # (a.o,ci) et c; # (b,a) si bel,

V hos((b/a}na).

® ver,
Il reste & montrer que : b\c/to g((v/a)oo) = b\e/I g((v/a)ua)

51 bdl,, alors hos((b/a)e) = B((ao/e,)...(ao/c,)(a0/b) (b/a}tRa) =
= h((ao/c;)...(ao/c,)(ao/b)(ao/a)e) = hos((as/a)Na).
bone : Y, e((/adae) > 8 sl(s/e)o)

et 1'inéz=lité réciproque est évidente.

P35. Proncrition Soit A une Q-I-algébre, K une partie dénombrable de A telle
que la seule Q-I-sous-algébre contenant' K soit A. Alors, 1l'ensemble
des homcomorphismes validants est partout dense dans A .

Démonstretion :

Soit ag€ A, ao # 0, I, une partie dénombrable de I avec I, v quCIo-
[¢]

acK

« Eo est stable pour les substitutions de Jq.

Posons Eo = {m‘(}zﬂo,a €K’

Soit By la Q=Io-sous-algébre de A engendrée par Eo. On sait que card. By =

Xo (cf. P21). Montrons que B =0(\e/.] L B, est une Q-I-sous-algébre de A contew
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nant K et par conséquent €gale & A. Soita& By, BE&Bo, N, GeJ, alors XaprB B =
=le)/a)). (e /3, )(d /e ) u(d /e ok (' /ar ). le? fa )(a" Jet ).u(al e’ )
(forme simultanée) ol d; # cj, e pour tout 1i,j, d; # dj pour i ¥ j mais autre-
ment quelconques. Choisissons done di’ d'ie I, . tels que dj # d'i, e'i pour
tout i, j , alors :
L ' ] ] ] ]

= (e,/d))..(e /a )e' /a' ).l /ar )((a,/c ) .(a /e an (@' [e' )..(a' /c' )B)=
= Zy oUuZEJ et veBy.

D'autre part (@Ra)' =tra' avec a'€ B, siaéB, et Jata =3i(i/akka pour un
ig, convenabdble.

or, (i/a)me = (e,/d,)...(e /a )(d;/c;).c.(d /e )a oii 1'on peut prendre

dJ-GIo, df%i et vérifiant les conditions usuelles. Soit (ej ,...,ej ) la sous-
1 k

suite de (el,...,en) telle que ejr¢ I, pourigrg<k, mais e €lo sij #j_ alors

n n
n-k n

Hi(i/a)a =(e. /4, )..(e., /a. )Ji(e_ /a_)..(e /d Ma,/e,).(d /e a=
Jl J, Je i n, dnl -k 1771 n' n
=123i8 avec ReBo, ielp,t&d.
Came B, est dénambrable il existe hgLE¥ tel que :

h(b;I/O (b/ayra ) =b§° h((b/a)tra)

pour tout aelo,aéJo,uc—Bo et h(“o) = 1,

En effet, h(bgo (b/a)aa) = 'bléo h((b/a)aa) équivaut & :

hé‘%g,q,a = ¥° t((b/ayxa)u T((&o(b/a)‘bl a)¥ ol t est 1'iscmorphisme de

e NV
Stone. Comme 0,8 est un ouvert partout dense de R"' ,\98 a¢lo Was 8
Mo

Q€34
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est encore partout dense dans A% (théoréme de Baire).
D'aprés P3k, il existe geLE™tel que :

g(V (b/a)xB) = V g((b/a)us) et gla) = h(a) pour tout aeBo,
bel bel

pour tout ael,«xel, BeBo, donc pour tout acl et tout aeA. Comme I, cIo,

g(00) = hlag) = 1 |

P.36.Proposition :
Soit E un I-ensemble, TE S-libre sur E. Alors l'ensemble V des homo-
morphismes validants (cf. P.20) de TE est partout dense dans l'es-
pace dual TE*de TE.

Démonstration :

Soit a0eTE, 0o # 0. Il existe une partie dénordreble (m?me finie, cf., P.9)
Eo de E telle que a, appartienne & la Q-I-algébre B engendréé par Eo. Soit h
un homomorphisme validant de B tel que h(a,) = 1. Nous prolongeons h en un
homamorphisme validant g de TE en posant pour aeE :
h(a) s8'il existe 4xeJ, BeE, : a =4¥B

gla) =
0 sinon

P.37. Proposition :
Soit A une Q-I-algébre quelconque,V l'ensemble des homomorphismes
validants de A, a.lofs T =na%si et seulement si A est isomorphe &
une Q-I-algdbre C, sous-algébre d'une algdbre P(X)et telle que :
jaB = bLe'% (b/a)B pour tout BeC, ael
on peut supposer que X = U,

Démonstration :

A sera identifiee avec A** (algébre des ofs de A) ; comme VcA®, on peut

définir un homomorphisme Y: A+P(V) en posant : y(a) = anV
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Les €léments de A formant une base de la topologie de A*} est injectif si et
seulement sil est partout dense dans A%.

Done, si V'= A*, on peut munir C = y(A) d'une structure de Q-I-algibre, iso-
morphe & celle de A et alors :

Iey(a) = ¢( V_ (b/a)a) = V. (v/a)anl,

bel . bel

or " he%gé (b/a)anV" équivaut & : " il existe bel h(b/a)a =1 et hel " ce qui
équivaut encore 4 " il existe beI, he(b/a)a et heV ". Done, on a bien :

Ja wa) = U (o/a)an V= U (b/a)p (a).
bel bel

Si A est isomorphe & une telle Q-I-algébre C, alors pour xeX, l'application
définie par " fx(B) =1 si et seulement si x¢B ", est un homomorphisme
valident et si B # O, il existera toujours f_tel que f (8) = 1, ce qui signifie
que V= C*,

P.38. Proposition :
Soit E un I-cnsemble. Alors il existe un isomorphisme de Q-I-glgébres
f de TE sur une sous-algébre de P(2E) tel que :
_ E
() = (he2” ; h(a) = 1} pour aekE
Jaf(a) = U (v/a)f(a) pour a€TE
bel
Deémonstration :

Avec les notations de la proposition P.37, TE est isomorphe par y & une sous-
algébre de P(V) telle que Ja y(a) = é_% (b/a)y (a).

€

Or, V est en bijection avec oF par 1l'application P qui associe & un homo-
morphisme valident sa restriction & E, donc P{V) est isomorphe & P(2E) par &P,

extension dewd P(V). Alors 1'homomorphisme f = Joy a les propriétés voulues.
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P.39, Proposition :
Soit E un I-ensemble, TE S-libre sur E et \pl'application dey dans ZE

qui & heV associe sa restriction & E. Alors il y a équivaelence entre :
a) P est bicontinue.
b) V= oF (en tant qu'espace topologique).
c) V= LE*

d) L'individualisation de E est triviale.

Démonstration :

I1 est évident que a), b), c) sont équivalents. Montrons que a) entraine
d). Si 1'individualisation de E est non triviale, il existe a¢E Ia # P. Soit
ael, , la famille ((b/a)a), ; @ méme cardinal que I. (cf. (3) ).

Soit he2E avec h((b/a) ) = O pour tout bel, alors :
\P-l(h)((Haa)')= 1. Soit U un voisinage €lémentaire de h (i.e. un ensemble 816
mentaire contenant h) ; gell équivaut & h(Bi) = g(Bi) i<isn pour une certaine
suite ((Bi%sisn) d'éléments de E. Donc il existe bel, (b/a)a # B.1<ia et par
conséquent il existe gell avec g((b/a)a) =1. Donc :KP-I(g)((Eaa)')= 0, ce qui
signifie que l'application\p-l, réciproque de P, n'est pas continue.

d) entralne a) : en effet, TE est alors isomorphe & l'alg€bre de Boole libpe
sur 1'ensemble E.
P.4O. Corollaire :

Soit he2E. S'il existe acE, aeIm tels que h((b/a)a) = 0 (ou 1) pour

tout beI, alors h est un point de discontinuité de @T,

. P.bl, Proposition :
Si E nth ') et s'il existe n,»2, alors 4;1 est discontinue en tout
€

point de 2F. (Les notations sont celles de P.39).
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Démonstration :

Compte tenu du corollaire P.4O nous montrerons que q;l est discontinu en
un point ne2t qui véfifie h((b/i)a) ¥ constant, pour toutqeE, isIu.

Par hypothése, il existe a, bel, a # b, et ocE tels que a, bela. Soit del
quelconque. Par hypothése, ieI(d/b)(i/a)a pour i # (4,b), ifIa, donc il existe
ceI h((c/i)(a/v)(i/a)a) =, c'est-d-dire $¢l (h)(d/v)3aa) = 1, 4 étant arbi-
traire, il s'en suit que «P-l (h)(Vb 3aa ) = 1.

Soit maintenant U un voisinage élé€mentaire de h, montrons qu'il existe gel
tel que o‘l (g)(¥b 3aa) = 0. SoitlU déterminé par la suite BiseoesB o Si del
est tel que df!;{ IBi s alors pour tout cel (c¢/i)(d/b)(i/a)a # 8, poufl<i<n, car
alors dLI(c/i)(d}b)(i/a)a' Nous en déduisons qu'il existe gell avec
g(c/i)(d/v)(i/a)a = O pour tout ceI, c'est-d-dire : qu(g)(VbBau) = 0,

P.42., Corollaire :

Si E est un I-ensemble qui vérifie :
aeIa:’I(b/a)a = (Ia-{a})u{b} pour tout bel
et s'il existe aeE avec card. Ia>2, alors kﬁl est discontinu en tout
point de 2E.

P.43. Proposition :
Si E=1; alors qfl est discoentinue aux points O et 1 de 2E et continue
en tous les autres points Qe 2E.

Démonstration :

Montrons que TE est le sous-anneau booléien C de P(2E) engendré par
Euluglulu,} oi wy = éz& (v/a)a’
W= | (b/a)a
1 = S ()

Remarquons d'abord que si aeE UE' et si ae%}, alors :
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wo 81 acE'
\ (v/a)a =
bel

w, gl acE

de plus, I, = Im1 = ¢. C étant stable pour les substitutions il nous reste
& montrer que C est stable pour les quantificateurs :

Soit BeC, 1'»2'%[ (v/a)8 =Y%g(b/a)((anal)u(a'huo)) oll v, @), ao<C et a*IYU
qul U Iao'

Soit hew na il existe beI h((b/a)a) = 1, donc he(b/a)am:l. De méme si

1?
gaw,n ag, il existe ceI hc{c/a)a'na,, par consequent :
(oppa)o(wgn ag)c bLeJI (b/a)((anal)u(a'r\ao)). Comme nous avons aussi 1'inclusion
réciproque, nous en deduisons que :
(gv/a) ((anay) © (atnao)) = (pay)u(uon o) et que L) (b/a)BeC.

Si maintenant hng et h¥# 0 et h #1, alors hewnw, et nous pouvons supposer
qu'un voisinage U de &1 (n) dans TE* est de la forme :
Us t(YlA... AYnAwkol) ou YieEuE' et ol T est l'isomorphisme de S-one,

Soit qeE tel que h(a,) = O eta €E tel que h(al) = 1, alors
Uy = a' o0 GNY)Nees Ny, €St un voisinage élémentaire de h dans 2F et \P-l(uo)cu
comme on le vérifie aisément.,

Precisons la notion d' " homomorphisme validant " : un horomorphisme valje
dant de la Q-I-algebre A est un homomorphisme heA%qui vérifie :

h(V (b/a)a) = NV _ h(b/a)a) pour tout acA, ael.
bel bel
Un homomorphisme validant de la Q-I,-algdbre A est un homomorphisme h A qui

véritie : h(VV (v/a)a) = \/ h((b/a)a) pour tout aeh, aely.
bel, bel,y

Nous aurons besoin des lemmes suivants :
P.bli. Leme :

Soit I, une partie infinie de I, E, un Io-sous-ensemble de 1'I-ensembdleE
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Alors TE, est isomorphe & la Q-I,-sous-algébre de TE engendree par E,.

Démonstration :

La surjection f : 2E+ 2E° qui 3 h¢2E fait correspondre sa restriction &

Eo définit un homomorphisme injectif £¥ de P(2E°) dans P(QE) par £*(p) =
f-l(p) pour tout peP(an). f*est une bijection de E, (identifié & une partie
de P(2E°)) sur E, (identifié & une partie de EcP(2E)). f commute sux subs-
titutions sur E,.

De plus, f* commute d tous les supremums de P(2E°). I1 reste a montrer que
£* commute aux substitutions sur TE, et ceci n'est plus qu'une question d'écri-
ture.

Soit P une partie d'un I-ensemble, nous noterons Ip la réunion des I pourx

dans P et nous appelerons Ip la base de P.
P.4S. Lemme :
Soit A une Q-I-algébre, B une sous-algébre (booléienne) de A, aeA,
cel, c#,IBuIa,EaaeB, geB* et g(3aa) = .
Si 1'ensemble des homomorphismes validants V de A est partout dense

dans A%, alors il existe un prolongement h de g & A avec g((c/a)a) = 1.

Démonstration :

Soit t1l'isomorphisme de Stone de A dans P(A ). Si :
N
(BG.B TB)mT(C/a)u =4
g(B) =
alors il existe un nombre fini de B;€B tels que :

T [ N )
B? (ﬁﬁnh T(c/a)a =¢

donc Wic/a)a T ? ou B= B,A A BeB ct g(B) =

comme c*IsuIa, nous en déduisons que ‘rd\‘t(.b /a)a= $ pour tout bel.
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Or, g possdde un prolongement g & A ; BETNT g0 L'ensemble VV étant dense

dens A%, il existe hert nraanV et par conséquent husnt(b/a)apour un bel au moins,

g3

contradiction.

P. 46.Proposition :
Soit £ un cardinal, E»X,. Soit :

a) A = TE, E étant un I-ensemble,

b) A une Q-I-algébre et & =¥ ,.

Soit IocI, carde Io = £ et card. (I-Io)2&. Soit B, une Q-Ig-sous-
algébre de A, card. B, =E, I.Boc I, et dans le cas a), nous supposcrons
que By est la Q-I,~sous-algébre de A engendrée par I,~sous-ensemble
E, de E.

Alors pour tout hoeBo, il existe une partie T ae 1, I,c?, cara. ¥ =¥
et un homomorphisme validant nde § (3’ étant la Q-&’-Bous-algéb're en-
gendrée par B,) qui prolonge h,.

Démonstration :

Nous montrerons par récurrence sur n qu'il existe IncI tel que :
1) In-1c In'
2) card. In a g
3) card. (I-In)>£
4) si B est la Q-In-sous-algébre engendrée par B, alors ca.rd.Bn = r
et IBnC. I 3 dans le cas a), B est engendrée par En lui-méme In-en-
semble engendré par E,.
5) Il existe h et B;" prolongeant hn-l et vérifiant :
hn(Jan) = b\éIn hn((b/a.)u) pour tput czeBn__1 et tout ael.

C'est vrai powr n = O,
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=h . Soit KcI-I , tel que cord. K =g

= In’ Bno - Bn’ hno

cas n+l : Posons I
Ro

card. (I-I -K).
Considérons d'autre part 1'ensemble C formé des couples (a,2) oﬁaeBn et

ael .« C et K ont méme cardinal, munissons-les d'un bon .ordre :

C= {(al,al),ooo,(ai,ai),o-o} i<Y0
K= {cl’...’ci’... } i<Y.
* - - - 1 3
; = Inu{cl,...,ci} et soit Bni la Q Ini sous-clgibre de
A engendrée par B, ceci pour i?»l.

Posons maintenant In

et dans le cas a), B, est engendrée

Alors ca.rd.In. = Ea= ca.rd.Bn., IB - In. .
i i ng i i
par le I -sous-ensemble de A E_ engendré per E . Montrons par récurrence sur i
i i
qu'il existe h e B* prolongeant h pour j<i et vérifient :
i i : B

*) h La)=s V .) a. jlo
(%) o (JaJ aJ) bety. hni((b/aa) uJ) pour 1&j<i
b S

C'est vrai pour i = 0. Supposons le vrai pour tout j<i et montrons-le

pour i (i21).

» g(a) =n_ (a) pouraeB .

Posons L= J 1 .p=lB
J<ia n J<1 n j

J 3 J
Alors I cL, D est la Q-L~sous-algdbre de Aengendrée par B, et geD) Par

ailleurs g vérifie pour j<i :

(Gag o) = Vo b, (©/a) )= V] g((b/aj>'aj)

glda o) =h

pour tout k, jsk<i.
Par conséquent : g{3Ja. a. V b/a.)a.).
qQ ol 8 aJ) = g(( /aJ)aJ)

s5i g(3a; ¢) = b\e/L 8((b/°‘i)°‘i)’ elors n'importe quel h‘§ B:i prolongeant g

(i1 en existe toujours) vérifie (%) pour kj<i. Sinon, on a nécesssirement



Chapitre 11, paragr. 3 Algebres quantifiées 132

g(3aiai) =1. Pour sppliquer le lemme P.45, remarquons d'abord que 1'ensemble

des homomorphismes validents est partout dense dans Bn. . Dans le cas b) puis~
i
que B est dénombreble et dans le cas a) puisque B, est laQ-I ~algébre libre

i i i
sur Eni(P.hh). Ensuite cifL, done ci/éID et ci%Iai. Donc les hypothéses du lemme

P.45 sont bien vérifides. Ceci achéve la récurrence sur i.

- Ut , B, .= Us ,n (a)=hn;(u)pourae13n.

Posons I . - ’
o+l ogi<y By’ Dl oeicy By ntl i 3

Mors I cI ., card. I . =&, card. (I'Inﬂ) = card. (I-In-K))E.

n+

De plus, est la Q"In-&- \ -sous~-algebre de A engendrée par Bn donc par B,.

Bn+1

-engendré par E I . .-sous-ensemble de A

Dens le cas a), B, est &-I_ n+1® Tn+l

engendré par E,. Nous avons aussi card. Bn+ . = £ et IBn-&% In+1’ hnn prolonge hn

et vérifie : h 1 (Faa) =

n ((b/a)a) pour tout aeB , ael.

b¥n+l hn+l

Ceci achéve la récurrence sur n.

Posons I = Uiz ,ﬁ'= Us , h(a) = h (a) pour aeB_, I, B et h ont les

ny»o B ny B n n

propriétés voulues et la proposition est démontrée.

Nous dirons qu'une partie P d'une Q-I-zlgébre A est compatible avec h A si
h{a) = 1 pour tout acP. P sere dite campstible, s'il existe heA avec lequel P est
compatible.
P.47. Corollaire :

Soit E un I-ensemble, P une partie campatible de TE telle que
card. Ips card. (I-Ip), alors il existe YcI tel que card. T =

mex(Xo, card. P) et un ¥-sous—ensemble ¥ de E tel que PcTE et un homo-

morphisme velidant i de TE compatible avec P.
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Démonstration :

SoitaelE, il existe une suite finie A seees a dBléments de TE vérifiant
1'une des propriétés suivantes : "~

1) a;¢E

2) I1 existe k 1&kd @ = u'k
3) I1 existe k, 1 1gk,ld a; = g A

) I1 existe k 1<k<i et ael a. = Jaa
ak 1 k

5) a =a

(cf. proposition P,20, § 2).

Choisissons pour chaque acP une telle suite et soit P la réunion de ces
suites. Alors card. Ps{ = max(xo, card.P), de méme card. I.p_<£ . Soit I, une
partie de I telle que card. I, = £ < card.(I-I,) et contenant If. Posons
P, = PnE, alors P est contenue dens la Q-Io-algdbre B, engendrée par P, et

card. B, = £, On s'est ramené aux hypothéses de P.L6.

P.48. Proposition : (LSwenheim-Skolem)

Soit P une partie compatible et infinie de TE, alors il existe TCI,

card. ? = card. P et un endomorphisme ¢ de TE injectif sur P tel que

Ia(p)C’L De plus, 5(P)c TE odf B est un Y-sous-ensemble de E et 5(P) est

compatible avec un homomorphisme validant de Tt

Démonstration :

Soit p : I»I une application injective sur Ip et vérifiant card. (I-p(Ip)))
card.(O(Ip)) ; de pnous déduisons un cndomorphisme® de TE par :
B(a) = s(p(a)/a) ol a = (s, ,...,am), I, = {al,...,am}

et p(a) = (p(a.l),..., p(e.m)).

Soit T : I+I tel que 1p(a) = a pour a.eIp. Alors pour aeP :
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5(a) = s(a/ p(a))s(e(a)/a)a = (/5 )...(5,/0(a)))(p(a;)/i))..c(i)/a))a
avec des ik et des ,jk convenables,

s (31/51)0"(j1/0(31)(51/5»1)---(il/al)a =

= (a,/§))eeele /3 )5 /1)) (ij/a))a =

= (al/il)...(am/im)(im/a.m)...(il/al)a = q
Donc card. (p(P)) = card.(P), cerd.(I-I 'D(P))) card.I 5(p) °&F IS(P)CO(IP)'
5(P) est encore une partie compatible de TE, car si heTE™ avec h(a) = 1 pour

tout aeP, alors h, ¥T(B) = 1 pour tout Be p(P).
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