
PUBLICATIONS DU DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES DE LYON

A. PRELLER
La catégorie des algèbres quantifiées
Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1967, tome 4, fascicule 1
, p. 91-135
<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1967__4_1_91_0>

© Université de Lyon, 1967, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications du Département de mathéma-
tiques de Lyon » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impres-
sion systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PDML_1967__4_1_91_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


9 1 Publications du 

Département de 

Mathématiques 

Lyon 1967 * , 4-1 

LA CATEGORIE DES ALGEBRES QUANTIFIEES 

par A. PRELLER 

SOMMAIRE 

INTRODUCTION P* 92 

CHAPITRE I : ENSEMBLES INDIVIDUALISES 

5 1 : Le calcul des substitutions p« 93 

§ 2 : Le calcul des prédicats du premier ordre p. 99 

CHAPITRE I I : ALGEBRES INDIVIDUALISES, ALGEBRES QUANTIFIEES 

§ 1 : Définitions p. 102 

§ 2 : Propriétés des Catégories des algebres individualisées, p. 105 

quantifiées et partiellement quantifiées. 

§ 3 : Homomorphismes validants, théorème de complëtude, p. 115 

théorème de Lowenheim-Skolem. 

BIBLIOGRAPHIE p. 135 

Ce travail constituait la majeure partie de ma thèse de doctorat de spécialité de mathématiques pures soutenue 

en octobre 1966, à L Y O N . 



92 

ETTRODUCTIOÎI 

La terminologie de ce travail est celle des ouvrages [1] , [ 3 ] et [6 ] de l a 

bibliographie• 

Les chapitres I I I et IV de [3] sont à l'origine de ce mémoire. Les résul­

tats de [ 3 ] , considères corme fondamentaux, seront utilises sans référence 

explicite. Signalons cependant qu'il nous a semble nécessaire de modifier les 

notions d'ensembles individualisés et d'algèbres quantifiées données dans [ 3 ] ; 

en effet, pour exprimer certaines propriétés intéressantes du calcul des pré­

dicats en langages algébrique ou topologique, i l nous a fal lu renforcer certains 

axiomes. Le chapitre I est consacre au développement de l a technique du calcul 

des substitutions ; nous donnons une caractérisât ion du calcul des prédicats en 

termes d'ensembles individualises. Dans le chapitre I I , nous donnons les défini­

tions des algèbres quantifiées et nous étudions les propriétés catégoriques des 

algèbres quantifiées pour préciser différentes notions de liberté et donner une 

solution fonctorielle à ces problèmes universels. Ensuite, reprenant la notion 

d'homomorphismes validants qui jouent un rôle essentiel dans le théorème de com-

pletude, nous montrons comment "interpréter" un homomorphisme validant comme mor-

phisme de la catégorie. 

Nous en déduirons l'analogue du théorème de completude de Godel pour des 

classes assez larges d'algèbres quantifiées et des généralisations (théorème de 

compacité, de Lovonhein-Skolem, e t c . . ) pour un cardinal quelconque pour les 

mêmes classes. 
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CHAPITRE I : EUSSMBLTC IiroiVIDUALTSm 

§ 1 - Le ca3.cn! des raibr.t it ut_ion^ : 

Soit I un ensemble infini , notons J l'ensemble des suites finies "0^= 

= (a. .b. ) . . . . . (a ,b ) d'éléments de I • La suite vide-sera notée 0 : pour 1 1 m m 

deux suites VL= ( ( a . , b . ) ) , • , et (r* = ( ( c . t d . ) ) - • on désigne par 

la suite ( d i ^ i ) ) ^ ^ ^ a v e c U . ^ ) = ( a . ^ ) pour l^iqn et ( l ^ . k ^ ) = 

(c^,d^) pour l s<i<n; pour adl et <rt3J, on écrira a ^Otpour " a ^ a. et a ^ b. 

l^i<m ". 

Dl* Definition : Un ensemble E est appelé "ensemble individualisé" ou I-en-

2 

semble, si a chaque couple (a,b)<£I on a associé une application de 

E dans E, notée (a /b) et appelée substitution, l'ensemble de ces 

substitutions devant vérifier les cinq axiomes suivants : 

4) (a /a ) = i E pour tout a I . 

2) Si a ^ b , alors ( c / a ) ( b / a ) = (b /a) pour tout a, b , c£E. 

3) ( a / b ) ( b / c ) = ( a / b ) ( a / c ) pour tout a, b , cêl. 

k) Si b ï c,d et d i a, b , alors : 

( a / b ) ( c / d ) = ( c / d ) ( a / b ) pour tout a ,b,c ,dél . 

5) L'ensemble I = {a£I, i l existe bel (b /a)a # a} est fini 

pour tout a*E. 

Exemple . : Si K est un ensemble quelconque on pose (a /b) =-!LLr pour tout 
, K. 

_2 
(a,b)f;jL • (individualisation t r i v i a l e ) . 
Exm^le 2 : Pour c£I on pose : fc si b ^ c 

(a/b)c « j 

(a si b = c 

Exemple 3 : Soit ndïï et I l'ensemble des parties finies de I ayant n éléments 

au plus. Soit y = ( c l f . . . , c n > € I n , alors ( a / b ) Y = { < * ! , . . . , d ) où 

http://ca3.cn
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a si c. = b 
J ». j i 

1 je . si c. £ b 

^1 • Proposition : 

1) Si b±I ,alors : ( a / b ) ( b / c ) a = (a /c )a 
r a 

2) ( a / b ) ( a / c ) = ( a / c ) ( a / b ) pour tout a,b,c « I 

Démonst rat 5.on : 

C'est une consequence des axiomes 3 et h. 

P2. Proposition : Si b , b T ^1^ et si b ^<X^ b f ^-0t,alors, pour tout a, ddl : 

(d/b>OL(b/a)a = (d/b' )t»X(b' /a ) a (aac^ignifie évidemment ( a x / b ^ 

(a /b ) . . . (a /b )ct ) . 

^ ^ n n 

Démonstration : 

(b ' / b )^ (b / a ) a =^t (b f /b ) (b /a)a (par l'axiome h) qui est égal d'après 

PI a -or!b ' /a)a ; donc : (d /b f f*X(b f /a )a = ( d / b ' K b ' / b K f t / a j a = (d/bVc*(b/a)a 

car b f Ç ^ ( b / a ) a ou b : = b . 

^ * fis finition : On note I-E la catégorie des I-enserïbles dont les objets sont 

les I-enscnbles E, E f , . . . et dont les Liorphisnes sont les applica­

tions entre I-ensenbles qui commutent aux substitutions. Un morphis-

mc de I-ensembles est appelé I-application. 

Preposition : I-E possède des produits directs quelconques. 

Démonstration : 

Soit (E. ) , une fra i l l e de I-ensenbles et soit P le produit ensenbli^te 
des E^ . Pour a = ( a

A ) > ê L ^ p » posons : (a /b)a = ( ( a / b ) a x ) x < s L « La substitution 
( a / b ) est denc définie dans P tout entier et de nQme l'ensemble 1̂  pour tout 

a ë P , d'ailleurs : I = ^ I . Soit E » { a t f ; I f in i } . I l est c la ir que 
a A£L \ a 

http://parr.gr
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la restriction de (a /b) à E est une application de E dans E et que pour ces 

substitutions E est un I-ensemble. Désignons par p la restriction à E de la 
A 

X -iène projection de P dans E^ . est une I-application et (E , (p^ ) jj 

est produit direct dans I-E de la famille ( E . K • En effet, soit K un I-ensem-
A À £ L 

ble et h^ : K-»E^ des I-applications. Posons pour )>eK h( y ) « ̂ x ^ H ^ L ' 3 1 0 1 : 3 

h(^ )€E, car L , > = h. ) donc L / ^ C 1 ^ - 1 1 e s t clair que h est l'unique 

I-application te l le que h = pour tout XéL. 

On peut remarquer que E est non vide si chaque E est non vide. Car soit 
A 

a o £ I . a x €E x et 6X = ( a c , b x ) . . . ( a c , b k ) « x o ù ^ {b. } = I -, pour 8 = ( 8 ^ 
A 

on a I 0 = Ia C { a 0 } . Par un raisonnement semblable, on voit que p 
6 X€L 6X A 

applique E sur E^ . De plus, s i L est f in i , alors E » P. 

Exemple : I* 1, muni de la structure de I-enseuble produit direct de la structure 

de I . 

?k. Proposition : I-E possède des sommes directes quelconques. 

Démonstration : 

Soit ( E ^ ) ^ e L

 u n e famille de I-ensembles, E la réunion disjointe des E^ et 

q^ : E ^ E l'injection canonique. Si a€£f alors i l existe un unique AéL et un 

unique B -̂E^ tels que a = q^ ( g ) . On pose (a /b) a = q ^ ( ( a / b ) 6 ) . I l est c la ir 

que pour ces substitutions E est un I-ensemble, q^ une I-application pour tout 

X€L et que (E, ( o . ^ ) ^ ) est somme directe de la famille ( E ^ ) ^ dans I -E. 

Exemple : Soit L l'ensemble des énoncés élémentaires du calcul des prédicats 

n r 

du premier ordre. L est somme directe de la famille ( I ) n où R désigne 
r r£R 

l'ensemble des relations du calcul et où n̂  est le poids de la relation r . 
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Pp. Lrma : Soit-Oî^J,^- . • • (a . ,b . ) . . . ( a . ,b . ) . . . ( a . ,b . ) . . . où les 
M M r r k k 

points signifient que pour m<ii b f a. ; pour i .<n<i. b ^ a. 
J'f

 1 

et "oour m>i, b ^ b. , nais b. = a. l ^ j < k - ^ • Alors pour tout 

i ¿01, i £ I : 

( a . / i ) 0 l ( i / b . )a =^ta 
1 1 \ 

Denonstration : 

Pour simplifier l f écr i ture , posons : 

i = a. 0«j<$k-i , 1 = b. ; alors : 
J j + 1 \ 

( i Q / i ) - t ^ ( i / i k ) a = ( i 0 / i ) - . - ( i o / i ^ ) * * . ( i ^ / i 2 ) - * - ( i

k . 1 / i

k ) - * * ( i / i

k ) a = 

= . . # ( i o / i ) ( i 0 / i i ) - . . ( i i / i 2 ) . . . ( i 1 : - 1 / i k ) . . . ( i / i k ) a -

= . . . ( i 0 / i i ) ( i 1 / i ) . . . ( i 1 / i 2 ) . . . ( i k - ( / i k ) . . . ( i / i k ) a » 

= . . . ( i o / i i ) . . . ( i i / i 2 ) . . . ( i k M l / i ) ( i k - 1 / i k ) « - - ( i / i k ) a * 

= . • . ( i 0 / i i ) . . . ( i i / i 2 ) . . . ( i k - 1 / i k ) . . . ( i k / i ) ( i / i k ) a = - t ^ a 

ceci par application réitérée des axiomes 3 et 1*. 

P6. Lomne : ( de l a substitution simultanée) : 

Soit<A£J, CXÉI, I A = { ^ 1 > . . . , c^} avec c £ c pour i f j . Alors , i l 

existe ( e i , e 0 , . , . e n ) ê i n te l que pour tout ( d ^ . . . , d^) J01 avec 

d. f d. pour i ^ j e t d . ^ e . , c . pour î^i, j.<n, on ait : 

(* ) t** = ( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d n ) ( d n / c n ) . . . ( d 1 / c 1 M • 

De plus, si c. pour l^j^m, alors e. = c , sinon i l existe a 

avec b v ^ a. pour k<j te l que e. = a . . 
K j i j 
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Démonstration : 

S ' i l existe un élément ( e 1 $ . . . , e^) de I 3 1 te l que l'équation Cjc) soit véri­

fiée pour un élément (d ,.••,¿1^) de I 1 1 satisfaisant aux conditions imposées, 

alors l'équation CfO est vérifiée partout (d d^) satisfaisant à ces 

conditions (cf. P2) . 

Montrons l'existence par récurrence sur la longueur m de la suite 

Si m = 0, c'est-à-dire-VL= 0, i l suffit de prendre ê  = ĉ  l^i<V\et d̂  cccmie 

indiqué dans l'énoncé. 

Cas m+1 : 

<K « (a x , b x ) , • • • » ( a

m ^ i » b

m ^ x ) e t supposons que \ + 1 é J 0 » V** exemple 

b , = c . Ecrivons -Oisous la forme du lemme P5, c'est-à-dire : m*** i î 

Ol= , , . ( e i , i 1 ) . . . ( i 1 , i 2 ) . . . ( i k _ , c i ) . Soit maintenant i<K.-, d ^ é ^ d'après 

P5 i-OC* • ( e i / d i ) C ( { d i / c i ) a = 

- ( e . / d . ) ( a î / b . ) . . . ( a i n / T > Je. ) (d. /c. )o = 
i l i i m m K-i î i l 

= ( e . / d . ) ( a . / b 1 ) . . . ( a /b )a car d. t c. . î i i i m m i l 

0 r % I ( d . / c . ) a = { c l » ' - * » c i - i » d i » c i + i » - " * » c

n

} e n a P P l i ( l u a n t l'hypothèse 

de récurrence à : ( a , / b 1 ) . . . ( a /b ) g où 6 = ( d . / c . ) a , on obtient : 
i i m m i l 

<X.a » ( e . / d . ) ( e /d ) . . . ( e . /d. , ) ( d . / f . ) ( e . , / d . . . ) . . . ( e / d ) ( d / c ) . . . i l i l î—l i - l i l î + l i + l n n n n 

• . . ( d i + 1 / c i 4 . 1 ) ( f i / d i ) ( d i ^ i / c i - i ) . . . ( d i / c i ) ^ , car i ± * b^ i< j<m. 

Les conditions imposées à f . ,d. . et d. et c. pour n̂ font que les ( e . / d . ) 
^ ^ J J J J 

pour l><j>$i sont permutables entre eux, de même les ( d . / c . ) pour l^j^n, de plus 

( d . / f . ) et ( f . / d ^ ) sont permutables avec ( e . / d . ) et ( d . / c . ) pour .14£n. On obtient 
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donc : a = ( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d n ) ( d n / c n ) . . . ( d 1 / c 1 ) ( d i / f i ) ( f i / d i ) a -

= ( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d n ) ( d n / c n ) . . . ( d 1 / c n ) a 

S i V i f V a l o r s a = ( a l / b l ) - - - ( a m / b m ) a = ( e l / d l , — ( e n / d a , ( d n / c n ) — 

. . . ( d ^ c )a 

D3. Définition : Soit b = (b ^ . • • ,t> ) €^ et a = ( a ] [ , . . . ) a m ) c f , soit s( tya) 

l'application, appelée substitution simultanée des b^ aux a^, définie 

par : s (6/a)a = (b / i ) . . • ( • • • ( i ) a 

où i. ^ i . si k i j , i ^ a. , b . pour tout k, j et i. £ I • 
K. j K j j K / a 

PT. Lemme : Soit d ^ I ^ e e r 1 , b G I n , a ^J n,aç£, alors : 

s(d6/ae) = s( d/g)s( gb/az)a 

où g = ( g ^ . . . ^ } * ! * avec ĝ^ ï b^, g £ ^ g^, g^I^pour tout i , j #  

Démonstration : 

s ( db/ oe) a - ( d t ) . . . ( d B / i B ) ( b 2 ) . . . ( b n / i n + n ) ( i D + n / a n ) . . . ( i E + i / a i ) 

( i /e ) . , . ( i . / e . ) o = 
m m i A 

' W a n ' , , , ' V / a i ' ' y e n ' . , , ' i / e i ^ a = s ( # f l ) s ( 9 k / a e ) a • Les i^ vérifiant 

les conditions voulues . /posons : s(bM/<x)a = ( b ^ i ^ . . . (b^/i^H^i^/a^) # . . ( i ^ / a ^ 

pour-Oiej, où i . f b. ,a. f i v , < * . ; i ; ¿1 , pour tout i , j , k i j . 

Retenons que : s{b/s(d/z)/a)cx = s(6cf/ea)a = s (bo /a 0 )a où 

P8. Lemme : Soit e € l \ a € E , .alors : 

a ) < * s ( d / e ) = s(d0/OC/t)(x où do=<Kd dans 1^ 

b) s(cf/tt/c)a = ^ s ( g / e ) a où gel avec g. ^ g. si i ^ j , g. jé*^ 
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Déïïionstrat ion : 

a) Considérons le cas où<A= (a /b ) le cas général s'en déduit par récur­

rence. (a /b ) (d • . • ( d

k / i

k ) ( i

k / e

k ) • • • ( i 1 / e 1 ) a = 

= ( a / i 1 ) . . . ( a / i ^ ) ( d j + i / i ^ 1 ) . . . ( d k / i k ) ( a / b ) ( i k / e k ) . . . ( i i / e i ) a 

où l'on suppose, sans perdre de généralité, que d , . . . , d . = b nais 
J 

V i ' - - " d k * b * 

b) Soient g etlXo corme indiquéjdans l'énoncé, alors pour des i . K X k 

J 
convenables : 

-^s îg / e ja = < < > ( g 1 / i 1 ) . . . ( 6 k / i k ) ( i k / c k ) . . . ( i 1 / e l ) a = 

= ( d 1 / g 1 ) . . . ( d k / g k ) ( g 1 / i 1 ) . . . ( g k / i k ) ^ ( i k / e k ) . . . ( i 1 / e 1 ) a = 

= ( d 1 / i l ) . . . ( d k / i k ) l ^ ( i k / e k ) . . . ( i 1 / e l ) a = s (# t* /e )a . 

§ 2 - Le calcul des prédicats du premier ordre : 

A l'aide des deux lemmes précédents, nous allons établir une condition 

nécessaire et suffisante pour qu'un I-ensemble E soit somme directe d'une 

famille ( i ^ ^xéL* ^ o n c i s œ o r p h ° à l'ensemble des énoncés élémentaires du 

calcul des prédicats du premier ordre. 

Remarquons d'abord que ctR " i l existe-U^J a =*G$ 1 1 est un prëordre sur E. 

Soit RQ l a relation d'équivalence associée à R. Posons : aR B = 11 i l existe une 

suite finie a ^ . , . , d'éléments de E avec a^sa9a^ B et cuR o u ^ ou o^+jR ^ 

pour l^i^i-l Evidemment R̂  est une relation d'équivalence et RQ implique R • 

Soit E 0 = E/ RQ muni de l'ordre déduit de R. La relation R̂  induit une relation 

d'équivalence R 1 0 sur E^ et l'on identifiera dans la suite E/R 1 et $ /R l 0 ^ Avec 

ces notations : 

P9.Proposition : E est somme directe de la famille (i^X ) si et seulement si : 
A ÀèL 

1) Chaque classe de £ / R l 0 possède un plus grand élément. 
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2) Pour tout a^E ( e / à

1 ) # - ^ e

n ^ d n ^ d / C l ^ é ' ^ d n / / c n ^ a = 

= (e' 1 / d

1 ) - - - ( e ,

n / d

n ) ( d

1 / c

1 ) - - - ( d

n / ° n ) a 

entraîne : ( e

1 > * * * * e

n ) = ( e ' p • • • > e ' n ) (ceci avec les notations de P 6 ) # 

Dans ces conditons L = E 0 / R 1 0

 e"t n, est l e cardinal de I où 6 rE et où 

la classe de B d̂ans E 0 est le plus grand element de la classe A ^ ^ / R 1 0 . 

Démonstrat ion : 

Remarquons d'abord que aRoB entraîne card. I 3 card. 1^ car alors 

= B et B̂ - a ,donc card. I < card. I = card. I et card. I x crrd. I -

= card. I 
a 

La nécessité des conditons étant immédiate, nous montrerons leur suffisance. 

I l est clair que E est somme directe de la famille ( E . ) , _ T où E. est la classe 

de E/R^ correspondant à la classe A Ç . E o / R l 0 . Montrons que E est isomorphe à 

I n X . Soit B, comme indicué dans l'énoncé, mais fixe, {c , . . . , c } la base de B 
1 n x x -

Posons s(B^ = ( c . , . . . , c ) , l'ordre des c. choisi arbitrairement, mais fixe dans 
nX 1 

la suite. Si a€E. alors a = ( e / d 1 ) , . . ( e y i /ù ) ( d . / c . ) . . . (d^ /c )&pour un 
A 1 1 Il\ ïl\ 1 1 n> n A 

seul ( e , , . . . , e ) . Posons sa = (e / d . ) . . . ( e /& ) (d. /c. ) . . .(d/c )s&. 
1 n x 1 1 n x n x l l n x n x ^ 

On vérifie aisément que s est une bijection. s conroute aux substitutions cor si 

b ï ê  pour l^i^m, alors s (a /b)a = sa = (a/b)sa . Sinon on peut supposer que 

b = e 1 et alors : 

s ( ( a / b ) a ) = s ( ( a / e 1 ) ( ^ / f i 1 ) . . , ( e . / d . ) . . . ( e , / d . ) . • . ( d . / c . ) . . { à /c ) B J . 
i - i 1 i x i i k i l nA n x X 

Les points dans cette écriture signifient que e. ^ e 1 si i ne figure pas dans 

l 'écriture. 

On vérifie que le menbre de droite de l 'égalité ci-dessus est égal à : 

s ( ( a / d j . . . ( a / d . ) . . . ( a / d . ) . . . B . ) 
1 l j \ A 

où les substitutions non écrites restent inchangées. 
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Ce dernier élément est égal à : (a/d ) . . . ( a / d . ) . . . ( a / d . ) . . . s 6 . = 
X l \ A 

= ( a / e 1 ) ( e 1 / d 1 ) . . . ( e 1 / d i ) . . ( e 1 / d i ) . . . ( e n / d n ) (d/c l ) . . , ( d n / c n JsB^ 
1 k X X À À 

= (a / e^sa . 

Exemple : Si n >2 , alors I muni de la structure définie dans l'exemple 3 de 

la page 5 ne vérifie pas la condition 2) de P8. 

Mais i l est clair que E est somme directe de ( I T si E vérifie l ) et 

la condition : 

( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d ) ( d . / c 1 ) . . . ( d /c )a = 
i l n n l l n n 

= (e' / d . ) . . . ( e ' /d ) ( d 1 / c . ) . . . ( d /c )o entraîne : \J { e. } = W { e ' . } , 
1 1 n n l l n n , ̂  . 1 y ^ 1 

pour tout otéE. 

P 10. Propos it ion : Tout monomorphisme de I-E est inject i f • 

Démonstration : 

Soit a f 6 dans E et {c , . . . , c b I u L avec c f c Définissons deux 

I-applications s^, de I 1 1 dans E : 

s i ( ( c i > . . . , c n ) ) «oc, s ^ ( < ^ c 1 , . . . , c n ) ) = s 1 ( ( e 1 / d 1 ) . . . ( d 1 / c 1 ) ( c l s . . . , c n ) ) = 

= ( e ^ d ) . . . ( d n / c n ) a (cf. P6) 

s 2 ( ( c l f . . . , c n ) ) = B, s 2 ( l X J ( c l f - . . . f c n ) ) = ( e

1 / d

1 ) - - - ( d

n / C n ) B # 

s 1 et s^ sont bien définies et commutent aux substitutions (cf . la démonstration 

de P8). De plus, si u est une I-application définie sur E avec u(a) = u( 6) , alors 

UoS^ = u o S 2> donc u ne peut être un monomorphisme. 



Chapitre II , paragr. 1 Algebres quantifiées. 1 0 2 

CHAPITRE I I : ALGEERES INDIVIDUALISEES, ALGEERES QUANTIFIEES 

§ 1 - Définitions, théorone de complétude du calcul des prédicats. 

Dl . Définition : 

a) On appelle I-algèbre ou algèbre individualisée sur l'ensemble I f 

toute algèbre de Boole A munie d'une structure de I-ensemble t e l l e 

que les substitutions soient des endamorphismes (booléiens) de A. 

b) On appelle P-I-algèbre ou algèbre partiellement quantifiée sur I , 

un couple (A,P) où A est line I-algèbre, P un I-sous-ensemble de A 

te l que : 

6) V (b /a)c existe dans A pour tout œP et appertient à P. 
bel 

7) Pour tout <XéJ, aeP, -<*.( V ( b / a ) a ) = V t x ( b / a ) a . 
bfel bel • 

c) Si P = A, on dira que A est une Q-I-algèbre ou encore que A est 

une algèbre quantifiée sur I . 

L'égalité de l'axiome 7 ) exige l'existence de V-Olfb/aja . Or, 
b€l 

celle-ci est une conséquence des autres axiomes : 

P l . Proposition : Si A est une I-algèbre qui vérif ie l'axiome 6) pour un I-sous-

ensemble P, alors pour tout<X€j, \/ <n.(b/a)a existe et V-<£(b/a)a » 
bel b « I 

V ( b / i ) « X i i / a ) a pour tout i ï Vt, i k l . 
bel T a 

Démonstrat ion : 

I l est clair que ^ ( b / i > t ^ ( i / a ) a existe et est sous les conditions 

imposées indépendant de i (cf. P3 ) . 

D'autre part, V ( b / i ) < * ( i / a ) a > ( b / i ) « * ( i / a ) a - t * ( b / i ) ( i / a ) a =t^(b/a)a 
b£I 

si b b^ l^i^m. Si au contraire, b = b^, alors i l existe e£l t e l que : 

-(X(b/a)a a (e/ i)tX.(b/a)(i /a)ct = ( e / i ) ^ . ( i / a ) a pour un i convenable (cf . P ) ^ 
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et par Conséquent : Y (b / i )<^( i /a)x^(b/a)a pour tout bel . 
bel 

Soit gcA., 6 £U<b/a)a pour tout be l . Soit ee l 0

 c I - { b ^ • • • f b m } f i convenable, 

alors fôo<e/a)a = - U ( e / i ) ( i / a ) a = (e/ i )-OL(i/a)a . 

Or, B ^(e/iJ'Otd/aJa pour tout edl ô> entraîne que : 

g = (b/e)6 > ( V e ) ( e / i ) - O t ( i / a ) o = ( b / i ) t x ( i / a ) a si ^ B ^ - O t t t / a J a * b e I q U C l ~ 

conque. 

P2. Proposition : Ecrivons 3aapour (b /a )a • L f applicationa <y->3«*est appe­

lée "quantificateur1 1. On peut énoncer : 

Soit A une P-I-algèbre t a£p, a€RIt<têJ : 

3aot = 3 i ( i / a ) a pour tout i ^ - I a 

-^Gaa =9rtt . ( i /a)a pour tout i ^ a * * ^ ^ m 

S i a # lX,-tx3aa = 3atfo^ 

^ a a = V' (b /a)a où I c est une partie infinie de I . 
b é l 0 

Démonstration : 

V (b /a)a = V ( b / i ) ( i / a ) a pour ikl . 
b€J btE T a 

^ M b / a j o = V < * ( b / a ) a = V ( b / i H * ( i / a ) a pour iÀI , i j*<Xd faprès l'axiome 7 
b€i bel bgi 7 a 

et Pl . 

Si i ikl ! et si a ÏVU alors : 

-Ol^aa = 3 i <X( i /a )a =3i(i/a)<na = 3a<*a. 

P3, Proposition : Soit A une algèbre vérifiant l faxiome 6 ) pour un I-sous-ensemble 

P. Alors poura^P, a ç l , 0 ( e j i l y a équivalence entre : 

"<*3aa » 3 i - O t ( i / a ) a pour i â l , i *tx" 
et ^ 

nMi V ( V a ) a ) = V -C*(b/a)a 1 1 . 



Chapitre II , paragr. 1 Algèbrea quantifiées 1 0 4 

Démonstration : 

On applique EL et P2. 

Remarque : Si A vérifie les hypothèses de P I , alors l'axiome : 

1 1 (c/d)3aa = 3a(c/d) pour tout a,a ; c,d î a " entraîne : 

(c/d)3aa = (c/d)3i ( i / a ) a = 3i ( c / d ) ( i / a ) a pour i / c, d, i ^ et 

<Jt 3aa = >ifcdi(i/a)a = liot ( i / a ) a pour ijll % i ^ ou 

Exemple : Soit L l'anneau booléien associé au calcili des prédicats du premier 

ordre. L est une Q-I>algèbre. En fai t L est la Q-I-algèbre l i re sur l'I-ensecible 

de ses énoncés élémentaires, (cf. C3] chapitre IV f § 2 ) . 

11 La Q-I-algèbre A est l ibre sur l'I-ensemble E 11 signifie bien entendu que 

A est solution du problème universel suivant : 

11 Existe-t-il une I-application g de E dans A te l le que pour toute I - a p p l i -

cation f de E dans une Q-I-algèbre B t i l existe un et un seul Q-I-homonorphisme 

h de A dans B te l que f » h 0g ? " 

Où nous appelons Q-I-homomorphi sme tout homomorphisme booléien entre 

Q-I-algèbres qui commute aux substitutions et aux quantificateurs. 

Soit E un I-ensemble, LE l'algèbre de Boole l ibre sur l'ensemble E. On sait 

E 
que L E s'identifie à l'algèbre des ofs B 0 de l'espace 2 . Par définition de B 0 > 

chaque substitution (b /a ) : E E CL E se prolonge en un endomorphisme 

( b / a ) : B 0 "*B0 et en fai t B 0 est pour ces substitutions une I-algèbr e f à savoir 

l 'I -algèbre l ibre sur l'I-ensemble E. Dans la suite B 0 sera considérée comme 

E 
sous-algèbre de P(2 ) t muni de sa structure d'I-algèbre. 

Rappelons que l'on identifie E avec une partie de BQ en identifiant e*E et 

E 
l ' o f ( = clopen de Halmos) U £ = {h€2 ; h £ = l}. 
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Par suite d fune modification de l a rédaction de ce travai l , nous supprimons 

à cet endroit différentes propositions et définitions ; certaines seront insérées 

plus loin» I l s'ensuit une solution de continuité dans l a numérotation des r é ­

sultats, qui n f a pu être évitée pour des impératifs matériels. 

Nous citons également ic i une définition que nous n'utiliserons qu'au § 3 , 

proposition 3**, mais dont la mise en page en un autre endroit aurait conduit à 

un bouleversement complet du travail matériel déjà réal isé . 

D . 2 . Définition : Soit A une algèbre quantifiée sur I , h : A-»2 un homomor-

phisme booléien, ou 2 est l'algèbre de Boole a deux éléments ; on 

dit que h est validant, si ^ ( J V J (b /a )a ) h((b/a)<*) pour tous 

ael et <x eA. 

§ 2 . Propriétés des catégories des algèbres individualisées, quantifiées, et 

partiellement quantifiées : 

D6. Définition : 

a) Notons P-I-A l a catégorie des algèbres partiellement quantifiées sur 

l'ensemble I dont les objets sont des P-I-algèbres et dont les mor-

phismes sont les homomorphismes boolèiens 

h : ( A 1 § P j î - M A ^ P g ) 

de A^ dans Ag qui commutent aux substitutions, qui appliquant P̂^ dans 

P 2 et qui conservent ^ (b/a}x pour tout ael *eP 1 : 
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h ( béE ( b / a ) a ) = b£l O U e n c o r e : 

h&act) ="3ah(a) 

b) Notons I-A l a sous-catégorie pleine de P-I-A formée des I-algebres 

c'est-à-dire des P-I-algèbres (A,P) avec P = 0. 

c) Notons Q-I-A la sous-catégorie pleine de P-I-A formée des Q-I-algè-

bres, c'est-à-dire des P-I-algèbres (A,P) avec P a A. 

d) Notons Jk l a sous-catégorie pleine de Q-I-A formée des algèbres de 

Boole munies de l'individualisation t r iv ia l e . 

P 1 5 . Proposition : 

P-I-A possède des produits directs quelconques. Le produit de l a famil­

l e vide, c'est-à-dire l'objet f inal , est l , l 'algèbre de Boole réduite 

à un seul élément, muni de l'individualisation et de la quantification 

tr iv ia le . 

Démonstration : 

Soit ^ ^ > A ^ ) ^ L x m e famille de P-I-al£ebres, B l'algèbre de Boole produit 

des A. et A la partie de B dont les éléments a vérifient 1 e s < t f ini". 
À ACLi Cl ^ 

A est un I-ensemble (cf. Chapitre I PU) et une sous-algèbre de B. De plus, soit 

P la partie de A formée des éléments (v^XGL a v e c a\^\* p e s t aussi un I-en­

semble de A, si a<=P alors (b /a )a = ( b / a H c ^ ) ^ = ( ^ ( V a j a ^ e p 

et i l est clair que les substitutions vérifient sur P l'axione 7 ) . 

On vérifie aisément que les projections p^ de A dans A^ sont des P-I-morphismes 

et que ( ( A , P ) , (p J , ^ ) est produit direct dans P-I-A de la famille ( A . , P % ) 

Pl6. Corollaire : 

I-A possède des produits directs quelconques. 

L f objet final de I-A étant (1,0). 
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Demonstration : 

Si (A f P ) est dans I-A pour toutX^L, i l en est de mené pour ( A , P ) . 
A A 

P 1 7 . Corollaire : 

Q-I-A possède des produits directs quelconques . 

L'objet final de Q-I-A étant ( l f l ) . 

Démonstrat ion : 

Si (A^, P^) est un objet de Q-I-A pour tout A€L, i l en ect de même pour (A,P) 

Pl8. Proposition : 

P-I-A possède des sommes directes quelconques. 

La sctnme directe de la famille vide, c f est-à-dire l f obje t in i t ia l , 

est l'algèbre de Boole 2, inunie de l'individualisation t r iv ia l e . 

Démonstration : 

Soit (A>(<lx^ÀéL^ l a s a a m e d i r e c t e booléienne de l a famille ( A x A éI i et P la 

réunion disjointe des P^ • On peut identifier P avec une partie de A les q^ étant 

injectifs . Montrons que ( ( A , P ) , (^x^XeL e S t s œ n e à i r e c * e àexis P-A de l a fa-

a i l l e ( A ^ ) ^ . 

On définit l'endanorphisme ( b / a ) de A par : 

(b/a)q^ = q x ( b / a ) pour XéL 

et A est une I-algèbre pour ces substitutions. Soit X^ l'espace dual de A^> X 

celui de A. Notons p^ l'application duale de q^. Alors pour a 6 P ^ , " f c ^ ^ / * ) ^ 0 1 ^ 

existe dans A , f équivaut à : 

1 1 P x ( T (Wa)a ) est un of de X 1 1 ( Tétant l'isanorphisme de Stone). 

Or Px" L( T(b/a)ct) s p" 1 (Vg/ x(b/a)a) ce qui signifie que : 
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\/ (b/a)q (a) = q ( V (b/a)a) dans A. Le reste de la démonstration n'est 
bel x x bd 

plus qufune question d'écriture. 

P19 .Corollaire : 

I-A possède des sommes directes quelconques» 

L'objet init ia l de I-A étant ( 2 , 0 ) . 

Démonstrat ion : 

Si (A^P^) est un objet de I-A pour tout XeL, i l en est de mené pour ( A , P ) #  

Remarque : Si ( A ^ P ^ ) est une Q-I-algèbre pour tout X^L, alors en généra], l a 

somme directe de la famille ( A ^ P ^ ) ^ ^ d a n s P-I-A n'est pas une Q-I-algèbre. 

Nous verrons plus loin que Q-I-A possède aussi des sccmes directes quelconques. 

Notons déjà que (2,2) est objet in i t ia l de Q-I-A. 

D7. Définition : 

Soit I 0 une partie infinie de I . Une Q-I-algèbre A est alors de manière 

. canonique une Q-I 0-algèbre (Rappelons que V (b/a)a = V (b /a )o 

' bel ï#J0 

dans B ) . Nous pourrons donc parler de IQ-sous-ensemble, de I 0 «sous -

algèbre, de Q-I 0-sous-algèbre de la Q«I-algebre A. 

a) Soit E une partie de l a Q-I-algèbre A. La plus petite Q-I-sous-

algèbre B de A contenant E (qui existe toujours) sera dite la 

Q-I-sous-algèbre engendrée par E. 

Soit I 0 une partie infinie de I , nous donnons une signification 

analogue à 1 1 la Q-I©-sous-algèbre de A engendrée par la partie E 1 1

 # 

b) La plus petite sous-algèbre (booléienne) de A stable pour les 

quantificateurs contenant la partie E (cette sous-algèbre existe 

toujours) est dite la Q-sous-algèbre de A engendrée par E. 
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P 20. Proposition : Soit A une Q-I-algèbre, I 0 une partie infinie de I , E 0 un I Q -

- sous-ensemble de A . Si est déjà défini pour 5£n, alors E n + 1 est 

par définition 1' ensemble des a^A qui vérifient l'une au moins des 

conditions suivantes : 

1) I l existe geE^ te l que a s 8f 

2) I l existe 0 ^ n i aôI otelsque a =3ag 

3) I l existe k, O^k^n, BeE n_ k , y&S^ tels que a=6Ay 

alors : 

a) E est un I0-sous-ensemble de A et E C E pour tout n 
n n n+i 

b) B = E^ est la Q-I 0-sous-algèbre de A engendrée par E 0 -

c) La Q-sous-algèbre de A engendrée par EQ et la Q-I 0 -sous-

algèbre de A engendrée par E 0 sont identiques. 

. d) Si C est une Q-I 0 -algcbre et g et h deux Q-Ic-morphismes de 

B dans C tels que g/E 0

 s h /E 0 , alors g 3 h. 

Démonstration : 

Montrons a) par récurrence sur n ; c'est vrai par hypothèse pour n « 0 ; 

cas n+1 : I l suffit de montrer que E n + 1 est stable pour les substitutions : 

Î
( c /d )E F = ( ( c / d ) 6 ) f où ffcEn 

( c / d ) 3 a 8 » 3 i ( c / d ) ( i / a ) 8 où 06En 

( c / d ) ( ( W r ) » ( c / d ) 6 A ( c / d ) Y où BeE n_ k, 

Le membre à droite appartient dans chacun des trois cas, par hypothèse 

de récurrence, encore à E . 
n+i 

E r E x . , car si aéE et a<Jl alors a =3?aa €.E . 
nv— n + i n l a n+i 
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b) et c) : B est stable pour les substitutions de I 0 et B est l a plus petite 

sous-algèbre de A stable pour les quantificateurs. 

d) On montre par récurrence que g / © n

 8 2 b /E n pour tout néN. 

P21. Proposition : Soit EQ un I0-sous-ensemble de la Q-I-algëbre A, B la 0 - I o -

sous-algebre de A engendrée par E© et Ç = sup (card.E Q , c a r d . I 0 ) 

alors : card. B ^ Ç. 

Démonstr at ion : 

Ccmme Ç 2îk>, i l suffit de montrer que card. E^<£ pour tout néfl. Ceci est 

vrai pour n = 0. 

cas n*' : E . . = E f w U "3aE VJ (E , ^ K ) ( * ) 
n + 1 n a€I 0

 n 0<k^n n " k ^ 

où E f « { acA ; i l existe B^E a s B' } 
n * n 

9aE « { aeA ; i l existe BeE a » ^aB> e tc . . . 
n n 

D faprès l'hypothèse de récurrence, card. Ç , donc le cardinal du membre 

de droite de $0 est encore inférieur ou égal à Ç. 

Pour établir l'existence des sommes idrectes dans Q-I-A et, plus lo in , 

l'existence d'adjoints à gauche de différents foncteurs nous appliquerons un 

critère catégorielle : 

P22. Proposition : (critère de Rieger-Sikorski) 

Soit S un foncteur de Œ dans Œ. 

a) Définition : Un objet B de C est dit S-engendré par f€Hcn^(E tSA) 

s ' i l existe un morphisme u : B*A tel que : 

l ) f est factorisé par Su : r 

E r ^ SA 

j \ / s u 

SB 
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2) Pour tout h, g€ Eomc ( B , D ) f Sh 0j » SgQj entraîne h = g. On dira 

que C possède des S-engendrés, si pour tout feHcru^EjSA), i l 

existe un objet de C S-engendré par f • 

b) Critère : Si C possède des produits directs et des S-engendrés, 

si S commute aux produits directs et s i pour tout objet E de DE 

i l existe une famille ( A . ) . T d'objets de C te l l e que pour tout 

féHcn^EjSA) i l existe AéL et f ^Hcm^A^ ,A) tels que f soit fac­

torisé par Sf , alors S possède un adjoint à gauche T. 
A 

Démonstration : 

Posons : : * Hcn^ (E,SA X ) 

avec pour projections p. 
h^^H^ X A 

D : « TT n 
avec pour projections p . 

X€L A A 

Alors SD =* I I SA. f par conséquent pourX^L i l existe g. , 
X€L h x 6 H x

 n X 

g. .cHcm-fE, SA.) t e l que Sp. 0 g > a ^ pour tout h.^H.. Et i l existe 

x E h x é H x * h x A x x x 

ggpcojj, (E f TT SDX ) te l que Sp x 0 g * Bx pour toutX<SL. Soit TE S-engendré par 

g, i l existe donc UGHomç (TE,D) et $ £ , ^é.Hcn^E.STE) t e l s <l u e g • Su.$ E 

et que Sfx .$ E • S f 2 . + E entraîne tx * fg pour tout f^ f g etHcm^TE^B)• 

Posons : q^ : « p f a . p x .u pour h x éH x ,X<^L. 
X X 

alors pour tout h^.Hcm(E fSAx) Sq h .<>E = et q f a est unique à vérifier 
X X 

cette équation. 
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Soit f .c.Hcn_(S,SA), AÉL te l qu' i l existe f eHom. (A A) et h £Ham (E,£A ) 

avec f = Sf .hx alors S(f ^.q h ) . ^ = f et vu la définition de TE et de <(>E, 
À 

f , .cl est encore unique. 
x hx 

Considér;ns les foncteurs suivants : 

\ / "S 
I - A — - " " I 

où S, Sp, et sont les foncteurs 1 1 oubli de structure , f canoniques et 

IQ, les foncteurs injections canoniques. 

Nous établirons l'existence d'adjoints à gauche des foncteurs S_f Sn , 
QI 

Sp, IQ, S. L'adjoint à gauche T J de a été indiqué page 104, n o u s en déduisons 

que Tp s ^ I # T J e s < t adjoint à gauche de Sp. 

Remarquons ensuite que Q - I - A possède des I^-engendrés (cf .P20). Si A est 

une P-I-algèbre et h un P-I-morphisme de A dans une Q-I-algèbre B, alors l e 

cardinal de la Q-I-algèbre A^ engendrée par h(A) est inférieur au plus grand 

des cardinaux de I et de A . Par conséquent i l existe une famille de Q-I-algèbres 

( A A ) A € L te l le que pour tout heHomp^^CA, I Q B ) , A^ soit isomorphe à un A ^ . Nous 

pouvons appliquer le critère de Rieger-Sikorski et nous obtenons : 

P23. Proposition : Le foncteur 1̂  possède un adjoint à gauche T^. Si A est une 
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Q-I-algebre alors I A • A. 

En effet, l a dernière assertion est une conséquence de ce que Q-I-A est 

une sous-catégorie pleine de P-I -A. 

P.2U. Proposition : 

Le foncteur S possède un adjoint à gauche T. De plus T » T Q « T

p ^ 

P.25. Proposition : 

Les monomorphismes de Q-I-A, de P-I-A et de I-A sont injectifs . 

Démonstration : 

Les foncteur s " oubli 11 possèdent des adjoints à gauche conservant les mono­

morphismes» Tout monomorphisme de I-E est une application injective. 

P.26. Proposition : 

Q-I-A possède des sommes directes quelconques. 

Démonstration : 

Soit ( A ^ A é L 1 : 0 1 6 f a m ^ l l e d e Q-I-algèbres • Alors : 

T„( IL A ) = -U- TLA. • JLL A* où l a première des sommes directes est prise 
Q XeL * X*L Q a XcL a 

dans P-I-A et la seconde dans Q-I-A» 

P.27« Proposition : 

Le foncteur S ^ possède un adjoint à gauche T ^ . 

Démonstration : 

C'est une conséquence du théorème de Rieger-Sikorski• 

P.28. Proposition : 

Les foncteurs T T , T et T sont fidèles. 
I P 
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Démonstration : 

Nous savons que les morphismes canoniques <|>g : E+ SjT^E (E-> STE, e t c . . ) 

sont des injections, donc des monomorphîsmes (cf. § 1 , page 10k et proposition 32), 

P.29. Proposition : 

Les categories P-I-A, Q-I-A et I-A sont complètes. 

Démonstration : 

Nous appliquerons un critère de (5) 9 chapitre I , sous me forme légère­

ment modifiée : 

Soit C une catégorie, S(resp.I) une sous-classe des épimorphismes (resp. 

des monomorphismes) de C contenant les isomorphismes et stable pour la composi­

tion avec les isomorphismes • 

On dira que B est un S-quotient (resp. un I-sous-objet) de A s ' i l existe 

p : A + B , peo(resp . j : B + A , j e l ) . Tout ob jet-quotient de A équivalent à B 

est aussi un S-quotient (resp. tout sous-objet de A équivalent à B est aussi 

un I-sous-objet). 

Si C possède des produits directs et des sommes directes quelconques, s i 

tout morphisine f possède une décomposition triangulaire f « jp avec p c S , j e l et 

si : 

E) Les objets S-quotients d'un objet forment un ensemble. 

E') Les I-sous-objets d'un objet forment un ensemble. 

Alors Œ possède des 2-produits et des 2-sommes f ibres. 

(cf. (5Î démonstration de la proposition (1,6 ,1) et théorème (1 ,6 ,2 ) ) . 
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I l reste à definir les classes S et I • En tenant conpte de P25, nous prenons 

pour I la classe de tous les moncwcrpfcicncs (de P-I -A, Q-I-A, e t c . ) , la 

classe S de P-I-A (de Q-I-A, e t c . . ) sera formée des épimorphismes qui sont 

des applications surjectives. I l est clair que les isomcrphismes sont des 

1 1 surjections 11 et que le composé de deux "surjections" en est encore une. 

D'autre part, tout P-I«morphisme f : (A^, P^) (A^Pg) (tout Q-I-mor-

phisme, e t c . ) possède une décompsoit ion triangulaire f = jp où p est une sur-

jection. I l suffit de remarquer que ( f ( A x ) , f ( P x ) ) est une P-I-sous-algèbre de 

( A 2 , P 2 ) . 

§ 3 - Hmoniorjji5mes validants - Théorème de Lovenhoim -Skolcm : 

P30. Proposition : 

Soit E un I-ensemble, A une algèbre de Boole ccoplète, h une appli­

cation de E dans A. Notons h l'application de E dans A définie par : 

h(a) (ijf) = hfoa) pour a E,t£ej 

alors : 

a) I l existe une et une seule structure de I-ensemble sur 

K = h ( E ) , te l le que h soit une I-application. 

b) I l existe une sou^algèbre de A^ contenant K et une structure 

de Q-I-algèbre sur aui induit sur K la structure de I-ensenble 

définie en a ) . 

De plus, K n est Q-engendré par K. 

Démonstration : 

a) S'i l existe une structure de I-ensemble sur K te l le que h soit une I -

application, alors : 

( ( a / b ) h ( a ) ) (t>) = h ( ( a / b ) a ) (<*) = h(<*(a/b)a) = h ( a ) ( ^ U , b ) ) . 
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ce qui entraîne bien l'unicité de cette structure et qui oblige à poser pour 

( a , b ) ^ I 2 : 

((a/b)^)('Jz) = ^ f a ( a , b ) ) 

pour tOUt ^£,K>1£€J. 

Pour ces substitutions K est un I-ensemble car : 

h ( (a /b )a ) (<*) « h (ot(a/b)ct) = h(<x) (OC(a,b)) = ( ( a / b ) h ( a ) ) ( < X ) . 

c'est-à-dire h commute aux substitutions. Comme h est surjective K vérifie bien 

les axicmes l ) , . . . , 5 K 

On remarque d'ailleurs que a) reste vrai si A est un ensemble quelconque. 

2 J 
b) Pour ( a , b ) £ I , définissons la "substitution" (a /b) dans A par : 

( ( a / b ) ^ ) (-cO = ^ t e ( a > b ) ) pour^6A J ,^6T. 

L'application (a /b ) est un endomorphisme de A**, car : 

((a/b)(v?AKO)(ttl) = ( f tyM^(a ,b) ) = ^ ( < x ( a . b ) ) A*(^ l (a ,b ) ) = 

» ( ( a / b > p ) ( ^ ) A ( (a /b) i |0fo) = ( ( a / b X f A ( a / b ) . 

on vérif ie de même que : ( ( a / b ) ^ ) (Ol) = ( ( a / b ) v | ) ' [Of). 

Soit i/>eAJ avec 1^ f i n i r s i , soit iê l t e l que i î^tL^et i^I ( i est choisi 

et fixe pour chaque ^et-Otpar l'axiome du choix), on posera avec un abus 

d'écriture : 

B M > ) M * V * ( ( b f i ) < n ( i , a ) ) 
bel 

donc ^aty g A J . 

Pour néN soit K n la partie de A définie comme dans la proposition P20. 

Alors KQ est un I-ensenble : Ceci a été montré dans a) pour n = 0. 

cas n+1 : Montrons d'abord que K + 1 est stable pour les substitutions. Soit^^K 
n » n+1 

- vp= ^ f avec *<SKn» alors 

(a/b)^> « (a /b) ( • • ) = ( ( a / b ) * ) F E K N + 1 car ( a / b ) * e K n 
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- F » <JIAX

 A V E C * € K

N . K *xe^» alors : 

(a /b ) Y « ( a / b ) (*AX ) - ( a / b ) * A (a/b)x € K n + ^ 

- ^ « 3ai|, avec •€KQ, alors : 

(̂<s) » V * ( ( b / i ) W i / a ) ) pour tout i #-01, Î41, n o n seulement 
x bel ' * 

pour un seul te l i ) , car KQ est un I-ensemble et ((b/i)-Oi(i/a)iji) (0) = 

y ( ( b , i ) o t ( i , a ) ) . Montrons maintenant que pour tout 4'^éK n + 1 . 

6^>(a) « ^ ( < * $ = ^ ^ > ( ( b / i ^ i / a ) ) pour i i #6-, i ^ I ^ . 

» ^ ( (b / i )<*S( i /a ) t f ) (0) -

» Vj. ( ( b / d ) (d/i)^(i/a>p)(0) pour d î» <?t 

d i X P : ( i / a ) 

» ^ ( ( b / d ) < * _ ( d / i ) & ( i / a ) < P ) (0) » 

- N/j (5(i/a)tp ( ( b . d k t f d . i ) ) = 

= ( 3 i ^ - ( i / a > f ) (00. 

et par hypothèse de récurrence =3i<^(i/a)i^> <t K Q + ^ . 

I l reste à norvtrer que les substitutions vérifient sur K r + 1 les axiomes l ) , 

. . . , 5 ) . Nous ne le ferons que dans le cas où y=^aij> , <J^n» 

1) pour i # c, i ^1^ (c/c)3ai|< ="^i (c /c ) ( i /a )^ = "^L(i/a)\j; =3a«j» 

car O i ( i / a ) * ) W) = ( i / a ) ^ ( ( b , d ) ^ ( d , i ) ) « 

= V . ( ( b / d ) ( d / i ) ( i / a ) + ) (0) = ^ ( (b /dH*(d /a )* ) ' (0) = ( è a * ) (t*). 

2) Si b # c, alors ( d / b ) ( c / b ) 3 a * = ^ i ( d / b ) ( c / b ) ( i / a H = 

( c / b ) ( i / a ) * = ( c / b ) * a i ( i / a ) * ' = ( c / b ) 3 a * 
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3) (b/c)(c/d)3 a«j/ « . . . . • (b/d)(b/c)3 aij> 

!•) Si c d, e ; d J4 b,c,alors : 

(b/c)(d/e)3 ai|« = . . . . = (d/e)(b/c)3ai|< 

5) I _ Ka} en effet : 

( t / c ) 3 a * = 3 i ( W c ) ( i / a ) * pour i * (b ,c ) , i ^ I 

si c ,alors c ^ ( i / a ) ^ e t 3 i ^ b / c H i / a ) ' ' ' a 3i(i/a)<J» = 3a<(> , donc 

Si c * a, alors i / a et : 

3 i ( b / a ) ( i / a ) * = 3 i ( i / a ) iJ ; =*B aij> , donc a ^ I ^ a ^ • 

Posons K. = \J K . 

I l est clair que est une sous-algebre booleienne de et un ensemble 

individualisé, les substitutions sont des endomorphismes• Comme-oi3ai|/ » 

9i"Ol(i/aH pour i j*t*t, i ^ I f tout ce qu'il reste à montrer est que : 

3atJ> = ( b / a ) * (où le supremum de la famille ( ( V a ) * ) ^ ^ est pris 

dans et non dans A J ! ) . 

Montrons d'abord que^aip fU# ^ î (t̂ 0 pour touttteJ ou encore que 

^ * ( ( b , i W i , a ) ) » #(t)0 pour i # U » i < ^ I 0 • 
Or, i l existe e& te l que ( e / i ) < * ( i / a ) * =TTFS car si a ^ b l f # # # f b 

* m 
on peut prendre e = a, sinon on applique P5. Donc : 

V Y(b f i yo t ( i , a ) )> * ( ( e , i ) t * ( i , a ) ) = ((e/i)ctfi/a)*)(0) » 

= (W)(0) « 

Nous en déduisons quetjaij^ (b/a)i|/ pour tout b^I , car pour i < I , 

i ^tX> i ï* a>t>> ^ e x i s * e te l que : 
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-OtJVaîi/, « ( e / i ) t * ( b / a ) ( i / a ) i j , « (e/i><^(i/a)i | / 

en particulier : 

* ( ( e , i ) c<( i ,a ) ) = ( b / a H 

Supposons que XCK̂  et X ^(b/n.) pour tout b£l, c 1 est-à-dire X (^)>^ 

( (b /a )* )r>0 pour touttx<Mf b£ l f alors si i£l , a et i j*t*,X fe) • 
• V X 

f**X)(0) « (b/i)^CX(0) « X ( ( b , i ) ? 0 > ( i / a H ( ( b , i ) - * ) » * ( ( b , i H \ ( i , a ) ) 

pour tout bel . Ceci entraîne que : 

c'est-à-dire X^^a 

P31. Proposition : 

Soit A une Q-I-algèbre et E un I-sous-ensemble de A qui engendre A, 

soit h une application de E dans 2 et l a Q-I-algèbre associée à h. 

Pour tout hamcmorphisme g de A dans 2 qui prolonge h, i l y a équiva­

lence entre : 

a) g est validant. 

b) L'hcmcmorphisme g : A-* 2 J défini par : 

g(ot) fad = gfoa) est un Q-Innorphisme de A dans K^. 

Démonstration : 

a) entraîne b) : Soit aël , ct̂ V, alors fr£jaa)(t*) = g(<*3aa) « 

• g( V-T ( d / i ) < * ( i / a ) a ) pour i ?*1> . i <Sl • Donc : 
Del ; a 

aa) M = ^ g ( ( d / i K l ( i / a ) a ) = g ( a ) ( d , i ) - ^ ( i , a ) 

et . Pourvu que g ( a ) c on en déduit que : 
1 gv a> n 

g Q a a ) f o ) =^ag(a)(rt ) pour tout^îéJ. 

Montrons que la restriction g^ de g à E q est une I-application de E^ dans K N * 
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Par hypothèse, c'est vrai pour n « 0. Cas n+i : Soitol^E^ ^ J , alors g f a ( a ' ) ) s 

g ( ( t * a ) ' ) = g(oict) 1 = ( o t g ( a ) ) ' = <*.{g(a)) f » fog(a))'. Par hypothèse de récur­

rence g( a)é>Kn, donc (t^(a))'€ K

n + 1 * s i alors : 

g(<*3aa) = g(3 i < ^ ( i / a ) a ) = 5 i g ( v z ( i / a ) a) • Car g(<a(i /a)a)é K n . Or 9 i g W i / a ) a ) » 

3 k ( i / a ) I ( a ) = 3a K a) é K Q + 1 . 

Si â E^ k»^^^k» o n v o ^ ^ e ^ a m ^ m e manière que : 

g ^ U A B ) ) =K*g(cxA6) = < ^ ( I ( a ) A i ( 0 ) ) ^ K ^ ^ 

b) entraîne a) : Notons f l'application de 1^ dans 2 définie par f(v^) = ̂ ( 0 ) pour 

toutipé:K^. f est un homamorphisme de dans 2 et f 0 g
 c g. Donc : 

g ( b Y l ( b / a ) a ) = f < * &aa) = f O a i ( a ) ) =* ^ i ( a ) ( b / i ) ( i / a ) ) » > / g ( ( b / i ) ( i / a ) a ) 

S b£l S^^/ a ^ a ^ # C*1* o n P e u t supposer que i4 l a • 

P32. Proposition : Soit TE S<-libre sur E. Alors pour toute application h de E 

dans 2, i l existe un et un seul homcmorphisme validant *h de TE dans 2 

qui prolonge h. 

P33. Proposition : Si f, g et h ont l e mène signification que dans P32 alors : 

a) Pour que ¡ ( 3 aa ) = 3ag( a) i l suffit que g (a )£ et g C ^ C b / i ) ^ ) » 

= g((b/i)acx) pour tout<*J, i £ I 0 où I 0 est une partie infinie quel­

conque de I . (sans démonstration). 

b) Si 1 est une I-application de A dans K^, alors f Q l = 1. 

Dëmonstrat ion : 

( f o l ( a ) ) ( ^ 0 = f o l l e t ) = l(<*ct)(0) = ('tni(a))(0) = l ( a ) ( < ^ ) . Pour tout-c%*T# 

P3U. Lemme : 

Soit I 0 une partie infinie de I , J Q l'ensemble des suites f inies 

d'éléments de I 0 , A une Q-I-algèbre et P la partie de A te l l e que 
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. ^gp^c C l 0 * Si h est un homcciorphisme de A dans 2 te l que : 

pour tout aéI0,VléJo* aôP ; 

alors i l existe g^A ̂  te l que g( a) 3 h(a) pour tout ô P et 

g ( b £ [ m ^fl 8((WaKla) 

pour tout agI ,<^êJ , a£P . 

Démonstration : 

Soit a 0 éIo> a <$A, posons ; 

sa = ( a 0 / c 1 ) . . . ( a 0 / c k ) a 

où te. } est une partie de f l 0 contenant I s\ fl0. l^i i a 

s est bien définie car ces substitutions sont deux à deux permutables. Si 

I^ri^o =0 » alors ( a 0 / c 1 ) . . . ( a 0 / c k ) a * a. Si au contraire I

a

A ^ o a t c ^ . . . , ^ } 

avec c. / c. pour i # j , alors : 

( a 0 / c 1 ) . . . ( a 0 / c k ) a « ( a o / c x ) . . . ( a 0 / c n ) a 

pour toute partie { C j , . , . , ^ } de | l 0 contenant { C j , . . . , c n } • 

s est un homemorphisme : en effet, soit ĉ BeA, alors I a A g C I a u I B > d o n c 8 * 

( l a ^ I ^ A j f lo < ^ • • • • c j t j c [ I O f alors : 

s(aAB ) » ( a 0 / c 1 ) . . . ( a 0 / c k ) ( a A B ) = ( a 0 / c J .• . ( a 0 / c k ) a A (a.0/c^) • . . (ao /c^) B 

= sa A sB 

Comme I = I a | , i l est clair que s (a f ) = (sa ) f . 

Posons g « h o S . g est un homemorphisme de A dans 2 et g (a ) » h(a) poura^P. 

Soit-ttéJ, a ê l , aéP. Ccmme3aaa * 3 i ( i / a ) V i a si i ^ . I ^ » ail leurs 

quelconque, i l suffit de montrer que : 
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g(3a<rçct) « ^ g((b/aHfct) pour tout a*I c - { a Q } ,^X€J,a<£.P. Otr : 

g ( 3 a % ) » h((a 0/e 1)...(a 0/c k)3aiXa) où 'c^ • • • . c ^ } ^ I ^ n ^ I G D I ^ ^ n (jE 0 . 

Donc : gGarap) • h( 3a(aQ/c J . . . (a 0 /c k )<*a) « h(3a5-a) 

pour un £eJ 0 convenable 

° h ( b K ( b / a ) & t ) " b ^ 0

 h ( ^ û ^ a ) " 

" b ^ 0 ^(WaXao /Cjî.^tao /c^'Cla) » 

» ^ h ( ( a 0 / c 1 ) . . . ( a 0 / c k ) ( b / a ) o t a ) 

car a ^ (a 0 , c^) et (b .a) si beTD 

» b ^ I o h 0 s((b/a>Ola). 

I l reste à montrer que : g((b/a)aoO » g((b/a)*Jta) 

Si l4l0, alors h 0s((b/atact) » hUao/c, ) . ( a 0 / c j ( a 0 / b ) ( b / a h * a ) » 

= hUao/c^ • • • ( a 0 / c k ) ( a 0 / b ) ( a 0 / a ) ^ t o ) » h c s ( ( a 0 / a ) < K a ) . 

Donc : ^ g( (b /akXû) > ^ g((b/a)Ol<x) 

et l ' inégalité réciproque est évidente. 

P35. Proscrition : Soit A une Q-I-algèbre, K une partie déncmbrable de A t e l l e 

que la seule Q-I-sous-algèbre contenant K soit A. Alors, l'ensemble 

des homomorphismes validants est partout dense dans A • 

DÉRNONPTRPTION : 

Soit < * 0 6 A , a 0 f 0 f I 0 une partie déncmbrable de I avec I V; ¿ 1 
a ° om£K A 

Posons E 0

 s tRû^T ~ ^v* est stable pour les substitutions de J Q . 

Soit B 0 la Q-I 0-sous-algèbre de A engendrée par E0. On sait que card. B 0 m 

3J0 (cf . P - l ) . Montrons que B = < ^ ^ r est une Q-I-sous-algèbre de A conte-



Chapitre II , paragr. 3 Algèbre* quantifiées 123 

nant K et par conséquent é g a l e à A. S o i t a £ B 0 f SfeBot^t ^^Jf a l o r s<*aA&B e 

- ( e l / d 1 ) . . ( e n / d n ) ( d 1 / c 1 ) . . ( d n / c n ) a A (e ^ d ' x ) . . ( e ' n / d ' n ) ( d ' ^ c 1 ^ . . ( d ^ / c ^ ) 6 

(forme simultanée) où d. ^ c . , e . pour tou t i , j , d. ï d. pour i # j mais a u t r e -

ment quelconques* Chois issons donc d^, d ' ^ e î l o ; t e l s que d^ f d 1 ^ , e 1 ^ pour 

t ou t i , j , a l o r s : 

« (e/d^.^e^dJCe^/d^J.^e^JCtd^c^.^d^cJaA (d ' x / c f J. . (d^/c 'J B)-

« Î Y où^JEJ e t Y€B 0* 

D f au t r e par t (<*a)1 «-Cta1 avec a f e t B 0 8iae®o et 3 atta » Bi(i/a>c*a pour un 

i€Io convenable . 

Or, ( i / a f a ? « ( e 1 / d 1 ) . . . ( e n / d n ) ( d 1 / c 1 ) . * . ( d n / c n ) a où l ' o n peut prendre 

d .^Iot d.4*i e t v é r i f i a n t l e s condi t ions u s u e l l e s . Soi t ( e . , . . . f e . ) l a sous-

s u i t e de ( e ^ . . . ^ ) t e l l e que e^ ^ I c p o u r K r ^ k , mais e^ £ l 0 s i j J r a l o r s 

3 i ( i / a K * - f e . /d. ) . . ( e . /d. ) 3 i ( e n /d ) . . ( e / d ) ( d 1 / c j . . ( d h / c ) o -

c-tBiB avec BgBo* i* I 0 t t^J . 

Comme B Q e s t déncmbrable i l e x i s t e h g L E ^ t e l que : 

h ( . ^ (b/a>t*a ) » V h ( ( b / a ) U a ) 

pour tou t a ^ I o , ^ ^ J o > a ^ B 0 e t h ( a 0 ) » i . 

En e f f e t . b ( b ^ (b/a)t»a) » ^ £ h ( (b / a )qa ) équivaut à : 

= ^ o t ( (b /ah>ta )u x ( ( ^ (b/a}t*a )9 où x e s t l f i scmarphisme de 

Stone . Comme es t un ouvert par tout dense de 
*<\,a*a * • ° a ^ o ̂ û » • 

a£30 
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est encore partout dense dans A* (théorème de Baire) . 

D faprès P31*, i l existe gcLE*tel que : 

g( V (b/a)<xB) = V g((b/a)<*8) et g (a ) » h ( a ) pour tout acB 0 f 

bel bel 

pour tout a£l,-utcj f BeB0f donc pour tout a d et tout « A . Comme I ^ c I q , 

g ( a Q ) 3 h ( a 0 ) » 1 

P • 36 . Propo s it ion : 

Soit E un I-ensemble f TE S-libre sur E. Alors l fensemble 1/ des homo-

morphismes validants (cf . P.20) de TE est partout dense dans l ' e s ­

pace dual TE*"de TE* 

Démonstration : 

Soit a 0 «TE, aQ ^ 0. I l existe une partie dénorcbrable (morne f inie , cf. P . 9 ) 

E 0 de E tel le que ct0 appartienne à l a Q-I-algèbre B engendrée par E 0 . Soit h 

un homomorphisme validant de B tel que h ( a 0 ) = 1 . Nous prolongeons h en uû 

homemorphisme validant g de TE en posant pour ot€E : 

fh(a) s f i l existe s J , BcE 0 : a =<*B 
g(a) 3 J 

0 sinon 

P.37» Proposition : 

Soit A une Q-I-algèbre quelconque, V l f ensemble des homomorphisme s 

validants de A, alors V = A* si et seulement si A est isomorphe à 

une Q-I-algèbre C, ôôus-algèbre d'une algèbre P(X)et te l le que : 

3aB = U (b/a)B pour tout B*Cf ael 
bel 

on peut supposer que X = 1/. 

Démonstration : 

A sera identifiée avec A** (algèbre des ofs de A) ; comme 1/cA*, on peut 

définir un homomorphisme i);: A + P{V) en posant : ip(a) « ctnl/ 
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Les éléments de A formant une base de l a topologie de A*^» est injectif si et 

seulement si 1/ est partout dense dans A*# 

Donc, si i/"= A*, on peut nunir C = *(A) d'une structure de Q-I-algèbre, iso­

morphe à celle de A et alors : 

3a*(a) = * ( V (b/a)a) = V ( b / a ) c t r ^ . 
bel b^I 

or " he V (b/a)anV" équivaut à : 1 1 i l existe bel h(b /a)c t « 1 et heV " ce qui 
bel 

équivaut encore à " i l existe bfcl, he(b/a)a et hel/ Donc, on a bien : 

l a •(<*) = U (b /a ) an V = U ( b / a ) * (et), 
bel b£l 

Si A est isonaorphe à une te l le Q-I-algèbre C, alors pour xeX, l'application 

f : C+2 définie par 1 1 f^( ß) = 1 si et seulement si xeß l f , est un homomorphisme 

validant et si 8 0, i l existera toujours f tel que ? x (ß) 5 5 1 » ce qui signifie 

que V = C*. 

P.38« Proposition : 

Soit E un I-ensemble. Alors i l existe un isomorphisme de Q-I-algèbres 

f de TE sur une sous-algèbre de P(2 ) tel que : 

f(of) = {h€2E ; h(a) = 1 } pour aeE 

3 a f ( a ) = U ( b / a ) f ( a ) pour aeTE 
bel 

Démonstration : 

Avec les notations de la proposition P.37» TE est isomorphe par * à une sous-

algèbre de P(V) te l le que 3a *(<*) = U ( b / a ) * ( a ) . 
b e l 

E 

Or, V est en bijection avec 2 par l'application qui associe à un homo-

morphisme validant sa restriction à E, donc P(t/) est isomorphe à P(2 ) par Cp, 

extension de'fà P ( f ) . Alors l'homomorphisme f = Cpo* a les propriétés voulues. 
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P.39# Proposition : 

Soit E un I-ensemble, TE S-libre sur E et ^l'application del/ dans 2 

qui à bel/ associe sa restriction à E. Alors i l y a équivalence entre : 

a) *P est bicontinue. 

b) V « 2 (en tant qu'espace topologique). 

c) V » LE* 

d) L'individualisation de E est tr iv ia le . 

Démonstration : 

I l est évident que a ) , b ) , c) sont équivalents. Montrons que a) entraîne 

d ) . Si l'individualisation de E est non tr iv ia le , i l existe <x£E I # 0. Soit 

a c l a , l a famille ( ( b / a ) a ) b ^ a même cardinal que I . (cf. (3) ) . 

E 

Soit he2 avec h( (b /a ) ) « 0 pour tout bel , alors : 

vp^fhH (3aa) ') = 1 . Soit U un voisinage élémentaire de h ( i . e . un ensemble é l é ­

mentaire contenant h) ; gcli équivaut à h(B^) 3 g ( B . ) i«i^n pour une certaine 

suite ( ( B - X ^ - ^ ) d'éléments de E. Donc i l existe b^I, (b /a)a f B.l<i<n et par 

conséquent i l existe geU avec g ( ( b / a ) a ) »1 . Donc : ^"^"(gK(3aa)') = 0, ce qui 

signifie que l'application réciproque de n'est pas continue. 

d) entraîne a) : en effet, TE est alors isomorphe à l'algèbre de Boole l i b r e 

sur l'ensemble E. 

P.UO. Corollaire : 
E 

Soit hç2 . S' i l existe acE, ac l a tels que h ( ( b / a ) a ) =» 0 (ou l ) pour 

tout bel , alors h est un point de discontinuité de *4>~̂ . 

P .Ul . Proposition : 
Si E « - H - I 1 1 * et s ' i l existe n.>2, alors ^S"1 est discontinue en tout 

À^L * 
E 

point de 2 . (Les notations sont celles de P.39)« 
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Démonstration : 

Compte tenu du corollaire P.UO nous montrerons que est discontinu en 

E 

un point hc2 qui véfifie h ( ( b / i ) a ) f constant, pour toutaeE, i c I

a « 

Par hypothèse, i l existe a, be l , a ï b , et œE tels que a, ^€1^. Soit ddl 

quelconque. Par hypothèse, ^ e I ( d / ^ ) ( i / a ) a P 0 1 1 1 , î î ^ 1 ^ d o n c e x i f f b e 

ecl h ( ( c / i ) ( d / b ) ( i / a ) a ) = l f c 'est-à-dire^" 1 (h)(d/b)3aa) = 1 . d étant arbi ­

traire , i l s'en suit que <p - 1 (h)(Vb 3aa ) 3 1 . 

Soit maintenant U un voisinage élémentaire de h, montrons qu' i l existe geti 

tel que vp"1 (g)(Vb 3aa) = 0. SoitU déterminé par la suite B j , . . . , B • Si del 
n 

est tel que d^ U I f t , alors pour tout oel ( c / i ) ( d / b ) ( i / a ) a ï B. pourUi^n, car 
fi=l i 

alors * c ^ ( c / £ ) ( ( i / ^ ) ( i / a ) a

# Nous en déduisons qu' i l existe g€ U avec 

g ( c / i ) ( d / b ) ( i / a ) a * O pour tout ecl , c'est-à-dire : ^(gMVbSact) = 0. 

P.1*2. Corollaire : 

Si E est un I-ensemble qui vérifie : 

a € l a = » I ^ a j o = ( l a - { a } ) u { b } pour tout bel 

et s ' i l existe oteE avec card* I >2, alors ^P1 est discontinu en tout 
a 

E 

point de 2 . 

P.U3. Proposition : 
—1 • E 

Si E s I ; alors >̂ est discontinue aux points 0 et 1 de 2 et continue 
E 

en tous les autres points de 2 • 

Démonstration : 
E 

Montrons que TE est le sous-anneau booléien C de P(2 ) engendré par 
EutuoMu) , } où u)0 = U (b /a )a ' 

1 bel 
« = U 0>/a)a 

1 bel 
Remarquons d'abord que si cteEuE' et si ael , alors : 

a 
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U ( b / a ) a » 

bel ^ B i aeE 

d e plus, 1 ^ 3 I W 1

 c 0* C étant stable pour les substitutions i l nous reste 

à montrer que C est stable pour les quantificateurs : 
Soit B€Cf U (b /a)6 » Y u U ( b / a ) ( ( a n a . ) u ( a f n a o ) ) où y, o., a 0«C et a i l u 

bel 1 1 ~y 
° Tao-

Soit hewjno f i l existe bel h ( ( b / a ) a ) « i f donc hçCb/aJaoc^. De même s i 

gc<*) n a f i l existe c€l hc(c/a)a'ncto, par conséquent : 

(cd.o a . )u((u Q n a^c LJ (b/a)((aAa ) u ( a f n a o ) ) . Comme nous avons aussi l ' inclusion 
1 1 b .̂1 1 

réciproque, nous en déduisons que : 

^ ( b / a î d a n a ^ u f a V a o ) ) » (<i^M u)0 ^ °o ) et que IJ. (b/a)feC. 

Si maintenant hc2 et h f 0 et h f 1 t alors heaî nuo et nous pouvons supposer 

qu'un voisinage U de *p"^(h) dans TE* est de l a forme : 

" • ^(Уl^•^^ A Y n A 0 ) o A 0 ) 1 ) où Y ^ 6 E u E ' et où t est l'isomorphisme de Stone. 

Soit oteE tel que h(ct0) » 0 etc^eE te l que h ( a x ) » 1 , alors 
E —1 

"© " a ? o 0 a

1

n Y 1

n . » % n Y n est un voisinage élémentaire de h dans 2 et (U c ) cU 

comme o n le vérifie aisément» 

Précisons l a notion d' 1 1 homomorphisme validant " : un honomorphisme v a l i ­

d a n t d e l a Q-I-algèbre A est un homomorphisme heA*qui vérifie : 
h( V ( b / a ) a ) « V h(fa/a)ct) pour tout açA, ael . 

bel bel 
Un homomorphisme validant de la Q-I 0 -algebre A est un hoiaornorphisme h A qui 

vérif ie : h( V (b /a )a ) * V h ( ( b / a ) a ) pour tout aeA, a d 0 . 
b € l 0 bel© 

Nous aurons besoin des lemmes suivants : 

?.kk. Lemne : 

Soit I 0 une partie infinie de I , EQ un I0-sous-ensemble de l f I - e n s e B i b i e E 
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Alors TE0 est isomorphe à l a Q-I 0-Bous-algèbre de TE engendrée par E0. 

Démons t rat ion : 

E Eo E • • v La surjection f : 2 2 qui à ĥ 2 fait correspondre sa restriction à 

EQ E 

E 0 définit un homomorphisme injectif f * de P(2 ° ) dans P(2 ) par f* (p) 3 

-1 E 0 f (p) pour tout pcP(2 ) • f *est une bijection de E 0 (identifié à une partie 
EQ g 

de P(2 ) ) sur E 0 (identifié à une partie de EcP(2 ) ) . f commute aux subs­

titutions sur E Q . 

Eo 

De plus, f* commute à tous les supremums de P(2 ) • I l reste à montrer que 

f* commute aux substitutions sur TEQ et ceci n f est plus qu'une question d'écri­

ture. 

Soit P une partie d'un I-ensemble f nous noterons I l a réunion des ^ pour oc 

dans P et nous appelerons 1^ la base de P. 

P.U5. Lemme : 

Soit A une Q-I-algèbre, B une sous-algèbre (booléienne) de A, a€A, 

ccl, c ^ u l ^ 3aasB, g*B* et g(3aa) » i . 

Si l'ensemble des homomorphismes validants V de A est partout dense 

dans A*, alors i l existe un prolongement h de g à A avec g ( ( c / a ) a ) * l . 

Démonstration : 
Soit Tl'isomorphisme de Stone de A dans P(A ) . Si : 

geB e ic/aja 

g(6) » i 

alors i l existe un nombre fini de B êB tels que : 

61 6n (c/a)a 

d o n c V T ( c / a ) a a 0 o ù 6 XA..A B^B et g(&) = i 

comme c^l g ul a , nous en déduisons que T^Y>/a,)oT ^ ] ? o u r t o u t 
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Or, g possède un prolongement g à A ; 6 t T g n T

3 a a

t L*ensemble V étant dense 

dans A*, i l existe
 h* Tg nJ a cp

v e t P*2* conséquent bcT^nT^^j^pour un bel au moins, 

contradiction. 

P. U6.Proposition : 

Soit Ç un cardinal, Ç » ^ . Soit : 

a) A « TE, E étant un I-ensemble. 

b ) A une Q-I-algèbre et £ mX 0 . 

Soit I0cl9 card. I 0 • C et card. ( I - I 0 ) > Ç * Soit B 0 une Q-I 0 - sous-

algèbre de A, card. B e «Ç , *o et d**18 I e c a s a ) > bous supposerons 

que B 0 est l a Q-I 0-sous-algèbre de A engendrée par I0-sous-ensemble 

E 0 de E. 

Alors pour tout h 0 eB 0 f i l existe une partie ? de I , I 0 c î t card. ï 

et un homemorphisme validant h de $ (& étant l a Q-ï-Bous-algèbre en­

gendrée par B c ) qui prolonge h 0 . 

Démonstration : 

Nous montrerons par récurrence sur n qu'i l existe I n c l tel que : 

1 ) I c I . 
' n-i n 

2) card. I » Ç 
n 

3) card. ( I - I n ) > £ 

h) Si BQ est l a Q-I n-sous-algèbre engendrée par B 0 alors card.B^ « ç 

et L c I ; dans le cas a ) , B est engendrée par E lui-même I -en* 
o n n n n n 

semble engendré par E 0 . 

5) U existe hQ et B* prolongeant h

n - 1 et vérifiant : 

h Q Gaa) » ^ h n ( ( b / a ) a ) pour tout a e B ^ et tout ae l . 
n 

C'est vrai pour n « 0. 
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cas xr* 1 : Posons I » I , B « B , h * h . Soit K d - I te l que cord. K « 
nQ n nQ n n 0 n n 

card. ( I - I n - K ) . 

Considérons d 1 autre part l f ensemble C formé des couples ( ot»a) oùct€Bn et 

a é I Q . C et K ont même cardinal, munissons-les d fun bon ordre : 

C - { ( c t 1 » a 1 ) , . . . , ( a i > a i ) f . . . } . . 

K » ( c ^ , • • • , c ^ , . « # } £ < Y

# 

Posons maintenant I « I u { c 1 f . . . , c . } et soit B^ l a Q-I -sous-algèbre de 
n i i n^ 

A engendrée par B^, ceci pour i > U 

Alors card.I » £ » card.B , I - C I et dans l e cas a ) , B^ est engendrée 
n i n i B n . n i n i 

par le I -sous-ensemble de A E engendre par E • Montrons par récurrence sur i * n. n. ^ n 
1 1 

q u f i l existe h € B * prolongeant h pour j < i et vérifiant : n. n • n. 
1 1 J 

( * ) h (Ja. a . ) » V h ( ( b / a . ) a . ) pour l « j « L . 

i 

C'est vrai pour i » 0. Supposons le vrai pour tout j < i et montrons-le 

pour i ( i ^ l ) . 

Posons L • U i d » U B , g (a ) * h ( a ) pouraeB^ . 

j < i n. j < x n. n. n. 

Alors I j^L, D est l a Q-Ir-sous-algèbre de A engendrée par B c et g€D« Par 

ailleurs g vérifie pour j< i : 

gGa.a .V - h (3a, a . ) - V h ( ( b / a . ) a . ) » V g ( ( b / a . ) a . ) 
pour tout k, j£k<i« 

Par conséquent : g(3a. OT.) « V g ( ( b / a . ) a . ) . 
J J beL J J 

Si g(3a. o) * V g ( ( b / a . )ot. ) , alors n'importe quel b < B* prolongeant g 
A A b€L 1 1 * i n i 

( i l en existe toujours) vérifie ( * ) pour k j ^ i . Sinon, on a nécessairement 
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gOa^c^) c l . Pour appliquer le lemme P.U5, remarquons d fabord que l f ensemble 

des homomorphisme s validants est partout dense dans • Dans l e cas b ) puis-
i 

que B est dénombrable et dans le cas a) puisque B est l a Q-I -algèbre l i b r e 
n. n» 

1 1 1 

sur E (P.UU). Ensuite c .4L, donc c.€I_ et c.él • Donc les hypothèses du lemme 
n. if 1/ v i.' a» 

i ' i 

P.U5 sont bien vérifiées. Ceci achève la récurrence sur i . 

Posons I . . 3 U I , B * B , h ( a ) » h (a) pour aeB„ • 
n+i o^i<y n i n 1 o « i < Y n i n * x n i n ^ 

Alors I ^ I ^ i card. 1 ^ = Ç, card. ( I - I ^ ) a card. ( l - I n - K ) » Ç . 

De plus, B^^ est l a Q - I n + 1 -sous-algèbre de A engendrée par B^ donc par B c . 

Dans l e cas a ) , ^ n ¥ l

 e s t Q - 1 ^ -engendré par I n +^sous-ensemble de A 

engendré par E 0 . Nous avons aussi card. B Q + 1 « Ç et 1^ C ^ + 1 » h

n + 1 prolonge h 
n+i n 

et vérifie : h n + 1 (jact) » ^ V ^ h n + 1 ( ( b / a ) a ) pour tout a^B n, a€l. 

Ceci achève la récurrence sur n. 
Posons î » U I , è • U B . h(a) = h (a) pour acB . I , B et h ont les 

n>o n n>o n n n 

propriétés voulues et l a proposition est démontrée. 

Nous dirons qu'une partie P d'une Q-I-algèbre A est compatible avec h A s i 

h(a) a l pour tout ct£P. P sera dite compatible, s ' i l existe h^A avec lequel P est 

compatible. 

P.l*7» Corollaire : 

Soit E un I-ensemble, P une partie compatible de TE te l le que 

card. I ^ card. ( I - I ) , alors i l existe î c l tel que card. Ï « 
P P 

max(X0» card. P) et un Î'-sous-ensemble È de E te l que Pĉ fc et un homr>» 

morphisme validant S de compatible avec P. 
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Demonstration : 

SoitadE, i l existe une suite finie a • • • • T a d déments de TE vérifiant 
1 n 

l'une des propriétés suivantes : 

1) cu*E 

2) I l existe k l^c<i a. » a 1. 

3) I l existe k, 1 l^k,l<i a i * ° k A a i 

U) U existe k l^k<i et ael a. » 3aa . 
\ 1 k 

5) a n * a 

(cf. proposition P.20, § 2 ) . 

Choisissons pour chaque ct€P une te l le suite et soit P l a réunion de ces 

suites. Alors card. P$Ç = max(x 0» card.P) , de même card. I^*Ç • Soit I 0 une 

partie de I te l le que card. I Q ° C ̂  c a r d . ( l - I 0 ) et contenant I _ . Posons 

P 0 = Pr\E, alors P est contenue dans l a Q~I 0-algèbre B 0 engendrée par P 0 et 

card. B 0 « Ç. On s'est ramené aux hypothèses de P.U6. 

P.U8. Proposition : (Lowenheim-Skolem) 

Soit P une partie compatible et infinie de TE, alors i l existe 

card. £ = card. P et un endomorphisme p de TE inject i f sur P tel que 

I^p^cî . De plus, p(P)cT& où è est un ï-sous-ensemble de E et p(P) est 

compatible avec un homomorphisme validant de 

Démonstration : 

Soit p : I+I une application injective sur I et vérifiant cord. ( l - p ( I ) ) > 
P P 

card, (p ( i p ) ) ; de p nous déduisons un endomorphisme p" de TE par : 

p(a) = s (p (a ) /a ) où a « (a, , . . . , a ) , I » { a . , . . . , a } 
1 m a 1

 1 * m J 

et p(a) « ( p ( a . ) , . . . , p(a ) ) . 
I M 

Soit t : I+I tel que xp(a) « a pour acl^. Alors pour a^P : 
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xp(a) » s (a / p ( a ) ) s ( p ( a ) / a ) a » ( a 1 / j l ) . . . ( j 1 / p ( a 1 ) ) ( p ( a 1 ) / i 1 ) . . . ( i 1 / a 1 ) a 

avec des i f e et des j f c convenables, 

» ( a 1 / j 1 ) . . . ( j 1 / p ( a 1 ) ( j 1 / i 1 ) . . , ( i 1 / a 1 ) a » 

« ( a 1 / j 1 ) . . . ( a m / j j t t ) ( j 1 / i 1 ) . . . ( i 1 / a 1 ) a » 

• ( a l / i 1 ) . . . ( a / i ) ( i /a ) . . . ( i . / a . )a • a 

Donc card* (?5(P)) « card . (P) , c erd . ( l - I ^ ( p ) ) * c a r d # I - p ( p ) c a r ^ ( p ) c p ^ T p ^ # 

p(P) est encore une partie compatible de TE, car si heTE* avec h(a) « i pour 

tout aeJ?, alors h c f (B) a 1 pour tout B e p ( P ) . 
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