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UNE GENERALISATION DES STRUCTURES BOOLEIENNES

par P. JANIN

Dans un premier travail (kepport de recherches de D.E.A., Fac. Sc. Lyon,
juin 1965), nous avons étudie succintement les treillis convexes dans un anneeu
booleien. Ce travail est résumé ci-sprés por la definition €, p. 11, les pro-
positions 5 et 18, p. 12 et 24, et le debut de la remarque 12, p. 25, dont la
lecture prealable est souhaitable.

I1 apparelt vite que ces sous-structures comservent de nombreuses proprie-
tes de l'enneeu entier. On pouveit donc tenter d'en donner une définition algé-
brigue intrinseque et de genéraliser la notion d'anneau booleien.,

Nous avons ainsi défini a l'aide d'unec opéretion ternaire, les préanneaux
booléiens, structuwres prequotient qui peuvent donner par passage au quotient
des preanneaux, ou des anneaux booléiens unitaires ou non. La notion de zero
relatif s'y degage, faisant pendant a celle d'unite relative, classique dans les
algéres. On y géncralise la notion d'équivalence modulo un idéal et le theorénme
de Stone.

En langage de structures d'crdre, les anncaux booleiens sont bien connus
comme treillis distributifs complementcs. Les treillis distributifs relativement
complémentes, généralisant les precédents, ont été aussi définis et étudies (voir
par exemple, Birkhoff [1]). Hous avons montré ici que ces derniers peuvent recce-
voir naturellement une structure de préanneaux. Cela permet de donner de ces

treillis une définition algébrique, méme dans le cas ol ils n'ont pas de plus
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petit ¢llaent, et &'Cnoncer pour cux des thiorines moins accessibles par dfeous
tres voics. (Ihéordme de reprcsentation, généraliscticn d'un theordime dz
Birkhoff (l], probllmes de pertition ot &'immersion).

I1 resteit 4 exprizer ces ginéralisations en lengage topologique : le

dernier chepitre studic le rotion d'cspace loczlenent boollien, aprés avoir

5
[}
[

précise guclgues proprictes gendrales des cspaces topclogiques non corpects,
ot réscud les problémes de caracterisation et de liberte posees par le notion
d'vspace ducl d'un precnneau.

Le § 5, chanitre 1, proposc enfir quelgues cpplications de la notion de
treillis conveie. (Resolution d'cquations boolciennes, étude des idéeoux dfun
anneau booliien, caractérisation du germe d'unc partic d'un espace topologique

suivert un filtre et de 1l'ensanble des germes de perties).
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CHAPITRE I. PRE~ANNEAUX BOOLEIENS

§ 1 ~ Généralitls :

Définition 1 : On appelle préanneau booléien (en abrégé préanncau) un ensemble P

non vide muni des opérations suivontes
1) Une loi cde compesition termaire, ou application cde P3 dans P, appe-
lée double addition, faisant correspondre au triplet (x,y,z) 1'élément
s dit double somme de x, y et z, noté s = x+y+z, et satisfaisant aux
trois axiomes :
a)Vx Vy Vi, xty+z = x+z+y = y+x+z (commutativité)
b)Vx Vy Vz Vt Vu, (x+y+z )+t+u = x+y+(z+t+u)(associativité)
AVx Yy Vz Vi, xtysz = x+y+t—>3z = t (régularité & gauche
d'un couple d'éléments).
2) Une nmultiplicetion notée., associative, camutative, idempotente,
et distributive & gauche par rapport & la double addi_tion, c'est-a-
dire que : t.(x+y+z) = t.x+t.y+t.z
On suppriuzre en général le point, écrivant xy le procduit x.y.

Exemples dc préanncaux (N.B. Le présent travail généralise la notion classi-

que d'anneau booléien. Nous la réintroduisons pourtent succintement (ici, & 1'oc-
casion d'exemples & cdonner) de fagon & assurer (plus loin) la validité pour les
anneaux des résultats obtenus pour les préanneaux). (voir remarque 9 et lemme 4)
1) Un ennecu idempotcnt (Note 1), ou anneau booléien, dans lequel s = x+y+z
désignera la somme, au sens de 1'anneau, des &léments X, y et z est un pré-
anneau,
2) On sait qu'un tel enneau est de ceractéristique 2. Il en résulte,en don-

nent de la double somme la méme définition qu'en 1), que lfensemble réduit

Note 1| : non généralement unitaire : voir remarque 9, in fine.
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termes, pourre donc s'écrire dans n'importe quel ordre et en supprimant les
perenthéses.
L) Tout couple d'éléments est régulier & droite : cela résulte de la
commutativité.
5) Pour tout x, x+x+x = x.
En effet, (x+x+x)(x+x+x) = (x+x+x)(idempotence) et en eppliquemt la double
distributivité : 9x = 3x (ol nx désigne la sarme de n termes égaux & x) ou
encore : TXHX+X = x+X+X.

La régularité entraine 7x = x. D'ol Tx+Tx+Tx = x+x+x ou 21x = 3x (a).

En formant de méme (x+x+x+x+x)2, on tirera 25x = Sx ou :

21x+ (x#+x+x)+x = x+(x+x+x)+x (b).

De (a) et (b), par régularité, on tire : 21x = x et enfin 3x = X ou X+X+X=X.
G) Pour tous x et y, y*x+x =y

D'aprés 5, x+x+x = Xx

D'ol : x+x+x+y+y = x+ydy

La régularité entralne : x+x+y = y.

7) On peut transférer tout groupe de 2 termes d'un membre d l'autre d'une
égalité (donc tout groupe d'un nambre pair de temmes).

x+y+z = t+utv

x+y+z+utv = t+ubviutv et en appliquent 6 au membre de droite, deux fois,
why+ziuty = L,

8) On peut échanger deux termes appertenent respectivement aux deux membres
d'une égalité :

X+y+2z = t4utv

Appliquons T) & u et v : xty+z+utv = ¢

puis & u et z : xdydv = t+utz
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9) Lfepplication x-+ a+b+x est bijective.
a) L'injectivite est entrailnee par la régularite.
b) Soit y P ¢t soit x = a+b+y
a+b+x = a+b(e+b+y) = y (cn eppliquant 6) ce qui eﬁtraine la surjecti--
vitc,
A fortiori, a+P+P = P et P+P+P =P.
1C¢) Remarguc : Dans un ennceu boolélen, on sait que liidempotence de la multiplica-
tion entraine sa commutativite. Il n'en est rien pour un preanneau.
50it en effet, un groupc Looleien B (groupe additif de caracteristique 2,
par exemple, le groupe zdditif d'un anneau boollien quelcongue). iuni de la mule
tiplicetion xy = x et dc la double sddition s = x+y+z au sens de l'addition du
groupc, B satisfait & la definition 1, moins la cemnutetivite. Celle-ci est donc
une propricté indcépendente (et le resterait méne en adjoignent aux axiomes la disa
tributivité 3 drcite, qui est aussi satisfaite dans l'exemple ci-dessus).
11) Lo comutativite de la multiplication entralne sa distributivité &
droite par rapport & la double eddition.

Definition 3 : Cn dc¢finire dans les preanneaux bcoléicns une seconde opération

bineire, dite disjonction ct rotée v, per la reletion x v y = x+y+xy,
Tout sous-preanneau est stable pour la disjonction. Tout homomorphisme

de préanncoux, conscrvant la multiplication et la double somme, conserve

Proposition 1 : La disjonction est idempctente, commutetive, associative, distri.

butive var rapport d la multiplication, elle-méme distributive par rap..
port & la disjonction. (Les démonstrations sont de routine, de méme que
celle de la proposition 2). On deémontre enfin que la disjonction est qis.

tritutive par rapport a la double addition,ce qui donne aux deux
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opérations de multiplicztion et disjonction une symétrie qu'elle n'ont
pes dans les anncaux.
Proposition 2 : Dens un préanneau, les relations xy = x et x vy =y sont &quiva-
lents ct définissent une relation d'ordre entre x et y, notée x<y.
Pour cet ordrec dit ordre bocléien, inf(x,y) = xy et sup(x,y) = x v y.
La propcsition 1 entralne qu'un préannezu est un treillis distributif
pour l'crdre booléicn. Il est de plus reletivement complimenté, c'est-d-
dire que pour tous &llments a<xsb, il existe un &élément y, unique, tel
que Xy = act x vy =nbo,
Dénonstration de la dernidre assertion : Considérons y = a+b+x
Xy = XatXb+xx = atx+x = a
x vy =x viatb+x) = x+atb+x+xatxb+xx = b
Le treillis étant distributif, le camplément relatif est unique.
Remarque 1 : Tout homomorphisme de préanneaux, conservant la multiplication et la
disjonction, est un homomorphisme d'ensembles ordonnés.

Proposition 3 : Pour tous x,y et 2z, xyz sx+y+2¢ X Vy V 2.

En effet, xyz(x+y+z) = xyz+xyz+xyz = xyz

(ty+z){xvyvze)=x(xvyvz)ylxvyve)zxvy v z)
= y4y+z
Remarque 2 : Si un préanneau pocséde un plus grend élément pour l'ordre booléien,
cet &lément, noté 1, est neutre pour la nultiplication.
vx, x€1¢Vx, x.1 = x
Remarque 3 : Si le préanneau posséde un plus petit élément noté O pour l'ordre

booléien, on peut le munir naturellement d'une structure d'anneau booléien dont

O est 1'élément neutre du groupe additif. (Les anneaux booléiens sont considérés
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corme @4finis par les exemples 1 et 2, page 3 ). On notera ++ 1'addition de 1l'an-
neau, dont la multiplication serz celle du préanncau, et on posera : X++y =
O+x+y. On a vien les propriétés rcquises pour gue P soit un ennecau.

1) x++y = y++x (conséquence dc la camnutetivité de la double somme).

(x++y)++z =

2) (x++y)+tz = x++(y++2) caor
O+(O+x+y)+z = O+x+(0+y+z) = x++(y++z)
Romargue @ x++y++z se confcnd alors avee X+y+z.
3) O est noeutre : O++x = O+ (X = X
%) ¥x, 3y, x+y = 0. En effet y = x satisfait 4 la condition et tout élément
est scn propre inverse.
x++x = O+x+x = 0
5) z(x++y) = z{C+x+y) = z.Crzx+uxy = O+zxtzy = zx++zy compte tenu de ce que,
0 étant le plus petit €lément, O<z et z.0 = 0.

. - o

De mfme. la rultiplication est distribtutive & droite per rappert & 1'addst
’ j% P INS

b
0}
23

6) La multiplicetion étant idempotente, 1'anneau est booléien.
7) Les conditicns 1 & b sont virifiées en rcmplagent O par un élément a quel-
conaue. Un préannceu peut done Stre muni d'une structure de groupe additif
ekélien, ¢n posant
x++y = g+x+y
et e joucra le r3le d'€lément neutrc. Mais en général, la multiplicstion ne
sera pas distributive par rapport & l'addition ++.
Ramargue b @ Par une récurrence irmmédiate, un préannezu fini posséde un suprénum
et un infirum. Un prianneau fini est donc d'une fagon naturelle, un enneau booldji.

I1 en résulte aussi qu'un préanreau qui n'a pes & la fois un plus grend et un
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plus petit élément, est infini.

Défirition k. Id&al d4'un préannceu : C'est un ensemble :

1) stable pour la disjonction
2) contcnant les minorants de chacun de ses éléments.

Le préanneau P entier, ou l'ensemble {0} s'il existe, sont des idénux tri-

viaux. Tout idéal différent de P est dit propre. L'ensemble des id8zaux propras

et non triviaux d'un préanneau ée plus de dcux éléments n'est pes vide :
1l'cnscmble Ip = {x 3 x-= yp}ycP est un idéal, dit id%al principal engondré

P, qui est propre et ron trivial si p#1 et p # O,

Difinition 5. Filtr~ d'tm mrfemncau @ Clest un cnsamble @

Les d¢finitions et remaraucs faites pour les icdfoux se transposont inmédia-

teacnt. Le filtre principal engendré par p est T {x 3 x=y vl

Remarouc 5 : Un idéal (resp. un filtre) est stable pour la multiplicction (resp.
pour la disjoncticn) per uvn élément quelconque du préonnecu, donc & fortiori par
1'un de ses éléments. En effet, VxeP, Vyel, xycy done xyel.(resp. VxeP, VireF,
y€x v y donc x v yeF). Réciproqumment, cctte prorristé éguivaut & la concdition 2
de la @ffinition b (resp. S5). Soit en effet, xeI et y<x : y = xyeIl (resp. x<® et
y2x 1y = x v yeF). On déroatre encore les propriftés suivantes :

L'intersection d'une famille quelcongue d'idéaux (resp. de filtres)est un idédel
(resp. un filtre). Il existe done un plus petit idéal (resp. filtrc) contenant une

pertie donnée EcP. Le plus petit idéal contenant une partic EcP est 1l'cnscembdle

I des x tels qu'il existe une portie finie {xl,..., xn) ¢ E, avec X<X, V.. VX_ .

1 n



Lc plus petit filtre contenant une portie EcP est 1'enscmble F des x tels qu'il

existe une partie finic {yl,...,yr } E, avec Ype eee oV SKe

Provositicn L @ Produits de preenncaux. Le prodult d'une fanille quclconque de

preannecux, nuri de la stracture produit, est un prearmeau. La rclation
d'ordre bocliicn, sur le preanneau produit st d¢finie par la relation
d'ordre produit.

La verificction cst de pure routine.


http://pet.it

- 11 -

§ 2. TERILLIS COMVTXES D'l PREANNEAU DOOLERIEN

Définition 6 : eillis coavexe d'un or Sannecu : C'est un onscmble 7T

.

1) staeblc pour le multiplication ct la disjonction

2) contensat tout €lément compris entre deux de ses €léments : si a<h, azT et

beT, si esxgb, alors xel.

Les délinitions faites pour les idéanux ¢t filtres se transposent irmédiatament

ficus verrons plus loin le définition des treillis ceonvexes principaux. L'en-

senble rzduit & un €léuent d'un préannceu est un treillis convexe.

grorque @ Un treillis convexe se définira aussi par 1'axiome unique : si

2¢? ot beT, alors (a.b, a v v)eT, ol (ab, a v b )désigne l'intervalle fermé

de T, ensaible de tous les €l8ments ccmpris entre-a.bct a v b
Rennrgue 6 @ Les filtres et idéaux sont des treillis convexes particuliers. Toute
propriévé générale des trecillis convexes sera done valable pour cux.
Remergus T ¢ Dans un préennceu possédent un plus petit €lément O (resp. un plus
grand élément 1) un iclal (resp. un filtre) est un treillis convexc contenant O
(resp. 1) et réciproquement.
Remerque 8 : Un trcillis convexe est un sous-préanncau : la stabilité pour la dou~
ble addition résultc de la proposition 3. La réciproque cst fausse : dans un préen-
neau fini de plus de 4 &lénents, dont on vérifie irmédiatament 1'existence, 1'en-
t

semble {0,2,a2"',1} ol a' est lec complément de a reletif 3 O ¢t 1, est un sous-préan-

neau, ron un treillis convexe. Toutefois, un sous-préanncau €tant stable pour la
disjonction (a&f. 3), il est stable pour les cpdrations sup. ct inT.. G'est donc
un sous~treillis(non gZnéralement convexe).

Remarque 9 : Les anneaux booléicns ont été définis page 3, excmples 1 et 2, Dans

ces annecux, on d&finit classiquement la relation d'ordre xsy par xy = x, et les
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filtres ct idZoux par les mines cxiomes que powr un priarneau (aZf. 4 et 5), On
pews aussi y 4lfinir des treillis convexcs de la miae fagon (¢if. 0).

Montrons que dans un préannccu P possddant un plus petit Zlément, un treillis
convexc (resp. un filtre, un idéal) pour la structure de préanncau de P est aussi
un treillis convexe (resp. un filtre, un idéel) pour sa structure naturclle d'ane

ncau. Il cn résultera que toute propriété génlrale démontrée pour ces scus-enseme

bles dans un préanneau sorc volehe dans un onneau bocléien,

Démonstration : désignons par x¥y la disjonction de x et y pour la structure
d'anncau de P,

XYy = x+y+ix,y = (O+x+y )+0+xy = xvy.

La disjonction ct la multiplicetion &tant les m@aes pour les deux structures, les

reletions d%ordve y coincidernt et l'essertion est entrainZe.

(Dans un anncsu non unitaire, il va dec soi que la notion de filtre, définic come

me en a&f, 5, ct done formellement comme dans un anncau unitaire, reste valable),

Prcvosition 5. Prooriétis &lfmertaives des treillis convexes :

—_——em e L LT _—

1) L'intersection d'une famille quelcongue de treillis convexes, est un
treillis convexe. Il cxiste donc un plus petit treillis convexe conte-
nant une partie donnée Ec¢P. On dira que T est engendré par E. L'ensembile
des treillis cenvexes d'un préanneau forme une famille de Moore.
2) Soit T le trcillis convexe engendré par une partic E de P, R et Q leg
plus petits filtre ct idlal contcnant E, et soit M = RnQ (R et Q pouven:t
gtre impropres). Alors, T = il.

a) Tcid

- Scit a, bell . a, beR, donc a.b, a v beR
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8, beQ donc a.b, & v be§
Donc a.b, a v beRNQ = M, et M est stable pour les deux oplrations.
~ 350it maintenant, a,beM et ¢ €P tel quec a<cgb.
aeR, cgc donc ceR

d'od ceRnNQ = U

beQ, c<B donc ceq
- M est donc un traillis convexe contenant E. Il contient donc T, le
le plus petit treillis convexe contenart E, et T ¢ M,
b) McT
- R est le filtre engendré par E, donc pour tout x de R, il existe
(remarque 5) {xl,...,xn} CE, tel que xy. ... .x &X. De mine, pour
tout x de Q, 1d€al engendré par E, il existe {yl,..., yg<:E tel que

XSy VeooV yp. Donc, pour tout x¢M = RnQ, il existc

bﬁ,”.xn,yl“.qb}cE,ta.mm

Xyo vee X €XCEY) Voo ¥ yp.

Comme Xpeo eee oXp €0y Voov yp sont €lénents dc T qui contient E
et qui est stable pour les dcux opérations, xeT, et M¢T. D'old 1'é=-
galits et l'assertion.
3) Tout treillis convexe T est 1'intcrsection d'un filtre R (pronre ou
non) et d'un idéal Q (propre ou non). En effct, T, treillis convexe,
s'cngendre lui-néne. Il est donc de la forme RNQ, ol R (resp. Q) est le
plus petit filtre (resp. idéal) contenant T. R et Q scront dits filtre
et idéal générateurs de T.
4) Réciproquement, tout ensamble T de la forme RNQ ol R est un filtre
(propre ou non) et Q un iddal (propre ou non).cct un treillis caonvexe.

Cela & éte ddnontré en 2, a) ci-dessus
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5) Les fzoeteurs R et Q sont uniques. Soit en effet, T = RrQ ct
R'(resp. Q') le plus petit filtre (resp. idéal) contenant T. D'cprés
3) ci-dessus, T = R"nQ'.
Puisque T = RnQ, RoT et (T, donc RoR' et QoQ'. Supposons qu'il existe
xeQ-Q', ot soit teT. Tonc teQ et te¢Q'.
a) x v ted car @ est stable pour v.
X v teR car teR et R contient les majorants dec t.
d'ou x v teT ct par conséquent, x v teQ'.
b) Q' contient donc tous les minoravts de x v t, donc contient x, ce
qui est contradictoire ct Q@ = Q'. De méme R = R'.
€) On dira qu'un treillis convexe est inf ~principal (resp. sup.-princi-
pal) si son filtre (resp. son idéal) géncrateur est principal. Un treil..
1is convexe cst dit principal s'il est & la fois inf et sup.-principal.
™ pest alors un intervalle ferme de P. On démontre eisément que 1l'interw
section d'une femille finic de treillis convexes principeux est un trei)-
lis convexe principal. (L'ensemble des treillis convexes principzux
n'est pas en général une sous-famille de Moore).

Proposition G :

Soit un précancau F et un treillis convexe principal T =[ p,q) cP.

On démontre immedistament que :

1) T = (P.q) v p ou : tout élément de T est de la forme (a.q)v p avec
aepP.

2) T est un préanneau eyant un plus petit ¢t un plus grand élement. L'ap-
plication h : P, T

a —(e.q)v p



A1
s

4
-

et un homonornhizie de priammacux (d@'vn priooneau pinfralement sors

i -

plus grand ni plus petlit &lémont sur un précancau pescodent ces deux

- ) . . .
(lime=mte) et un homemorphicme d'ensembles orfeanls (mlne romes qac) .
)« uvery © i vyt g A ey coalil
) 7 pouvert Ctre rmni netlurellement d'une structure d'anntou beoliicen,

1 N ey - “

11 en reculte cuc toul treillis convexe fianl ect do cartlinl de da Tomn

-
[o R

N L8] . - SN . . L LA - g P
27, ot ne . ( Tn efich, va zancau boollion A, G4fini pose 3, cnomples

1 ¢t 2, est un urpane vectoriel sur le corys o= [0 (Ge virificaticn
est imaidizte). T1 et done équirotaont & K ci I ert une hesa (I
tent iel finile, l'asscrition en dlcounle)

DZfinition 7. Eeloricn d'caui-mlence nodylo un troillis convexe

llous définirons entre Cléments ® et X, de P la relaticn d'¢qui-clicnen
S suivente, T Cioant un treillils ccnvrexc AN

- . . ] a g
On dcduit immédicicment que \;tt'?,c-&-xl-#xn ¢T, car tax +x, Tt "t “))
~ [ .. L.

ct le sceord membre cst dans 7T [ranorgue 8).

Cette relotion est bien une reletion d'd¢ouivalence

Symétrie : ccla résulte de la commutativité de la doutle ~ilition .

Tronsitivitd @ o4, +x +x3c1 ct t +x. 2T entralnent
171 /. 3
! - - - ~ N Rak ol o E DIt
tl+\tl+xl+12)+(t2+xe+x ) = t2+xl+x3e.T (ronarque 0).

Lemme 1 ¢ Lo rclation S est compatiile avee la doudble cdcéition

S1 Xl = X29 }’lf }'2, Z~1 = 742, alors x otz = ;{2-::{

171 71

0 ffet, <l +X,+X y T z
In effet, c1 tl Xy X, <T, t24yl+y2 el, t3+zl4 o€

(tl+xl+X2)+(t2+yl4y2)+(t3+zl+z2)cT c'eot-i-dire que
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t+(x. +y. +2, )+(x +y. +2,)eT ce qui exprime 1l'ocsertion.
1991 1 2 Y2 2 =

Lerme 2 : La relation 3 est compatible avec le multiplication par un élément

quelconque cde P

-
X, = X, entraine a x, = ax
1 2 1 2°

Par hypothése, il existe t et t' dans T, tel que t#x,+x, = t'.

Soit alors t. =t v(a t') et t, = t' v(at). Il est irmédiat que :

1 2

tet et v t! tet ¢t v t'. Donc t,€T et teT. Comme t, = t+at'+att’

et t2 = t'+at+att', on déduit que : at' = tl+t+att' et at = t2+t'+att'

'al s = at' i ;b tt'+att'+ax, + = !
D'cu : at+axl+ax2 at' devient t2 t'+att axl ax2 tl+t+att

soit : t2+axl+ax2 = tl+t+t'eT ce qui exprime l'assertion.

Lerme 3 : la relation S est compatible avec la multiplication :

S1 X, = X, ct Y1 F Yoo alors X1¥y = X5¥5

En effet, X,y = X5V, = xpy? en appliquant deux fois le lemme 2,

Lois de cerpeositicn dans P/S : Munissons l'ensemtle quoticent P/S des opfrations

suivantes, x, désignant la classe de x

1 1

i it DX X X = i
double addition xl x2 x3 xl+x2+x3
multiplication : X X, = xl.x2

Ces définitions sont indépendantes des représentants choisis (lemmes 1
et 3). Les propriétés des opérations de P s'y répercutent immédiate-.
ment. Il cn résulte que

Proposition 7 : P/S muni des opérations ci-dessus, est un préanncau booléien,

noté P/T. Il sera dit quotient de P par le treillis cenvexe T. L'apa
plicaticn cancnique de P sur P/T est un homomorphisme de préanneaux,

Proposition 8 : Toute classc d'équivalence € modulo T est un treillis convexe ge

forme a+T+T, a &tant un des éléments de C, ou de la forme a+i+T, oy
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teT. C est équipctente & T.
Dénmonstraticn : Scit f l'application cancnique de P sur P/T. f cst
un homemerphisme d'enserbles crdennés conservent les bernes surérieure.
et inférieure de dcux éléments (remeorque 1). Les classes C étant de
-1 < . s : -
la forme f “(p) cl p eP/T, ce sont des treillis convexcs (Birkhcff,

[ 1], chap. II, p.22).

Scit a<«C. xeC Cquivaut & x a(T), ce qui équivaut encorc & :

YteT, Jt'eT, t' = a+x+t(déf. T)

)

ou : VteT, Jt'eT, x = a+t+i',

D'ou C ¢ a+t+T. Corme VteT, Vt'eT, x = att+t' est ccrngru d a,

e+t+T ¢ C d'ou 1'égalitsd,

A fortiori C = a+T+T.

Enfin, T Ctent un scus-préanncau, la propriété 9, page 6 entraine que
l'applicaticn g de T dans C : g : T—ua+t+T est injective. Compte

tenu de ce qul précéde, elie est surjective, deone bijective, ce quil

achéve la d&menstration.

8 : On cppellera treillis convexe associé & T les treillis de la forme

a+T+T, ol aeP.

Propcsition 9 : Etant donné un treillis convexe T auelcencue d'un préannceu P,

les treillis convexes associés 8 T forment une partition de P,

Cela résulte immédiatement de la propesition B et des propriétés des
classcs d'équivalence. On peut done faire unc partition d'un préanneau
avec une famille de treillis convexes équipotents A un quelconque
treillis convexe. Deux treillis convexes associés non disjoints scnt

confondus.



- 18 -

‘un présnreau P osur un préanneau Q. On

Propositien 10 : Scit un homemorphisme f &
peut trcuver un treillis cenvexe T tel que O scit, @ un icorciphisme
735, le préannecu quetient P/T, et f scit l'epplicaticn cancnigue
de P sur Q, moyennant l'identification de Q et de P/T.
Scit cn effct, un élérent qeQ quelconque. L'ensemble T = f “(g) est
un treillis convexe (mime dénmenstraticen que prepesitieon 8,
S>it maintcnant peP, qucleorque, et considérons le treillis corvexe
Tp = p+T+T. f(Tp) = £(p+T+T) = f(p)+q+q = f(p). Decne, pour tout p,
T_a pour imnge un unique &lément. C'est dire que guand p parcourt P,

les T forment les classes de la relation d'équivelence d'hememorphisge

pe G&inic par x = y si et sculerent si f(v) = £(y), reclation qui est

dcne la relation d'lquivalence medulo T (puisaue les Tn sont vricisda
%

rent lcs classes modulo T par la propesition 8). I1 est irmédin

que 0 et P/T cont isomorphes ct guion peut dene les identifier,

l'oyennant cette identifiection f est l'egpliiczaticn cenonique de P osyr

Q = P/T'

Remaroue 10 : Plus génfralerent que dans la dérmonstration ci~-dessus, 1'image

-

réciproque d'un treiilis convexe (resp. un idéal) par wn hcromorphisme est un
treillis convexe (recp. un idéal) (la cémonstration est irrldiate).

On peut exprimer les propcsitions8 et 9 sous la forme suivante :

Propcsition 11 : Tovt scus-cnsemble Ta d'un préarncau de la forme a+T+T, ou
a+t+T (avec teT, T treillis convexe ct aeP) est un treillis ccnvexe,

La famille decs sous-cnscmbles Ta rour a parcourant P forme une parti.
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tion de P, T foisant portie de la famille. On peut trouver ée plus,
un préanneau O et un horonorphisre sujectif de P sur Q, tel que

chacun des T soit 1'iruge rleiproque d'un €iément de Q.

G

Proposition 12 : Lz relction d'Zquivalence rodulo T est la réne que la relaticn

d'équivalence medulc tout treillis convexe associe T = a+t+T.

En effet, t +x 4+x_ =t

éauivae a (a+t+ +X_+X,. = o+ttt
PR SRE 5 Gquivaut & (a+t tl) X *x t

2 2°

Remarque 11 : Censéquence : si dens la famille dcs (Tﬁ)aeP’ il existc un ideal I

P
)

dit :ic¢fal associl 2 T, P/T est zusci le quotient P/I. Cela est vrail en

e

particulier, dans un enneau, corpte tenu de la remarouc 9, ct de cc que si
Xy et %, sont ccngrus medulo I zu scns des treillis cenvexces, ils sont eaussi

congrus nodule I au sens classique dans un enncau

7

X, = X%, (I) &= O#+x 4x, e T (D x,++x_ e I

2 1 "2

= xl++(mx2)eI (ou -X, = X, dé¢signe l'oprosé de x,.).

Mais tout gquotient d'un préanneau par un treillis convexe n'est pas le quo--
tient par un iddézl. A certain treillis convexes ne correspondent en cffot,
gucun idéal associé. De rmére, & certairs treillis convexcs peuvent ne ccrres:
pondre aucun filtre associ8, ct mére ni idéal ni filtre assccié.

Excrnle : Hous allens définir deux préanncux Pl et P2, Tuis P = P1 x 0 x P2

ol Q est un préanncau quelconauc,

Soit le préanncau Pl défini comme suit :

8]

On considérc uvne farille d%nerbrables df&léments Fl = ( r)wcﬁ ct 1l'encerble
1 nNe.
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dos sormes formelles Gu type a, +a  + ... + 2 . Ca @&Tinit 1a doudble
i i, "n n,
1 2 Oyl
addiiticm de cng gommces d'une mwatiire Svidente, on erigennt de pinn e~mautat i

£, ¢t récolaritd de teut covple d'éléments (comma on d3f, 1, 1,c). On pose

®
%
[
po
i3

ct cn définit le produit de deux somnies

Z: a. ct %: a. comme Zz_ ai.aj. L'ensenvle de ces somns formeiles egt
1

possiiznt uvn plus petit €ifment e, noté 0. (P, est

. . P
cinsi un pricnanczu P 1

l’

isorcrphe pour so siructure notwrelle d'anreau & 1'idi2l engendré por les

partics finies dons l'ensemble des parties de F, la théorie des arneaux por

e

léiens étant encove citée ici sans rile ¢*monstratif) P n'a pas de plus gm

é1éuent. S'il v en avait un, soit 1 = ) a;, on devrait avoir pcur tout

e #£0,8 .= a # C.P, &tont infini, on pcut powrtant cholsir

) et a, 7 # 0, donc tel que a .1 Z:a -a; =0, ce qui est

Scit meintenant P2 défini comme suit
Cn corsiddre ure fenille @fnarbrable F2 = (bn)nafﬂ’ et l'cnsemdble des sopgpe:
formelles b +eee Faes + bn .
o1 2p+l

On définit la doublc addition corme pour P., et on Jarinit une onération V-

l’
5o S1n #m

Le produit de deux é€léments b et b est défini par la somme formelje

= y a wAadi ] n S le .
bn b bn+om+bn v bm et le produzit de deux sommes formelles gj'bl et Z::t
3



~ n N S S “ WA
ccmme la scrmie L b:bj. L'enscrbice do ces sommes formelles oot ainsl vna pofan-
. +

1,3
ncau P, ,pos=ddant un plus grond S17mert bo rotd 1. (PQ cgt inemcornhe en tont gue
Y4 o
préenaecau auv filtre cn;endyd per Yoc yarbics cofinies dens 1'ensantle des prriices

-l
0= I b.,

322

deo Fg}P

ct

5 n'a pas de plus petit &1fzent. ©'i1 ¥y en avait un, soi

Cae

[}

en devrait aveir pour ot b : O =b .9=b . L b, I b b.
n m T J fwily|
+

= {op+l)h + T b.+ I b vb..P_ &ant inflni,
- n J oo J 2

on peut choisir ES # bj (Lgi<oprl) et b # 1. Cn dcvreit done pouvcir  éerire
ey

(@)
0

(Fp+1)h +0+(2p+1).1

Oxh 41
1l

cc qui est ccrtradictoire puiceue b # 1,

8

Soit enfin, lec priaarecau produit P = P mQP,, ensomble de triplets
— ~

(

). Considfircens lficneshle Te? das &ilments de 1o fovme (O,cp,l).

a ,¢ ,b
' plig
C'est un treillis comvexe

a) 11 est stable pour la multinlication

b) il est stoble pour la disjonction

ey 7

Ces Ceux prozriitls sont évidentes @

c) soit (am,c ,b )eP et tel que (0,c 1) <=2 ,cp_.'.')q)s(o,cD ,1)

b
p q Pl’ o -2
On déduit immédictement de la définition de llorcre sur le preduit P que

a ,O0O=a =0
n ri

l.t =b_ =1
q Q

donc (a ,c ,b )eT,
m, p’ q

Soit alors un treillis convexc T' quclcongue associé & T. T' est de la forme

a ,c_ ,b T4 = (g b
Mo’ Po’ Qo mo’Q’ Qo).
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Soit t = (a ,cp,b YeT'. Si T' est un idcel (resp. vn filtre) il devrait cc
Mo do

tenir tous les minorants (rosp. les mejorants) dc t. Or, P, (resp. Pl) n'ayant

pas de plus petit (resp. de plus grond) élément, on peut toulmuwrs trouver

(a c_,b_ ) (resp. (am,cp,bqo) plus petit (resp. plus grand) que t, et n'apparte

n'étart pas dc la forme vouluc. I1 n'existe donc bien ni filtre

Definition 9 ¢ Soit T un treillis convexc &'un preannecu P. Un &lament u (resp,:
sora dit unité relative (rcsp. zero relatif) modulo T si pour tout xeP,
ux = x (7) (resp. z v x =x (T)).

Définition 10 : On dit qu'un treillis convexeld'un préanncau P est inferégulier

oA

(resp. sup-régulicr) si P possdde un zéro relatif (resp. une unité re-
lative) modulo T.

Proposition 13 :

ol
y

1) Pour qufun treillis convexz T soit inf-régulier (resp. sup-~régulier
i1 Taut et suffit que lc préanncau P/T posside un plus petit élément
(resp. un plus grend élément).

2) Dans ces conditions, l'ensemtle dos zéros relatifs (resp. des unité:

m

relatives) medulo T, coincide  avee 1l'inage réciproque dn plus petit
élémert O (resp. du plus grand élément 1) de P/T par 1l'application ca-
nonique.

3) Pour qu'un treillis convexe possdde un idéel (resp. un filtre) assc
cié, il faut ct il suffit qu'il soit inf-régulier (resp. sup-régulier)
L'id¢al (resp. le filtre) associé est 1'ensemble des zéros relatifg

(resp. des unitcs relatives) modulo T.

Démonstration :
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1) a) T est inf-régulier.

Jz szz v x = x (z zéro reletif nod. T)
Considérons £ : P \P/T, appliestion caronique @ flz v %) = f(z)r f(x) =
£{x)

ou : Vx, f(z)¢r(x)
Doac, f{z) est le zéro de P/T, noté O.
b) Riciproquiment scit C le plus petit élément de P/T ot zef-l(O).
Vx, 0 v £f(x) = £(x), ou £(z) v £(x) = £(x) ou enfin ©(z v x) = £(x)
D'oli z v x = x{T) et z est ziro rclatif, donc T est inf-rigulier.
2) Soit z ziro relatif. f(z) = 0 d'eprds 1, a) donc zef_l(“). RAnimpsriement
zef"l(o) : z est zéro relatif d'eprds 1, b).
3) 31 T est inf-rigulier, P/T vcsside un plus petit &lément O, Scit
I=1f {0). I est un idéal :

a) si xeI, yeI, f(x vy) = f(x) v £{y) = 0, done x v yeI = f"l(
b) si xel et yew, £(y)¢f(x) = 0, donc fy) = 0 et yel = f-l(O)
Par la proposition 8, I = i+T+T avcc 1eI, ¢t par la définition 8, I est

aT.

(¢

associ
Réciproquement ,scit T et I, idZal associé. I est une classe d'4enivelence mo-
dulo T donc f(I) est un unique &lément z. Soit i<l ct pe<P : p iel, d'ol :
z = £f(pi) = ©{p).f(i) = £(p).z, cela pour tout p. Donc pour tout f(p)eP/T
z<«f(p), cc qui en epplication de 1) entr:i®uc l'assertion.
- On deémontrera d'une facon identique les propositions duales concernant les
unités relatives.
Proposition 14 : Un id€al (resp. un filtre) associé & un treillis convexe est
unique.

Cela résulte de la proposition 13, 3.
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Proposition 15 : Si T est un treillis conveze, a+o+T est un trcillis corvexe es-

socié 4 T.

3 -

In effct, a+b+T = a+brt +T1 = (a+b+tl)+T+T = ¢+ 4T,

154

~tle E<P est tel que a+h+l est un treillis conve

n
P’y
£

Premneitieon 16 @ S1 un sous-en
¥xe T, E est un troillis conveve associé a T. I1 sutfit de rcemarquer qu
a+b+E = T éouivaut a a+d+T = E.

Prepenition 17 8 Soit Tl ct T2 doux treillis convexes ayont au roins un €lZment

e

cormun a, T', et T', deux trcillis convexes ayent z2u meins un €lament
ccrmun &', et respectivement associés a T, et a T2.

. m m ) ' a4 - S t my mt t
Alers : T, cT, et Tl # f2 équivaut & T', ¢ T o et T 1 # T 5

En effct, T'l = a'+a+Tl ct T'2 = a'+a+7,_, et l'application
T, ,a+a'+?i est bijective, d'ou Ti<:T2 et T, # T, entraine T'lc_T'2 c
TI T(

1 ? 2

L'implication inverse est irméliote puisque Ty = a+a'+T'l et

m - it
= gota'+l .
"2 2

Pronasiticn 18 : Soit A un enncau booldicn. Compte tenu des remarques 3 et 9, e
-— e et e - > M

des prepositions 8 et 11, on peut énoncer la proposition suivante

1) La trarclation d'un idfal I per un &lément x de A est un treilljs

convexe T. La trancletion de T par un quelcongue de ses €lénents est

égale & I. La translation de I por un quelcongue des éléments de T eg
ézcle 2 T,

2) La transletion de tout treillis convexe T par un de ses élément g ¢

est un idéal I, indépendent de t, dit idéal associé a T. La translati:

.
-~

de I par un élément quelconque de T est égale & T, de méne celle de 7

par un élémert quelconque de I.



3) T est un treillis convexe si et seulemert si un idéel y opére transi-
-~

tivement et fidélement por se loi de groure. ¥ T est un treillis cenvexce"

- il

équivavt donc @ " T est un espace effine sur un idéasl .

Timonstration

1) a) x++I = O4x+I = x+I+I = T (prop. 11)
b) si teT, t = O+x+i donc t++T = x+i+T = x+itx+I+I = I
c) t++I = 03441 = O+x+il+i2+I = O+x+I =T

2) &) I = t+4T = O+t+7 est un treillis convexc (prop. 15)

O+t+tel, donc I est un idéal (rem. 7)

et O =
b) tl++I = O+tl+I = O+tl+o+t+T = tl+t+T =T
) I++T = 0+1+T = 0+(o+t+t2)+‘1‘ = t+t2+T =T

3) L'assertion résulte de ce que l'application i—t++i est bijective (propo-
sition 8 : i et T &quipotents), compte tenu de ce qu'on peut définir wvn es=-
pace affine comme un espace dens lequel un groupe opdre transitivement et
fideélement. (Si de plus, on requiecrt que le groupe d'opérateurs soit muni
d'une structure d'espcce vectoriel, cette exigence est sstisfaite ici : voix
proposition 6, 3) ).
Rermarque 12 : Un treillis convexe d'un anncau booléien cst naturellement stable
pour la double addition au sens de l'arnesu : x++y++z = x+y+z. C'est cette pro-
priété qui nous a guidé pcur 1'exiomatisation des préanneaux.
La réciproque ecst fausse : dans un enneau booléicn, un sous-cnsemble stable
powr la double addition n'est pas généraleament un treillis convexe (contre-cxon-
ple, remarque 8). On peut ccpendant montrer que c¢'est un sous--groupe additif, ou

le complément dans un sous-groupe additif H de A, d'un sous--groupe additif K de

K maximal dans H.
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€& 3 ULTTATILTRIS ET IDFAUX MAXIFMAUL D'UN PRUARNTITAU

D4finition 11 : On reppclle cu'un vltrafiltre cst un filtre maximzl (propre),

L'exis“ence a'nltralfiltres, d'idfaux ¢t de treillis ceonvoxes maxinaux

ct

s ro démontrie wWitéricurerent. Sous riszrve de cette existence, faisons la

renargue 13 ot €nongons la propositicn 12 cioaprds

Romorcue 13 @ Tout treillis convexe maxinal dfun préarnean est sclt un ultra.

Scit, en offct, T vn treillis convexe moxiral (prepre).
1° Qu bicn T est un 1d%21. I1 ect 2lors idénl maxirel : s'il existe JoT

T' n'cst pas maximal @n tont que troillis convexe,

e

2° Ou bien T = InF (prcp. 5, 3), od F est un filtre propre, sinon T =
&) Cu bien I est propre et alors T est non raximel, en tant que

treillis convexe, car ID T,

bj Ou bien I est imgpzipre et T = F. Dene F est un ultrafiltre : g

&~ o
cxizte F' contenarnt F, T = F n'est pas maxiral en tant que treiljie
cenvexe.

=i43c0m 22 @ Scit T un id%al d'un préannecu P. €1 P/I ne pocsdde que deux

lérents, I ezt un 1é8al maximel.

C'est dire en effct que P ne posséde que drux classes d'équivalepee
mcdule I, qui sont donc compluentaires 1'unc de 1'a2uire (prop. 9)
et toutes deux treillis convexes associés 1'un & 1l'autre (prop. 8
ct d&r, 8), Soit i et T ccs deux classes. S5'il existe un 1déal g3
qui contient stricterent I, scit pe J-I (done pel) et U = p+J+J

le treillis convexc associé @ J et contenant p. Par la propes iticen

U2T et U# T, donc UNnI # ¢ , c'est-d-dire que UnJ # ¢. Per 1a pre
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L]
oT ot gue JoI, U

rositicr 9, dcrrilre lirnc, U = J. Corme U =J =P
ct i ¢st maximal.
On @émentrera de facon identique que si T est un filtre (resp. T
un treillis convexe) et que P/F (resp. P/T) n'a que deux éiiments
F (resp. T) est maxiral.
Cette preposition peut ce récxrrimer ainsi

: S'11 existe une partiticn dfun préanncau en deux treillis
convexes nen triviaux, ils scnt acsociés 1l'un & 1'autre ct scnt,
l'un filtre et l'autre idéal, ct maxiraux.
Soient T. et T, ces deux treillis, t.e T, et t, €T . Puisque T, et

1 2 1 1 P 2 1

T2 sout complérentaires et que T'l = t2+tl+Tl et Tl sont disjoints,
T'lc_Tg. De n2re T'?c.Tl. Cn en tire tl+t2+T'lc.tl+t2+T2, scit ¢
TlC.T'2 et de rime TQC‘T'l’ puis T, = T'Q, 1= T'l.
T, et T, scnt denc associés et la prepositicon 19 entralac alors 1fas-
sertion, conpte tenu de la reraraue 13.

idZaux prcpres ne contcnant pas un élément
n'est pos vide. Cet encermble est irductif.
raxiraux. (Xcus appellecrons ces ¢léments :
maux).

1) Si P possdde plus de deux é1léments

petit €l€ment ct que dans

finité 4'81léments inférieurs

.
g P

qQ, ruisque p # o, si

cas contreire, il exis

Proposition 21 : Dans un préannceu de plus de dcux &liments, 1l'cnserdble L des

fixé p (p # © si o existe)
I1 rosséde donc des éléren

ro_n

idéaux relativeront raxi-

S

, 11 existe g, tel que p ne

T

Py

n

un plus

3te vne in-

Bore, 1'idéal princiral Iqe¢E,

+

19

3
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car p¢,Iq.

2) Soit une famille (Ii)j totalerent ordeanée d'idéaux ne con-

ed

terant pas p. U I, ost un idézl, ¢t ne contenant pas p. (dé-
.'\

(%)

ronstrztion de type classigue).

Proposition 22 : Tout id&al relativement maximal d'un préanncau est maximal.

L'existence d'idéaux maximaux en découle denc, compte tenu de la pro
position 21. Le quotient d'un préanncau par un idfal maximal est

un préanncau a deux éléments, denc, & un isororphisme prés, le

corps Z/(2). Le complément d'un id¢al rmaximal est un ultrafiltre,

¢t inversement, ct ils sont treillis convexes associés.

Dérorstraotion : Scit I un id&al reclativement maximal, ne contenant pas o, P/i
le préanrneau quoticnt. P/I possdde un plus petit €lément O, cn applica.-
tion de la proposition 13, 1 et 13, 3. Scit f 1l'application cancnique qe
P sur P/I. £(I) = {o}. Corme I # P, P/I posséde au roins dewx {lérents,
Supposons qu'il cen pessdde plus de deux, et soit a = f£(p) # 0.8l cxiste
eu mcins, outre a et o, un autre &lément b :

1) Ou tien 2 ct b ne sont pas comparables

2) Ou bicn b<a

3) Cu hien a<b et en applicaticn de la proposition 2, il existe

c tel queave=betac=o0,c étant donc différent dec a, b, c,
ct non comparcble avee z.
Dans les trois cas, 1'idéal principel J, engendré par b dans lesg

deux premiers cas et par ¢ dans le troisidme, nc contient pes a = f(p),

.._.l(

L'image réciprcque I, = T

1 J) est un idéal de P (remarque 10) qui cone

tient strictement I puisque J> {o} ct que J # {o} , et nc conticnt pag D
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I} y a dene contradiction avee 1'Pypothé€se de moximalits

[

clative de I,
ct P/T centient au plus, done exactemapt, deux &ié-ents. La prorositicn

-~
dénl moxinnl

He

19 entralzne alers que I est meximal., (Réciprogucnent, un

est Cridemmant relativrmecnt marzimal pour tous les Cléments a»'il nc cone

tiont nas et les deux nctions se confondent).

Soit raintenant un idéal meximnl K quelcenque. Le raisonnerent pricldent
eppliqué 2 X et © un élénent g tel que q ¢ X entrelne que P/H a cxncte-

rent doux €1lrents

Un prianncou & cdeux €lérents est munl naturellement d'une struce

turce d'enneau., Il est immldiat gue c’cst, 4 un isomerphisme prés, le

e

Si I est un 1d&rl maximel, compte temu de ce que P/I pessdde deux
€léments, ot que les classes d'&quivalence redule I sont disjeintes,l'irnge
par l'applicaticn canonique, dc F, corplérment é2 I, scra 1l'wnité de P/I,
Cormpte tenu de I3, 3, F est un filtre. Lo prepesition 20 cntratne qu'il
est moximal, Le complérent d'un idlal maxisel cst dene bien un ultrafilire.

L'existence d'ultrafiltres ¢tant mrintenant ossurée, secit ¢ un ulire-
filtrc quelconque. On peut refaire pour P/G unc dimerstratior anclcogue

.
d cclle faite ci--dessus pourP/I et P/K, puis coneclures gue le complérent

o]

de G est un idfal meximal, Id%aux ot filtres raxinoux sont do plus assce

ciés (prcp.20).

Proposition 23 : La fenction coractéristique d’une partie U d'un présnuncau
e . < - -
boollen P est un homomcrphisme £ de prisnnecaux de P sur Z/2)si

et sculcment si U est un ulvrafiltre de P.

1) U est un ultrafiltre. Scit I son id¢cl maximel associd
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a) xeU, ct yeU &= x.yeU
D'cl ©(x) =1 et fly) = lems f(x y) = 1 ct £(x).f(y) = f(x.y)
b) % xeU, yeU, zeU f(x) = £(y) = £(z) =1
x+y+z € U (remarque 8) done fx+y+z) =1
D'old 1 = fx+y+z) = £(x)+£(y)+f(z) = 1+1+1

* xeU, yeU, Z%U f{x) = f(y) =1, £(z) = o

.
-~

x+y+z € z+U+U = I idCal maxinel essccil a U, donc x+y+z¢IJ

Flx+y+z) = o = O+141 = f£(x)+r(y)+£(z)

It
O

» xeU, ygu, 24U  f(x) =1 t(y) = £(z)

xty+z ¢ x+I+1 = U

1 = f(x+y+z) = £(x)+f(y)+£(z) = l+o+o

»* x¢U, ye;U, z;éU f(x) = f(y) = £f(z) = o

x,v,2eI xty+z € I fx+y+z) = o = £(x)+r(y)+1(z)
2) f est un homomorphismc de préanneaux de P sur ZA) Leos images réciproqm
de o et 1 sont des treillis convexcs, I et U, f €tant 1l'epplication canc-
nique de P sur P/I = Z2/(2) (proposition 10). Par la proposition 13, U ot
i sont respectiverent des filtres et id@aux, et par la proposition 19 {3s
sont meximaux., L'image de U par f ost 1 et celle du corplémenteire de U

cst o, d'ol l'assertion,

Proposition 2k : Tout préannceu P cst isomerphe & un sous~préanneau de 1'annesau

P(X), cnserble des partics de 1l'ensermble X des ultrafiltres de P,
P(X) étant rmuni dcs opérations classiques (interscction ensembliste
ct différence symétrique) et étnnt considéré lui-mlre comme préan..

neceu,

Soit cn effet 1l'applicaticn s : P___, P(X)
4
X_—,8{x)



ol s(x) = {U; U wltrafilira et xeU} , c'ostd=d re coz a(x) est
l'cnserble des ultraliltres gui contlenn»rd x. Scit x,y,z &llcorts
de P, ct I. i4f2l rmawlirol asscei?d d 1'ulsrafiltre U .

1) U, e s(xy) e U, 9xy ¢ Uy dx et Ussy

U e s{x)N e(x) D'ai s{xy) = s{x)n s(y)

2) U, e s(x+y+z)¢-—_—>Ui 3 X+v+2
{eri, y#Ui, z¢Ui (dans ce cas x+y+zex+?i+l'i = U, car
y et z appartiernent 4 I.)

P

— ou bien x §U., v/U., zeU. (x+y+z € 2+I1.+41. = U.
= ¢ i VUi 1 (xcty 171 1)

ou bien X¢Ui’ yeU,, szi (x+3"J'uy+Ii+Ii

o

Ui)

ou bien xeiJ., yeU., zeU. (x+y+z)e U.2U.+U, = U.)
L 1 1 1 1 1 1 1
P e e,z ~3) y
En effet, dons chacune des quatre outres possibilités (274 = &)
r \'{U - eU 1 - oL - ~ -
bt A0 -y 2€¢U.=3 x+ty+z e x*U.+U, = I, cor xe«l
RS RICARS T b Y 171
xeU., yeU., 2JU.=s xty+z e 24U +U, = I, car z«I.
1 Y1 ry v 11 b 1

on a : -
xell. relU., zelU. = x+y+z ¢ y+U.+U.
i 3# i? i JTEE T

1. car yel.
1 yeiy

/ I =
%4, . u. sr+zel 41477, ca ,z¢€l.
!Jl, y,eUI’ 2§l =Xtz I. i Il ; car x,y.z Il

Dans ces quatre cas, X+y+ZfiUi~ D'cli la ncuvelle équivalence, dans
laquelle v désigne le "ou' lcgique et A désigne le "et" legiaue

U e s (vty+2 ) (U > xAl. 5‘3’/\U 4)7.) v (Uié:cAUi?j:,'n U. 32)
(U.éx ,\Uia ¥ A Uiéz)V(U ‘-)‘(AU 'a"AU z)

= (Ule (.;)Ab ¢..,(\')AU is(z) v (U ds(x) AU, es(y),\ U, ts(z)

v(Ui;’ a(x) AU e s(y) AU, es(z) v (Uies(x) AU, es(y)AUies(Z))
¢=_—_>Uis<s(x>n[@<y>.q[ )u({ [ (Vo s(z))e!lelans(y) {( )

Uis(y)ns()Ns(z)) e U; e s(x)+s(r)+s(z)
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(Lo forrule d'~ddition duns 1l'anneccu P(X) pcur treis €léments
Gtant ccensidlréc comme connuc).
Nous caractériscrens le scus-préenncau de P(X), imzge de P,
dans le chapitre III, en langage topolcgique.

Rurarone )4 @ Dens le ces ol lc préanneau P posséde un plus petit élément, o,

‘galerent un vlus petit élérent, @ = s{o). Pour déduire de la pro-

position précédente le thécréme de Stene pour les anneaux, rontrens d'aberd

Lerme b @ Deux préenncaux ayant un plus petit &lément, hemerorphés  pour
lour structure de rréennesux, sont horemorphes pour leur siructurcs
naturclle d'unneaux
h(x++y) = n(c+x+y) = h(o)+h(x)+h(y) = c+h(x)+r(y)

= h(x)++b(yv)
(I1 r'y a rien & vérifier pour la multinlicaticn).
D'ci le thioréme de Stone :

Prcpesiticn 25 : Un ennczu beeléien A est iscrmerphe 3 un scus-enreau de 1'eneo
serible P(X) des partics de 1lfenserble X de ses ultrafiltres, FEn
effet, s(A) & un plus petit &lément (rem. 1k). I1 est isomerphe &

A pour les structures de préanneeu (prop. 2L) donc d'znneaux (Lemme L

Remarguc : Si 4 est infini, le scus-anneau de P(X) image de A est tcujours pro-

prc. Supposons au ccentraire que A puisse €tre isomorphe 4 P(X). Ccrpte tenu

de la rermarque S, les parties cofinies de X engendrent alcrs un filtre F de P(Xx)

aucunc intersccticn finie de ces partics ne peut €tre vide. Il est immddiat qQue

ltensemble des filtrces propres d'un annceou est inductif. T est done contenu

dens un ultra”iltre U. Les irages réciproques par s des 8léments de U ceonse

tituent un ultrafiltre x de A, et les parties de ¥ é&lérents de U contiennent
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toutes x comme &€léricnt (Prep. 2L).

Leur intersccticn deoit dene contenir x, alors qu'il doit y avoir parri
clles la pertie cofinie X - {x} . La contradicticn entraine l'essertion. Il
convient denc de remarquer que lorsqu'un anncau infini est iscrmorphe & un cn-
serble de parties (ialmes, Booleau clgebras, Th. S,page T0), il ne s'agit pas
de l'ensemble des parties de l'enscmble de ses ultraliltres.

§ 4 IITTRSICYH D'UN PRTEAITMIEAU DAIS UN ANNEAJ ROOLEILI

~
. -z s 52 2
Scit un préanneau P et 1l'cnserble sans structure P“, Censidérens sur P
e . . . 2 2
la relaticn d'équivalence suivante, notée R. Scit (x,y)eP” et (t,u)eP”. On pcse :
(x,y) = (£,u)(R) &= 1z, x+1+z = t+utz.

On déduit elors que 1'¢galité a licu pcur tout z.e P, cn feisant la cdouble

1
sorme de chaque membre avec z et zq- Corpte tenu de cette rermoraque
La relation est réflexive, symétrique et transitive per suite des méres

propriétés pour 1'égalité.

Munissons en outre PO des lcis de ccmpesition suivantes

1) Une additien : (x,y)+(t,u) = (x+y+t, u) (ron corrutative)

2) Une rultiplication : (x,y).(t,u) = (xt+xu+yt,yu) (ccrrutative)

3) Une lci de compesition externe avee P cerme donaine d'cpératcurs

t.(x,y) = (tx,ty)

(On pourrait aussi &éfinir R par (x,y) = (t,u)(R) e x+y+t = u)

Lerme 5 ¢ La relation R est compatible wvee 1'additien de Pé. Scit (x,¥) = (x*,v")

et (t,u) = (t',u') (Comre il n'y =2 pas d'arbirmité cn supprime R

- -~ h ” - .
dans 1'éeriture de deux €léments congrus mcdulc R). On a successi-

vement
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xty+z = x'+y'+z
t+ut(xty+z) = Lrauta(xty+z) = tTutH(x"+y'+2)
Dol (x+y+t)+usz = (x"+y'+t')+u’+z
((x+y+t), u) = ({x"+y"+t'), u')
et enfin (x,y)+(t,u) = (x',y")+(t',u") qui exprinc 1l'asserticn.

Lerme 6 @ La reclation R est ccrpatible avec la loi externe de P,

Soit (x,y) = (x',y'). On a : x+y+z = x"+y'+z
ul(x+y+z) = u(x'+y'+z)
uxtuy+uz = ux'+uy'2uz, (uwc,uy) = (ux',uy')
ou enfin : ulx,y) = u{x',y").
Rormaraene 25 : On cn tire zussi pour tcut teP
uxtuytt = ux'+uy '+t.

ol
Lemme T : La relation R est compatible avee la multiplicaticn de P°.

Soit (x',y') = (x,y) et (t', u') = (t,0)
(x',y")o(t,u) = (x"t+x'uty't,y'u)
(x',y").(tu") = (x't'+x'u"+y "'t ,y'u')
(x,7).(t,u) = (xt+xu+yt,yu).
En applicaticn de la remarque 15 eppliquée deux fcis
xt+xutyt+yutz = x'texu+y't+y'utz
lc sccend merbre étant encore &gal pour la mlme raisen &
= x't'+x'u'+yt'+yTu'+z, ce qui exprime que
(x,y).(t,u) = (x',y"). (¢ u')

o 2 . .
Lois de compositicn dans P/R : COn peut donc &tablir dans l'ensemble quotient

2 . .. . .
P"/R les leis de composition suivantes, indépendantes des représen-

tants cheoisis
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T,y t,n) = (x,m) e (C,u) = (v is,u)
Co7). () = Gy (u) = Gzt ,ou)

Remerquons que l'aaditicn fevient cormrmtative dnns lienserdie

alors qu'elle ne i'était oas dons P @ en elfet, (t,u) = (u,t) rais
que t+u+z = u+ttz
Propriétisdes cpireticns de PQ/p :
1) Lfzaddition est commutative (vcir ci~dessus)
?2) Elle est assceiztive
((x,y)-.‘(t,u—):%('x-r,w) = (:{+y+t—,.u_)-+”(‘*;,-w.)
Cotyridniv,w) = (X,y)+ (et v,w) = (2,70 0L, 0+ {v,))
3) Elle possé@dc un €lément reutre : ce scra la diagenale de PT, aui

forme unc classe &'équivalence

(=) () = Toet,u) = (8,0)

L) Tout &ilient est son propre inversc :

Gt ia5) = Ty, 77 = T79)

\n

) Lo multinlication cst idcmpoten

&
1]

6) Llle est commutative : cola résulte de la commutativitd de ecelle

de P.

T) Elle est ossceiaotive : cela roésulte de l'assceiztivité de cc

de P2 aérmentrée ci-anrés

(x,3) [(tm)(vy)] = (x,y) (tvrtwruv,uv)

= (xtvextwrxuveon+t ywtywsyuy, o)

D'autre part : [(x,y).(t,ui](v,w) = (t+vetyt,vu) v,w)

= (xtv+xbwxuvtxuwHyt vy trsyuy, vuw)
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8) Elle est distributive (denc deublement) per rappert & 1'eddition.
Cele résulte dc ln mlne propriété pour P2 :
(x;y)((t,u)+(v,v)) = (x,v). (t+utv,w) = (xt+xusxvexwsyt+yutyv,yw)et
(x,y)(t,u)+(x,v)(v,v) = (xt+xutyt,xy)+(ov+awyb,5w)
dteld 1'épalité se virifice immédiatencnt.
~ I1 en résulte dc ces propriftls que :

e 2 .. . . .
Prencsiticn 26 @ P°/R rmuni des opérations ci-dessus cst un anncau iderpetent

(enncau bocléien non généralement unitaire),

2

Prcncsitizpn 27 @ PT/R ost un groupe cpérant dans P, transitivement et fid2lement,

’

. . 2
P est donc un espace affine sur P°/R, et P ¢t P'/R sc correspondent

AV ST

bijcctiveront,
1) Définiesons dans P la lcil externe suvivante, nctic +, avee

2 .
P /R corme domzine

ol

:

£
]

t+u+x (l¢ signe + du scecnd rermbre d€signant évidemmer:
la double ac¢dition de P).

Cette difiniticn cst indlperdante du reprisentant choisi,

2) PQ/R cplre transitiverment, ou : l'applicaticn

fx : {t,u) _, (t,u)+x est surjective.

or, V¥, Vv, ETETETC.PQ/R, (t,u)+x = y (i1 suffit dc prendre ep

effet (t,u) = (x,y))

o
[ - . . . . .
3) P°/R oplre fid&lerment, cu : l'application £ cst injertiva
X Ve,

Or, si (t,u)+x = (t",u')+x, cn a bien t+utx = t'+u'+x,
(t,u) = (t'u') ocu enfin (t,u) = (t',u')

L) L'application fx de P2/R dons P est dene bijeetive,
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Ir~orsicn de P dans un antecu tocl? en

2
ConsiZirens A = P U P '/R. On nchcra 125 &18ments de A @ X,7,2Z,... s'ils

.

epperticnnent & P, et X, Y, Z,... s'ils espartiennent 4 P

les opératicns suivantes
caas v 2
1) Addition : a) X+Y dans A scra la scrme X+Y dans P7/R
b) x+X = X+x = t+u+x si X = (¢,u)
e) xty = (x,v)
3003 2
d) X.Y dans A scra le produit X.Y dans P°/R
e) x.Y = Y.x = (xv, xv) si ¥ = (v,w)
f) x.y dans A scra le produit xy dans P.
Montrons que A muni de ces oplrations est un anneau bocléien,

Pronrii+is dng onfvroticra d2 A =P U PY/M o,

Dans tcout ce qui suit, X = Ta,ui et ¥ = Yv,ws
1) L'addition ecst commutative :

Cela cst évident pour les cas a) et b) de &¢finiticn. Pour le cas c)

il suffit de constater que (x,y) = (y,x)

2) Elle est associative :
e) par d¢finition pour trois &léments de ?2/R.
b) si les trois &lérents previennent & la fcis de P et de P2/R :
Les deux ces ci-aprés se vérifient imm{diaterment :

(x+X)+Y = x+{X+Y)

(x+y)+X = x+(y+X)

Les quatre sures suivants s'y rondnent
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(x+X)+y = x+(X+y)

X+(x+Y)

(%+x)+Y

(X+x)+y = X+(x+y)

(X+Y)+x = X+(Y+x)
c) (x+y)+z = (x,y)+z = x+y+z = x+(y,2) = x+(y+z)

3) L'élément neutre est la classe zx,x5 =0

VX, O+X = X (Prcpriété 3 des opérations de Pe/R)
Vy, Oty = x+x+y = y.
4) Tout élément est son propre inverse.

x+X = (x,x) = O
X+X = {t,u)+(t,u) = (t+u+t, u) = (u,u) =0

5) La multiplicaticn est commutative par définition.

6) Elle est associative :
2) Par définition si les éléments proviennent uniquenment soit de p,
soit de P2/R.

b) S'ils proviennent & la fois des deux cnsembles :

x(yX) = (xy)X
se vérifient immédiatement.

x(XY) = (xX)Y

Les quatre sutres cas suivants s'y raménent :

X(xy) = (xx)Y
x(Xy) = (xX)y
X(yx) = (X¥)x
X(xy) = (Xx)y

7) Elle est distributive (dcne doublement) par rapport & l'addition :
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. e 2,
a) X(Y+Z) = NY+Z2Z est v7irifiéd dans P /R.

——— ey ——— S

e T I T
.\.'\V*'-."FZ) Foge Ly v

o g

Zivez)

7 T et = T T TTTIN T ,.5
= LU owvuly, u/'f';...~“_—7 = (.,\’H ',,.‘r_‘.v/,_iu._}"\-.u_gx,.l_

= (L, M) iv,wir(t,u)z = YViXe

e) Xy+z) = Xiv,z) = (L,00. 7s2) = (yriisay,uz)

e

= (L,u).y+t(v,u).z = ¥iXz

v

a) z(X+Y) = z{trurv,w) = (zt+zutzv,zv)

= (zo,cu)+(ov,ow) = zX+zY

e) z(Xty) = z(t+u+y) = zt+zutzy = (zt,zu)+zy = zXtzy
£) z(x+y) = 2(:,3) = (x,27) = zx+zy

8) Iile est idenpotente, 1'Ctant dans T et PQ/R.

9) T1 en rlo2l%e que A est un anreau iderpetont (nen gérdrolerment unitaire:
veir rermar-ue 17),

Proneeition 28 @ Tout prlanneau P peut Ctre plongsé comme ultrafiltre ¢ons

e e el i ame—

un anncau becléien A. De plus, si P n'a pas de plus petit &€l7ment et

N
g

R

s'il existe un enncau booléien A! et un hererncrphisme injectif de

Lo

réarnroeavx h de P dans A', on peut trouver un hemomorphisme injectif

ES

h A

d'enncaux g de A dans A', tel que h = g ¢ 1, i &tent 1'injection

cencnigue de P dans A. (A scra donc & un isomorphisme prés le plus

petit arneau beoliien contennnt P (veir le schiéma).

Démorst»~*ion : Censidlrens A =P U P°/R
1) PAP/R = ¢ : par ccnstruction, P et PQ/R sont complérentaires.
2) P est un filtre :
a) stzble pour la rmuitiplication par d@éfinition

b) steble pour la disjoncticn par un é1%nent de A :
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X VY = Xty+xyeP

1}

xv Y Xx+7+xXY = x+v+w+xvexweP.
3) Son corplément est un idéal :
. . . v DO
a) stablc pour la disjonction : X v Y = X+Y+XY ¢ P /R

b) stable pcur la multiplicaticn par un élément de A :

X.Ye P2/R

¥.x = x(t,u) = (xt,xu)ePg/R

L) La prcposition 20 entraine la premiére partie de l'asscrtion.

5) L'injection cencnique de P dans A est ici 1'applicaticn identique.
Scit i{x) = y. Définissons g par :
gly) = h(x) sur P

gi{t,u)) = h(t)+h(u) sur P2/R (voir a) ci~aprés)

M
><
[}

enn notant + 1l'zddition de l'anncau A
a) g cst injectif : % sur P puisquec h est injectif
* sur P2/R : sig(X) = g(Y), ou 5((;?;)) = g((v
n(t)+h(u) = h(v)+h(vw). Pcur tout z de P, h(t)+h(u)+h(z)
= h(v)+h(v)+h(z) ou : h(t+u+z) = hv+w+z).
h étant injectlf, t+u+z = vi+wtz cu (t,u) = (v,v)
et X = Y., En remontent les calculs, on vérific aussi que la défji..
niticn de g est bien fenctionnelle sur P2/R.
% Svpposons enfin qu'il existe un y et un X
de A tels que gly) = g(¥) ou h(x) = k{t)+h(u)
ou cnfin h(x)+h(t)+h(u) = o = h(x+t+u). On sait que h“l(c) est un

idéal (prop. 10 appliquée & P ct h(P) ct proposition 13). Puisque
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h est injectif, k(o) possdde un scul élérent z. La ccndition 2
de la définition U cnirefne que z est le plus petit €1lément a2 P,
ce gqui cst contraire cux hymcthises,
b) g est un hereorerszhisrz d'cnnerux booléicns.

elxzry) = ¢({xr) = n(x)+nly) = z(x)rely)

[5p]
»
+
S

S
fl

g(x+t+u) = h(zertaw) = h(x)+h(v)+h(u) = glx)+o(%)

g(x+y) = g((t+i+v,+)) = h{t+usv)+nlw)

r{t)+h(u)+L(v)+n(w)

e(X)+g(Y)
gixy) = h(xy) = h{x).hly) = g{x)g(x)

g(x{t,0)) = g(Txt, 1))

g(xX)

h(xt)+h(xu) = h(x) (h(t)+h(u))

h{x).h(X)

g(Xy) = g({tvitituv, i) ) = h{tvetwray)+h(uw)

= h(t)h(v)+h(£)h(w)+h()n(v)+h{udn(w)

(h(t)+h(w))(h(v)+h(w)) = g(¥)3(¥)
Remarcue 16 : Si P pessdde un plus petit élément,P et PP/R sont iscmornhes.

. - —— 2 ..
So1it cn cffet (t,ch P7/R et considérons x = c+t+u = o+c+x. On a dcnc

Tc,x) = (,a).

L'application £ : (t,u) —, x cst une bijection de P2/R sur P,
e) £ injective : £{t,0)) = £((v,7) )0ttt = o+vev
e tu) = (v,v
b) surjective : Soit xeP  x = £({e,x))
De plus, f est un isomorrhisme d'anncoux :
fx+Y) = f(TI:ET§j;7) = ottiutviw

= o+(ott+u)+(ctviw) = £(x)++(Y)
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£(X.Y) = £((gvetwruv,uw)) = o+tv+twruviuw
= (o+t+u). (o+vew) = £(X).£(Y)
Si dans la démcnstration de la proposition 28 on prend A' = A, et pcur h

1'applicaticn fml, ¢ n'est plus injective. En effet, sur P, g = h = f

sur P/R, ¢(X) = £ (8)+f H(w) = CEM(EW = 6w = X = (6,%)

= f"l(x) = (x) avec x€P et x = £(X)

En terrmes intuitifs, si l'immersion de P dans A reste volable, A n'est

pas le plus petit annccu qui contienne P, puisque celui-ci est runi d°une

structure naturelle d'anneau.

A

Remarque 17 : Si P n'a pas de plus grand €lément, A =P U P°/R n'est pes
unitairc : P est cn cffet un ultrafiltrz de A et il est immédiet que 1'unitég
de A serait le plus grand élément de P. Lfirmersion d'un annceu non unitaire
A dans un anneau unitaire B dont A cst & un iscmcrphisme prés un idéal maxji..
mal est bien connue, Compte tenu de ce résultat, et de la propesiticn 28, on
déncntre irméldiaztement que
Un préanncau P sans prlus petit ni plus grand 3léncnt peut &tre nlongé dang

-~

un annceu bccoléicn uniteire B, P étant & un isororphisme prés ultrafiltre
d'un idéal maxinal dec B. Pour tout anneau beccléien 2' unitaire tel qu'il
existc un hormomorphisme injectif h de préanneaux de P dans B', cn peut troy.
ver un homcmorphiere injectif g d'anneau bocléien de B dans B', tcl que

h=gof, f éant iI'injcction canonique de P dens B (il suffit dec considérer
-

lc schéra qui est une cxtension do cclui &e 1a propesition 28).




§ 5 APFLICLTTIONS

Indiquens bridverent quelcues arplicaticns de la notion de treillis
convexe,

ieetisn 1 1 RPAsclution de M'#Aawotdicon ax = b dons un arnenu Fe~lZien, et

ammlicetion & le tonclorie @

~clation de 1'%avoaticn ax = b (erneau non génfralerent unitaire ; la ré-

solution dans un annccu unitzire est faite dans Birkhoff [l], chavitre 10, § 9)

Scit A un anneau booléien, a, be A avec bea. L'ensemble des racines

de 1'équetion ex = b est le treillis convexe T = b+a v A+a = b+I, ou I cst
1'icdéal associé au filtre e v 4.

1) xeT X = atbta v y ex = patnb+a(a v y) = otb+a

2) ax = be=a v x +xta = be=sx = atbtx v acT

”
Conrfaneransg

Soit alers F un filtre, et x fixé&, y veriable, x et yeA. Cherchons 1l'en-

serble TF des y tels que :
Iz ¢F, xz = yz

Soit b la valeur cerrure des preodvits. En arplication de ce cui précéde, x

et y sont élémcnts de TZ = btz+z v A = b+Iz. Puisque beTz, et chz,
T, = xtztz v A (zroposition 18).

TZ est donc l'ensemble des y qui correspondent & un z donné. TF =U Tz
2¢l

est l'ensemble cherché. TF ) (x+z+z v A) = x+ U (z+z v A)
zZeF zeF

or U (z4z v A) = F+F : a) UJ (242 v A)<F+F & triviel
zel 2¢F



LL

L) Soit zl+22er+F zl+z2 = 2,2,%2, V 2,

=z 2 +(z 2, )v(z v 2 el Jdz+z v A
1 ? zel

2
2 172
donc J 1'iddal assccié & T TF = x+F+F = x+J.

ct

ci

(I’J

srwlicaticn 3 le topclegie :

Soit A = P(%) ot X est un espace topolegique. Si T est un filtre sur X
au sens tcpclogique F est un filtre de l'anneou bocléien P(X). Scit MeP(X).
or. erpelle gcorme d¢ ! suivant F 1l'ensemble des FeP(X) tels qu'il cxiste VeF,
MAV = DaV. (Sourbaki, Tomslogie générale, chapitre I, § 6, n® 9). Le germe
de M suivart F, en appiication de ce qui précede, scra le treillis convexe
de P{X), T = l'4F+F = M+3, ot 3 est 1'idénl de P(X) assccié 4 F. L'enscmble
des germce de parties de X suivent F n'est cutre que i'anneau quotient P(X)/&
(Prcpesitieon 11, remarque 11, propes. 18)

Zprlication 2 : Racines Qu polynime boollien le plus pénéral dans un anneeu :

Dans un enresu 4 nen unitaire le polyndme le plus général est ax+Sx+b o)
Sez/)et $.x rcpréscnte la loi externe de l'espace vectoriel A(Propesition €.
3, remorque finale). Le cas ci L= o o 6té traité (Applicaticn 1). Sié= 1,
1'enser™le des recines ost le treillis convexe T = b+ad. Une condition nécess:
re pcur gue ax#x+b = 0, clest=8-dire que a v x+xta4x+b = 0, cu a vV X = a+db, o
que a+by o donc a(a+b) = 2 ou ab = 0. Si xeT, X = bray,ax+x = ab+ay+b+ay = n,

Réciproquement, si ax+x = b, x = b+oxeT = b+al.

Spplicaticn 3 @ innulateur c'un idéal dens un anncau booléien et ensermdle ds

.

ses mgjorants - Idéaux supplémentaires -~ Idéoux denses : (Conforménent aux
conventions générales, on rappelle que l'anneesu n'est pas nécessairement unie
taire).

Soit un anneazu booléien A.
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Lewo 8 ¢ Soit un treilliis conveze T &'idl2l associ@ I et zeh, a queleenguc,

L'apnlication £ : T —, 2+T est un iscmorpliisme d'enscrtles crlieonnds

si et soulemcnt si aerrrn(I), Ann(I) Qésifnont 1l'annulatcur de I,
1) f est bijecti?

2) 8cit teT, t eT, tet, ou tt, = t.

) = (a+t)esara(trt, )+t = a+t

att ¢ o+t e (att ) ert 1

1
e a(t+tl) =0

Cerme t+tleI, la condition est suffisante.
Elle cst nicessnire. Scit 1eI, 1 quelconque, et tzzT quelconque,

1 = = = z + T
3 5¢Ts 1 t2+t3 t2t3+t2 v t3 t+tl avec tg 1 et te

phisme d'ensembles ordonnls, a.i = o.

Lemme 9 1 La condition du lerme 8 équivaut 3 'tleT, Vt2e T, ct,

1) Soit t) et tel, iel, tels que t, = i+tl. S3i ai = ¢, at

<t

2

li = o,

et t, = at, donc at, ¢ t,. La ncuvelle cerditien est donc nécessaire

2) Elle est suffisante. Soit ieI. VieI, 3tleT, t.> 1 (por exemple

1
si teT, t, = ivteTet tl>,i. (tl =1 vt =1i+tritet+I+I = T)).

Soi = 1+t_ . = — 5 1 = 021 = O.

o1t t, =1 tl atlt2 atl—ﬁ‘utl 1 =o0o=01 =0
ConsZnuerce : 51 T = a+I, 2 = inf(T) équiveut & : aginn(I), corpte tenu du

lemme 8.

Lerme 10 : L'application f : T_, c+T est un enti-iscricrphisre d'enscmbles ore

donnés si et seulement si a majore I, idl2l essocié 3 T.
1) f est bijectif

2) Soit t, t,eT, tet,, ou tt, = t.
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! g a+t_)(a = - ata(t+t, )+ = att
a*ty < h+t¢=s(u+tl,(u+t) att) e at (t tl) tt, 1

== & = t+ - +L_ <o
== (t+tl) tHt, 3 t ty

Corme t+t, eI, lo conditien est sufTisante, I'm pariont de 1 quel-

conque et en prenant comne cidessus 1 = t?vt = t?t3+t0 v t3 = t+t
- - o

3 1’
les écuivalences &crites entralnent qu'elle est nécessaire,
Lorme 11 @ L condition du lemme 10 équivaut & :
th €T, Vtg €T, 2 vt »t, (ou (o v tl)t2 = tg)
1) Lz nouvelle condition est nécessairc. €1 Vi, ai = i: Seit
T 4+ - ! = 3 + = +

toeT, et LTyt +t, = iel. a(ul+t2) e,

ot 4ot _+i, = t at .t ot +t.t. =t ou: (2 vt )t. =

e F Y 15270 T T Y 1Vt =t

2) Elic est suffisante. Prencuns corme au lemme 9, i€l et tlé'i’

ou it, = 1, Soit t.= i+t . Si (2 vt )t, = t), on déduit :
(a8 [ 4

-

+2 2)t =t

s PPN \ - ] = .
1 1o (o¥ist waisat Mt =t  d'ol it, = ait,

.
Censéguence : S1 T = e+l, a = sup (T) Gyuivaut & : o rajore I.

Propositicn A4 : Dans un anncaou boolélen, lienserble dcs mojorants d'un idéal 1

-’

est un filtre, tronslaticn nar un mejorant queleonque de I de 1'enne-
latzur I' G2 I :

1) Si g mojore I, q+I' nojore I :

1=

it =ei=d

(q+i').i = qi+
2) Si q' mojore I, soit g un majorant quclccnque

T

Vi, q'i = qi =1 . Vi, (a+q')i = o. Denc q+q'e I

Scit 1' = g+q' q' = q+i' ¢ qt+I'
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Prcposition B : Pour qu'un idéal I d'un anneau booléien admette un idézal sup-

plémentaire I', il faut et il suffit que tous les treillis ccnvexes
d'idéal associé i soient inf-principaux.
1) On dira que I et I' sont supplémentaires si InI' = {o] et si
A = I4I' (I et I' sont d'ailleurs sous-espaces vectoriels sup-
plémentaires : prop. 6,3)
2) Soit J idéal supplémentaire de i. Alors J = I' o I' = Ann(I)
a) Soit ieI, jeJ 1ijeInJ = {o} donc jel' et JcI'
b) Soit xeI'. Pour tout xeA, x = j+i avec jeJ, i€l
Donc ix =3j+i = o+i = o. D'oi i = 0 et x = j, donc I'cd.
3) Soit xeA. x = i+i' avec iel, i'eI'. Le treillis convexe
d'idéal associé I qui ccntient x est T = i'+i. Comme i'eAnn(I)
i' = inf(T) (Conséquence, Lemme 9). Réciproquement, si pour
tout T = a+i, T est inf. principal. Soit i' = inf(T). D'aprés
la conséquence édu lemme 9, i'eAnn(i). Nonc tout T d'icéal associé
I s'écrit T = 1'+I avec i'el' = Ann(i). Soit xeA quelconque et

Tx sa classe d'équivalence modulo I : x = i'+iei'+I = Txc Comme

InI' = {0} , I et I' sont supplémentaires.

Proposition C : Dans un anneau unitaire, seuls les icéaux principaux ont des

supplémenteires. En effet, le filtre F = 1+I doit &tre irnf-principal,
et i' = inf(F)el' avec I' = Ann(I). D'aprés le Lerme 6, I_,i%I est un
isomorphisme d'ensembles ordonnés. F ayent un plus grand élément 1,

I est donc primcipal.

Propositicn D :

Définition : On dit qu'un idéal I Ad'un anneau booléien est dense si Ann(I)= {0}
(Halmos, (5] , p. 84)
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Cela revient & dire, dans un anncau unitaire,

a) que I n'a pas d'autre majorant que 1'unité, ou cnccre

.
-z

b) qu'aucun des treillis convexes asscciés g I n'a d'autre majorant
que 1'unité,
a) est ccnséquence de la prepesiticn Al
b) La définiticn a) est évicdermment cntralnée par b) puisque I
est associé & lui-mCme. Réciproquement, si P, treillis convexe
associé & I, posséée un mejorant p # 1, p majore I. Scit en
effet a¢P, ie¢l, P = a+i. Puisque p majore P, donc majore, pcur
tout i, a+i, on a p(a+i) = a+i = pat+pi = 2+pi (car pa = a),

D'ol pi = 1 et i¢p.

Propcsition

Démonst .

Soit I un idéal densec d'un anneau booléicn unitaire A. Tout &lérent
de l'enneau est la borne supériecure des &lérents dc i qu'il majore.
Scit en effet, peA, Ip 1'idéal principal engendré var p et Jp = Inl
1'idéel, ensemble des €léments de I majorés par p. Montrons que, P .
étant un majorant de Jp’ tout autre majorent Py cst plus grand que
Soit q = PP, ¢ Q najore Jp et q¢p. Scit q' = p+q et p' = p+l.

a) Conme q mejore Jp’ et que YieT, ir €Jrl ip = ipq = iq,

b) pq' = p+pq = p+q = q', donc q' ¢ p.

De b), on tire

¢) p'akp'p = o, donec p'q' = ¢

d) Si ieI, i = ip'+ip

e) qq' = pq+tq = q+q = o



N ITs
f) Dene Viel, q'i = q'iy+a'ip

=q'ip'+q'iq = ¢

Or, llarmlateur de I se ricuit a {c} . Dene
l'asserticon.

Exerrle : L'idéal des pervies finies 2Qens 1lannccu PMN) de 3

PN

*

SLECT
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CHAPITRE IT - LES TREILLIS DISTRIBUTIFS RELATIVEMENT COMPLEMINTES COMME

PRIVCINELX

I1 cost clessicue gu'un anncou neeléien unitaire cst un treillis 2istridbo+is
corplémentl. louc avens montré au chapitre I, Propositicn 2, qu'un préanneau
est un treillis distributif relativement corrlémenté (en abrégl t.d.r.c.).
Nous allens rmentrer que réciproquement, tout t.d.r.c. peut Ctre muni d'une
structure naturelle de préanncau, Il y aura denc identité entrec les deux
structures, chacune é'eclles géniralisant, rcspectivenent on langage de struc-
tures Ad'ordre ct en langage elzdbrique, la noticn d'anneau bocléien,

Soit éene T un t.c.r.c, dans lequel cn notc ab = irnf(a,b) ct

a v b= supla,b), ct trois €léments 2,b, ceT. Soitu=zavbveet z=ag.b.c.
dont 1'existence est assurée, et a', b', ¢*, les trois corplérents uniques de
a, b, c reletiverment & u et z.

Avec ces nctations :

Proposition 29 : Dans un treillis distributif relativement complémenté T, 1e
loi @e composition ternaire, arplicaticn de T3 dans T, Géfinie par
(a,b,c) —y atbtc = (ab'c')v(beta?)v(ebta')vicbe) et la loi de compo-
sition btinaire (a,t)_, ab = inf(z,b) font de T un préanneau, ol ces
1cis sont respectivement le double additicn et la rultiplication,

1) Le nultiplication est comrutative, idempotente, asscciatlve.
puisque c'est 1'opération "inf".
2) Elle cst distributive (donc doublement) par rapport 8§ 1a

dcutle eddition :

dle v b ve) (da)v(anv)v(de)

[+

Soit cu

dz

d(zbe) da.éb. ac = z'



dz = z2°

(da')v{da) = dla v 2') = du = u',

on peut conclure que da' ust le corplément (da)' de d.a rcleti-

vement 3 u' et z' !
z'

D'cl A(ndb+c)

1]

n

(aa)vi{av)v(ae)

= do.db.de.

a [(ab’c')v(bc’a')v(ca'b')v(abcﬂ
(da.db'.dc')v(eh.dc'. da')v(de.ca'.éb" )v(dz.b.de)

(Ge. (Ab) . (dc)W(ar.(de)!(da) ' )v(ac.(da) ' (ab)")

v(ca.db.de)

= da+cdb+dc.

3) La double adlition

tivité dcs opérations

atb+c,

L) Le double addition
A) Montrons d'sbord
a,b,c par rappert &
{tent les cormplément
x &tant quelconque,

(1)(ebe)v(a""e)v(ab“e"
Dars tout ce qui sui
cdonine le signe . ,
gne (cbe)v(ab'c'). D

tivenent & u v x ot

est cormuutative, en raiscn de la corruta-

.et v, et dc la symétric de l'exmressicn

est associative : (at+b+c)+d+e =
a+b+(c+a+e)

que, a, b",c" étant les corrléments de

deux €l&ncnts quelcongues u ot z, a' b7 ,c’

s de a,h,c par rapport 4 u v x ¢t z.X,

on a :

Jv(a"be”) = abc v(a'b'c)viab'c')v(a'be')

t, faiscas la convention que le signe v

donc que ebe v ab'e', par exermmle, désie

ésignens por x' le cermnlinent de x relo-

2.X. On vérific aisément que :

a = z2bc X v abe' x v ab'c x v ab'c' x v abe x'v abe'x'v ab'c x'

v ab'e'x' et que
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a" = abex v atex' v a'bex v a'be'x v a'b'c x v 2'b'ct x v
a'bex' v a'be'x' v 2'b'e x' v a'b'e! x'
Cn obtierdra d" en échargeant les v0les de 2 et b dans ¢
B = ebex v abex' v ahlex v ab'e'xv a'b'e x va'bie'xy
2b'ex! v oable’x'v a'b'exfv a'b'e’x!

ta

Fernens ca''d’ et d'aberd ca

. Cela &quivaut d feire disparel-

tre dans a” les termes en c¢' dent le preduit rpar ¢ ve donner

pa?

rueauit de v oper oc', restercent

T
it

zxg¢abex. De rmiéme, dans le

sculs 1c¢s termes cormuns aux Ceux facteurs, 1lu produit les

autres ¢tant aussi zx.

D'ch ¢ a"o" = atex v abex'v 2'b'ex v a'b'ex' = abe v a'b' e,

et le precier membre de (1) s'éerira abe v a'b'c v ab'c! vy
a'te!

aqui est l'cypressicn & démentrer du seccnd merbre,

—

5) Scit alors & calculer s = atb+tc. Darns l'expressinn de e
double scrme, con itérant le risultat de A, 2',b',c', piurres.
désipgner les compliments de e,b,c reletiverent &
avbhbvevdyvect abede,

£) Calculcns olors (at+b+c)+d+e = s+id4c.

a'b'c' ayant les significations indiquics ¢n B) et s',d' et

-

{tont les corpléments de s, & et ¢ reletivement 8 a v b v e

-

v 4 v ¢ et abede. Hous devrions, dens l'expression de S+3+¢
+c,

0

cnsidérer lcs cempléments de s, d, € relativement 8 s v a

11"

et sle. Or, s" &tant lc complérment de s reletiverent &

a v bvcectadbe, ncus pouvons, d'aprés A, considérer lesg
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corpilments relativement 8 s vd v evs” cts.d.e.s", c'est~
g=dirc relativement a a vbv e v dv e ct abede.

Puisque s = gbe v ab'e'v a'te’'v a'b'e, on rmentre aisérent

que s' = abede v a'bk'v a'te v ab'c v abe'. D'ol :

s+td+e = gsde v s8'd'e v s'de'v sd'e'

ebcde v ab'c'de v a'becfle v a'b'cde
v abcd'e' v ab'c'd'e' v a'be'd'e'v a'b'cd'e’
v e'b’c'd'e v a'be d'e v ebfcd’e v abe'd'e
va'b'c'de’' v a'bede' v ab'cde' v abe'de!
Evpressicn invariante si 1'cn échenge a et e, b et d. Dene
(a4b+c)+d+e = (ct+d+c)+b+a = ct+b+(c+d+e)
5) Dans la double additicn, tcut couple d'éléments et régulier
4 gauche : x+y+z = x+y+t ==z = t
Lerre : x+y+y = x
En effet, xyy v xy'y'v x"yy'vx'y'y =
= xyv v xy'y' = xy vy') = x
D'ol x+y+z = xtvit =p2 = xty+x+ytz
= xity+xt+y+t = t (en opplication de L et du lerre)
Remarque 18 : Les filtres , idéeux et treillis ccnvexe d'enserbles ordonnés se
d@éfinissent formellement ccrnme ncus l'avens feit pour les préannezux, la rul~
tiplication devenant 1'cpération inf.et 1la disjcnction 1'opération sup. Si
nous démontrcns que dans un t.d.r.c, la disjenction pcur la structure nsturelle
de préenneau sc corfend avec l'cpérotion sup., les iddéoux, filtres et treillis
convexes pour le structure de t.d.r.c. seront les riémes que pour la Structure

de préanneau. D'cll la validité pour les t.d.r.c. des thécrdmes reletifs aux
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filtres, idfaux ot treillis convexes des prianncaux.
Or, la dicgjcnction de a et b au sens du préanneau cst :
a+b+ab = a.b.ob v a'.h'ab v a b'(ab)tv a'b(ab)’
Corme (ab)! = a'v L', ce qu'cn virifie imridiaterent,
a+b+ab = ab viab'(e'v b'))via'b(a’v b')) = ab v ab'v a'd
>

z=avab=(ava'ldeovd)=avhn, Dou :

Proncsiticn 30 : Un treillis distributif T relativerment corplémenté peut &tre

plongé corme ultrafiltre dans un treillis distributif A relative..
ront corplémentd pescélant un nlus petit ¢lément, ot cornme ultra.

£iltre d'un idé2l maxiral dans un treillis distributif compllme
T ‘

e

Si 2e plus, T nia pas de plus petit ni de plus grand Clément, M et :
sont les rlus petites structurces de leur esplce contenant T,

Prcoesiticn 31 @ On peut faire une partition d'un treillis distributif rela-

tivement ccerplirenté nar ure fanille de sous~treillis convexes
Eouipctents & tout socus-treillis cenvexe denné d'avance.

Prorositicn 22 : Yaut treillis distributif reletivement corplirenté est ise..
! 1so

rerphe 3 un sous-préanncau Gonc & un sous-treillis) de 1'enneau p(y’
de 1l'ensemble des parties de llensemble ¥ deo secs ultrafiltres.,
Remarque 19 : fcutes ces prepositions rlsultent irmédiaterent des prepositicns
corresrondantes pour ies préanneaux et de 1o remarque 18.
Elles dennent des exerples des preblermes touchant les t.d.r.c. qui peuver:
8tre traités en langege elgfirique.
Parmi les problércs voisins, traités en langoge de structure d'ordre i1

convient ¢e citer

. - . . . .
- G, Gratzer L3] pour l'extension du thicréme de représentation de Stone



avx

- 55 «

-

treillis distributils pzcudo-conplimentés (avee plus petit et plus

grand él%ment)

"‘Go

leace cempatibles avee les opnfrntions sup et inf dang 1-¢ t.d.r.c. =zvec

7l

-~

bt Go

us potit €1iment et chep. 9, § 5, thécordne 6, pour la th

Eirkhoff [1] chap. 2, § 0, thlcrdne 3, pocur les reloticns é'fgiuvae-

représentation dens les treillis distributifs ovee plus netit El8zent.

Gritzeret 7. Sernift 4] et Tq balunnica [6] pour les relatisns

d'Cauivalence cerpatibles avee leas opiroticns sup et inf dops les treillis,

Le talerdze chap. 2, § 5, tilorlne 3 de Rirkkeft [1] &tarl

relation

rd

~
a ZCro.

}de

dons un t.d.r.c. cst dAlterninée par le scul iddal des C1lnmcnts congru

[

Ia preposition 31 bis suiwvante, rorente de 12 prerosition 31, ¢fndroll

sy

ce thléordme au cas off i1 n'y a roe niccssniremont de plus petit é17nert, ni

v{rme d'1dlal parnl les clesses d'Ceuivnlence (voir excmmle, romaraue 1),

Prsmcaitisn 31 bis : Dans un trelllis distributif T relativement erorrliloaent?

Déronstra

une releticn é'€quivalence R cornctinl

inf est déterrminie vpar une sevle, ¢icleomauve, des classes d'{quiva-

lence,

ticn : On transporte classiquenent les oplraticns de T & lfenscmble
quotient T/R gni est ainsi muni d'une structure de treillis distri-

butif, ct 1l'aprlication cancnique h de T sur T/R est un heorenorphi

o aeard

de treillis,

Soit alers a, x et b, &lérents de T/R tcls ouc o¢x<t (a,x,b son

e " . - _— = — .
¢lérents ce T, et reprisontants resvectivement de a,x,b). Il exist

cen, yex et dev, tcls que cqy<a (e=ab, y=(a vb).x v ab et dma v b

setisfont 4 ces ccnditicrs).Il exicta 2lor

[&]
-3
(—’-
]
(o)
2
I
0
<3
(]
il
(o)
(]
t

t au'unce telle

sme
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y vz=2a, c'estrd-dirc que x 2 ¥ 2 ¢t x v z = b en transportent

par h dans T/R. Liexistence du corplément relatif de x

[&]
+

ces &ralitl
cct 2insi assurce et T/R est un t.der.c.

h ost alcrs horororphisre de t.d.r.c., done de prianneaux. Scit
C unc clesse d'équivalence de R, donnée & priori. Cfest un treillis
convexe ct T/R n'est autre que lc¢ prienneau quoticnt T/C (prorosie~
ticn 10). Les eautres classes dfizquivalences de R scnt donc unique.s

~

rent ddterminées, diol l'assertion.
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CHAPITRE III - ASPECTS TOPOLOGIQUES DE LA NOTION DE PREANNEAU
§ 1 - L'ALGEBRE DES OFS D'UN ESPACE TOPOLOGIQUE NON COMPACT - CAS PARTICULIER

DES ESPACES LOCALFMENT BOOLEIENS :

Il est classique que l'ensemble des ofs (sous-ensembles & la fois ouverts
et fermés) d'un espace topologique quelconque X est un anneau de Boole, sous-
anneau de l'ensemble des parties de X, et dit algebre des ofs. Hous étudions
ci-aprés cette algébre dans un espace non compact, en précisant le cas des es=-
paces localement booléiens (voir deéfinition 13) ou tout point posséde un voisi-
nage compact. Notons que conformément d la terminologie de Bourbeki, les espaces
compacts et localement compacts sont séparés. Rappelons ou démontrons queclques
resultats €lémentaires.

Remarque 20 : Soit X un espace topologique et A X un sous-espace de X. Par dé-

finition, la trace d'un of O de X sur A est un of de A. En particulier si OcA,

0, of de X est un of de A.

Lemme 12 : Si de plus A est un of de X, tout of de A est un of de X, étant ouvert
(resp. fermé) dans A qui est lui-méme ouvert (resp. fermé) dans X.

Lerme 13 : Dens un espace topologique, 1l'ensemble (C note en abrége C

k)keK
des ofs compacts, est un idéal de 1l'algébre des ofs.

K’

1) Ci est stable pour la réunion finie.

2) Soit un of Oi de X minorant un of Ck compact, c'est-a-dire
que 0i<:Ck. La remarque 20 entralne que Oi est un of de Ck’ donc
compact puisque fermé dans un ensemble compact. CK contient donc

les minorants de chacun de ses éléments.

Définition 12 : On eppellera espace localement booléien un espece localement
compact engendré par ses ofs (c'est-d-dire : ol tout ouvert est une

reunion quelconque d'ofs). Nous démontrerons au § 2 qu'il existe de
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tcls espaces, non conpects.

Proposition 23 : Dans un espace topologique X non compact :

1) On peut faire une pertition de l'ensemble des ofs non compacts
en classes toutes equipotentes & 1'idéal des ofs compacts (la con-
naissence d'une seule claosse déterminant entiércment la topologie
sur X lorsque dc plus l'espace est localement booléien).
2) Chacune de ces classes constitute unc base de filtre sur X.
3) Chaque clesse cst aussi un sous-préanneau (et un treillis convexe
pour l'inclusion) de 1l'algébre des ofs.
L) L'une d'entre elles est formee des complementaires des ofs compacts
5) On peut associer les autres classes deux a deux, chacune etent
formee des ofs complementaires des ofs de la classe associee,
6) L'intersection de deux ofs appartenent respectivement a4 deux classc
associees est compacte.
7) L'ensemble des reunions (resp. des intersections, resp. des sommes’
de deux ofs eppartenant respectivement a deux classes fixees quelcong:
est une classe.
8) Si de plus, l'espace X est localement booléien,
a) l'intersection de tous les ofs d'une classe st vide, et leur
reéunion recouvre X.
b) les clesses d'ofs non campacts associables deux i deux n'ont
pas de plus petit ni de plus grand element.
c) 1'ideal des ofs compacts n'a pas de plus grand element.,

Demonstration : Soit Al'algébre des ofs de X, et Cx 1'ideal des ofs compacts

(remarque : il existe au moins un of compact, @, et un of
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nen cerpact, X). Censiddrens tous les ensermbles de la forme
0,+C, , somme dans P(X), c'est~a-dire dans A, d'un of non capact
0. et d'un of ccrpact C, .
1 - k
1) Ces enserbles sont des ofs et ils sc rérartissent (rrepesiticn 1€)
en classes ferrant une partiticn de A-CK. Ce scnt denc dos c¢fs nen
compacts. Chaque classe est un treillis convexe, (ce qui entrafne
aussi l'asscriion 3), translation de CF par un of ncn cormact ep-
partenant & cette classe, et &quipotente a CK' Le rcste de 1l'asserticn
est justifié en fin de démonstration.
2) Une classe d'ofs ncn ccopacts constituc une base de filtre. En
effet :
&) Elle n'est pas vide (remarque lininaire de la drmonz+rntion)
b) Elle ne conticnt pas 1'enserble vide qul est comr—nct.
c) Chagie classe &tant un treillis cenvexe pour l'inclucicn,
donc &tant stable pour l'irtercecticn, tcute intcrsecticn de
dcux ensembles de la classe ccntient un enscrble de la classe
(lui-r2ne).
3) L'asserticn 3 est Gémontrée en 1) ci-dessus.
4) XeA done X+C, est mne cleese. Or, C, € C, équivaut & X+C _eC!,
K k K k ¥
avec C'K ensermble des corplcérmentaires des cfs cde CK dans X, d'ci
1'asserticn.
Remarquens que f, application cancnique de A sur .\/CK étant un
horormorphisme, les classes d'ofs définies en 1) scnt les classes de

la relation d'éguivelence d'homemorphisme (Propesition 10).

D'autre part, A, ccntenant X ccrme €1&rment, cost unitoire, et
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pcssdde donc une unitd relative mocdule Cp. A/CK est cdonc unitaire,

e

inege ricipreque de sen unite est un filtre, unique (Propcsi-

1

et 1
ticn 13 et 1l et remerque 9), contecant toutes les unités reletives
rcedule Cy, dcne X en particulier. Camme cette irage récipreoque est

une clcsse et que X = X+¢e5X+CK9 il er risulte que X+CY est le

ni.

[}

filtre unique de A ainsi &&f

5) Scit razintenant une classe d'cfs 0.+C,., ¢iffiérerte de X+Cp, avec
N s

Ci ¢f ncn compact.

p oSt unc classc (Prepesitien 8) qui

L—1
G
[0
.C:‘
l_l
o
o

'of's X+Oi+C

ccntient les cerplémentaires Qe le pramicére et eux seulerent,

[62]

rui

(¢4

cue Y+{0.+C ) = ¥X+0.. = O} 0!, ¢tant le corplérmentaire &
: ( i k) il i1? Ci1 v * = <€ Cil'
€) Scit deux classcs C ct C' ainsi asseciées, 0, = 0, +C. e C et

r.

0', = X+0.
1

+C. . € C' nvee O, = C. 4C, _€C,
2 $ 12 'k

2 ke 2 2

Scit £ aifini en k) : 81 £(0,) = £(0,) = p, on a :

£(ol) = f()ﬁ)+f(OP) = 1+p (voir 4) ci-Cessus et lerre L).
D'ci f(cln o,_',) = f(Ol).i‘(Oé) = r{l+p) = ¢

N Q! £ - = .
et 0,NCL € (o) Cy

7) lo dZronstration est irrédiate en considlrant cerre en 6) ci-.qes-

cdans un of ccmpact.

Dizcnstration @ Tcut point x pesséde un veisinage corpact V, qui cer

tient éene un cuvert U contenant x. U est rlunicn d'ofs, done il

existe un of O contenant x, 0clcV, D'aprés la remarque 20, O est



un of de V, dene corpocet prisque ferié éars un crnoercle cooprct.

ccserticn 8 ¢) on 2Acoule immédinterent, le rlus prond (10-amt

de C., ne peuvant Chre, par le lemrme, que ¥, cul n'est pas corract.

-

Lot Duns un crpace leocalenent becllien, con peut sérarer tout
cuple Ce polnts nar dnz ofs cempacts.

Szit cn offet, X, et x,., points de ¥, Cl ct CP lcs ofs dent
o fad <

l'existence e¢st wssurée nar le lemme pricllent.

X &ant slroré, on peout siperer x, ct x. par des cuverss
2 k] l ~ .k
[l

Lﬁ et Lé, Cunions d'ofs, Scit O, ct 02 deux de ces ofs aiypertoncrt

respectiverent aux reecuvrenents de Ul ct de U,, ct coentenent rose-

pectivenent X; et x,. Olf\Cl ct 02/\02 sont doux ofs, compacts.

(ruisque ferm’s dans un cnegerble comacts); et séparant x. ¢* X..

Rcprenons la é%rmonstratien géniznle. Scit OI une clnrce 4'ofs

nen cerpacts et supnosons qu'il existe un plus retit Eliment ©

Oi n'act pas fini, sinen il sernit cerpact. Ccit done X, ot X2€.O:,

Xy # Xye Cn peut les sérarer nor dour ¢fs corpacts C, et C , et
<4 <

Oif‘C'l = OiF\Cl +0; € CK+OI = OI' Cr, Oi(ﬁci ¢st inclus stricte-
ment dens Oi’ a'oll centradicticn.

5i de plus CI @st associde & la classe Oi d'cfs ncn caormracts
(veir 5) i1 est clair que 0! r'a pes dc plus grard {lérent ; los
devx claseges jouant un rdle symétrioue, sauf si O = C', 1'azsertien
6 b est cntrainée.

Dirrnstraticn 1 de 8 a : Soit une clesse OId'cfs ner ccrmacts ot O €O

Scit un ncint x. Si Oi ne contient pas X, on peut trecuver un of
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ccrract C centeonant x (icmme précédont) ot par censéguent uan of

¢, = 0.+C oTr

artenent & Cf (voir 1) ¢t contenant x. T1 est denc

es ofs de OI fermont un recouvrerent ée X. En passant eux,

[¢]
’J
1+
e
o]
Q
£
o
H

51lmentaircs, l'intersectlon do tous lcs ofs de ©

0
9}
3

-~

cilc, est vide. Les deux classes jouant un role svmitrique, l'asscr-

- T1 reste 3 Almontrer une pertie de 1'asscrtien 1.

Tennrqueons @'aberd que si X est lucalerent reeidien, il cst engends!

New

car ses ofs comrmects. En effet, tcut point &tent continu dans un of

ccrmaet, et la trace sur un cf guclcenque d'un of compact {tant un

of corpact, il ect clair que tout of (done tout ouvert) wst rluniern

fu

'ofs ccrpacts. Inversement, toute réunicon ¢'ofs cemrnects est un

SC.

ar

onvert, por

-y

R +3-
yTethl

T4 cemnaicserce @cs ofs cormpacts suffit donc & ddterminer la to-

NG

~r

N 1

lcgic d¢ ¥ @ 81 cst 1'esrace X, mni de la torclegie dent les

cuverts sent riniens d'ofs cempects, l'apnlicaticn identique Qe ¥

u
[
V3
w
2
(4]
mn
o+
@]

loirernent un homcemcrrhisne, ct les topelegies sent acre

Or, la ccnnaissence d'une fanille Of d'cfs ncn cerpacts entreina
ccile de C.., d'ou 1l'assertion.

Y
ir «ffct, (Prepesition 18) € = O_+0.,
K I7I

Bemarquens enfin qu'il existe (vecir remarque 1) Acs ensertles
lcealerent beollicns admettant un nermbre aussi grand qu'on veut g
closscs d'cfs non compacts, é'cu 1'intlrét de l'asscrtion 1 pour co:

esraces.
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Provcsition 3% : Dems un espace lecalerent bocllicn, si un scus-cnsumble B
de 17alndure dos cis, formd 4'cfs compacte, ot stable rour la réunicn
engendre llesmace, 3 est 1710&r]l Jes ofs corracts,
In cffet, puicque B cnegendre 1fesnace, tout of corract est riunion,

done riunicn finie, d'ofs de

epparten

cnant éone & B,

§ 2 = ISPACE TODOLOCIONE DUAL D'UN PREMIFEAU :

Prepcsiticn 35 @ L'enscauble X des ultrafiltres ¢'un prianncau tocllicn peut
Ctre muni d'unc temologie d'esnace lecalement bocllien, dit espace
dual de T, ct tel que
1) 81 ct sculcrmernt si P rosscéde un nlus grand et un plus retit
€lérent, ¥ scit de plus comioct, et P scit iscmerphe 2 1'algsbhre

-

dc teus les cofs Qe

X 3 X race beoldicn.,
2) Si et sculement si P ncssdde uwa nlus petit (1ément et ne pessdde
pas de plus grond Z17ment, P scit iscrorphe & 1'idlzl des cofs co
pacts de X, X &tant ncn cormpact.
3) 81 et sculerent si P pessdce un plus grand et nc peossdde pas de

plus petit €llment, P scit iscrcrrhe a

des ofs compacts de X, X étant done nen

pricnncau des complirentaires

corpact.

k) 31 et sculement si P ne pessdde pas de rlus petit ni 2¢ plus
grand €lément, il scit isomerrhe eau préanncau censtitué par 1'une
Ces classes dfofs non coerpacts dn la prepesiticn 23, distincte de le
classe des conplémentaircs des <ofs ccrmects,

Hous ne distinpguercns

tration.

Ciffircnts cas qu'en ccurs de dlnense
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A - 3 it e B
g-it 0 le scusepréanncau de P{X) isomcrphe & P (prepesition 2h),

I R

- . ! = - e @ -
ersobice des Elérants de la forme sip) = 1X ; x ulirafilire ev rexj

- ~ R . . L) " + ﬂ' - [ s B
avee pel. Hous ncoterens s 17C1ltment s(pi) de 0, b eg 8 (_i) scTn
& i A P 4+ 07 1’¢nscrmble des Ellrents s
corplémentaire dans p{¥), et @ cnscmble dos ‘rents s!.

Scit T o= (¢.). I 1'enecmble des parties e X do 1l'une des formes
i'ie

[¢7]
(¥
[
<
0
I
+
]
%]

8}
N
(0]
[}
(4]

i
= ! = Y45,
b) e s} A4sg
¢) ¢ = s.+s.
T J
&) ¢ = s,+s', = Xds.+s

ieus cxermincrens plus loin si les enscrbles des quatre formes scnt

> cst le plus petit scus~anneauw unitaire de T(Y
ccntenant ©, ot qutil est stehle pour la réunicn,l'intersection, 1a

s—~rc ¢4 le rossage cu complémentaire, compte tenu dc ce que Q est

4]
ct2blc your 1z dcudle serme. Do plus, 1'enserble C.. des €lémonts ¢

1o forro s.+s. ect un iddal de F, enscrble des intersecticons d'un
i

Ca

ment Ze @ ct d'un é1%énent  de 0F (en effiot, 5.0 s'.= si(\(X+si) =
v (%

s.+5.Ms, = s.+s_ ¢t réciproquenent si x.+x. eCp, (Y+s.Ns
i 717 i e * 179 { i

= ¢c.Uc.25.M 5. = s.+s5.. Ii en risulte que 1l'ensemdle des Elérents
i J 2 J 1]

d2 la forme Y+4s.+s, est un filtre de =, enscrble des réunicns @fun
4

J

Glémert do Q et a'un éllment de 0°.)

Scit elers D 1o farille de parties de X, réunions quelecnques ad'en

MY

ce~tles de B. Les cnsembles 2¢ D sntisfont cux axiomes d'cuverts,
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2) tcute rdunicn d'ensembles de D est Avidemment un ensce ble de
D.
b) l'intersecticn de deux ernscrblcs de D (d'cl por récurrcnce

teutce intersection finfe @fensertles de D) ec*t un cnserhlo de D.

Soit O, e¢D, C,eD, O = U c., et C, = o e.
! 2 Doierer % ia,er PP
1771 2 2
0,n 0, =(. L4 T x1 (eilfwei2)€ D puisque I est stchle pour
R LA R

1'intersection.,
Nous définirons done le topologie sur X en prenant D comrme
femille d'cuverts. Ftucdicns cette topologic.

A} X% est enpendrd par ses ofs

I1 cct cleir que les élCrents de E scnt des cuverts, donc
des cfs, d'ol 1l'assertion. Mais il peut exister d'autres cfs
(veir 1le § 3).

B) X est cénoré

Nous écartons les cas triviaux od P = {c} ¢t ol P = (o,l}.
P pcsséde decne plus d'un ultrafiltre.

Soit X, et x, €léments de X ct X3 # Xye 11 existe p, et p
o

1 -2

&léments de P, tels que Py € X5 Py ¢x2, P,ex, ct pgéxl

(3incn, pour tcut Py €x CXyy Xy C Xp, et en reiscn de la
[

1° P1 1

neximalité, x, = x,.. De mlme, £i pour tout P,€ X%y, Dy€X )

1 2 1

Donc xles(pl) et xlés(pe), x265(p2) ct xg‘és(pl). I1 en
résulte que s(pl)ﬂ s'(pe) et sip »)n s'(pl) sont deux ofs qui

=2
séparent x:L ct Xye X est donc séparé, et de plus, tout courle
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de points peut Ctre sépart par des cofs.

C) Teut peint pessdde un veisinage corpact

Scit x,€X. Il résulte de Bjgue V = (slf:s' )L(S'rwsg) = g +¢

2 1 17

est un of, veisinage de x,, (¢t pour tout s, €Q), avee V&CK.
1 2 ¥
Montrens que V oest corpact(et en méme tormps que teout Elément

ée C, est cormact).

~

Teut cuvort de V est trace sur V d'un ouvert ée X, donc tres:

sur V d'une réunion d'ersembles é¢ E, dcne réunien de traces sus

V d'cnsertles de E, dence réunicn d'ensermbles de T inclus éang V
] S

Scit elers Ev la fanille des censembles dc E inclus dens v,

et scit (L;)ZQT une fariile dfcuverts reccouvrant V.
v = L& = ggi c ol (er1 ) désipne la formille d'len-
Lel r AT v 21".26“2

scmbles de EV dent la réunicn est L& .

S1 éu rccouvrenent de V par les emlct plus encore par une
ferille quelccenque d'élérents ce L, on pcut extraire un reccu-
vrerent fini (nous ellens démontrer que c'est le cas) a for+icr:
cn pcurra extrairc un recouvrement fini de V per les L&.
Lermme @ L'cnsertle T des élérents s,Nsy*es, ou €; parcourt T,

est inclus dans Q. ( C'est un sous-prienncau de 0, de plus peti

¢1lénent 5155, ct de plus grand ¢1Cment lejsg).

In cffet, E, est 1'enscmble des €lérents cnNV, ou e percourt

E, dene 1l'enscemble des €18ments (s

ImﬂmC,mmssmmcdexrn
A =

bre pair de terrmes de Q, quelle gque scit lz forre de e. Q &tent

stable pour la scrime de terres en nembre irmpair, Sfﬁ52+e.q;0
l L



et TcQ. (T est éviderment stable pour le double scmre ct 1'in-
tersection, d’cl le reste de l'asscrtion, corpte tema de ce que

e, peut Ztre vide cu &gl a syts, = V).
C.

1

Reprenant la dlduonstraticn ginfrale ée C), soit un reccuvrerent

de V pur unc fanille quelcongue d'é€lémints (Ci)ieI a'¢1freonts
1
de EV’ et soit (e'.). i Tamille des cerpllrenteirces des e.
1 1611 -

dens V, qui sont aussi dcs €léments de L,, puisaque troces sur
V des cemplénentaires dans X des IR Extraire ée la famille
(ei)ieI’ un rececuvrerent fini, €quivaut @ extreire ée la

formille (e!) une famille finie (ce!). . é'intrrscetion
1 1 1°1¢1¢n

la fanille a'8léments Ce TeQ tels quc

! = (3, Ns @l i ' 1'81én 3 >
s rel ( 1 2)U { et soit pi 1'€lément dc P tel
)

! - t ™ : o1 rpd o .
que t! s(p ;) Ixtraire de (e i)ieIl unc fonille finie

d'intersecction vide, c'ecst extraire de (t!).
1 1(11

une femille finie (t'.) d'iaterseeticn 0

. S cu enccere
1/1¢i¢n 172

une fonille finie (p*.) A*¢lérerts de P corresrondcnt oux
L

(t!

lg¢ig¢n

i1 ¢i¢n> ©F Qe produit p,.p, (cn reppelle aue 5, = s(pl) et

S, = s(r,) ), en vertu de l'iscmerphicsme entre P et (0. Sunwesins
—~
que cela ne soit pas possible. Tous les »rcduits finis d'¢le--

). mejorent dune strictement p

rents de (p! _ 1 Y .. Lo Tarmille
= (‘1 1eIl 1'2p &

(p'.). T engendre dans P un filtre ¥ ne contenant pas n,.T.,
1°1e 1 12

sinon (remarque 5) il existerait un produit firi de p', rino-

-

rant Py+Pye L'ensemble des filtres ne contenant pas PPN est
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in2uctif et ¥ cst donc centenu dans un filtre relativernent
paxirnl, conc un uitrafiltre 2 (prorosition 22) re centenant

', et ceanterant

o2

%8 PyDos rois contenant tous les p plv pe

b}

uisque S s_ majorent les ti.
ruisque ;U S, nagora i

»Zeulte que dans X, Vi, zes(v' ct que z €s(p

17

zesn tous les

£
' =
)=t

e

u

e

@)

v p2) = Slk)sq donc =€V. Appartenant
[

=

‘., z appartient done 3 tous les e'. = Vnt',, ce
i i i

qui est centredictoire, 1'interscction de la femille (e )i

.
<

&tont vide, ot entraine l'assertion C) ¥ est done localement
boclificn,.

D) C,. est 1'icéal des ofs compacts dans 1'algd

In cffet, C. est  iadal @g F, denc enserhle, statle pour
la rZunion,d'ofs d'un espace localement booléien, et d'ofs

cormacts par €). D'aprds ¢), tout point x &c X rossdde un vois!

Pl

nege élément cde C,.. On peut Jonc rccouvrir tout of O de E par
in

les traces sur O ¢'éléments Qe Co., qui sont €llments de CK

puisque CK est idéal de I, Donec CK enrondre tous les ofs de

E, donc engendre X, et la proposition 34 eniraine l'asserticr.

(¢ cst conc aussi treillis convexe de 1'algdbre dus ofs, assoe:

i C, et non nfcessairement ¢istinet de u").

E) Jusqu'ici, les démenstrations sont valables que O et CK

(resp. Q' ¢t C,, resp. E et CK) soient distincts ou non : KMeus
AN

ellens préciscr les aifffrents cos

F) 8i P n'a ras_de plus netit {1ément, aucun des enserbles Jc !

cam T T e rETES e
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n'est compect

En effet, la &émonstration de la séparaticn dc X entralne que
pour ,tout xeX, il existe un cnsemble s'(pi) contenant x. On peut
donc recouvrir X par des ensembles s'(pi) ct rccouvrir un enser-
ble s(p) € Q par dcs ensembles s(p) N s'(pi), qui sont des cfs,
donc des ouverts. Si s(p) était compact, on pourrait extrairec

de ce recouvrcment de s(p) un recouvrecment fini

n n n
s(p) ={_J(s(p)s'(p,)) = s (Us'(p,)) = sloln[ 1 s(py).
1=} i=1 ti=1

n
D'ci 1'on tircrait s(p)n (/) s(pi)) = ¢. D'aprés la prepcsi-
i=1

ticn 24, le preduit P-Py---Pp serait le plus petit élément de
P, ce qui est en ccntradiction avec 1'hypothésc.

G) Si P n'a pas de plus grand élément, aucun des enscrbles de 0O

n'est ccrpact

le ¢émonstration se transpcse irmédiatcment de la précédente.
H) Puisque, dans la propcsiticn 35, L, P est surrcsé n'avcir
ni plus petit ni plus grand élément d'aprés F) Q cst formé 2'cfs
non compacts. C'est denc, d’aprés la rropesiticen 23, la ¢éfini-
ticn ce Cp» et le § D) ci-decssus, une des classes d'cfs ncen
compacts. Cette classce est de plus distincte de la classe des
complérentaires des of's ccmpacts, puisque O' est formé dtfs
ncn corpacts d'aprds ¢), ce qui achéve le démenstraticn de la
prcpesition 35, U4, sa réciprrque étant consiéquence de 33, 8, b,
Démontrons maintenant 35,2. La dérenstration de 35,4 restc va=
lable jusqu'en D. Si 1l'on applique en outre, la Cércnstration de

la cormpacité ce sl+s2 a ¢+sl =5, i1 en résultera que tout



f12ment de G est compact, corpte tenu de ce que # eQ (consé-
quence de ce qu'aucun vltrafiltre, &tant prerre, ne contient

le plus petit ¢1ément) et qu'entin, Cy = 0, comme treillis
convexes associés et non @isjcints. Cerme le $ G reste valoble,
0' est fermé d'ofs non corpacts, et CK # L, cc oul entralne

l'asscrtion, sa réciprogue Ctant conséquernce de 33, ¢,c.

Déronstration @s 35, 1 : La dlmonstraticn dc 35, 2 reste valndle

@

usqu'd C., = Q0. Si 2lors Cy # £, il cxiste des ofs ncn corpacts.

K

Can

X est donc ncn compect, et la propesition 32, 8, ¢ entraine
que CK = 0 n'a pas de plus grand E1&rent. La contradiction
entraine CK = 0 = . L contenant X, X cst comnact ct tcus ses
ofs le sont aussi. Q = CK cst alers l'algébre Ze tcus les cofs

de X, @'od l'assertion.

Démenstration de 35, 3 : @ n'a pas de plus pctit élément, &
Pt 2 S - [ {<cnce

Q # C.,, ¢t O cst une classc a'ofs non ccrmmacts. Ce ne neut &
e e ctr

que le classe des complémentaires de C ., sincn par 32, 8
K

ellc n'aurcit pas dc plus grond élément. Le réeipreque est on-

» b,

tratnée poer la remarque de la démonstration de la propesitien ;

uo
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Remarque 21 : Donnons un exemple pour illustrer le § 1.

Soit un espace discret infini X, Pour tcut x¢X, {x} cst un of. Tcut scus-
enscmble de X est un ouvert, dont un cf, Les ofs corratts sent les sous..ene
sembles finis. X est locnlement comrrct et les sous~enscrtles infinis sont les
ofs localement corpacts. Une clcoace de ces ofs ect la famille des saus--onsenme
bles de X différant d'un namtre fini @'¢léments d'un sous-cncembic infiri dernd.

On peut donc construire des espaces localement corpacts tels que

le cardinael de l'enscrble des classes d'ofs non compects soit cussi grand

qu'on veut.
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§ 3 LSP:7E BIDUAL D'Uil ISPACT LCCALEMENT BOOIEILN

Prorssiticr 36 @ Ccit un esnece X localement boolélcn. Les cspeces ducux des

rréenncaux G'cfs constitués par les clascses d'équivalence moéulce
1'idial des cfs ccmpacts sent hemécmorphes a X. Ils scent denc, & un
henécrorphisre prés, un scul espace, &it espace bidual de X.

Démcnstretion : En €tendent le nctation Op = (O‘)'aI ncn plus seulerment aux

%]

clesses &'cfs non cerpacts de X corre précélerment, rais & tcute
classe &'équivalence medule 1'icdesl CF = (CP)?éK des ofs corracts, =

rcus peurrcrs aveir iei C. = C 1a,

Si j ctens QO'_ = (0!
1 y+ €1 nous nctons 0 I (o)

17iel

ct (C*' ) celles des

classc ées cfs complémentaires des ofs de O K’ kek
A

I

ofs corplémentoires des ofs dc CK’ ncus pcurrcns avcir de plus, si

X est bccléien, OI = O'I = CK = C’y. La déncnstrotion qui suit est

valeble quel que scit le cas particulier.

Scit le préannecu P = (O;)iei et Y 1l'enscrble des ultrafiltres

de P, runi de se topolcgie d'espace localement booléien. Soit

= = s > le ¥ isen e & ' = )
Q (Oj)jeJ 0; la classc des ofs de Y isc orphe 2 P et (03,.

la clesse de leurs complémentaires (7 équipetent & I et Q = Q' si

oI = o'I).

Q ¢t Q' définissent la topologie sur Y, leurs sommes engendrert
Y(proposition 35). Soit s 1'iscmorphisme de P sur Q (propositicn AL

L'irage de OieP est 1'of dec Y contenant tous les ultrafiltres
de P contenant Oi'

Soit s la bijection prolongeant s et &lrinie mar

lE(oil) = 051 = S(Oil)

= .n . = . . = .
) 0 0 5(011)”5(012) s(ollnoi

517 %52 )

s(0;,10;, 5




s(C..+0 L+O.3) = Ojl+0jzvul? = b(OLY'S(Oi“)+S(O~?) = S(C11+Oi2+oi3)
s(0';,) =o'y, = [le =fs(oll)

5(0514035) = 05,405 = 6(0;,)+e(0;)

S(04,%40";5) = 040" 1 = s(0 )+ [s(Clz)

i 1' icte = (T, fooe (O liensorblie dues ~fs core
Si 1'on ncte CL (V£)8€L et C . (c Q)feL lienserbie des ~fs co

pacts dc Y et celui de leurs ccerplirerntzires, la prenositicn 35

8]
ct
£
33
&)
b
W3
(@}
3
1

crtrelne que OJ+O =

3 L,cttum C.ud' UCLUC‘

J J L -
beollien, sous-nlpdbre de 1'clpdbre des ofs de Y. De méme,

OlL)O'fJCvL)C'V est une sous-—algdbre de 1'nlpdtre des cfs de X,
o LN

s ¢st alers un isororphisre de 1'anneau OI(JOTlJCVKJCV sur l'annca

OJ L,'O'J;)CL UC'L.
Les cofs ccrracts et, lorsqu®il en existe, ncn comrants, de ces

deux enncoux, se cerrespendent bijectivermert, et cussi classce nor

classe,

X est €quirctent & Y. In cffct

A) Scit x un peint de X. Les ofs de P qui conticrnent x fore
ment un ultrafiltre y de F.

a) c'est un filtre {Cvident)

t) les ofs de P qui ne conticnnent pas x formert un idéal

de Py dene y est un ultrafiltre (vrorositicn 20).
Dcne & tout point x de X, cn peut feire correspondre un peint y
dc Y, et rer cette consiruction, un scul.

Cette correspondance f est injective.,



i,'interscceticon des ofs de P qui centicrnent x cftf\3 , car

.
(Dousidre lormme de la prepositicn 33, £) on vout siyarer tous

autre point x' de x par un of €, ot si Oié.P et X (Oi’
.. . -
0.0 0V €7 (propocition 33, & ¢t 32, 7} ot centicnt X sons
rFe -

cemtenir x'. Done l'ultrefiltre y 2es ofs de D qui contiirnent

% re peut cosruspendre qu'au scul X

o

%) Soit maintencont yeY et l'enscmbtle Ges cfs Oj de 0= O qui
conticrnnert y. Cc sont, par construction de Y, l¢s ofs &d'un ul-
srafilore 'Jdu rrianncon O, irnges des ofs de 1'ultrafilire vy

4

Tcut peint dc Y pessdde cormme veisirege un of corract (preres

[h

O

).

ticn 35,

Scit qfl w1 tel velcinage de y et C%l son irose réeipregue

rar s. (C, ost biea 1'idlal ce tous les conpacts (prepesition 3@

-
et irrge de C. par <).

A .

Lo rore ralscrnercent quen A rentre que 1'intcrsecticn des

.,
M

ceUest {y} « Chacun des cfs e U= @onc avec Cy une intersce-

.
tion ncn vide. Leurs imeges riciproquss par l'iscrorphisme s

clest~t-dire les ofs (0. ). _ ¢c l'ultrafiltre v de P ¢
2 ( 1)1511C1 = cnt

CIRC chatin Gvee C}(l une interscceticn non vide. Mentrons que

1'interseoction F dos ofs (Oi)i€T ¢st non vide et rlluite § wn
1
pcint .
1) si ¢lle Ctait vide, les troces des (0.). sur C .
2iel k1> ©fs

1

corpoets, curaient une intersection vide. Cyl &tant compact
L o s



~ PRI - o 3t PR PR, el T s
cn pout exiraire vre forille finie dfantercontion vidla, <
4 o S e T ek ean IR -1 a e (o~ ~ bl
toute fomzlilie de fermis d onterscetion vido, To2450, oo O, )

on jn‘ Y2

centicnneout Teutes y ot s (tunt wa fsomernniiore, cotte in-

teorse 43 I R e T T I.n \\r“tvw‘"{n‘*'hr\ ot e T A7y
CTSCCTLON CCVYNLT Lol l V31al, Lo cenirclleelon onirrine Sue

G

I8
I

2) ¢lle est rlduite & un neint. Soit on offut, »ef. C1 xfer

¢t x # x', cn pout trouver (veir 4) un cf C.y eP conturint

x ot pas x'. L'intorsection &o 0., zvee les ofs &o r oc% nen

el
VLl

81 done O.]§ y., C.., ¢t ¥y enrendront dars T oun filirce

-

rrerre et cul ceatient stri

\
5
o+
I

3
A
i
ot
N

-
0
0O

2
.
[p]
7]
ot
o
P!
ok
~

3
o)
o
o
[}

i

. { -
re. Diou Oqjé. ¥ ¢t puisque x'¢€ 0., ¥'{P, 1o rneuvelle contra..
4.4 i

Jiction entrein

(]
-
£
&]
w
]
=
ct
e
@]
3
=
9]
[&]
’
i
]
v
i
o]

C) Cemme conslquence dc B, & tcut pncint y de Y corrasnond
un reoint x de X par une arplicaticn ¢ injective. Si en
cffet, y'e¥Y et y' # vy, les Coux reints x = p(y) ot x' = gly¥)
ne peuvent Ctre cornfonlus ¢ x cost l'intcrsceticn des ofs Ju
filtre y de P, ot x' cclle dcs ofs de ¥'. Si x = x' (vcir /)
les cfs de y ot ceux de y' censtitueraivnt un rire ultro.
filtre de PD.

I1 est cloir que de vlus, /= £, que ¥ ¢t Y sc corres-

2 -

nendent dene bijcetivorent.
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¥nfin, puisque les ofs ccrracts de X et ¥ se coerrespendent

- e

tiiectivenent, que C. engendre X (propesiticn 33, in fine,

K
asserticn 1) et que C engendre Y (33,D), il cst imnddiat
que les cuverts de X ¢t fe Y se corrcerondent bijectivement,
¢t X ct Y sont hemfororphes. Lo reste de 1'asscrticn s'en
acécnuit immédéiatement.

Rerarque o Dons i'exemple de la remerque 21, prenons ccorne préanncau P 1l'une

dcs classes d'ofs ncn compacts (propositicn 33) de l'algstre ces ofs de X.
L'esrace duzl Y dc B est hercrorphe & Y. L'slglbre F des ofs de Y comperte
done unc infinitl de ireillis convexcs assacids A G {treillis convexe de B
isomorphe 3 D).

B est dcne siricterent plus grande que la plus petite extension unitoire
de P, qui est, £ un iscrorphicre pris, QUQ‘UCKk)C'K. cd Q' alsigne l'ensembie

des complimentaires des ofs de O, C, 1'id€al des cfs corpacts et C', l'ense-~*:

de leurs camlézenteires.

§ 4 CARACTIRISMTION DE L'ESPACT DUAL DU PRELCNIZLY 7 DE AL ALGEERE D!
LCEFRE D'OFS

Nous avons corzctirisé (Chapitre I, § 4) la plus petite des extensicns
uniteires é'un rCanneau P.llous cllons maintenant caractiriser, porni ces ex-
tensions unitaires, l'algévbre A des ofs de ltespace cuzl X (e P, ¢t carace
tériser X parmi les espaces duaux de ces cxtensions. lious repertens au chopi-

tre I, § 5, applicaticn 3, proposition D, pcur les définitiens @'un 13%al Zere

N

Prcposition 27 : Soit P un préanneau, X son espace duel, A 1'slgébre des ofs

dc Y. Soit un anncau booléicn (unitaire) E, tel qu'il existe un
isomorrhicrme f de P sur un treillis convexe (O de B, et que 171d&nl

associé i O soit dense. Alors, s étant 1'homomorrhisme canonique
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(injectif) de P dans A, il existe un hormororrilsic injectif g de B
dans A, €21 qu2 s = g o f.

P

S f
>
g

(On peut dene dire que A est, & un iscrorrtisme

B prés, le plus grand enrecu ccntenant un treillis

I

ccnvexe R isorerphe & P, sans que 1'idinl associé

>
©

d R cesse A'Etre dense).
Di~cnstrrtion + Soit P = (p.). I, R = (0.). . le treillis convexe de A iso-
e e “171¢e7T 173l
riorvhe 4 P, avec s(n.) = 0., &t Q = ). cvee q. = f{r.). On
: ? *1) i? ’ (ql iel q; <‘1)

poscra, sur G, gl(qi) = s(pi), ou : s(vi) = §,0 Ti{p.).

g, cst un iscmernhisme ce préannzoux (véritications de routin~), Soit

-

(c 1%id8al dcs ofs ecompactz ac A (i

)
X'keK
est 1'idézl essccié & R (propesition 33, § D de 1a déroenstriti-a),
Scit D, 1'i1dé21 de B essoeid & Q : D, = 0+Q (I'ctons gqu'en peur ~eir

K - e 1 I

Q=D et R = cy). Selt enfin 47,9559 Q5

12925 des &lérerts de O,
. 4 <

avee q ., = f(pll),..., Gy = f(pgg) et soit d; = 1 %

= + ux é1ém . \rer: & D.. o
d2 Qnq¥ess deux €lérments de DK On prolonrera 6y & DmlJQ por

5 et

1l'erplication &n définie par :

gg(q) = Gl(Q) et ee(dl) = gl(qll)+al(q12)

a) g, cst bien ééfinie : si = q..+q.. =
&y S efinle : 81 Q) = Q174015 = Qs+,

{n o -
sipyy*s(pyp)sing ) = s(py,)
S\J Yac = g )

(p,,) (p,,) (pgl,+5(p22)
6ylayy )y layp) = ey fap) )ty (ap))
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Les deux d€finitions possibles de ge(dl) cofncident donc,

%) g, cst irjcetive : si ,?(dl) = 52(d2) il cxiste %10 Lo

c =

= +G v + . L 'ments
1 % 317G CF Gy T 05y FA5,. 1N rementant

Uy Gop tels nque &
. <

le calcul nrécédent on obiient dl =d,.

c) &, est un isororphisme pour l'addition par définitior sur ¢,

et un celcul de routire le vérifie imrédiatement sur DK. Pour

—
%)

multiplicetion
= 62(qll'q21+qllq22+q12q21+q12q22)' En utilisart 1'iscmorphis-
re pour l'addition, on obtient par des calculs de routine

gz(d3) =g (d )'gg(dg)‘ Il est clair de plus que g

AR (D) = ¢

2 K

et que les deux idéaux sont isormorphes.
On prolcngera alors € a B corme suit. Soit beB, quelconque,
et ©' = b+l, Joet J§ les idéaux principaux engendrés par b et

Soit J = Jof\DK et J' = J§ND,. Il est clair que JAJ' = ()

K
et que J+J' = DK' En effet, si deD,,, J =dbed, j' = a(b+l)eJ?
et d = j+j'. J et T' sont donc supplémentaires dans DK :
Les idéaux de Cro L= gQ(J) et L' = gg(J') sont
doric supplémentaires dans CK : L@ L' = CK'

Pour tout C e C,, il exicte donc Qee L et Cl,eL' tels que
Ck = S?QZ" Corme pour tout jleJ et j‘geaJ', jlj'2 = o, si
Cpp = 6o03y) et Cap = g5(375), on 2 €y Coiy = B DFOV succe:

giverent @ Cp = QQ+ Cov = C,UCy,

4
CpeL Cgrel’
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(U eu L

Cxe_L Cz,eL' xell
( U cou U Cop) =X
Cpel Corel’

Or, L,) C, est un ocuvert de X. Son ccorplémenteire, U Co,
2
gel, CX;QL‘

1'étsnt aussi, ce scnt des ofs de X, donc des ¢léaents dc Al On

posera g(b) = U Cye

CzeL

2) g(b) est bien défini. liotons que g(b) = sup (L).

b) g prolonge si bEQ(JDK, b = sw (J) (chepitre 1, § 5,

€s ¢

L=t

applicetion 3, proposition D), g.(b) = sup (L) cor 1l'isomor.

phisme conserve la borne supéricwe. Cr, g.(k) cst un of, rou-
<

nion des ofs comwacts qu'il majore (proposition 33, dlmonstra-

tion de l'assertion 1, in fine).

D'olt g,(b) = U Cp = &(b)
CpcL

: Borne supéricure dans A ct réunion dcs ofs d'un idéal dense ne sont pes

toujours dcs notions confonducs. Les ofs nc corntecnant pes unc partie finic de

points non isol€s d’un espace X forment un idéal dcnse I. Un of contenant cette

pertie finie est donc borne supéricure des ofs de I qu'il majore, non leur réu-

nion).

c) g est un homomorphisme d’anncaux bocliicns (nous utilise--
rons sans la redémontrcr dans le cadre de ce travell une defi-
nition clossique dfun tel homomorphisme).

1) g(b') = g(b+l) = U Cyr par coastruction dc g, b et b’

!
C‘?CL

jouant des rdles symétriques. D'ou g(b') = (g(b).
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2) st bl et bee B, A7.c d¢s notntlons (vilovtes
cotnemy=( U onc U c.)=U one
1 ) < Co. el Zl C G.TJ - Ce. <L .= h-
Chuth 2% 72 L

Conels

= Co = 5<b1‘b2)u (corpte teru de ce que

[} L nT.J
Q{e 15

LNk, = gldyAd

10 g ), que I.nJ, = (J

n T
17190 o )N (T

nr,) =
D

2 2

(JOIIWJO )f)DY et que JO r\Jo est 1'idlzl erznndré par

1 2

2

4 ~ Y vriy ~ i
195> JOl et J02 ttant recpectivoent ceux cenrendrés per

d) g est injectif : puisque D;. est densc, le scul b qui

donrera J = {c} scra b = o (sinon le Jo corrcsyondnrt geweis

e

4

fFeuit 34 {e} ) conc

4

ircius dans Ann(DK) qui ne scrait pas

-

ie seul b tel que g(b) = @ sera b = o, et son novan Tiias

o

réduit & {o}, g est injectif.

e) corrte tenu de ce cuc g prolonge Gys €t dc la alfiniticn

de g, sur Q, on a bien s = gof.

Définition 13 : On appellera extension unitaire non saturée d'un préanneau p

toute extension uniteire B de P telle qu'il existe un homomorphisme injectif
de B dans A, algdbre des ofs de l'espace dual de P.

Remarque 22 : Dans unc extension unitaire B non saturée d'un préanneeu P, q
étant le treillis convexe de B isomorphe & P, il est évident que 1'idéal assoc
8 Q est dense (réciproque de la proposition 37).

Proposition 38 : Soit X 1l'espace dual d'un préanncau P, X 1'espace dual de

1'algébre A des ofs de X, (Yi)iei la famille des cspaces dvaux



des extepsions unitalres ncn saturées (Bi)ié. de P.

4

1) I1 existc un homéomorphisme £ de ¥ sur un ouvert partcut
dense de X, (resp.g 5 dc X sur un ouvert partcut dernse de Yi,
pour tcut iel).

2) I1 existe pour tout ieI une injectien h, de Y, sur un en-

scnible contenant un ouvert partout dense de Y, continue sur
l'image réciproque de cet ouvert, d'inverse cortinue, ct telle
que f = hi 0 &y

3) §'il existe un hordéonorphisme gdc X sur un ouvert partout
dense d'un esmace booléien Y, on pout trouver une injection h
de Y sur un enscrble contcnant un cuvert partout dense de X,

continue sur l'image réciproque de cct ouvert, d'inverse

contirue, et telle que f = h o £.

><|

8‘\ /

Déronstration :

1,«) Soitel'isomorphisme de P sur G, treillis convexe de A, x un
ultrefiltre de P, s(x) 1'ultrafiltrc dec C, cnscmble des irages dos €lie-
zents de x par s. Les ofs dec s(x) sont, par construction de X, les
ofs de Q qui conticnnent lc point x de X ¢t tout ultrcfiltre dc P
étant rcprésenté par un point de ¥, tout ultrafiltre de ¢ est cons-
titué par une famille d'of's contcnant un point déterriné de X.

La fanille des ofs de A qui contienncnt lc point xeX constitue

un ultrafiltre de A, noté x (voir déronstration proposition 36, § A)
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et qui prolonge & A l'ultrafiltre s(x) de Q.

On peut donc construire une injection f de X dans X en posant
£(x) = x.

Notons que s(x) n'est pas en général prolongeable d'une manidre
unique par un ultrafiltre de A. Le filtre de A glnérateur de Q
(page 13, 3) est prolongeable par un ultrafiltre de A qui contient
Q tout entier, donc aussi les ofs de Q qui ne contiennent pas un
point donné x de X, et qui est donc différent de X tout en prolon-
geant s(x).

Soit un of 0j de A, s 1l'isomorphisme de Stone de A sur 1l'algé:
A des ofs de X et'BE ='§(C3). 53 est 1'enserble des points de X,
wtrafiltres de A, suxquels appartient Cj' Permi ceux-ci figurent te
les ultrafiltres (i‘(x))xeo'j et par conséquent f-l(ﬁg) = Oj' le
bicontinuité de f s'en déduit asussitdt ; les f(Oj) ='63r\f(x)(resp_
les Oj) constituant un systéme fondamental de voisinages des points
de £(X) (resp. X).

Soit alors un point y de X ~ £(X). Tout ouvert U de X contenant

y inclura un of'BE, dont 1l'image réciproquc par s sera un of O,,

Comme £(0,) €07, £(0;)eU, Unt(X) # 4, ve () et £(X) = X. £(X) es-
donc partout dense dans X.

Enfin, f(X) est localement compact corme &tant homéomorphe & X.
En epplication d'un théoréme classique, £(¥) est ouvert

dans son adhdrence, c'est-d-dire X, ce qui achéve la démonstration.
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1, 3) Soit B, une extoncioy unitalre nern saturée
? de T, B. le treillic convexe de 2. icoor-
iy It 1
e
A‘\\ rhe 2 P, . 1'icerm~phicore de P osur QJ,
N o .
> N/ Y. 1fervace dual do F, ot A, son alyobre
/ li] \1 1 - i 1
P , B LA . . L
B - > A4 d'efs, s. 1l'igarrrhisne ¢o Stene de L,
L91 1 1 -
sur A., Q. le treiilis conveve de A. iscmziibe 2 R, (ot 8 P), v,
l9 1 1 - 1 9 ‘v’l

1'rovomernhisre injectif de Bi dars A (proverition 7)., I1 existe

done un horcrorpiaisne injectif 8. = (. o0 S, de A. drs A, et
Oi(Ai)D Q. (G, S,A,A ont los cipnifications de 1, a).

Avee les némes nctations qu'en 1, o) la trece Ez sur ei(ﬁi) ¢c 1'ul-

trafiltre x de A est un ultrofiltre 3o O‘(Ai) (d%mcnctration Qe

routine) uniquc ccnstitué des ofs de Si(Ai) oui contienrent x, et

dort la tracc sur Q est l'ultrafiltre s(x) de 6. I1 corrdésmend donc

N
-1 —_—
a X, par 0i un ¢t un scul ultrafiltre iy de A, dernt la trece sur Qi

est 1'ultrofiitre s; o, (x) de Qi, Par conztrusticn cdo Yo, les ofs

de X, sont les ofs de Yi aui conticnuent va point x, de Yi. On pcut

pre

done construire une injection ;; de ¥ dans Y. cn pesant gi(x) = x
Soit alors mn of 0. de A, ct Q. = Qi(") 2. cst oun cneertle de
S i 3 ' 5
points x de X ct il cst contenu dons tous les ulirafiitres x de A,

donc dans tous les ultrafiltres yi de e6.(A.) corrrerondants. O, cst
donc 4 son tour contenu dans tous les ultwifiltres x, correspondants,

c'ostd-dire qu'il conticnt tous les points x, do Yi irares des points
e

X Ge 0. mar g..
j - i
- ~ “l == s m (R " A~
Dol g, (Oj) = Oj et Ja dfmonstration sizehvz comme on 1, a),

compte tenu de cc que les ofs de Oi(A ) ferment un gretSec forderental
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de voisinaoge des points de X. In effet, les ofs de CK i@éal des ofs come-
pocts dc A, en constituent un i cux seuls, et Cch'i(Ai), corme idéal as-
socidé & Q, dans A donc dans @i(Ai).

2) Soit un ultrafiltre y de A (c'est-3-dire que veX). La trace ¥y; sur gi(_.-.,.

- . . -1
de ¥ est un ultrafiltre unique de 94(Ai)’ auquel correspond par 6" un

ultrafiltre ;—1‘ unique de Ai. (si plusieurs y donnent le méne }:, on &ta-

blire unc fonction de choix F sur leur ensemble) . Los ofs de :71_ sont par
censtruction de Yi les ofs dc Yi qui contiennent un point yieYi. I1 est
écne cleir qu'on peut construire une injection h; de Yi dens X en posant
hi(yi) = y. Lorsque de plus y; sera 1'image d'un point y de X par 1l'appli:
tion g, de 1, ) la fonction F ne peut prendre que la valeur Yy, car tout
ultrafiltre U ¢e A contcnant Sr_l- contiendra y = f(y) donc scra égal i y.
(U contiendra tous les ofs najorant ceux de y_i'. Les ofs campacts contenant :
oppartenant & -}7;, (puisque Cy cei(Ai)), U contiendra donc tous les ofs contenz:
¥ ). Dens ce cas, on aura bien fly) =y = hi(yi) = h.o gi(y) et f = hio ;-

1+ 1o A = & 1irnogze da (A,
Soit un of Oj de Ag, Oj bi(oj) son imcge dens @l(ul)cA, et
0. =5

o 8.(5._j = 5(0.) son imege dens A.
J 1 J) J &

6} contient donc tous les points de X représcntant les ultrafiltres :
A auxquels appertient Ojo en porticulier les y = F(-ﬂ) pour tous les 5_1’ y
trafiltres de ei(;‘i) contenant Oj’ donc pour tous les y,, ultrafiltres ge
A, contenant O=,) D'ou hi(oj )co—j, h;l est continue, et hi(Yi)
partout dense dans X. De plus, puisque f = hio 85 hi(Yi) contient
£(X), ouvert partout dense dans Y. Enfin, h; est continue sur gi(x) s les
ofs de s © Qi(xli) formant un systdmc fondamental de voisinages de f(X).
liontrons que hi n'est pas généralcment continue. Soit Z un ultrafiltre qu

conque de Ai.
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Cons

¢quence

e '.I) -
i ;Iéf(}{), 1iu2trafilire = ¢ A coupe 1'iddal C, dcs ofs compacts de A
suivant deux treillis cenveres triviaux, c'est-2-dire que z n2 cone
tiert aueun of cempact,et riciproquement.

Dluontrons que £i z coups CK suivant dew: treillis cenvexes non
triviaux, z ef(Z). Deas ce ccs, la proposition 20 cuireine en efflet
que Z cowpe CK cuivant un wltrefiltre de CI{ (125 troces aur CK de z
ct de son idéal aseocié z' sont claireront des treillis convexes)

e, q+zn C. et ‘N C,. soat alors (proposition 20) 1'un idéel
narinal de Q, l'avtre wltrafiltre de Q, ce dernier Cpel 8 zAG. Arne-

lons z le point de X dZtcrminant cet ultrariltre de @, et ce dernicer
pe 9

)

est immdééist que s(z) et z'r‘\CF cont associls ¢t que
1S

s(z)+s(z) = 2'nC,., donc que z2'N C, est
0N 13N

1'ié8al maximel de C.\, cont e

nart tous les ofs compacts ne centencnt pes z, erfin, que znC, cst

K

1'ensomble des ofs corracets contenont z. Il en résulte que z est

l'ultrefiltre do A comprenant tous les ofs contcnant lc point z, et

=
z =

£(z). (Tous les ofs contcnont 2 majorent un of compeact le conte--

nant, doanc apperticrnent & z). Lo réciprogre est évidente.

: En particulier, si ze.hi(i".)‘-f(f(), z ne cortient eucun of compect de
ke
A, 51z = hi(:’.i) avee z, ch et =i hjese continue en 2, pour tout of

0 de hw'(Yj_) contenant z, cn dolt pouvolr trcuver un cuvert U de Y.

si 0.¢A
J

et 2z c._O-.,

evec z. ¢ U tel cue h
J

i(U )¢ 0. Fn particulier,

0= Ojﬁhi(Yi) doit satisfeire 3 cette cendition.

Or, si h, (U)e 0.n1 (Yi) = C, U (tart réunion d'efs de Ass

i

:l <

d= Ay, avec z;e U, ot hik"{)c’odmhi”i)

11 doit exister un of ©

B4
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. . 0,nh.(Y)C 0. N (Y.
ou encore : Oxf\dl(Yl)C OJ(W Pl( 1)
Si cette condition cst remplie, on a nécessairement Ek Cf%

sinon O, 0 [BJ # § ce qui est contradictoire avec EXA[BJC[hi(Yi)

1
puisque(%i(Y;) €tant  rvare il ne peut contenir aucun of.
rinalemernt, pour tout Oj conterant }, cn doit trouver O¥ contenant ;,
avec §;{'§ o Gi(Ai) et (% d Oj' Cela sera lipossible si 1'on montre qu

pour certains ofs Oj Ge l'ultrafiltre Z de A, cn ne peut généralement
trouver dans z d'of OX de Ek(Ai) minorant Oj'

Ce sera le cas dans le contre-exerple suivant : Soit ur espace )
(remarque 21) dont 1'alglbre A cdes ofs contient une infinité de class
d'ofs non compacts. Il existe des idceux maximaux de A contenant
1'ig¢éal des ofs compacts, done des ultrafiltres ne contenant aucun
of corpact. Soit z 1l'un d'eux. L'image de z par 1l'application cano-
nigue q>de A sur A/CK est un ultrafiltre propre de A/CK. Prenons pour
préanneau 1'imege réciproque P a'un élément p de \?(:b) non atomique
(i1 en existe). Identifions X (proposition 36) & l'espace dual de P,
et P 4 Q, avec les notations précédentes, et prenons pour Bi la plus
petite extension unitaire de P. La réciproque du lemme entralne que
—z_¢f(X). Soit _z-l- la trace de z sur ei(Ai) et posons F(z_i') =72, d'ol -
;'ehi(Yi). I1 est clair que Z contient Q et que si Oj appartient g
1'image réciproque d'un élément de\@(i)xninorant D, Oj ne majore dans
aucun élément de G&(Ai), ce qui achéve la démonstration.

3) Soit B 1l'algdbre des ofs de Y. Les ofs de g(X) et de X se corres-
pondent bijectivement par 1'homéamorphimae g.

Les traces sur g(X) des ofs de Y sont des ofs de g(X) dont les
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images réciprogques par g sont des ofs de X.

. = * . .
Soit un of SN de Y et Ol sa trace sur g(X). Of n'est trace que
dfun seul of Ce Y sur g(X). 871l en existe un second O,, Ol+v2 est
[

dans Y-g(X) qui est rarc et dont 1l'intérieur est vide. D'ou

G40 =pet 6 =0,
Ol-i Yy =P et Cl C2.

I) existe donec une injectionsgs de 1l'algébre B
des ofs de Y dans celle A des ofs de X, qui est claircment un homomor~
phisme. A conticnt donc une sous—alsébre ¢ (B) isomorphe @ Do

g(%) étant ouvert, tout point y de () posséde un systine fon-
dexmental de veisinages d'ofs de Y irnclus dens giX). De tels ofs sont

. . -1 .
cenpects ¢t leurs images par g sont des compacts. Soit C‘{ 1'cnson-—

tle de ces images. Tout peint x de X poszlde ¢once un systdme fordamene

tsel d'ofs dc C.. Un of compact C, quelcongue de X peut donc €tre re-
I

K
couvert par unc famille, donc par une famille finie, d'ofs de C. et
4

appartient donc 3 Cpe» (stablc por construction pour le réunion finie)
\

~

et & e(8), qui contient donc tous les ofs compacts de A dont 1'ensem-
ble est Ces idéal des ofs ccmpacts dc A. On peut donc faire une parti-
tion de 6(B) cn treillis convexes de A associés & Q, le treillis con-
vexe de A isomorphe & P. Soit 1'un gualcenque, R, de ces treillis
convexes, Z son espace dual, homfomorphce 2 X, (proposition 36)
qu'on identific done 4 X. L'algSbre des ofs de Z est donc & un isco-
morphisme prés, A, et 2(B) est une uitension unitaire de R.

A un homéomorphisme prds (propesition 36) Y est liespace dual de

6(3). Il existe donc (proposition 35, 2) unc injection h 3e ¥

SUr un ensemdlc contenant un ouvert partout demse dc X, continue
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sur 1'imnge réciproque de cet ouvert, et telle que £*=h o g, f*étant 1'horer
morphisme de X, espace duel de R, sur X (1,x), qui, campte tenu de sa cons-

truction, colncide avec f.
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