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INTRODUCTTION

Voici une trentaine d'années, les- travaux de BAER
(1933, 1938, 1939) et de ORE (1937, 1938 a, 1938 b) ont-
fait ressortir l1l'existence du champ d'études suivant :
celui des relations existant entre d'une part la structure
d'un groupe G et d'autre part la structure du treillis

T(G) de ses sous-groupes.

Ce domaine commun & la théorie des groupes et &
la théorie des treillis a donné lieu par la suite 4 de nonm-
breux travaux dans deux directions principales

- d'une part, 1'étude des relations entre la structure

d'un groupe et la structure du treillis de ses sous-groupes
structure des groupes dont le treillis des sous-groupes est
distributif (ORE, 1938 a), modulaire (IWASAWA, 19kl ;
IVASAVA, 1943), semi-modulaire inférieurement ou supérieure-
nent (JONES, 1946 ; SATO, 1947 ; SATO, 1949 ; ITO, 1951),
complémenté ou relativement complémenté (ZACHER, 1952 ;
ZACEER, 1953). L'ensemble de ces travaux est bridvement
résumé par ZAPPA (1956), repris en détail par SUZUKI (1956},
et plus récemrent par KONTOROVIC, PEKELIS et STAROSTIN (1961)

(mémoire introuvable en France).

-d'autre part, 1l'étude de problémes du type suivant :
les treillis des sous-groupes de deux groupes non isomorphes



(resp. non homomorphes) peuvent-ils &tre isomorphes (resp.
homomorphes). Nous ne signalons ici ce type de probléme que
pour mémoire ; nous ne l'envisageons pas dans notre travail.
Indiquons simplement que SUZUKI (1956) s'y étend abondamment
et reprend l'ensemble des travaux effectués sur ce sujet ;
ZAPPA (1956) résume ces travaux.

Plus récemment, ce domaine de recherches s'est
trouvé généralisé puisque, ne se limitant pas aux groupes,
certains auteurs ont cherché les relations existant entre
la structure d'un demi-groupe et la structure du treillis de
ses sous-demi-groupes (SEVRIN, 1961 ; EGO, 1963).

Dans le présent traveil, nous nous sommes donné
comme but 1'étude de la structure des groupes (resp. demi-
groupes) dont le treillis des sous-groupes (resp. sous-demi-
groupes) est géométrique. En ce qui concerne la structure des
treillis géométriques, nous nous sommes appuyés sur l'ouvrage
de base de DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT (..353) ; par
eilleurs, nous avons largenment utilisé les travaux cités
plus haut sur diverses siructures de treillis de sous-groupes.
Nous avons aussi examiné guelques structures plus particu-
liéres : géométries modulaires (= projectives), distributi-
ves, affines, affines géuéralisées. Signalons cu'IWASAWA
avait seunlement étudié (1941) les groupes tels que T(G)
est un treillis de BOOLE ou une géométrie projective
irréductivle.

Pour les denmi-groupes, les problémes gue nous nous
sommes posés sont facilement résolus par l'utilisation prin-
cipalement d'un théoréme de EGO (1963 ) : nous avons déecrit
la structure des demi-grcupes dont le treillis des sous~demi-

groupes est un treillis géométrique (pr-position 1.4), une



géométrie projective (proposition 1,6), une géométrie affine
(proposition 1.11), une géométrie affine généralisbe
(proposition 1.12).

Dans le cas desbgroupes, nous sommes arrivés &
donner des théorémes généraux sur la structure des groupes
dont le treillis des sous-groupes est géométrique (propo-
sition 3.8), une géométrie projective (proposition 5:5), une
géométrie distributive (proposition 5.12), un produit de
treillis géométriques (proposition 5.3).

Lorsque le groupe G est fini ou localement fini,
nous avons pu préciser davantage les structures des groupes
G tels que T(G) est un treillis géométrique (propositions L.k
et 4.5), ou une géonétrie projective (propositions 5.8 et
5.11). Nous établissons ainsi le résultat inattendu suivant
(si G est fini ou localement fini) : 3i T(G) est un treillis
géométrique, c'est ‘aussi une géométrie projective ; nous
ignorons si ce résultat est vrai pour un groupe infini non
localement fini.

Enfin, nous avons pu expliciter complé&tement lec
structure des groupes dont le treillis des sous=~-groupes est
une géométrie distributive (proposition 5.18)



CHAPITRE I

tructure des demi-groupes dont le treillis des
sous-den

=

-groupes est : une géométrie, une giométrie
projective, une géométrie affine, une géométrie

affine généralisée.

Les travaux de EGO (1963), faisant suite & ceux
de SEVRIN (1961), ont mis en évidence la structure des
demi-groupes dont le treillis des sous-Cduni= groupss pcosseéde
certaines propriétés usuelles : distritutiviié, modnlarits.
semi~-modularité, modularité ou semi-mcdvlerité affeidlie,
etce..

Nous allons voir ici 8 quelles conditions le
treillis des sous-demi-groupes d'un demi-groupe est un
treillis géométrique (c'est & dire une géométrie). Nous
verrons aussi dans quelle mesure cette géonféirie peut

8tre projective, affine, affine généralisée.



1. Structure des demi-groupes dqgtﬁ{g_&;eil}is des sous-

demi-groupes est géométrique.

Soit D un demi-groupe ; l'ensemble de ses sous-
deni-groupes, ordonné par la relation d'inclusion des sous=-
ensembles, a wne structure de treillis : nous le noterons
m{p). Nous nous proposons d'établir des conditions néces~
saires et suffisantes, relatives & la structure de D pour
que T(D) soit un treillis géométrique.

Supposons d'abord que T(D) est géométrique, et
rappelons une propriété importante des treillis géomitrigues
(voir DUBREIL~JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953,p.272,
théordme 3).

Théorére (proposition 1.1) : Pour qu'un treillis

soit géométrique, il faut et il suffit qu'il soit semi-
modulaire, relativement complémenté, atomique, complet
et A =continu.
T(D) étant géométrique, il est semi-modulaire, donc
il satisfait & la"condition Cl" (voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR
et CROISOT, 1953, p. 87, lemme 1, et p.90, propriété 2).
Puisque T(D) satisfait & la'condition Cl",il satis~
fait aussi & la "condition 02" (voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR
et CROISOT, 1953, p. 62, lemme 1).
De plus, T(D) étant géométrique, il est relative-
ment complémenté, donc il est complémenté.
En conclusion, si T(D) est géométrique, il est
complémenté et satisfait 4 la "condition 02". Or, citons
ici un théoréme de EGO (EGO, 1963, p. 200, théoréme 8.4)

Théoré&me (proposition 1.2): I1 y a équivalence

entre les quatre propositions suivantes :
1) T(D) est égal & (D)
2) T(D) est un treillis de Boole
3) T(D) est complémenté et satisfoit & la condition C2

L) D est idempotent et de type ef = ¢ ou f.
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Donc, si T(D) est géométrique, cela suppose que
D vérifie la condition 3 du théoréme ci-dessus. donc aussi
D vérifie les trois autres propositions de ce théoréme(puis~
qu'il y a équivalence entre ces quatre propositions).

Par conséquent, chacune des quatre propositions du
théoréme de EGO constitue une condition nécesseire pour
que T(D) soit géométrique.

Réciproquement, ces conditions sont-elles suffi-
santes ? Pour montrer que chacune des quatre conditions
entrafne la propriété "T(D) est géomdtrique"”, il nous sufira
de le montrer seulement pour l'une d'entre elles, en vertu
de 1'équivalence entre les quatre prcpositions.

Supposons donc maintenant que D scit un demi-groupe
vérifiant la condition 1 du théordme de EGO : "T(D) est
égal 3 ()" ( SD(D) désigne l'ensemble des parties de
D). Dans ce cas l'union AV DB dans T(D) s'identifie & 1la
réunion A{JB dans gP(D). Et comme par milleurs il y a tou-
jours identité entre :

-1'intersection AAB dans T(D) et l'intersection AQB

dans SD(D),

- la relation d'ordre A ¢ B dans T(D) et 1'inclusion

ACB dans P(D).
nous pouvons conclure que T(D) et SP(D) sont égaux non
seulement comme ensembles d'é€léments, mais comme ensembles
munis de la structure de treillis avec les opérations
rappelées ci-dessus.

Or, nous avons la propriété suivante @

Proposition 1.3 Etant donné un ensemble E

quelconque, l'ensenble SD(E) de ses parties est un

treillis géomdtrique, avec l'inclusion comme relation
d'ordre, et la réunion et l'intersection usuelles comme

opérations.

La démonstration de cette propriété est immédiate,
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Il suffit de vérifier que SD(E) satisfait bien aux quatre
postulats définissant la structure de treillis géomé€tirique.
Une conséquence immédiate de la proposition 1.3
est que, si T(D) est identique, en tant que treillis, & gD(D),
alors T(D) est géométrique.
Donc la condition 1 du théordme de EGO entraine
que T(D) est géométrique.
Donc chacune des quatre conditions de ce théoréme
est une condition suffisante pour que T(D) soit géométrique.
En conclusion, nous pouvons énoncer le théoréme
suivant :

Théordme (proposition 1l.4) Le treillis T(D) des

sous-demi-groupes d'un demi-groupe D est géométrique si
et seulement si D vérifie l'une quelconque des quatre
conditions suivantes (qui sont équivalentes entre elles):
1) T(D) est égal & gs(D)
2) T(D) est un treillis de Boole
3) T(D) est complémenté et satisfait & la condition C,

L) D est idempotent et de type ef = e ou f,

2. Structure des demi-groupes dont le treillis des sous-

demi-groupes est une géométrie projective.

Une propriété fondamentale des géométries projec=
tives est la suivante (voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT
1957, p. 287, théoréme 5) :

Proposition 1.5 Pour qu'une géométrie de dimension

finie ou infinie soit projective, il faut et il suffit
qu'elle soit modulaire.

Dans le cas qui nous intéresse ici, D étant un
demi~-groupe, T(D) sera une géométrie projective si et seule-
ment si les deux conditions suivantes sont remplies :

-T(D) est un treillis géométrique (voir propositicn 1.h):

~T(D) est un treillis nmodulaire.



Or,dire que T(D) est un treillis géométrique, est équi-
valent & dire que T(D) est un treillis de Boole (condition 2
de la proposition 1.4).

Mais un treillis de Roole est toujours modulaire. Par
conséquent la condition "T(D) est géométrique"” implique la
condition "T(D) est modulaire" . D'ol

Théordme (proposition 1.5) : Le treillis T(D) des

sous-demi-groupes d'un demi-groupe D est une géométrie
projective si et seulenment si T(D) est un treillis géomé-

trique.

Structure des demi-grounes dont le treillis des sous-demi-

3.
groupes est une géométrie affine, ou une géométrie affine

généralisée.

Pour que T(D) soit susceptible d'étre ure géonétrie affine,
ou une géométrie affine généralisée, il est nécessaire que
T{D) soit un treillis géométrique. Or ncus avons vu, au para=-
graphe précédent, que si T{(D) est un treillis géométrique,
il est aussi modulaire.

Etudions alors la théorie du parallélisme dans les
treillis géométriques mcdulaires (c'est & dire dans les

géométries projectives).

Soit T un treillis géom8trigue modulaire, il vérifie
en particulier la "condition Ci " (voir DUBREIL-JACCTIN,LE3IEUR
et CROISOT, 1953, p. 62; §2, propriété 1), soit

x Vy >y —_— X Sex AY.

La propriété "x est paralldle & y" , notée x ||y,
dens un treillis géométrique T, est, rappelons-le la suivante :
: x Ay = 0 (8lénent nul de T)

x v¥ >x (donc y # 0)
Soient alors, dans T treillis géométrique et modu-

x|y &=

laeire, deux variétés x et y, x étant supposégparalléle & y.



On a done : xV y >x (définition du parallélisme),
done aussi : y >ox AY (condition Ci), et comme x Ay = 0 ,
cela signifie que y est nécessairement un point.

Nous avons donc démontré l, proposition suivante :

Proposition 1.7 : Dans un treillis géométirique modu=~

laire, la reclation "x est paralléle 2 y" n'est vérifiée
que dans le cas trivial ou y est un point non contenu
dans x.

Une conséquence imnmédiate de cette propcsiticn est la suivonte

Proposition 1.8 : Dans un treillis géométrique nodu-

laire, la relation "x et y sont parell&les”" n'est véri-
fiée que dans le cas trivial ol x et y sont des points
distincts.

Rappelons en effet que le relation "

x ¢t y sont
paralléles" traduit la double propriété "x est paralllle & y"
(donc y est un point non contenu dans x), et "y est paralléle
& x"(donc x cst un point non contenu dans y).

Exarinons meintenant le cas des géométries affines
et des géométries affines généralisées.

Proposition 1.9 : Un treilliis géométrigue nodu-

laire n'est jamais une géométrie affine.
En effet, une géométrie affinc est une géométrie
modulaire affeiblie, dec dimension au moins égale & deux,
vérifiont le postulat d'Eucliie.

Un treillis géométrique est, a fortiori, une glomé-

trie modulaire affaiblie, mais le postulat d'fuclide n'y est
jamais vérifié : deux droites distinctes ne peuvent pas &Gtre
paralldles, cctte propriété étant exclusivement réservie cux
points (veir proposition 1.8 ci~dessus).

Proposition 1.10 : Un treillis géométrique nodulecire

est une géonétrie affine généralisée si et seulement si

ce treillis est de dimensicn au noins égale 3 trois.
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En effet, une géométrie affine généralisée est une
géométrie modulaire affaiﬁlie, de dimension eu moins égale &
trois, vérifiant le postulat d'Euclide généralisé.

Dans T, treillis géométrique modulaire (donec aussi
modulaire affaibli), soit D une droite et scit P un pcint
non situé dans D. D'aprés la proposition 1.8, il n'existe aucune
droite X passant par P, telle que X et D soient paralléles.

Le postulat d'Fuclide généralisé, en vertu duquel 1l existereait

au plus une telle droite X, est donc vérifié,

La seule condition restrictive, pour qu'un treillis
géométrique modulaire puisse &tre une géonétrie affine géné-
ralisée, est la condition de dimension : celle-ci doit &tre
au moins égale & trois.

Revenons maintenant au cas du treillis T(D) des
sous-demi-groupes d'un demi-groupe D. Supposons que T(D) soit
géométrique ; il est donc aussi modulaire ; nous pouvons donc
lui appliquer les propositions1.9 et 1.10 ci-dessus, ce qui
nous permet d'énoncer les deux théorémes suivants :

Théoréme (proposition 1.11) : Le treillis T(D)

des sous=-demi~-groupes d'un demi-groupe D n'est jeanais
une géométrie affine.
Théoréme (proposition 1.12) : Le treillis T(D)

des sous-demi-groupes d'un demi-groupe D est une géomé-

trie affine généralisée si et seulement si T(D) est un
treillis géométrique de dimension au moins égale &
trois.
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CHAPITRE 2

Structure des groupes monogénes dont le treillis
des sous-groupes est géométrique

Pour déterminer dans quelles conditions un groupe
monogeéne est susceptible d'avoir pour treillis de sous-groupes

un treillis géométrique, nous distinguerons deux cas,
exhaustifs :

N

- le cas des groupes monogénes infinis (c'est & dire

les groupes isomorphes & Z, groupe additif des entiers
relatifs) :

- le cas des groupes monogénes finis (appelés aussi
groupes cycliques).

l. Cas des groupes monogénes infinis :

Soit G un groupe monogéne infini, engendré par un
élément x.

G étant monogéne, il est abélien, et par conséquent,
deux sous-groupes quelconques de G étant permutables, leur
union est identique & leur produit :

A, B sous-groupes de G AyB = AB = BA,

Une condition nécessaire pour que le treillis
T(G) des sous-groupes de G soit géométrique, est que T(G)
soit complémenté (DUBREIL~-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953,
p. 270, théoréme 3, déjd cité)., Cette condition est-elle
satisfaite par T(G) 17
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Soit A un sous=-groupe de G. Admet-il un complénent
dans T(G) ? Autrement dit, existe~t-il un sous-groupe B de
G tel que

AYyB =G et AAB = ¢ ?

A, sous-groupe d'un groupe nonogéne, est lui-néne
nonogdne, engendré per un certain &lément x°, avec n # O
si A # (e} s et n#1 si1 A # G.

Tout sous-groupe B de G est lui aussi nonogéne,
engendré par x". L'intersection A AB du sous-groupe A et
d'un sous-groupe B quclconque contient nécesseirement 1'élé-
ment x°0 = (x™)® = (x™J®, A étant, dons le cas général, sup-
posé différent de G et de {e} , cet élénent "7 ne peut
étre 1'élément neutre que sim = 0 ; ceci signifie que B = {e}
mails alors on ne peut avoir AV B =G, puisque A Y B = A
est supposé différent de G.

Donc 3 aucun sous-groupe de G, différent de G et
de {e}l , n'adnet de conmplément dans T(G). Ceci prouve que

T(G) n'est pas complémenté, donc pas géométrique.

§ Thé rére (rroposition 2.1) : si G est un groupe

monogé€ne infini, T{G) n'est pas un treillis géométrique.

2. Cas des groupes monopgénes finis (ou groupes cyecliquzs)

Soit G un groupe cyclique d'ordre n, engendré par
un élément x : G = (x).

Le treillis T(G) de ses sous-groupes, s'il est
géonétrique, est nécessairement de dimension finie, puisque,
G &€tant d'ordre fini, T(G) & un nombre fini d'éléments. Nous
pourrons donc nous limiter 8 discuter seulement des postulcts
Pl’ Pe,et E3 dans T(G)(le postulat P, ne concernant que les
treillis infinis).

Une question préalable se pose : que sont les
"points" dans T(G) ? Nous savons qu'il s'agit des "variétés

couvrant l'élément nul" ; donec il s'agit de sous-groupes
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n'adnettant pas de sous-groupe propre autre que {e} . Or,
le premier théordme de SYLOW s'énonce ainsi (voir par exemple
DUBREIL et DUBREIL-JACOTIN, 1961, p. T3).

Théor&me (proposition 2.2): si G est un groupe

. . . . r
d'ordre fini n, et si cet ordre n s'éerit n = np- (ol

p est un nombre premier , r> 1 , n premier avec p), alors
< kg r, le groupe G adnet

. k
au ncins un sous-groupe d'ordre p .

pour tout entier k tel que 1

Ce théoréme nous permet d'affirmer que, dans un graure
d'ordre fini, les seuls sous=-groupes qui n'admettcnt pas de
sous-groupe propre autre que {e } sont les sous-groupes
d'ordre premier. En effet, un sous~grocupe dont l'ordre, supposé
non prenicr, contient pr conne facteur (p premier , r > 2),
admet au moins un sous-groupe d'ordre p ; et d'zutre part, si
un sous-groupe de G est d'ordre premier p, il n'admect peas de
sous-groupe propre autre que {e} (car l'ordre d'un sous~groupe
d'un groupe fini est un diviseur de 1l'crdre de ce groupe, et
P, nombre prenier, n'admet pas de diviseur autre gue 1 et

lui-méne). Nous pouvens donc énoncer

groupes d'un groupe fini G, les "pcints" sont les sous-
he € E s P
groupes d'ordre prenier.

Rappelons & ce propos que tout groupe d'ordre

prenjer est cycligue.

lfous pouvons maintcecnent essayer de veir si les pos-
tulats Pl, P2, P3 sont vérifiés pzr le treillis des scus=groupes

d'un groupe cycligue.

A) - Postuloet T

1

Propesition QLE : Quel gue soit le groupe G, le

treillis T(G) de ses sous~-groupes vérifie le pestulet P, .
En effet, le treillis T(G) possdde bien un &lénent

nul{qui est le sous-groupe f{e} , réduit & 1'é1ément neutre de
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G), et un élément universel (qui est le groupe G lui-néme).

B) - Postulat P

2

Provosition 2.5 : le treillis T(G) des sous-groupes

d'un groupe cyclique vérifie toujours le postulat Py
En effet, nous ssvons que (DUBREIL et DUBREIL~

JACOTIN, 1961, p. 200, thécréme 2, corollaire 1) le treillis
des sous~groupes d'un groupe abélien est modulaire. Mais un
treillis modulaire est toujours semi-moduleire (DUBREIL-
JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 19R3, p. 84). De plus, un treillis
seni-modulaire aveg élément nul et €1&ment universel vérifie
les postulats Pl et P2 (DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT,
1953, p. 251). Donc ici, puisque tout groupe cyclique est
abélien, nous pouvons conclure que T( G) vérifie le postulat

P2.

C) - Postulat P

3

Proposition 2. 6 : Une condition nécessaire et

suffisante pour que T(G), treillis des sous-groupes d'un
groupe cyclique G d'ordre n, scit un treillis pgéonétri=-
que, est que n ne soit pas divisible par le carré d'un
nombre premier asutre que 1 ; autrement dit, n doit s'écri-
re sous la forme

n = P;Pyee Py (P, premier, P, # Pj)

Dénonstration : Supposons d'abord gue l'ordre n de

G s'éerive sous la forme n = mp’, avec p premier r > 2.
Alors, d'aprds le premier téhoréme de SYLOW déjd cité (voir
proposition 2.2), le groupe G admet (au moins) un sous-groupe
d'ordre pz, soit H. Ce sous=-grcupe H peut-il &tre expriné
conme union de "vnointe" ? De tels points, s'ils existent,
sont nécessairement des . us-groupes d'crdre p. Mais H,

sous~-groupe d'un groupe cyclique, est lui-méme cyclique,
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engendré par un élément-x d'ordre p2. Dire que H est union
de sous-groupes tous d'ordre p, c'est dire gque, en particu-
‘lier, cet &lément x est produit fini d'éléments tous d'ordre
p. Or , si a et b sont deux éléments permutedbles, d'ordre p,
alors leur procduit est aussi d'ordre p. Donc dans G, groupe
abélien (puisque cyclique), deux &léments quelconques sont
permutables, et tout produit d'un nombre fini d4'éléments
d'ordre p est lui-méme d'ordre p. Donec x, d'ordre p2, ne peut
8tre produit fini d'éléments d'ordre ¢, et par conséquent H
ne peut &tre union de sous-groupes d'ordre p. La condition
indiquée est donc nécecssaire.

Réciproquenment, soit G un groupe cyclique dont
l'ordre n s'écrit sous la forme : n = PyPoe D> les P;
étant des nombres premiers distincts. Tout sous-groupe de G

ect cyclique, et son ordre, diviseur de n, est lui-méme . de
la forme

ou les pj sont certains des facteurs preniers Pys DPpseeesPye
i

Per ailleurs nous savons (voir DUBREIL et DUBREIL-JACOTIN,
1961,p. 269) que, si G est un groupe cyclique d'ordre

s, s Sy
n = pl p2”'pk Py
alors G est produit direct de sous-groupes cycliques primaires

Al’ A2, eeey A avece

k? 85
ordre de Ai =P

(zroupes primaires, voir annexe 1).

Done ici le groupe G serzc de la forme

G=A1X A2 Xono xAk
ou Ai est d'ordre Py prenier ; et de plur, tout sous-groupe H
de G sera cussi de cette forme, soit

H=A. X A. ¥ e XA.
3y 3o i



-16-

ol A. est d'ordre p. prenier.
Ji i

En rappelant que, dans un groupe ab&lien, l'union
de deux sous-groupes est identique & leur produit, ce résul-

tat signifie que tout sous-groupewﬂ.est.union_..de,s.-poi,nts,Aj

| - 1
I2 Ig
Done, toute variété étant union de points, ceci

dénontre que la condition est suffisante.

En résumé, puisque le treillis T(G) des sous-groupes
d'un groupe cyclique G vérifie toujours les postulats P1 et P2,
et- qu'il vérifie le. postulat P3 s1 et seulenent si l'crdre n
de G est de lg forne n = PPy« Py (pi prenier, pi# pj),
nous pouvons &noncer le théoréme suivant; qui détermine complé-
tenent la structure des groupes cycliques dont le treillis
des sous-=-groupes est géométrique :

Théoréme (proposition 2.7 ) : Le treillis T(G) des

sous-groupes d'un groupe cycligque G d'ordre n est géoné-
trique si et senlement si n n'est pas divisible par le
carré d'un nombre premier asutre que 1 ; autrerent dit, si

' 2 - R = . . -- . .
n s'écrit sous la forme : n PyDpee Dy (pl premler,pl# pJ)

3. Conséguence relative aux groupes quelconques :

Scoit G un groupe quelcongue, d'ordre fini ou infini,
Soit T(G) le treillis de ses scus-groupes.

Rappélons le théoréne suivant (DUBREIL-JACOTIN,
LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 270, théordme L) :

Thécréme (proposition 2.8): A # 0 étant une veriété

d'un treillis géométrique, le segnment 0, A est cussi
un treillis géométrique j; pour que sa dimension 4 soit
finie, il faut et il suffit que la variété A soit de
dimension finie égale & 4.
En vertu de la premiérepartie de ce théordne, nous
pouvons affirmer qu'une condition nécessaire pour que T(G) soit

géonétrique est que, quel que soit H sous-groupe de G, le


http://sous-gToupje._H.fiBt

-17-

treillis T(H) des sous-pgroupes de H soil lui-méme géométri-~
que ; ceci doit en particulier &tre vral pour les sous-groupes
monogénes de G. Donc, gquel que soit x élénment de G, le sous-
groupe (x) engendré par x doit avoir pour treillis de sous-
groupes un treillis géométrique. Ceci ne pourrs &tre réalisé
que si cet &é1lément x est d'ordre fini et nomn divisible par

le carré 4'un nombre prenier autre que 1.

Définition : nous direns qu'un élément x d'un groupe

-~

G satisfait & la condition Gy si et seulement si l'ordre
de cet élément x dans le groupe G est un nonmbre fini ;
non divlsible par le carré d'un nombre premier autre que
d; esutrenment dit, si cet orydre est fini, de la forme

n = PP, eeDy » D3 prenier , Py ¥ P;e

D'ol le théoréme suivant @

Théor&ne (proposition 2.9) : G étant un groupe quel=-

conque, d'ordrg fini ou infini, une condition nécessaire
pour que le‘treillis T(G) dec ses sous-groupes soit géoné-
trique est que tout élénment de G satisfasse & la condi-
tion gy définie ci~dessus.

L. Etude du treillis des sous=groupes d'un groupe cyclique

Avant de passer & 1'€tude des groupes dont tout
€lément satisfait & la conditionm 8y ( étude qui fere l'objet
du chepitre 3), nous alloms étudier d'une manidre plus détail-
lée l'ensemble des sous~-groupes d'un groupe cyclique, en tant
qu'enscmble nuyni d'une structure dae treillis.

Les propriétés ci-degsous sont classlques, ou
découlent inmédiatenment de pyopridtés glassiques (c'est
pourquot meus ne nous étendrons pas sur lewr Adénonstration)s:
néarnoins, nous les avons regrounées ici parce qu'elles ont
leur place dans le cadre d'una Ctude détaillée du breillis
des sous-groupes &'un groupe cyclique.
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G étant un groupe cyclique, engendré par un élément
e d'ordre n = pilpzea.. p:k 3y l'ensenble de ses sous-groupes,en-
semble ordonné par la relation d'inclusion entre parties de
G, présente la struecture de treillis définie de la nmanilre
suivante :

-~ deux sous-groupes H et H' de G ont un plus grand nino-
rant connun, soit H A H', qui est identique & leur intersec-
tion (au sens de l'intersection des sous-ensembles de G),
soit H (" H'. Donc : E(\H' = H A H'.

- deux sous-groupes H et H' ont un plus petit mejorant
commun, soit H\/ H', qui est identique & leur produit HH'

(en effet, G étant cyclique, donc abélien, deux scus-groupes
quelconques sont pernutables, donc leur produit est lui-néne
un sous=-groupe de G ; é¢'est d'autre pert le plus petit sous-
groupe contenant & la fois H et H'), Donc : HY H' = HH'=H'H.
Tout sous-groupe de G est cyclique (DUBREIL et
DUBREIL-JACOTIN, 1961, p. 87, théordne 3), donc est engendré
par af (o2 x = 0, 1, 2,004, n=l).
Si 4 est un diviseur de n, 1'élénent an/d
un sous-groupe d'ordre & (voir DUBREIL ¢t DUBREIL-JACOTIN,1961,
p.88). Comme l'ordre d'un sous=-groupe d'un groupe fini est

engendré

nécessairement un diviseur de 1l'ordre de ce groupe, nous
concluons qu'il existe une correspondance biunivoque entre
l'ensenble T(n) des diviseurs de n et l'ensemble T(G) des
sous=-groupes de G : & tout sous-groupe H de G correspond
l'ordre 4 41e ce sous-groupe, et réciproquement & tout divi-
seur 4 de n correspond un ct un seul sous-groupe de G d'ordre 4.
a (aR/ ¢y

Remarquons que l'ensemble T(n) des diviseurs de n
posséde lui aussi une structure de treillis définie de 1la
naniére suivante :

- relation d'ordre : c'est la reclation de divisibilité
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des nombres entiers : a; divise 4d..
~deux &lénents d; et dj de T(n) possé&dent un plus petit
najorant commun (pour cette relation d'ordre) ; c'est leur
plus petit conmnun multiple ! dy; \/ dj = ppcm(di, dj)'
- deux &éléments d; et dj de T(n) possddent un plus grend
ninorant comnun ; c'est leur plus grand connun diviseur :
d; Akdj = pgcd(di, dj)'

Conne il existe une correspondance biunivoque entre
les deux treillis T(G) et T(n), en tant qu'ensembles a'€lé-
ments, nous pouvons nous denander si cette correspondance
n'est pas un isomorphisme entre treillis (sur les isomorphis=-
mes entre ensenbles ordonnés, et particulidrement entre treillis,
voir annexe 2). Il nous suffit de vérifier que la correspon-
dance biunivoque préserve la relation d'ordre. Etudions alors
la correspondance entre les deux relations d'ordre

Soient deux sous-groupcs de G :

C. = (an/di), d'ordre d: 3 Gj = (an/dj), d'ordre dj’

Supposons que Gi(: Gj 3 Gi étant souns-groupe de Gj’
son ordre divise l'ordre de Gj‘

Réciproquenent, soient d; et dj deux diviseurs de
n, associés & deux sous-groupes G, et Gj' Supposons que d.
divise dj‘ Alors, parmni les sous-groupes de Gj’ cyclique, il
en existe nécessairement un d'ordre d;, soit G'i. G'i, SOus~-
groupe de G,, est aussi sous-groupe de G. Cormne dans G il

J

existe un et un seul sous~groupe d'ordre di’ c'est que G'i=Gi.

Done G, C Gj' Nous avons ainsi nontré que :
(an/di) C (an/dj) = d; divise dj
En conclusion

Proposition 2.10 : Soit G un groupe cyclique

d'ordre n, engendré par un &lément a. Soit T(G) le treil=-

lis des sous~groupes de G.{(ordonné par le relation
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d'inclusion entre parties de G). Soit T(n) le treillis
des diviseurs de n (ordonné par la relation de divici-
bilité enire nombres entiers). Alors il existe entre les
deuvx treillis T(G) et T(n) un iscmorphisme &C&fini par :
E = (an/d

4

) sous-groupe de G &= &= ordre de H,

Revenons au treillis T(n) des diviccurs de n.

Bous appellerons di-iscur maxinal de n tout élément maximal

de T{n) = {n}, enszpble crionrné par la releticn de divisi=-
bilité. Un diviseur maximal de n est donec un diviseur propre
de n (c'est & dire distinct de n lui-mime) qui n'est diviseur
d'aucun autre diviseur propre de n.

Etant donné cette notion de diviseur maxinal d'un
nombre entier donné, nous pouvons préciser, & l'aide de
l'isomorphisme entre T(G) et T(n), ce que représentent, dans

T(G), les notions de relaticn de couverture, de point,

d'hyperplan.

- relation de couverture dans T(G) : deux sous-groupes
Gi et Gj de G, respectivement d'ordres di et dj’ scnt tels
que Gj couvre G, (notation Gj >oGi) si , par définiticn :

Gi C Gj’ et,si Gi C:Gk C:Gj, alors Gk Gi ou G.

J
Cela signifie que di est un diviseur maximal de 4..

- points dans T(G) : ce sont les éléments de T(G)
qui couvrent 1'élément nul de T(G) ; un point est donc un
sous~«groupe de G dont l'ordre admet seulement le nombre 1
comme diviseur maximal 3 cet ordre est donc un diviseur
premier de n. Nous retrouvons bien de cette fagon le résul-
tat déja établi plus haut (veir proposition 2.3).

~ Hyperplans dans T(G) : ce sont les éléments de T(G)
qui sont couverts par 1'élément universel de T(G) ; un hyper=-

plan est donec un scus-groupe de G dont J'ordre est un diviseur

maximal de n (cette notion est donc identique & la notion de-
sous~-groupe maxinmal).
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5. Exemples de treillis de sous=-groupes de groupes cycliques,

L'existence d'un isomorphisme entre T(G) et T(n)
(voir proposition 2.10) nous permet de construire facilement
le diagranne du treillis T(G) des sous-groupes d'un groupe
cyclique quelconque, d'ordre n. Il nous suffit pour cela
de construire le diagramme du treillis T(n) des diviseurs
de n, facilenent obtenus per décomposition de n en produit
de facteurs premiers.

La figure 1 est le diagramme du treillis des sous-
groupes d'un groupe cyclique d'ordre n = 210. Un tel treillis
est géométrique puisgque la condition nécessaire et suffisante
(proposition 2.7) est vérifide : n = 210 = 2 x 3 x5 x T.

La figure 2 est le diagramme du treillis des sous-
groupes d'un groupe cyclique d'ordre n = 200. Un tel treillis
n'est pas géométrique puisque la condition nécessaire et

suffisante n'est pas vérifiée:n = 200 = 23 * 52.

AN

&5

/

6. Dinmension d'un sous-groupe.

Soit G un groupe cyclique d'ordre n, engendré par
un élénent a. Supposons que le nombre n vérifie la condition

nécessaire et suffisante pour que T(G) soit géométrique,
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soit

D = PyPpeseDy (pi premier, p.# pj).

Dans le treillis T(G), qui est donc gécnétrique,
-nous pauvons parler de rang et de dimension A'ums variété
(ctest & dire d'un_sons-groupe de G) (DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR
et CROISOT, 1953, p. 252).

Etant donné H, sous~groupe de G, ou variété dans
le treillis géométrique T(G), son rang est, par définition,
le nombre des points | -indépendants qu'il contient, lNous

allons calculer ce nonbre de points.
Le sous-groupe H est d'ordre m, diviseur de n ; donc:
M = DP. D. «esD: , OU les p. sont certains
J17 92 Is Ji
des facteurs premiers Pys DpseeesDye H contient s pcints, qui
n/ps.
sont les sous-groupes A. = (a Iy
vi
Aj est d'ordre s L'union (c'est & dire ici le produit di-
i i
rect d'un nombre quelconque de points pris parni ces s points)

,i=l, 2, LRI Y S.

a pour ordre le pgcd des ordres de ces points, qui est donc
leur produit puisque ces ordres sont tous preniers entre eux
deux & deux. Ainsi l'union des s points est le sous-groupe H
(ce qui est aussi une conséquence du postulat P3), neis de
plus, l'unicn de s-1 points pris parmi ces s points est un
sous-groupe dont l'ordre n'est pas €gal 4 m ; ce sous=-groupe
n'est donc pas égal & H. Autrement dit aucun des s points con-
tenus dans H n'est V-dépendants des autres. Donc les s points
contenus dans H sont \/-indépendants ; ce qui prouve que 1le
rang de H est s.

La dinension de H est, par définiticn, égale au
rang de H, diminué d'une unité. Le dimension de H est donc

s8-1l. Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante:
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Proposition 2.11 : Socit G un groupe cycligue dont

l'ordre n = PyDPpe+ Py vérifie la condition pour que T(G)

soit
soit
dans

pour

géonétrique. Alors un guelconque sous-groupe de G,
H, d'ordre n, a pour rang (en tant que variété
T(G)) le nonbre des facteurs premiers de m, et

dimension (dans T(G)), le nombre des facteurs

preniers de n, diminué d'une unité.

En particulier, G étant un groupe cycligue d'ordre

n = PyPyee Dy (k fTecteurs premiers distincts), le treillis

de ses sous-groupes est glométrique, de dimension k-1.
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CHAPITRE 3

Structure des g, -groupes dont le treillis des

sous-groupes ost gdométrique.

Nous dirons qu'un groupe G est un glngroupe si
chacun de ses éléments satisfait 4 la condition g, introduite
au chapitre précédent.

Un g,-groupe est donc, en particulier, un groupe
péricdique (annexe 3). De plus, nous avons vu qu'une condi-
tion nécessaire pour que le treillis des sous-groupes d'un
groupe G soit géomé&trique, est que le groupe G soit un gy-
groupe. La question que nous nous posons alors est la sui=-
vante : cette condition est-elle suffisante ?

Nous allons donc chercher 4 déterminer, dans le
présent chapitre, si, G étant un g, ~groupe, le treillis T(G)
de ses sous-groupes vérifie ou non les postulats Pl’ P2, P3,
Ph définissant la structure de treillis géométrique.

Remarquons que, dans le treillis des scus~-groupes
d'un g,-groupe, les "points" sont, comme précédemnnment, les

sous=groupes d'ordre prenier.

1l. Postulat Pl Rappelons que quel que soit le grcupe G,
le treillis de ses sous~-groupes vérifie le postulat Pl(voir
proposition 2.4).

2. Postulat P3

Propositicn 3.1 : si G est un g,-eroupe, le treillis

T(G) de ses sous-groupes virifie le postulat P3.
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En effet, 80oit A un sous-groupe du g,-groupe G. Si
A # fe} , il existe dans A au moins un &lément a # c. Cet
€lément a satisfait & la condition g, * son ordre est fini, de
la forme n = plpz...yk, ol les D sont des nombres premiers
distincts.

L'élément a engendre un sous-groupe cyclique de A,
soit (a) C A. Or nous savons qu'un tel groupe cyclique (a) est
union de k points, qui sont les sous=-groupes (an pi), -®
i= i, 2,...k. Donc le sous=-groupe A contient des points.

D'autre part, A est 1'union des sous-groupes engendrés

par ses divers &léments : A = \/ (a). Mais chacun des sous-
ach
groupes (a) est lui-méme union finie de points. Donc A est

union (finie ou infinie) de points.
3. Postulat Ph

Proposition 3.2 : si G est un groupe périodique, le

treillis T(G) de ses sous-groupes vérifie le postulat P .

Nous savons (voir KUROSH, 1960 a, p. 48) que le sous-
groupe engendré par une famille de sous~groupes de G est fornmé
de tous les &¢léments qui peuvent &tre écrits comme produits
d'un nombre fini d'éléments des sous-groupes donnés. Ceci
prouve en particulier l'existence de l'union d'une famille
quelcongue de sous-~groupes.

Soit maintenant un point Po’ contenu dans l'union d'une

famille de points , soit X = \\/ P..
f
feF

P, €tant un peint, c'est, dans le grcupe périodique
G, un sous-groupe cycligue d'ordre prenier; Po est donc
engendré par un certain élément x, + P = (xo).

Cet €lément X étant €lément du sous-groupe X,il
s'écrit comme produit fini d'éléments pris dans certains Pas

soit : X B X X f2..X oux € p, , f. EF
o] 1 %o °n o‘_j fj J
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j=n
donec : X, € }{/ P, , et par conséquent
=1 7 _
=m
(x) =2, C VARN
J=1 J

le point P, est bien situé dans l'unicn d'une partie finie de
la famille des points P
4. Postulat P

f.

2
Nous savons qu'il existe des g, -groupes dont 1le

treillis des sous-groupes est géométrique (par cxemple : les
groupes cycliques, dont les génératcurs satisfont & la condition
g,» Que nous avons étudiés au chapitre précédent). Donc, pour
de tels g,-groupes, le treillis des sous-groupes vérifie le pos-
tulat P,. Mais il n'est pas certain a priori gque ce postulat
P, soit vérifié par le treillis des sous-groupes de tout g, -groupe
(alors que, nous venons de le voir, les trois autres postulats
le sont).

Nous allons essayer de préciser la structure des g, -aroupes
dont le treillis des sous-groupes vérifie le postulat P2.

En rappelant que, dans un treillis quelcongue, le
postulat P, est &quivalent 3 la loi de couverture (annexe ),
nous allons é&tablir quelques propriétés importantes

Théordme (proposition 3.3) : Dans un treillis avec

€lément nui, la semi-modularité supérieure entraine la
loi de couverture (donc le postulat Pa).

(semi-modularité supérieure : voir annexe 5)
Soit T un treillis semi-modulaire supérieurement.
Soit A€ T, A # 0. Soit P un point , P f A.

Nous avons A AP = 0 (car P est un point non situé
dans A).

Donc P A AP (car P est un point : P ¥y 0).

Donc AY P »» A (semi-modularité supérieurc dans T)
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Proposition 3.4 : un treillis T vérifiant le postulat

P3 vérifie aussi la réciprogque de la loi de couverture.

(réciproque de la 1loi de couverture : voir annexe 6).

Soient en effet deux variétés A et B, B couvrant A ;
en vertu du postulat P3, A et B contiennent des points (chacune
étant unicn de pcints, et comme A # B, cela signifie qu'il
existe au moins un point, scit P, contenu dans B et ncn contenu
dens A. Done, d'une part A ¢ A Y P, et d'autre part AVP < B.
Comme B couvre A par hypothése, cn conclut que A Y P = B : 1la
réciproque de la lci de couverture est bien vérifiée.

Théoreme (proposition 3.5) : si dans un treillis T,

la loi de ccuverture et le postulat P

3 sont vérifiés,

alors le treillis T est sermi-modulaire supérieurement.

En effet, dans un tel treillis, la lci de couverture

et sa réciproque sont vérifiées. Scient alors deux variétés A
et B telles que A A A B. Il existe donc un point P, non
contenu dans A A B, nmais contenu dans A, et tel que :

A= (AA BV P
L(AAB)yPlyB
[(A/\B)\/B]VP

BVYP , car AA B est contenu dans B.

Mais le pcint P n'est pas contenu dans B, car sinon, comme il

donc : A\/B

]

est contenu dans A, il serait contenu dans A /\ B, ce qui est
contraire & l'hypothése. Donc, 4'aprés la loi de couveriure,
nous conclucns que By P>QB, c'est & dire : A Vv B >eB.
Des deux théorémes ci-dessus (prcpositions 3.2 et 3.5)
se déduit immédiatement le théordme suivant :
Théoréme (propcsition 3.6) : dans un treillis avec
é€lément nul, vérifiant le postulat P3, le postulat P2 et

la semi~-modularité supérieure sont des propriétés équi-

valentes.

Nous pouvens tirer de ce théordme la conséquence
suivante :
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- nous savons (procpositions 2.4, 3.1, et 3.2) que, si G
est un g,-groupe, le treillis T{G) de ses sous—-groupcs vérifie
les postulats Pl, P3, Ph' .

- comme il vérifie Pl et P3, il vérifie aussi P2 si et
seulement ='il est seni-modulaire supérieurement.

Lorsque le treillis T(G) des cous-groupes d'un groupe
auelconque G est semi-msdulaire svperieuremerni, On dit que ce

)

» . . | .
groupe G est un unm-groupe (un = abréviation de "uprer semle

modular").

5. Conclusion sur la structure des §,-8roures dont le treillis

des tous-groupes est géométrique :

Théordme (proposition 3.7) : le treillis T(G) des sous-

grouvpes. d-un @ =groupe G est géométrique si et seulement

si G est av.>1 un un-groupe.

5. Conelusicw sur la structure des groures dont le treillis

dees-sous~-groupes est gionmliirique:
Théoré=: (rroposition 3.8) . le treillis T(G) des

sous-groupes d'un groupe G est gécmétrique c1 et seulement
si G satisfeit aux deux conditions suivanies :
condition gy ¢ G est un g, -groupe , et

condition gy G ert un um-groure.

T. Exemples de grouxnes dcunt le treillis des sonus=-groupes est

géométrique.

Comme groures satisfaisant & la condition g,> nOUS
conrneissons au mcins la classe des groupes abdliens, ainsi
que la classe des groupcs hamiltoniens (voir annexe 7). Tous
les sous-groupes d'un groupe de l'une quelconque de ces deux
classes sont normaux ', par conséquent le treillis des socus-

groupes est nodulaire (voir par exemple : CUBREIL et DUBREIL-
FACOTIN, 31951, p. 200, tuéordne 2.

A fortiori un tel treillis est semi-molulaire supé-

rieurement, puisque le modularité entra®re 1a semi-modularitd
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supérieure (DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 62,
propriété 1).

Nous allons &tudier ci-dessous les treillis des sous=-
groupes de groupes abéliens, et les treillis des sous-groupes

des groupes hamiltoniens.

ﬁ) - Groures cycliques d'ordre n = PyPpoe s oDy
Parmi les groures ztéliens satisfaisent & la condition
g,» nOus pouvons citer tout groupe cyclique engendré par un
élément satisfaisant & la condition g, (voir les exemples don-
és & la fin du chapitre 2).
B

o

- Groupes abéliens d'ordre n = PyPyes Py

Tout groupe abélien fini, non nécessairement cyclique
dont l'ordre est de la forme

N = PyPyesPy (pi premier, p; ¥# pj)
satisfait & la condition g,+ En effet, l'ordre de tout élément
d'un tel groupe est un diviseur de l'ordre n du groupe ; donc
tout €lément satisfait & la condition 8y

Un tel groupe est donc un g,-8roupe, et comme il est
aussi un um~groupe (puisqu'il est abélien), le treillis de
ses sous-groupes est géométrique.

En fait, tout groupe abélien G dont l'ordre est de
la forme indiquée ci-dessus, est nécessairement cyclique.

En effet, soit G un tel groupe. Comme il est abélien,
il est 12 prcduit direct de ses sous-groupes de Sylow (voir
ZASSENHAUS, 1958, p. 143, théoréme 11). Or , que sont les sous-
groupes de Sylow de G ? A chacun des facteurs premiers pj de
l'ordre n du groupe G, correspond un pjfsous~groupe de Sylow,
noté Sj’ unique puisque G est abélien (donc tous les sous=-groupe:
sont normaux).

Done :G=Sl¥ Sg)e v o0 )(Sk
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Mais, dans un groupe abélien, si a est un élément
d'ordre r, et si b est un élément d'ordre s, r et s étant pre-
miers entre eux, alors le produit ab est d'ordre rs (voir DUBREIL
et DUBREIL-JACOTIN, 1961, p. 268, exemple k).

Ici, tout élément non neutre dans Sj est d'ordre P;e
Donc, comme G est produit direct de ses sous-groupes de Sylow,

il existe nécessairement dans G un é&élément x dont l'ordre est
n, ordre de G : il suffit de prendre x = a.a

l 2
. S- 8. # €.
a e L]

KR! avec

k’

Nous pouvons donc énoncer

Proposition 3.9 : tout groupe abélien G d'ordre

D = PiDyes Dy (pi premier , p; ¥ pj) est cyclique, et
de ce fait le treillis T(G) de ses sous-groupes est
géométrique.

g) - Cas des groupes abéliens quelcongques :

Nous avons vu ci-dessus que la condition n = PyDpeseDy
relative & l'ordre d'un groupe &abélien G est suffisante pour
que T(G) soit géométrique. Mais il est certecin que cette condi-
tion n'est pas nécessaire.

Exenple : le groupe abélien non cyclique d'ordre 4
(donc ne satisfaisant pas & la condition ci-dessus), adnmet,
outre 1'é€lément neutre, trois éléments d'ordre 2 ; le treillis
des sous-groupes est géométrique, de dimension 1 (voir ci=-
dessous la table opérative de ce groupe, fig.3 a, et le dia=~

gramnme du treillis de ses sous-groupes, fig.3 b).

e a b [ -G
N
e |e a b c
ala e ¢ b (a) (v)o (e)
b |b c e a
¢ e b a e

fig, 3 a fig. 3 b



Plus pénéralement, soit G un groupe abélien élémen-
taire d'ordre pk {(voir annexe 8), ol p est un nombre prenier.
G est donc un um-groupe, et d'autre vart tout élément non neu-~
tre est d'ordre p, donc satisfait & la conditicn g, 3 done
T(G) est géométrique. Exemple : le groupe abélien &lénentaire
dtordre 8 = 23, dont la table opéraotivec est indiquie 3 1la
figure La :

e o b [ a f g *h
e e a b c d T I h
a8 & e a T b c h g
b b d e g a h ¢ t
¢ c f g e h a b a
d a b 8 h e g f c
t f c h a fq e 4 b
e e h c b f a e a
h h g T a o] b a e

Le treillis des sous-groupes est de dimension 2 ; il
comprend, outre 1'élément nul et 1'&1l&ment universel, sept
points distincts et sept droites (ou hyperplans) distinctes.
Les points sont les sous-groupes d'ordre 2 engendrés par les
éléments autres que e, soit : (a), (v), (e¢), (), (£), (g), (h)
les droites sont les scus-—pgroupes d'ordre 4 ; ce sont l=s sove-
groupes : (e, a, b, 43 , {e, a, ¢, £ }

{e, d, £, 8 } .

Voir le diagremme de ce treillis 3 la figure Lb

s{e,bafah}
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Plus généralement encore, nous savons. (KUROSH, 1960 a,
p. 137-138) que ;

Proposition 3.10 ° un groupe abélien périodique G

peut étre décomposé, d'unc seule menidre, en procduit direct
d'un nombre fini ou infiri de groupes primsires par rapport
& des nombres premiers distinets (voir annexe 1).

Ces groupes primaires sont cbtenus de la maniére suivante:

- 4 chaque nombre premier p, on associe l'ensenmble Gp
des éléments de G dont l'ordre est une puissance de p (éventuelle-
ment, on a Gp = {e} ).

- on démontre que Gp est un sous-groupe (p-primaire,
abélien ) de G.

- alors on peut écrire : G = ;ZSP Gp (cll P désigne
l'ensemble des nombres premiers).

Dans le cas qui nous intéresse ici, G devant &tre un
g-groupe, il s'ensuit que les socus-groupes primaires Gp doivent
étre abéliens €lémentaires.

Montrons d'autre part que cette condition est suffisante
pour que G scit un g,-groupe :

- d'abord, il ne peut exister dans G d'élément d'ordre
pk avec k > 1 (sinon le sous-groupe Gp correspondant au nondbre
premier p ne serait pas abélien &lémentaire)

- ensuite, supposcns qu'il existe dans G un élément
x d'ordre npk , &vec n # 1 et k¥ > 1, p premier, n et p preniers
entre eux. Considérons alors 1l'élément x° ; cet élément est dis-
tinct de e (car n ne peut pas &tre un multiple de l'ordre de x,
qui est npk). L'ordre de 1'élément x©

n k nk
(x™)P = x"P = ¢, et

est pk, car

. ; " J J
I <k =y np’ < np => (x™P = x"P 4 e ;
nous sommes eingi ramenés 4 1l'éventualité envisagée plus haut :
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conme il ne peut exister dens G A'élément d'crdre~pk ayec k> 1,
il ne peut non plus exister dans G d'élément d'ordlre npk, k> 1.
Done tout élément de G satisfait & la condition Gy*

Nous pouvons donc &noncer le thécréme suivant :

Théoréme (proposition 3.11): G étant un groupe abélien

fini ou infini, une condition nécessaire et suffisante pour
que T(G) soit géométrique est la suivante :
G est périodique, et tous ses sous-groupes primaires

sont abéliens élémentaires.

D) - Cas des groupes hamiltoniens.

Nous avons cité les groupes hamiltoniens comme étant
des un-groupes. Dans quels cas peuvent-ils &tre aussi des
gl-groupes?

La structure des groupes haniltcniens ncus est connue
d'aprds le théoréme suivant (ZASSENHAUS, 1958, p. 160):

Théordme (propesiticn 3.12) : tout groupe haniltonien

est le produit direct e :

- un groupe de quaternions ;

- un groupe abélien ol tout élément est d'ordre inmpair 3
~ et un groupe abélien d'exposant 2.

Réciproquenent, un tel produit direct est un grcupe

hamiltonien.

Nous retiendrons de ceci gqu'un groupe hamiltonien adnet
nécessairement parmi ses sous-rrocupes un groupe de quasernions,
lequel est (ZASSENHAUS, 1958, p. 146-1LT) un groupe d'ordre 8,
admettant en particulier deux €léments d'ordre L4, donc ne
satisfaisant pas 4 la condition g,+ Donc un groupe hamiltonien
n'est jamais un g,-groupe, et par conséquent :

Proposition 3.13 : si G est un groupe hamiltonien, le

treillis T(G) de ses sous~groupes est modulaire (donc semi=-

modulaire supérieurement), mais n'est pas géonétrique.
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CHAPITRE 4

Structure des groupes localement finis dont le
treillis des sous-groupes est géométrique

Au chapitre précédent, nous avons déterminé une
condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe G ait pour
treillis de sous-groupes un treillis géométrique (voir proposi-
tion 3.8) : il faut et il suffit que G soit & la fois un 6, -groupe
et un um-groupe. Nous avons vu aussi qQue ces deux conditions ne
sont pas contradictoires, puisqu'il existe des groupes les satis-
faisant toutes les deux (voir les exemples cités). Donc, 1l'énon-
cé de la proposition 3.8 répond complétement & la question que
nous nous étions proposés de résoudre comme but de ce travail :
la structure des groupes dont le treillis des sous-groupes est
géométrique est désormais connue.

Toutefois, nous ne pensons pas que la structure des
g,-groupes, ni celle des un-groupes, soient particuliérement
évidentes sur le vu simplement de la définition de ces types de
groupes.

C'est pourquoi nous avons jugé utile de consacrer
un chapitre & une &tude plus détaillée de la structure des
gl-groupes et de celle des un-groupes, avec bien entendu,d la
fin, une synthése permettant de préciser la structure des grou-
pes dont le treillis des sous-groupes est géométrique.
Cependant, nous n'avens Tu Jltu'icer ces structurcs dans

le cas le plus général. Nous avons linité notre étude (pour des
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raisons qui apparaitront au cours de ce chapitre) aux seuls

groupes finis ou localement finis.

1. Structure des um-groupcs finis ou localenment finis :

Un un-groupe G est, par définition, un groupe dont 1le
treillis des sous=-groupcs est semi-modulaire supérieurement,
ctest 4 dire tel que

A , B sous=groupes de G

Adeh A B }:@ AV BS-B

La structure des unm-groupes & fait l'objet de recher-
ches de la part de SATO (1949) (s'inspirant des recherches fai-
tes par IWASAWA (19L41) sur la structure des m-groupes, c'est &
dire des groupes dont le treillis des sous-groupes est mcdulai=-
re). Les résultats de SATO ont été repris et approfcndis par
SUZUKI (1956). Il ressort de ces travaux que la structure des
um-groupes dans le cas général n'est pas parfaitement connue ;
elle 1'est cependant dans certains cas particuliers, notamnent
dans le cas des um=-groupes finis ou localement finis. Voici -
ce que nous savons de la structure des um-grcupes finis, et de

celle des um=-groupes localement finis

A) - Cas des um-groupes finis

La structure des um-groupes finis est décrite par le
théordme suivant (SATO, 1949, p. 136, théordme 1 ; SUZUKI, 1956,
p. 24, théordme 20) :
Théordme (proposition 4.1) : Un groupe fini G est un
um~-groupe si et seulenent s%il & 1an struecture suivante
G = Hlx Hax...me, produit direct dans lequel :
1°) - deux facteurs directs Hi et Hj distincts ont des
ordres premiers entre eux ;

2°) - Chaque facteur direct H, est

- soit un sous-groupe qui est & la fcis un sous-groupe de
SYLOW et un m=-groupe

.
1
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- soit un sous~groupe du type suivant :
H = (Plx PoX vee X Pt) Y q, ol
a) Pj est un sous-groupe de SYLOW de H, assccié au
nombre prenier Pj’ et est abélien élénmentaire 3
b) Q@ est un sous-groupe de SYLOW de H, associé au
nombre prenier g, et est cyclique, engendré par un
€lénent z d'ordre qb 3
c) P; >4 quel que soit j = 1, 2,...,t 3
d) & chaque sous-—groupe P. correspondent deux enrntlers
r'j et 'bj tels que

=&
r. 1 nod p.
3 T~ ( pJ)
b.
@’z ( )
T. = nod p.
3 Pj
1< bj & b quel que solt j = 1, 2, «eey o
-1 s .
Z2x2 = x Y qual que soilt x € Pj

L —‘ »
B) - Cas des um-grvoupes localement finis :

A notre connaissance, il n'existe pas & l'heure actuel-
le de description compléte de la structure des um-groupes infinis
dans le cas le plus général.

Cependant, dans certeins cas particuliers, cette struc-
ture est connue, au moins d'une maniére aporochée (voir SATO,
1949, sur les um~groupes contenant un ou plusieurs &lénents
d'ordre infini ; voir SATO ,1949, et SUZUKI; 1956, sur les
um-groupes localement finis). Iei, comme nous nous intéressons
8 des groupes qui sont des groupes péricdiques (les gl-groupes),
nous ne considérercns pas les um-groupes possédant des éléments
d'ordre infini ; par contre , nous nous intéressercns au cas des
un-groupes localement finis, puisque les groupes localement
finis sont des groupes périodiques particuliers, donc suscepti-
bles d'€tre des g,-groupes.
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En ce qui concerne donc les un-groupes localenment
finis, nous avons le résultet suivant (voir SATO, 1949, p. 138,
théordme 2 ; SUZUKI, 1956, p. 26, théordme 21) :

Théordne (vroposition 4.2) : Un groupe G, localenent

fini, est un um~groupe si et seulewart «i C est produit

direct (ayant un nombre fini ou infini de facteurs) de
sous=groupes tels que

1°)~ Les ordres de deux €léments pris dans deux fac-
teurs directs distincts scnt premiers entroc eux ;3

]
2°) ~ chaque facteur direct est

- soit un p=-sous-groupe de G, et aussi un m-groupe ;
~ 5801t un groupe du type suivant
H = (Plx Py xeeey Pt)\u Q, ol
les sous-groupes Pj et Q ont les ménes propriétés a), ,
b), ¢), d@) que dans le théordéme précédent, avec tcute-
fois la différence suivante : chaque Pj est ici un grcupe
ab&lien &lémentaire qui peut éventuellerent €tre infini
(nais le nonmbre r'j qui lui est associé est firni).
Maintenant que nous connaissons la structure des un-
groupes finis ou localement finis, nous deveons essayer de pré-
ciser quelle est la structure des g, ~groupes finis ou localenment
finis.

2. Structure des g.-groupces finis ou localement finis :
£ 1 S

En ce qui concerne l'étude de la structure des oo
groupes finis ou localement finis, nous nous limiterons 4 1la
propriété caractéristique suivante

Propositicn 4.3 : un groupe G, localement fini, es%

un g,-groupe si et seulement si tout p-sous-groupec 4c ¢

est d'exposant prenier.

(Sur l'exposant d'un groupe, vcir annexe 9).
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Dénonstration

La condition est nécessaire. En effet, scit G un By
grcupe localement fini. Soit P un p-sous-groupe de G, c'est &
dirc un sous-groupe dont tout &lément non neutre a pocur ordre
une puissance d'un méme nombre premier p.

Conme G est un g,-groupe, tout é1ément de G satisfait
4 la condition g, 5 en particulier, si un €lément est d'crdre
pk, on a nécessairement k = 1, C'est dire que tout élément de P
est d'ordre p ; autrement dit, l'exposant de P est le nonmbdbre
prenier p.

La condition est suffisante. Soit G un groupe locale-
nent fini, dont tout p-sous-groupe est d'exposant prenier.
Montrons que G est un g, -groupe. Pour cela il suffit de, véri-
fier que tout &élément x de G satisfait & la condition Gy Soit
alors x un élément de G. Comme G est localement fini, donc
périodique, l'ordre n de x est un nombre fini. Nous pouvons

donc écrire n sous la forme :

k, kg kg

Py "Dy ey (p; premier, p; # pj)

n

Supposons que x ne satisfait pas 4 la ccndition ey° Cela signi-
fie que 1l'un au mcins des exposants ki est strictement supé-
rieur & 1. Donc l'ordre de x est .de la forme n = mpk, od p est

l'un des facteurs premiers de n, ol k> 2, et oli n est prenier

avec p. X
. . n n
Considérons ncintenant 1'élément x' = x = x /v .

L'ordre de x' est nécessairement un diviseur de pk, puisque
K k _k
(x")? = (xn/p )P = x® = ¢ (n ordre de x).
L'ordre de x' est donc de la forme pJ, avec 1 ¢ j ¢ k. S5i
nous supposons j ¢ k, nous avons :

n/ptd

. 3 .
(x')PJ = (xn/pk)p = anJ/pk = x .



-39-

or n/pk"'J est un diviseur de n strictement inférieur & n (car
k-j > 0) ; donc , comme l'ordre de x est n, il est impossible
n/pt™d ' ' a 3
que X = e. L'ordre de x' ne peut donc pas etre p" avec
jJ <k 3 l'ordre de x' est donc pk. Mais ccmme nous avons sup-
posé k> 2, cela signifie qu'il existe dans G au mecins un &1¢-
ment d'ordre p2. Ceci est absurde, puisque par hypcthdse tous
les p-sous~groupes de G scnt d'exposant premier.
Par conséquent : il n'existe pas dans G d'Eélément ne

-3

satisfaisant pas & la condition g1+ Donc G est un gy-groupe.

3. Structure des groupes finis ou localenent finis dont le

treillis des sous-—-groupes est gécnétrique.

Meintenant que nous connaissons la structure des unm-
groupes et celles des g, -groupes, finis ou localement finis,
nous pouvons , en faisant la synthése de ces deux structures,
préciser quelle est lea structure des groupes finis ou locale=-
ment finis dont le treillis des sous-groupes est géométrique .

Nous pouvcns ainsi énoncer les deux propositions
suivantes :

Proposition h.k : Le treillis T(G) des scus-groupes

d'un groupe fini G est géométrique si et seulement si tout
p-sous-groupe de G est d'exposant premier , et si de plus
G & la structure décrite 3 la prcposition h.1.

Proposition 4.5 : Le treillis T(G) des sous-grcupes

d'un groure localement fini G est géométrique si et seule-

rent si tout p-sous-groupe de G est d'exposant prenmier,

et 31 de plus G a la structure décrite 3 la proposition 4.2

En fait, il est plus intéressant de nettre .en évi-
dence les simplifications que peut faire apparaitre, dans la
structure des um~groupes finis ou localement finis, 1l'introduc-

tion de l'hypothése supplémentaire que tout p-sous-proupe .est
d'exposant premier.
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Notons d'abord la propriété suivante

Proposition 4.6 : Scit G un un-groupe locelenent

fini. Alors G est un £, groupe si et seulement si tout
p-sous-groupe de G est abélien &élémentaire.

Démonstration

La condition est nécessaire. Tn effet, soit G un
um=-groupe localement fini. Si G est aussi un g, ~Groupe, alors
tout p-sous-groupe de G est A'exposant premier (proposition 4.3)
Montrons meintenant que tout p-sous-groupe est abélien.

Soit P un p-scus~groupe, 4'exposant premier p (done
tout élément de P est d'ordre p). Scient a2 et b deux éléments
de P. Intéressons-nous au sous-groupe (a) v (b) engendré par
ces deux &léments. Deux cas sont & considérer

- prenier cas : (&) = (b) ; alors (a)yv(b) = (a) = (b).
est un sous-groupe d'ordre p premier, done cyclique, donc abé-
lien 3 d'ou ab = ba.

- second cas : {(a) # (b) ; comme G est supposé localenent
fini,(a) y (b) est d'ordre fini ; de plus , cet ordre est un
multiple de p, soit la forme mpk. Comme d'autre part (a) T P
et (b) c P, ona (a) v (b) € P, et conne P est un p-groupe,

il s'ensuit que l'ordre de (a) v (b) ne peut &tre qu'une puis-
sance de p, soit pk, avec k » 2. Montrons alors que k = 2.
Supposons pour cela que k > 2. Alors (a) v(b) contient au moins
un sous-groupe d'ordre p2, d'aprés le premier théoréme de SYLOW
(proposition 2.2). Soit H un tel sous-groupe d'ordre p2
HC{(a)y(b) , H# (a)y(b). D'autre part, comnme (a) # (b) et
que a et b sont d'ordre p premier, on a (a) A(b) = e ; ce qui
nous permet d'écrire en particulier que (a) o (a2) A (b). Meis

par hypothése G est un un-groupe ; donc on peut conclure de

ce qui préc&de que (a)y (b) »» (a) ; et pour la méme raison nous
avons (a) v (b) ya(b). Si donec il existe un sous-groupe H, d'orédre
p2,distinct de (a) (b), il ne contient ni (a) ni (v).
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Par contre il contient nécessairement un sous--groupe (c),

d'ordre premier p, tel que (c) #¥ (a) et (¢) # (b). Le diagramme

du treillis des sous=-groupes (a) v (b)
de (a) y(b) ccntiendra donc 1la /&\\
configuration de la figure 5. SR N
Ainsi nous avons : \ \\\?
(a)A (e¢) = e 3 donec (a) (5) (C)l
(¢)%(a) A(c); done s
(e)v (c)Ye(a). Comme par -
ailleurs (a)y (b)y (a), et e
que (2) v (el (a)v(p) , on & figure 5
nécessairement (a) vie)=(a)v(v).
Remarquons d'autre part que : (a) N\H = e, car

(a)A E est inclus dans (a), groupe d'ordre premier, donc ne
peut &tre que (a) ou {e} ; or (a)AH # (a), cer sinon (a) CH,

-3

ce qui est contraire i 1l'hypothdse.

Nous remarquons de la méme faogon gue (e)v (b) = (e)VH,
car (a)C (a)VEC (a)v(b) et (2)v (b)y(a) ; donc (a)VvH
ne peut &tre que (a)y/(b) ou (a) ; or (a)VH # (2) sinon
(a)D H ce qui est absurde.

Nous avons donc ¢
e = (a)NEBEC (e)CEC(2)VE = (a)V (b) = (a)y(c) (inclusicns
strictes).

Or , d'aprds les hypothdses faites sur G, le treillis
T(G) est géométrique, donc semi-mcdulaire. Donc par définition
de la semi-nmodularité (voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT,
1953, p. 85 , définition 2), il existe un sous-groupe K de
(a)Vv(v) tel que

(e)ANECKC(a) , ¥ # (a)AH, .

Comme (a)d e, le seule possibilité est que K = (=), et par

conséquent

(e) = [(e)V(a)JAH = [(a)V(b)]AE = H,
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ce qui est absurde puisque (c) est d'ordre p et H est d'ordre
p°.

Nous avons donc montré aue (a) v(b) est d'cordre p2.
Or (ZASSENHAUS, 1958, p. 141) tout groupe d'ordre p2 est obélien.
Donc, dans le grouge abélien (a)v (b), cn peut écrire ob = bva,
Un tel raisonnement étant valable quel que soit le couple (a,b)
d'éléments 3e P, il s'ensuit que ce groupe P est abélien; et
conme son exposant est premier, cela signifie qu'il est abélien
élénentaire.

La condition est suffisante. En effet, soit G un
un-groupe localement fini, dans leduel nous supposons que tout
p-sous~groupe est obélien &lémentaire. En particulier, tout
p-sous~groure est d'exposant premier ; mais ceci est une conédi-
tion suffisante pour que G, localement fini, scit un g, ~groupe
(voir propcsiticn 4.3).

Revencns meintenant & la structure des groupes finis
(ou localement finis) qui sont & la fois des g,~groupes et

des um=-grcupes.

A) - Cas des groupes finis.

Si, dans le théordme sur les um-groupes finis (pro-
position L4.2) nous supposons de plus que G est un G, ~Eroupe,
nous tirons les conséquences suivantes :

1°) Tous les sous-groupes de SYLOW de G sont ebéliens &1é-
mentaires (puisque ce sont des p-sous-groupes particuliers, il
suffit de leur eppliquer la proposition 4.6 ci-dessus) ; il
sera donc en particulier inutile de rajcuter l'hypothése que
les sous-groupes du type Pj sont abéliens élémentaires ; de méne
il sera inutile de préciser que les sous-groupes de SYLOW H

sont des m~groupes : étant abéliens, ils le sont autcratique-
nent.
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2°) Si un facteur direct H est du type
H= (PyXP,X...XP) VQ,
elors : Q est cyclique d'ordre prenmier q (car z, générateur
de §, est d'ordre qb, et on doit aveir b = 1 puisque G est
un gl-groupe).
Mais, comme b = 1, et comme 1lg bjg b quel que soit j,
on conclut que bj = 1 quel que soit j. Or , si i # j on a

b, # bj‘ La seule pessibilité cst que t = 1 : il n'y a qu'un

sous=groupe du type P dans H. Ainsi H s'é€crit simplenent sous

la forme : H = P\vQ, ou Q est cyclique d'ordre premier q, engen=~
dré var z. ;3 P est un p-sous-groupe de SYLOW (donc abélien &€lé=-
nentaire) avee p >a 3 de plus, au scus=-groupe P correspond un

nonbre r tel que

1 = xr\"xGP.

Donc , si un un-groupe fini G est un g, -Eroure, il =

r #1 (nod@ p) , r¥ = 1 (mo@ p) , et zxz”

nécessairement le structure suivante : tcut p-sous-grcure est
abélien €lénentaire , et :

G = Hyx Hox ooo ¥H_, ol
chague facteur direct est scit un sous-groupe de SYLOW (abélien
élénmentaire), scit un sous~groune du type PV Q déerit ci-dessus)
de plus, bien entendu, les cordres de deux facteurs directs
distincts sont premiers entre eux.

Réciproquement, si un groupe fini G a la structure
décrite ci-dessus, nous savons que c'est un une-groupe (car cette
structure est conforne & celle d8crite dans le proposition 4.2) ;
d'autre part, c'est aussi un g,~groupe, en vertu de la propesi=-
tion 4.3 ou de la proposition 4.6.

Mous pouvons Jdonc énoncer le théoréme suivant :

Thécréne (propositicn 4.7): 8cit G un groupe fini.

Le treillis T(G) des scus-groupes de G est géométrique si
et seulenent si tout p-sous-grcupe de G est abélien élé-
nmentaire et si G poss@de la structure suivente :

G = Hy» H2x ers %Hn ’ ol




1°) - deux facteurs cdirects H, et Hj distincts ont
des ordres preniers entre eux ;
2°) « cheque facteur direct H; est :
- 801t un sous=groupe de SYLOW de G ;
~ s0it un sous-groupe du type suivant : H = PvQ, cu
a) P est un sous~groupe de SYLOW de H, associé au
ncmbre premier p 3
b) Q est un sous-groupe de SYLOW de H, associé& au
nonbre prenier q ;3 Q est eyclique, d'ordre gq,
engendré par un &lément 2z
c) p>q
d) au scus-grcupe P correspond un ncndbre r tel que
r 1 (mod p) , r%= 1 (nod r) et
2xz” L = xT quel que scit x€P.
Rema.que : Dans les scus-groupes du tyre E = PVQ,
nctons que les sous=groupes P et § sont prermutables. En effet,
soit xE&P, et zj(—:Q. Nous avcns
29xz™d = zj"l(zxz-l\z'j+l = gd=lyT,mitl

.- - -. '- 2 "o
= 2972 (2x%2 l)z J¥25 pI-2,re, mdt2

[ %

_ - 7 Ly _ .r
bl BN B —Zx Z "‘x ;

: t2 : J ri
ce qul ncus permet d'écrire : zx = x° zv 3 de plus, nous en

déduisons : . ]
zq-'szj = xrq~a’ soit xzj = zjx q~a.
Donc PQ = QF.

En particulier, on conclut que tout élément de PvVQ,
qui est prcduit fini 4'élénents de P et d'élénents de Q, peut
s'écrire sous la forme d'un produit de deux &léments seulenent:
1'un appartenant & P, l'autre appartenant & Q.

YEPVA —> vy = zjx = x’zk.

Nous pouvons de plus affirmer que P est un scus-

groupe nornal de PV Q. En effet, scit y € P V Q ; nous pouvons
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dcrire y = z9x' (ol x'€P ). Soit alors xe P ; pcscns

~1
x" = xx' ~. Nous avens

Yxx'-l = yx" z9x'x" = szl (avec x, © x'x"e P),
dcne yxx = X A 3 j
Dene yx = xi zdx' = xi y = xzy, c'est & dire yPC Py.

Une démonstration semblable conduit & yP DDly.

B) - Cos des groupes infinis localement finis.

Les démonstrations feites ci~dessus dans le cas des
groupes finis sont immédiatement appiicables'aux groupes loca-~
lement finis qui scont & la fois des g, ~egroupes et des unm-groupes
Lo seule différence de structure entre de tels grcocupes locale-
ment finis, et les grcupes finis étudiés ci-dessus tient

- d'une part au nonbre des facteurs directs, qui peut
ici &tre infini,

- d'autre part, & la nature des sous-groupes P dans
les facteurs directs du type H = PY Q : ici P est un sous-
groupe dont l'ordre peut €tre infini.

Compte tenu de ces remarques, 1'énoncé du théoréme
décrivant la structure des groupes localement finis dont 1le
treillis des sous-grcupes est géométrique est le suivant :

Thécréne (prcposition 4.8) : Scit G un grcupe

localenent fini. Le treillis T(G) de ses scus—~grcupes est
géométrique si et seulement si tout p-sous-groupe de G
est abélien élémentaire, et si G possdde la structure sui-
vente : G est produit direct (ayent un nonbre fini ou
infini de facteurs ) de scus-groupes tels que :
1°) - Les ordres de deux &léments pris dans 3Jeux fac=-
teurs directs distincts sont premiers entre eux ;
2°) « chaque facteur direct H est :
- 80it un p=sous-groupe de G ;
- scit un groupe du tyre suivant : H = Py Q, cl les sous=-

groupes P et Q ont les m&mes propriétés a), b), c), 4)
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aue dans le thécréme précédent, avec tcutefois la diffé-
rence suivante : P est un p~sous-groupe pouvant &ventuel-

lenent &%re infini (nais le nombre r qui lui est associé
est fini).

C) = Quelgues exenples .

Ncus donnons ci-desscus quelgues exenples de grourpes
finis, dont le treillis des sous=groupes est géorétrique. Il
s'agit de groupes non ab&liens de la fcrme PVQ décrite dans
1'énoncé de la vroposition 4.7 ci-dessus (des exenples de
groupes oabéliens ont été donnés & le fin du chapitre 3).

Prenier exenmnple : Le groupe d'ordre 6 = 2 y 3, dcnt

la table cpérative est dcnnée & la figure 6 & ;3 un tel groure
adnmet trois sous-grcupes d'ordre 2 (ecngendrés respectivenment
par & , b et c¢),et un scus-groupe A&'crire 3 (engendré per 4@,
cu paer f). Un tel groupe est de la fcrme Py Q, cid P=(2)=(f)
est un p-sous-groupe ahélien é&lémentaire (p=3) ; 0=(a) est
eyclique d'crdre premier ¢ = 2 3 l'entier r correspondant
& P est ici r = 2, lequel vérifie bien les propriétés requises :

2 %1 (nod 3) , 22 = 4 = 341 1 (mod 3), et

ede”t = ada = £ = &° R afa™t = afa = 4 = £°,

Le treillis des sous-groupes est représenté par le

diagremmne de lz figure 6b.

b

H 0T P o

H o 0 T OO e
0O o H M o0 O e
©® 0 e W

o e 0O M 00
O = o P O @ i
om0 P 0 O I

fipgure 6a figure 6b
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Deuxiéme exenple : Le groupe d'ordre 10 = 2x §5,

dent la table opérative est donnée 4 la figure Ta j un tel .

groupe adnmet un sous-groupe d'ordre 5 (engendré par a) et cing
sous-groupes d'crdre 2 (engendrés respectivement par b, ¢,

d, £, g). Un tel groupe est de la forme PV Q, ol P = (a) est
d'ordre p = 5, ol Q@ = (b) est cyclique d'ocrdre 2, et ol
l'entier r correspondant & P est ici r = 4, lequel vérifie les
propriétés requises

b 1 (med 5), 42 = 16 = 15 +1 =1 (zo0d 5), et
beb“Llebad = a”, b2l = bap = &3 = o = (a2)¥,
badb = a° = at? = (33)h, bahb 6 4

o = at® = (a

. Le treillis des socus-groupes est représenté par le
diagramme de la figure Tbh.

= a a2 a3 ah b c d f e
e e a a2 a3 a.h b c d b if 14
a a a2 a3 ah e o b c a g
a2 a2 53 ah e a f e b c a
a3 a3 a.h e a a2 d f e b ¢
ah ah e a a2 a3 c d f e b
b ¢] c d T fad e a a2 a3 ah
c c d f fud b a e e a2 a3
o4 d f 2 b c a3 ah e 8 a2
T £ 24 b c d 8 a3 ah e 8
8 g b ¢ d f a a2 a3 ah e

figure Ta.

7

fipgure Tb.
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D) - Remargue : La non contradiction des conditions g
et g, (propesiticn 3.8) a é€t& largement démcntrée par les

exemples donnés de groupes dont le treillis des scus-groupes

1l

est zéométrique. La ncn indépendance de ces deux conditicns a
6té en rartie démontrée par l'exemrle des zroupes hamiltoniens
(propositicon 3.13) qui satisfont g, sans satisfaire By Pour
€tre complet, il aurait fallu trcuver un exenple de 8y =@rcupe
gui ne seit pas un une~groupe ; ce prcbldéne est pour le nonent
cuvert,
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CHAPITRE §

Structure des groupes dont le treillis des
sous-groupes est : un produit de treillis
géométriques, une géométrie projective,

une géométrie distributive,

La structure des groupes dont le treillis des sous-
groupes est géométrique étant connue, nous allons €tudier dans
le présent chapitre la structure des grcupes dont le treillis
des sous-groupes est géonétrique et satisfait & certaines
conditions supplénentaires. Ce seront les grcupes dont le
treillis des sous-groupes est :

- un produit de treillis géométriaues,

- une géonétrie projective,

- une géométrie distributive.

1. Structure des groupes dont le treillis des sous=-groupes
est produit de treillis g€ométriques. '

Il s'agit d'un cas particulier de groupe dont le
treillis de sous-rroupes est décomposable en produit direct non
trivial.

Au sujet de tels groupes, nous avons le théoréne
suivant (RIBEIRO, 1948, p. 4 ; SUZUKI, 1956, »n. 5, théordme h4):



Preoposition 5.1 ¢ Le treillis T(G) des sous~-grounes
d'un rroupe G est produit CGirect de treiliis T (£ €T)

f
si et seulenent si G est lui-nine nro-

~ T, (f €7)

et que l'crdre de tout &lénent de Cp est fini et preniecr

avec l'ordre Ade tout &lfément de G1_1 (n # £).

Fn ce quli concerne particulirement les treillis

es)
duit direct de pgroupes G, tels que T(Gf)

623

I

W

cnétrigues, nous avons &'autre pert la prerriété suiveante
(DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 277, théordze 9):

FaRs

Preposition 5.2 ¢ Le prcduit cardinal d'un nembre fini

cu infini de treillis géométriques est un treillis géoné-

trique. Réciproquement, si un treillis glométrique ecst
prnduit cardinal 3'un nombre quelconque de treillis, chacun
de ces treillis ecst géonétrique.,

La synthése des deux propositions 5.1 et 5.2 ci-dessus
nous permet alors d'éunoncer :

Théordne (nropesiticn 5.3): Un groupe G a pour

treillis de sous=groupes T(G) un treillis géonétrique décompcs
sable en prcoduit (non trivial) de treillis gécmitriques si
et seulenent si :

m\

=~ G est lul-nZme déconposadble en produit direet (non
o}

o
w3
®
7]

trivial) de scus-gr Cp (f©€F feonille da'irdices), tels

que l'ordre de tout élément de G, est fini et prenier avec
l'ordre de tout élément de Gh (h # £)

b
- chaque G, a pour treillis de sous=-groupes un treillis
géonétrique

De plus, si ces demx conditicns sont remplies, le

. treillis T(C) est produit des treillis T(Gf).



Trxennles ¢

1) Cos dea grounes finis, Auw chapitre précédent, ncus eveons
vu(yvecpositica #4.7) qu'un groupe fini G dont le treillis des
sous=rroures est péondtrique satisfeait aux ccnditions d'eprli.
cation du théorérme ci-d&essus : G c¢ct nroduit direct de sous-
groupes Hi ; las ordras dso Hi et Hj ccut Treriers entre eux si
. 4 s
1% J'
G = H, X H2 K ses X Jm’ dcne

(&) = T(Hy) x T(Ey) x eee ¥ T ).

2) =« Cos das oV infi“iﬁ loenlemant finis. Mine ch

vt L - -
cdes orires finis preniers entre eux , il s'crnsuit que T(2)
est produit des treilliis des sous=grcupes de ces faclicurs
direc*ts.
2. Strusture des grcoupes dont le treillis des sous=-greovnes ect
une ¢ ~rojecuive.,

s ane propriétl carcctéristique des néon

é
DUBREIL~JACCTIN, LESIEUR ct CROISCT, 1953,

X
-
13
(¢}
o
[
o)
s}
e}
e
o
e
o
o)

=

Alcrs, ccmpte tenu d'une part de la propriité carac-
téristique ci~dessus, d'autre part de la siructure des groupes
dont le treillis des sous-frcuypes est un treillis péonmétrique
(provositicn 3.8), nous pouvons dire gu'un grcupe G a ncur
trcillis de sous~groures une péométrie projeciive si et scule=-

rent si ce groupe satisfait aux trcis conliticons suivantcs
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condition €, : G est un g,-groups

condition gy ¢ G est un um~groupe ;

condition 6y * G est un nm-groupe.

En fait, la condition &y inplique la condition 8o

car :
- tout treillis noduleire est semi-rodulaire (DUBRBIL-
JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 8k)
- tout treillis semi-nodulaire est seni-nodulaire supérieu-

renent (DUBREIL~-JACOTIM, LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 8T
lenne 1).

.
3

Il est donc suffisant &'éncncer :

Théoréne (proposition 5.5) : Le treillis T(G) des
sous-groupes d'un groupe G est une géonétrie prcjective si

et seulerment si G satisfait sux deux conditions suiventes :

condition By ¢ G est un sous-groupe 3

condition &y * G est un n-groure.

B) Cas des proupes finis ou localement finis.

Le question des grouves finis ou localenent finis

dont le treillis des scus-groupes est unc géométrie projective
peut €tre evordée de deux fagons :

- directement, par l'étude de la structure des groupes
finis ou localenment finis qui sont & la fois des ¢, -groupes
et des n~groupes

- indirectement, par l'intermédiaire du théoréne de d&conm=-
posabilité (proposition 5.1), applicable ici car si le treillis
des socus-groupes d'un groupe fini ou localement fini est

géonétrique (et a fortiori lorsque il s'agit &'une géonétrie

projective), un tel groupe est décomposable en produit direct
(voir propositions 4.7 et L4.8).,

Nous nous bornerons & l'étude indirecte, plus rapide
et plus intéressante.
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Nous avons la proposition suivante (DUBREIL-JACOTIN,
LESIEUR et CROISOT, 1953, p. €3, propriété 5)

- I

Tropoaition T.€ i Ua predult cardiaal gfalral cu

restreint d'un nombre quelconoue de treillis moduleires

est modulaire. Réciproquerient, si un produit cardinel

général ou restreint de treillis est nodulaire, chacua de

ces treillis est modulaire.

Compte tenu de la proposition 5.1 et de la proposition

5.6 ci-dessus, nous pouvons dire que, si G est fini ou locale-
ment fini, le treillis T(G), supposé réonétrique, est produit
de treillis 3de sous-groupes T(H), et est donc modulaire si et
seulement si chaque T(H) est modulaire. Voyons alors & quelle(s)

condition(s) chaque treillis T(E) peut &tre modulaire.

Cas ol le groupe G est fini. Supposons que T(G) est

géométrique. Alors la structure de chaque facteur H (voir pro-
position 4.7) est telle que chague sous-groupe H est un
"P-groupe", terme désignant (SUZUXI, 1956, ». 1l1) tout groupe
fini de 1'un des deux typres suiveants

- type 1 : un p~groupe abélien élénentaire ;

- type 2 : un groupe engendré par al, 32, cevy an et b
avec les relations a.® = b% = e, a.a, = a.a, ,
i 17 J1
1

baib- = air, ol r $# 1 (nod p), r% = 1 (moa p).
SUZUKI (méme référence) cite de plus la prorriété
suivante (BAER, 1939 ; IWASAWA, 1941 ; SUZUKI, 1951) :

Proposition 5.7 : Le treillis des sous-groupes d'un
P-groupe est irréductible, complénmenté, modulaire, et un

P-groupe du type 2 a le méme treillis de sous-groupes

qu'un P-groupe de type 1.

Ceci nous améne donc, dans le cas des groupes finis,
& la conclusion suivante :
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Thénréme (proposition 5.8): Le treillis des sous-

groupes d'un groupe fini G est unc géonétrie projective

si et seulerment si T(G) est un treillis géométrigue, c'est
4 dire si et seulerment si G a la structure décrite 4 la
proposition L.T.

Cas od le groupe G est infini localement fini.fn ce

qui concerne les n-groures infinis locelement finis, nous avons
la propriédté suivante (IWASAWA, 1943, théorlme 2 et 3 :
SUZUKXI, 1956, p. 22, théordme 18) :

Provosition 5.9 : Soit G un m-groupre localenent fini.

Alors G est prcduit direct de grcures tels que deux élénentr
rris dans deux facteurs directs distincts ont des ordres
preniers entre eux, et que chaque fecteur direct est :
- solt un p-groupe noduleire ,
- soit un groupe engendré par P et u, ou :
a) P est un p-groupe ebélien €lérmentaire ;
b) u est un élément d'ordre q° (p > q) ;

-1.

. - r
c¢) quel que scit x€ P, on & uxu x~ avec

r $ 1 (rod p), r? 1 (mod p).

Dans l'énoncé de cette propcsiticn 5.9, il n'appa-
rait pas que la réciproque ée cette pronrilété soit vraie.
En fait nous allons rontrer qu'il en est bien eainsi.

Soit un groupe G, lccalement fini, produit direct de
facteurs pcssédent les propriétés décerites & la propcsition 5.9.
Hcus devons démcntrer que G est nodualire ; compte tenu des
propositions 5.1 et 5.6, il suffira de montrer que tout groure
engendré par P et u, od P et u possddent les propriétés a), b),
c), de la nroposition 5.9, est un m--groupec.

Sunposons donc que G est un tel groure, engzendré par
P et u. Montrer que G est un m-groupe, c'est montrer, par défi-

nition de la mcdularité, que, ¥, Y et Z d&signant des scus-



groupes de G

X g2 =) Xv(yaz) = (XvY)AZ vy
Par ailleurs, remarauons (DUSREIL-JACOTIN, LESICUR et CRCISCT,
1253, D. 59, remarque 1) qgue &nzas toit trciliis

Xg 2 = XV{Y AZ) (X VYY) AL VY
La démonstration de leo mcdularitd se résumera deore &€ la éémense
tration de :

X¢ 2 = XV(YTANZ) 2 (XVY)NZ vY

Soit alors un élément x& (X YV ¥Y) A Z 3 cn zartienlier

x€ XYY, clest & dire :
n

Autrenment @it x &€ X' ¥ Y' gvee :

X =

X' = (al,ag,...,an) <X
Y Y

(X' et Y' dépendent de 1'&1%ément x ; de plus, ce sont des grcupes

(byabyreeesd ) &
finis, car chacun est engendr? per un normbre fini d'élénments
de G, groupe localenent fini).
Poscrs d'eutre part 2' = (al,ag,...,an,x). Conne
x e X'YY', necus avons 2' < X' ¥V Y'. D'autre prert, conme x €2°',
nous pcuvons éecrire que x € (X'V Y') A Z2', Rerarquons :

- gque Z! st un groupe fini, dépendent de x 3

L

e
- que X' ¢ 2' 3
<

]

- 1
cue Z'

Considérons maintenant le fait que 6 = P v (u), ol P

et (u) sont ades sous-greouvpes pernutzbles. Cela entralne que :

Ji J3
2; = p;u (p.€ P, u ™~ € (u) )
k3 . 3
= ' ' =
b, = p'.u (p';€ P, u € (u))
C'est & dire que X'V Y' , qui est engerndré por l'ensecble des
a; et des b, (i =1 & n) peut éralenent &tre ccnsidéré corne
j . k

- 1
engendré par l'ensemble des Pi» des p'i, des u et des u .
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Done finalenent :

N

n~

———

Lo]
'_l

-

L]

v

3

tiernant tous 4
©33 &), t) et c),

, 1 : 1 =18 n), groupe cue ncus disisnercns

que ce sont Ces €4
F). Paor coneéaquent, cocnnte tenu des pron
le groupe (p.
rer P', est un P-grouvpe Au type 2, au sons de ls proprositicn
5.7 ci~dessnz, P° , est rme q» memrine. P' oconticet ccure
sous-greounces, notamment, X', Y' et Z' ; conmme c'est un a-grounc,
nous avons

(X' v Y'Y Az = X'V (Y AN2ZY)
cr : X' & X, Y* £ 71, et 2' Z 3 2one ¢
Y'AN Z'<€ Y AZ et rvar suite X'V (Y' A Z') K X N(Y Nn7).
Nous avons donc montr3 gue, si x € (X VY)A Z, cn a
€ (X'Y Y'Y A 2", et que :

(z' v Y'Y A Z'= X'V (Y' A 2') s ¥V YA 2), éene

€ X V(YA 2Z), ce qui mentre que
€2 == (XVY)NZ X V(Y ANZ) VY.
La modularité est donc dénontrée.

En résumé :

Proposition §.10 : Un groupe G, locclement fini, est

un n-groupe si et sculement si il & la structure en produit
direct décrite & la proposition 5.9.
Ainsi, si nous comperons la structure des n~groupes
localement finis (propositions 5.9 et 5.10) & 1la structure
des groupes localement finis dont le treillis des sous~groures
est géométrique (propositions 4.7 et 4.8), ncus consteotons
que ces derniers groupes sont des m-groupes. Par conséquent :

Théorldme (pronosition S.11) : Le treillis des sous-

grocupes d'un groupe G localement fini est une pglonmétrie
projective si et seulement si T(G) est un treillis géoné-
trigque, c'est a4 dire si et seulement si G a le structure

décrite & la propositicn L.8.
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3. Structure des groupes dont le treillis des scus-proupes_est

une géoméitrie distridbutive.

Dans le présent pareagrarhe, nous ncus intéressons aux
groupes dont le treillis des sous-groupes est A la fois zéoné-
trique et distributif. La distributivité est une condition
plus restrictive que la modulerité : une géonétrie distridbutive
est une géonétrie modulaire (ou projective) particulicre.

Zn appelant d-groume tout groupe dcnt le treillis des
sous-groupes est distributif, nous avons la pro,riété suivante:

Propositicn 5.12 : Le treillis T(G) des sous-groupes

d'un groupe G est une géométrie distritutive si et seule-
nent si ce groupe satisfait aux deux conditions suiventes:
conditicn £y ¢ G est un gy -zroupe ;
condition Gy ¢ G est un d-groupe.,

Démonstration : Cette double caondition est nlcessaire.

En efﬁet, la condition 6, est nécessaire pcur que T(G) soit
géonltrique; la condition ;) est nécessaire pour gue T(G) soit
distridbutif.

Cette double conditicn est suffisante. En effet, un
treillis distributif est modulaire (DUBREIL-JACOTIi, LESIEUR
et CROISOT, 1953, p. Tk, remarque 2). Dcnec tout grecupe satis-

faisant sux concditions gy et €), satisfait 2 fortiori aux

conditions g, et Gg> o€ qui prouve que le treillis des sous=-
groupes d'un tel groupe est unc géonétrie projective, donc
un treillis géoméitrique. Par ailleurs, la condition g, est
égalenent suffisante, par d&finition, pour que ce treillis

soit éistributif.

Etude détaillée de la structure des prounes satisfeisant sirul-

tanément aux conditicns £q et_ﬁh.

-~

Les grouves satisfaisant & la condition Gl » c'est
& dire les d~groupes, ont une structure ccrnnue d'aprds 1la
proposition suivante (ORE, 1938, p. 267, thdoréme 4 ; SUZUKI,
1956, p. 4, théoréme 2) :
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Proposition 5.13 : Un groupe G est un d-groure si et
seulement si le groure G est loczlenment cyelique (clest &
dire : tout souswensendble fini d4'élérents de G engendre
un sous-groupe cyclique).

Une conséquence imrédiate est iz suivante @ un greupe

fini G est un d-groupe sctisfaisant 4 la ccnlditicn Cy si et
seulement si G est un glmgrcupe cyecll (sa structure est done

bien connue : voir ci-avant chapit
e

~

La structurec des c~groupes infiris, soetisfeisant &

vidente., Ncus ellons 1'étu=-

fD\

la condition gy n'est ras sussi
dier ci~dessous,

Tcout d'aberd, il est importont de remarquer la pro-
rriété suivante :

Proposition 5.14 : Tout groure G localement cyclique

est ab&lien.

En effet, dans un grcupe G localement cyclique, cdeux
€léments quelconques a et b eangendrent un scus=-groune (e) v(v)
qui, par cdéfinition, est cyclique, donc ebélien. C'est dire que
a et b, &€lénents de ce groupe 2bélien (a)v (b), connutent :
ab = bda.

Donc les groupes satisfeisant a2ux conditions Gy et
g), sont nécessairement des grcupres abéliens périodiques. Le

structure de ces derniers est connue (voir propesition 3.10) :

un groupe G, péricdique abélien, est produit direct d'un
nonbre fini, ou infini dZnondbradble, de scus=-grcupes prinaires
par rapport & des nombres prenicrs distincts

G =G G Y soeo G Y aue
pl, Po 2%

G # G = D F M.
P; Fj 1 J

Ncus pouvens donc appliquer & un tel groupe le
théoréne de décomposabilité (proposition 5.1), ce gqui nous
pernet d'affirmer que le treillis T(C) est lc prcduit des
treillis T(GP)'
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Mais d'autrz part, nous avens (CUBREIL~-JACCTIN,
LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 79, propriété 2) :

Prcnesition 5.15 : Le produit cardinal pénérrl ou

restreint d'un nombre quelconque de treillis distributifs
est distributif. Réciprogquement, si un prcduit cardinal
général ou restreint de treillis est disiridbutif, chacun
de ces treillis est distridutif.
Done ici : T{G) est distributif si et sculement si
chaque T(Gn) est distributif. Yous avcns ainsi ramené le pro-

-~

bléme & 1'étude de la structure des p-groupes avéliens qui sont
& la fois des d-groupes et des gq-groures.

Soit Gr un groupe localement cyclique, qui est & la
fcis un p-groupe et un g,-froupe.

Supnosons que GP est fini. Nous avcns vu que Gp est
un 4 =-groune si et seunienent si G‘ est cyclique. Gp est elors
engendré nar un &lenment d'ordre pk (ruisque c'est aussi un
p-groure) ; ccemme de plus ¢n suphose que Gp est un gl-groupe,
on a k = 1, ce qui signifie que GP est un groupe cyclique
d'ordre prenier p.

Supposons neintenant que Gp est infini. Soient a et b
deux &lénments de G_, non ncutres, et tels que (a) # (v).

Alors ces deux &léments a ¢t b engendrernt un sous=-groupe, soit
(a) v (b)y; atordre fini pk avec k » 1, car :

- Gp, greuve péricdique localement cyclique, est
localement fini, et de plus c'est un p-groupe, donc l'ordre
de (&) v (b) est fini et &gal i pk;

- (a) v(b) contient au noins 2p-1 élérents, car
(a) # (v) :

- conmne pka 2p~1l > p, on a k > 1.

Or G est localement cyclique ; dcone (e)Vv (b) est
eyclique, d'ordre pk, avec k ?21l. Ceci est en ccntradiction avec
l1'hypoth@se que GI> est un g,~groure. Il est dome irmpcseidle

qu’un groupe GP, localenent cyclique, & la fois p-groure et
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et gy-groupe,_soit infini. Done :

Proposition 5.16 : Un n-groupe Gpﬂest-ﬁ la feois un

g,-groupe et un d-r~revwvne si et seulenent si Gp est cyeli-
que d'crdre fini et prenmier p.
Dcenc, conpte tenu des rwrcpositicms S.1, 5.15, et
5.16, nous pouvons énoncer :

Propecsition 5.17 : Une conditicn nécessaire pour que

le treillis T(G) des sous-groures 4'un g,-Groure G scit
¢istridbutif est gque G soifr prcduit direct 3'un nombre fini
cu infini de groupes cycliques dont les crdres sont

preniers et preniers entre eux deux 2 Ceux.

Cette ccndition est-clle suffisante 7 Scit G un
groupe rroduit direct d'un nordbre fini ou infini cde groures
cycliques dont les ordres sont preniers et preniers entre eux
deux 3 deux :

G = P17 Pz* cee X Pn~¢... . Pi d'crfre prenier Py»

Dy # D; si i #J.

Cheque facteur direct P; est cyclique, édonc, d'aprés
le proposition 5.13, Pi est un d-groupe, c'est &8 dire T(Pi)
est distributif.

D'autre part, les ordres cées facteurs directs Pi
¢tant finis et preniers entre eux, 1'énoncé de la prcpcsition
5.1 est applicabvle & G, de sorte que ncus evons :

T(G) = T(P;) » T(P,) % ... *» T(P_) # «.

Chaque T(Pi) étent distributif, il s'ensuit, d'upria
la proposition 5.15, que T(G) est lui.~n&ne distridutif.

En ccnelusion, nous pcuvens énoncer

Thécrine (propositicn 5.18) : Le treillis T(G) des

sous-groupes d'un groupe G est une pécnétrie distributive
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si et seulement si G est produit direct A'un ncnbre
fini ou infini de¢ rroupes cyclicues cdont les crdres

scent finis, premiers, et premiers entre eux deux &
deux.
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ANNEXES

l. Groupes primaires.

Un groupe G est appelé un grcupe prinaire s'il est
abélien et si les ordres de ses différents €léments sont des
puissances (finies) d'un néne nonbre premier p. On dit plus
précisément que G est un groupe p-primaire. Voir : DUBREIL et
DUBREIL-JACOTIN (1961) page 268 ; KUROSH (1960a) page 137.

2. Isomorphisme entre ensembles ordonnés.

E et E' &tant deux ensembles ordonnés, on dit qu'ils
sont isomorphes s'il existe une application bdijective f de E
sur E' qui ccnserve la relation 4'ordre , c'est &8 dire :
x {y &> x' ¢y (xe B, ye E, x' = £(x), y' = £(y))
T et T' étant deux treillis , ils sont isomorphes
(en tant que treillis) s'ils le sont en tont qu'ensembles ordon-
nés. Voir : DUBREIL et DUBREIL-JACOTIN (1961) page 173 ;
DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT (1953) paces 13 et 49.

3. Groupes périodiques .

Un groupe périodique est un groupe dont tout élément
est d'ordre fini. On dit aussi un groupe avec torsion, par
opposition aux groupes sans torsion (c'est & dire tels que
tout €lément non neutre est d'ordre infini).

L, Loi de couverture.

On dit que la loi de couverturc est vérifiée dans un
treillis si, B étant une variété et P un point non situé dans
B, la variété BV P couvre B. Par ailleurs, on dénontre que
la loi de couverture et le rostulat P2 des treillis géométri-
ques sont équivaelentes : voir DUBREIL-JACOTIN, LESITUR et
CROISOT, (1953) page 250.
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5. Semi modularité supérieure.

Un treillis est dit semi modulaire supérieurement
si B¥ A AB=> AVYBy A (voir : SATO (1949) page 135 ;
SUZUKI (1956) page 24). Cette nction cofncide avec la notion
de treillis satisfaisant 8 la condition C, de DUBREIL-JACOTIN

1
LESIEUR et CROISOT (1953) pages 62 et 87.

6. Réciproque de la loi dc couverture,

Dens un treillis, on dit que la réciproque de la loi
de couverture est véRifiée si, A et B étant deux variétés
By A =) B=ANPolP est ur point non situé dans A.
Voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT (1953) page 256.

J. Groupes hamiltoniens.

Un groupe hamiltonien est un groupe non abélien dont
tout sous-groupe est normal. Veir ZASSENHAUS ( 1958) pages
159 a 161.

8. Groupe abélien élérentaire.

Un groupe G est abélien Elénentaire s8'il est abélien
et si tous les éléments autres cue 1'&lément nentre ont pour
ordre un m&me nombre premier p. Voir ZASSENHAUS ( 1958)
page 1h2.

9. Exposant d'un groupe.

L'exposant d'un groupe peut &tre 48fini de plusieurs
fagons : voir ZASSENHAUS (1958), pare 108, exercices 2a, 2b,
3 et 4, Nous retiendrons par exemple : l'exposant est le plus
petit commun nmultiple des ordra des €léments du groupe. En
rarticulier, un groupe ab&lien &lémentaire (annexe 8) est un

groupe abélien d'exposant prenmier p.
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