
PUBLICATIONS DU DÉPARTEMENT DE MATHÉMATIQUES DE LYON

S. PONTIER
Demi-groupes dont le treillis des sous-demi-groupes est géométrique.
Groupes dont le treillis des sous-groupes est géométrique. Propriétés
annexes (thèse de 3ème cycle de la Faculté des Sciences de Lyon)
Publications du Département de Mathématiques de Lyon, 1966, tome 3, fascicule 4
, p. 1-66
<http://www.numdam.org/item?id=PDML_1966__3_4_1_0>

© Université de Lyon, 1966, tous droits réservés.

L’accès aux archives de la série « Publications du Département de mathéma-
tiques de Lyon » implique l’accord avec les conditions générales d’utilisation
(http://www.numdam.org/conditions). Toute utilisation commerciale ou impres-
sion systématique est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou im-
pression de ce fichier doit contenir la présente mention de copyright.

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques

http://www.numdam.org/

http://www.numdam.org/item?id=PDML_1966__3_4_1_0
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/


- 1 -

I N T R O D U C T I O N 

Voici une trentaine d'années, les travaux de BAER 

(1933, 1938, 1939) et de ORE (1937, 1938 a, 1938 b) ont 

fait ressortir l'existence du champ d'études suivant : 

celui des relations existant entre d'une part la structure 

d'un groupe G et d'autre part la structure du treillis 

T(G) de ses sous-groupes. 

Ce domaine commun à la théorie des groupes et à 

la théorie des treillis a donné lieu par la suite à de nom­

breux travaux dans deux directions principales : 

- d'une part, l'étude des relations entre la structure 

d'un groupe et la structure du treillis de ses sous-groupes : 

structure des groupes dont le treillis des sous-groupes est 

distributif (ORE, 1938 a ) , modulaire (IKASAWA, 19kl ; 

IWASAWA, 1 9 ^ 3 ) , semi-modulaire inférieurement ou supérieure­

ment (JONES, 19U6 ; SATO, 19^7 ; SATO, 19U9 ; ITO, 1951), 

complementé ou relativement complementé (ZACHER, 1952 ; 

ZACEER, 1953)« L'ensemble de ces travaux est brièvement 

résumé par ZAPPA (1956), repris en détail par SUZUKI (1956), 

et plus récemr.ont par KONTOROVIC, PEKELIS et STAROSTIN (l96l) 

(mémoire introuvable en France). 

-d'autre part, l'étude de problèmes du type suivant : 

les treillis des sous-groupes de deux groupes non isomorphes 
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(resp. non homomorphes) peuvent-ils être isomorphes (resp. 

homomorphes). Nous ne signalons ici ce type de problème que 

pour mémoire ; nous ne l'envisageons pas dans notre travail. 

Indiquons simplement que SUZUKI (1956) s'y étend abondamment 

et reprend l'ensemble des travaux effectués sur ce sujet ; 

ZAPPA (1956) résume ces travaux. 

Plus récemment, ce domaine de recherches s'est 

trouvé généralisé puisque, ne se limitant pas aux groupes, 

certains auteurs ont cherché les relations existant entre 

la structure d'un demi-groupe et la structure du treillis de 

ses sous-demi-groupes (SEVRIN, 196l ; EGO, 1963). 

Dans le présent travail, nous nous sommes donné 

comme but l'étude de la structure des groupes (resp. demi-

groupes) dont le treillis des sous-groupes (resp. sous-demi-

groupes) est géométrique. En ce qui concerne la structure des 

treillis géométriques, nous nous sommes appuyés sur l'ouvrage 

de base de DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT (ly?3) ; par 

ailleurs, nous avons largement utilisé les travaux cités 

plus haut sur diverses structures de treillis de sous-groupes. 

Nous avons aussi examine quelques structures plus particu­

lières : géométries modulaires (= projectives), distributi-

ves, affines, affines généralisées. Signalons qu'IWASAWA 

avait seulement étudié (19^1) les groupes tels que T(G) 

est un treillis de BOOLE ou une géométrie projective 

irréductible. 

Pour les demi-groupes, les problèmes que nous nous 

sommes posés sont facilement résolus par l'utilisation prin­

cipalement d'un théorème de EGO (1963 ) : nous avons décrit 

la structure des demi-grcupes dont le treillis des sous-demi-

groupes est un treillis géométrique (proposition l . U ) , une 
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géométrie projective (proposition l»6) f une géométrie affine 

(proposition l * l l ) 9 une géométrie affine généralisée 

(proposition 1.12)• 

Dans le cas des groupes, nous sommes arrivés à 

donner des théorèmes généraux sur la structure des groupes 

dont le treillis des sous-groupes est géométrique (propo­

sition 3.8)» une géométrie projective (proposition 5 - 5 ) > une 

géométrie distributive (proposition 5*12), un produit de 

treillis géométriques (proposition 5 » 3 K 

Lorsque le groupe G est fini ou localement fini, 

nous avons pu préciser davantage les structures des groupes 

G tels que T(G) est un treillis géométrique (propositions k.k 

et ou une géométrie projective (propositions 5*8 et 

5*11)• Nous établissons ainsi le résultat inattendu suivant 

(si G est fini ou localement fini) : 3i T(G) est un treillis 

géométrique, c'est aussi une géométrie projective ; nous 

ignorons si ce résultat est vrai pour un groupe infini non 

localement fini» 

Enfin, nous avons pu expliciter complètement la 

structure des groupes dont le treillis des sous-groupes est 

une géométrie distributive (proposition 5.18) 
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C H A P I T R E I 

Structure des demi-groupes dont le treillis des 

nous-déni-groupes est : une géométrie, une géométrie 

projective 5 une géométrie affine ̂  UHP. géométrie 

affine généralisée. 

Les travaux de EGO (19^3), faisant suite à ceux 

de SEVRIN (l96l), ont mis en évidence la structure des 

demi-groupes dont le treillis des sous-d^ni- groupes possède 

certaines propriétés usuelles : distributivité, modularité, 

semi-modularité, modularité ou semi-^caul^rité affaiblie, 

etc • . • 

Nous allons voir ici à quelles conditions le 

treillis des sous-demi-groupes d'un demi-groupe est un 

treillis géométrique (c'est à dire une géométrie). Nous 

verrons aussi dans quelle mesure cette géométrie peut 

être projective, affine, affine généralisée. 
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1. Structure des demi-groupes dont le treillis des sous-

demi-groupes esjt géométrique. 

Soit D un demi-groupe ; l'ensemble de ses sous-

deni-groupes, ordonné par la relation d'inclusion des sous-

ensembles, a \me structure de treillis : nous le noterons 

T?<D). Nous nous proposons d'établir des conditions néces­

saires et suffisantes, relatives à la structure de D pour 

que T(D) soit un treillis géométrique. 

Supposons d'abord que T(D) est géométrique, et 

rappelons une propriété importante des treillis géom4triques 

(voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953»p.272, 

t h é o r i e 3). 

C Théorème (proposition l.l) : Pour qu'un treillis 

/soit géométrique, il faut et il suffit qu'il soit semi-

/ modulaire, relativement complementé, atomique, complet 

p et A -continu. 

T(D) étant géométrique, il est semi-modulaire, donc 

il satisfait à la"condition C ^ 1 (voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR 

et CROISOT, 1953, P- 37, lemme 1, et p.90, propriété 2). 

Puisque T(D) satisfait à la"condition C 1

, f,il satis­

fait aussi à la "condition (voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR 

et CROISOT, 1953, p. 62, lemme l ) . 

De plus, T(D) étant géométrique, il est relative­

ment complementé, donc il est complementé. 

En conclusion, si T(D) est géométrique » il est 

complementé et satisfait à la "condition Cg". Or, citons 

ici un théorème de EGO (EGO, 1963, p. 200, théorème 8.U) : 

. Théorème (proposition 1.2): Il y a équivalence 

c entre les quatre propositions suivantes : 

S 1) T(D) est égal à Gp(D) 

? 2) T(D) est un treillis de Boole 

\ 3) T(D) est complementé et satisfait à la condition C 0 

' k) D est idempotent et de type ef * e ou f. 
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Donc, si T(D) est géométrique, cela suppose que 

D vérifie la condition 3 du théorème ci-dessus, donc aussi 

D vérifie les trois autres propositions de ce théorème(puis­

qu'il y a équivalence entre ces quatre propositions). 

Par conséquent, chacune des quatre propositions du 

théorème de EGO constitue une condition nécessaire pour 

que T(D) soit géométrique. 

Réciproquement, ces conditions sont-elles suffi­

santes ? Pour montrer que chacune des quatre conditions 

entraîne la propriété "T(D) est géométrique' 1, il nous sufira 

de le montrer seulement pour l'une d'entre elles, en vertu 

de l'équivalence entre les quatre propositions. 

Supposons donc maintenant que D scit un demi-groupe 

vérifiant la condition 1 du théorème de EGO : M T ( D ) est 

égal à 3^(D)" ( S?(D) désigne l'ensemble des parties de 

D ) . Dans ce cas l'union A V B dans T(D) s'identifie à la 

réunion A(JB dans ^ ( D ) . Et comme par ailleurs il y a tou­

jours identité entre : 

-l'intersection A Д В dans T(D) et l'intersection A O B 
dans ? ( D ) , 

- la relation d'ordre A ^ В dans T(D) et l'inclusion 
A Ç B dans HP(D). 

nous pouvons conclure que T(D) et ^P(D) sont égaux non 
seulement comme ensembles d'éléments, mais comme ensembles 
munis de la structxire de treillis avec les opérations 
rappelées ci-dessus• 

Or, nous avons la propriété suivante : 
Proposition 1.3 Etant donné un ensemble E 

quelconque, 1'ensemble E) de ses parties est un 
treillis géométrique, avec l'inclusion comme relation 

d'ordre, et la réunion et l'intersection usuelles comme 
opérations. 

La démonstration de cette propriété est immédiate, 
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Il suffit de vérifier que £p(E) satisfait bien aux quatre 

postulats définissant la structure de treillis géométrique. 

Une conséquence immédiate de la proposition 1.3 

est que, si TCO) est identique, en tant que treillis, à £P(D), 
alors T(D) est géométrique. 

Donc la condition 1 du théorème de EGO entraîne 

que T(D) est géométrique. 

Donc chacune des quatre conditions de ce théorème 

est une condition suffisante pour que TÍO) soit géométrique. 

En conclusion, nous pouvons énoncer le théorème 

suivant : 

Théorème (proposition l.U) Le treillis T(D) des 

sous-demi-groupes d fun demi-groupe D est géométrique si 

et seulement si D vérifie l'une quelconque des quatre 

conditions suivantes (qui sont équivalentes entre elles): 

1) T(D) est égal à £P(D) 

2) T(D) est un treillis de Boole 

3) TÍO) est complementé et satisfait à la condition 

h) D est idempotent et de type ef « e ou f. 

2. • Structure des demi-groupes dont le treillis des sous-

demi-groupes est une géométrie projective. 

Une propriété fondamentale des geometries projec-

tives est la suivante (voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT 

1957» p. 287, théorème 5) : 

Proposition 1.5 Pour qu'une géométrie de dimension 

finie ou infinie soit projective, il faut et il suffit 

qu'elle soit modulaire. 

Dans le cas qui nous intéresse ici, D étant un 

demi-groupe, T Í O ) sera une géométrie projective si et seule­

ment si les deux conditions suivantes sont remplies : 

- T ( D ) est un treillis géométrique (voir proposition l J O ; 

- T ( D ) est un treillis modulaire. 
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Or,dire que T(t>) est un treillis géométrique, est equi­

valent à dire que T(D) est un treillis de Boole (condition 2 

de la proposition l . U ) . 

Mais un treillis de Boole est toujours modulaire. Par 

conséquent la condition f îT(D) est géométrique 1 1 implique la 

condition ,T T ( D ) est modulaire" • D 1 où : 

Théorème (proposition 1.6) : Le treillis T(D) des 

sous-demi-groupes d'un demi-groupe D est une géométrie 

projective si et seulement si T(D) est un treillis géomé­

trique . 

3.• Structure des demi-groupes dont le treillis des sous-demi-

groupes est une géométrie affine, ou une géométrie affine  

généralisée. 

Pour que T(D) soit susceptible d'etre une géométrie affine, 

ou une géométrie affine généralisée, il est nécessaire que 

T ( D ) soit un treillis géométrique. Or nous avons vu, au para­

graphe précédent, que si T(D) est un treillis géométrique, 

il est aussi modulaire. 

Etudions alors la théorie du parallélisme dans les 

treillis géométriques modulaires (c'est à dire dans les 

geometries projectives). 

Soit T un treillis géométrique modulaire, il vérifie 

en particulier la "condition C| " (voir DUBREIL-JACCTIN,L23IEUR 

et CROISOT, 1953, p. 62 ; § 2 , propriété l ) , soit : 

x V 7 >^y — — x V>x /\y. 

La propriété "x est parallèle à y" , notée x ||y, 

dans un treillis géométrique T, est, rappelons-le la suivante : 

• x /\ y = 0 (élément nul de T ) 
x I |y <^ >̂ x v y >Q x ( donc y 4 0) 

Soient alors, dans T treillis géométrique et modu­

laire, deux variétés x et y, x étant supposé^parallèle à y. 
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On a donc : x V y y> x (définition du parallélisme;, 

donc aussi : y >ox y (condition C ^ ) , et comme x /\ y = 0 , 

cela signifie que y est nécessairement un point. 

Nous avons donc démontré l a proposition suivante : 

Proposition 1.7 : Dans un treillis géométrique modu­

laire, la relation M x est parallèle à y T T n'est vérifiée 

que dans le cas trivial où y est un point non contenu 

dans x. 

Une conséquence immédiate de cette proposition est la suivante : 

Proposition 1»8 : Dans un treillis géométrique modu­

laire, la relation "x et y sont parallèles , f n'est véri­

fiée que dans le cas trivial où x et y sont des points 

distincts 0 

Rappelons en effet que la relation tr x et y sont 

parallèles 1 1 traduit la double propriété M x est parallèle à y" 

(donc y est un point non contenu dans x ) , et "y est parallèle 

à x"(donc x est un point non contenu dans y ) . 

Examinons maintenant le cas des geometries affines 

et des geometries affines généralisées. 

Proposition lo9 : Un treillis géométrique modu­

laire n'est jamais une géométrie affine. 

En effet, une géométrie affine est une géométrie 

modulaire affaiblie, de dimension au moins égale à deux, 

vérifiant le postulat d'Euclide. 

Un treillis géométrique est, a fortiori, une géomé­

trie modulaire affaiblie, mais le postulat d'Euclide n'y est 

jamais vérifié : deux droites distinctes ne peuvent pas être 

parallèles, cette propriété étant exclusivement réservée aux 

points (voir proposition 1.8 ci-dessus). 

Proposition 1.10 : Un treillis géométrique modulaire 

est une géométrie affine généralisée si et seulement si 

ce treillis est de dimension au moins égale à trois. 
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En effet, une géométrie affine généralisée est une 

géométrie modulaire affaiblie, de dimension au moins égale à 

trois, vérifiant le postulat d'Euclide généralisé. 

Dans T, treillis géométrique modulaire (donc aussi 

modulaire affaibli), soit D une droite et scit P un point 

non situé dans D. D'après la proposition 1.8, il n'existe aucune 

droite X passant par P, telle que X et D soient parallèles. 

Le postulat d'Euclide généralisé, en vertu duquel il existerait 

au plus une telle droite X, est donc vérifié. 

La seule condition restrictive, pour qu'un treillis 

géométrique modulaire puisse être une géométrie affine géné­

ralisée, est la condition de dimension : celle-ci doit être 

au moins égale à trois. 

Revenons maintenant au cas du treillis T(D) des 

sous-demi-groupes d'un demi-groupe D. Supposons que T(D) soit 

géométrique ; il est donc aussi modulaire ; nous pouvons donc 

lui appliquer les propositions 1.9 et 1.10 ci-dessus, ce qui 

nous permet d'énoncer les deux théorèmes suivants : 

Théorème (proposition 1*11) : Le treillis T(D) 

des sous-demi-groupes d'un demi-groupe D n'est jamais 

une géométrie affine. 

Théorème (proposition 1.12) : Le treillis T(D) 

des sous-demi-groupes d'un demi-groupe D est une géomé­

trie affine généralisée si et seulement si T(D) est un 

treillis géométrique de dimension au moins égale à 

trois. 
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C H A P I T R E 2 

Structure dés groupes monogènes dont le treillis 

des sous-groupes est géométrique 

Pour déterminer dans quelles conditions un groupe 

monogène est susceptible d'avoir pour treillis de sous-groupes 

un treillis géométrique, nous distinguerons deux cas, 

exhaustifs : 

- le cas des groupes monogènes infinis (c'est à dire 

les groupes isomorphes à Z, groupe additif des entiers 

relatifs) : 

- le cas des groupes monogènes finis (appelés aussi 

groupes cycliques). 

!• Cas des groupes monogènes infinis : 

Soit G un groupe monogène infini, engendré par un 

élément x. 

G étant monogène, il est abélien, et par conséquent, 

deux sous-groupes quelconques de G étant permutables, leur 

union est identique à leur produit : 

A, B sous-groupes de G A \ J B « AB * BA. 

Une condition nécessaire pour que le treillis 

T(G) des sous-groupes de G soit géométrique, est que T(G) 

soit complementé (DUBREIL-JACUTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953, 

p. 270, théorème 3, déjà cité). Cette condition est-elle 

satisfaite par T(G) ? 
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Soit A un sous-groupe de G. Admet-il un complément 

dans T(G) ? Autrement dit, existe-t-il un sous-groupe B de 

G tel que : 

A y B - G et A A B - e ? 

A, sous-groupe d'un groupe nonogène, est lui-nême 

nonogène, engendré par un certain élément x 1 1, avec n ^ 0 

si A i {e} , et n 4 1 si A 4 G. 
Tout sous-groupe B de G est lui aussi monogène, 

engendré par x m . L'intersection A AB du sous-groupe A et 

d'un sous-groupe B quelconque contient nécessairement l'élé­

ment x n m « ( x R ) m * ( x E 1 ) n . A étant, dans le cas général, sup­

posé différent de G et de {e} , cet élément x n n ne peut 

être l'élément neutre que si m = 0 ; ceci signifie que B = {e} ; 

mais alors on ne peut avoir A V B = G, puisque A V B 3 A 

est supposé différent de G. 

Donc ; aucun sous-groupe de G, différent de G et 

de {e} , n'admet de complément dans T ( G ) . Ceci prouve que 

T(G) n'est pas complementé, donc pas géométrique. 

C Thé rêne (proposition 2.1) : si G est un groupe 

y monogène infini, T(G) n'est pas un treillis géométrique. 

£• Cas des groupes nonoflènes finis (ou groupes cycliques) : 

Soit G un groupe cyclique d'ordre n, engendré par 

un élément x : G « (x). 

Le treillis T(G) de ses sous-groupes, s'il est 

géométrique, est nécessairement de dimension finie, puisque, 

G étant d'ordre fini, T(G) a un nombre fini d'éléments. Nous 

pourrons donc nous limiter à discuter seulement des postulats 

P l * P 2 - e t - ^ 3 d a n s T(G)(le postulat P^ ne concernant que les 

treillis infinis). 

Une question préalable se pose : que sont les 

"points" dans T(G) ? Nous savons qu'il s'agit des "variétés 

couvrant l'élément nul" ; donc il s'agit de sous-groupes 
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n fadmettant pas de sous-groupe propre autre que {e} • Or, 

le premier théorème de SYLOW s Ténonce ainsi (voir par exemple 

DU3REIL et DUBREIL-JACOTIÏÏ, 196l, p. 73). 

Théorème (proposition 2 o 2 ) : si G est un groupe 

d'ordre fini n, et si cet ordre n s'écrit n = m p r (où 

p est un nombre premier , r^ 1 , m premier avec p ) , alors 

pour tout entier k tel que 1 s< k v< r, le groupe G admet 

au moins un sous-groupe d'ordre p . 

Ce théorème nous permet d'affirmer que, dans un prcmre 

d'ordre fini, les seuls sous-groupes qui n'admettent pas de 

sous-groupe propre autre que {e } sont les sous-groupes 

d'ordre premier. En effet, un sous-greupe dont l'ordre, supposé 

non premier, contient p r comme facteur (p premier , r >, 2), 

admet au moins un sous-groupe d'ordre p \ et d'autre part, si 

un sous-groupe de G est d'ordre premier p, il n'admet £as de 

sous-groupe propre autre que {e} (car l'ordre d'un sous-groupe 

d'un groupe fini est un diviseur de l'ordre de ce groupe, et 

p, nombre premier, n'admet pas de diviseur autre que 1 et 

lui-même). Nous pouvons donc énoncer : 

P^opo_31t ien_ g > 3 : Dans le treillis T(G) des sous-

groupes d'un groupe fini G, les "peints" sont les sous-

groupes d'ordre premier. 

Rappelons à ce propos que tout groupe d'ordre 

premier est cyclique. 

ïîous pouvons maintenant essayer de voir si les pos­

tulats P^, P^, sont vérifies par le treillis des scus-groupes 

d'un groupe cyclique. 

A) - Postulat P̂ ^ 

ZzlgLP j: oy\_ 2. h : Quel que soit le groupe G, le 

treillis T(G) de ses sous-groupes vérifie le postulat P^. 

En effet, le treillis T(G) possède bien un élément 

nul(qui est le sous-groupe {e} , réduit à l'élément neutre de 
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G ) , et un élément universel (qui est le groupe G lui-même). 

B) - Postulat 

Proposition 2.5 * le treillis T(G) des sous-groupes 

d fun groupe cyclique vérifie toujours le postulat Pg. 

En effet, nous savons qUe (DUBREIL et DUBREIL-

JACOTIN, 196l, p. 200, théorème 2, corollaire l) le treillis 

des sous-groupes d'un groupe abélien est modulaire. Mais un 

treillis modulaire est toujours semi-modulaire (DUBREIL-

JACOTIN, LESIEUR et CR0IS0T, 19R3, p. 8U). De plus, un treillis 

semi-modulaire avec élément nul et élément universel vérifie 

les postulats T?1 et ? 2 (DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CR0IS0T, 

1953, p. 251). Donc ici, puisque tout groupe cyclique est 

abélien, nous pouvons conclure que T( G) vérifie le postulat 

V 

C) - Postulat P^ 

Proposition 2. 6 : Une condition nécessaire et 

suffisante pour que T ( G ) , treillis des sous-groupes d'un 

groupe cyclique G d'ordre n, soit un treillis géométri­

que, est que n ne soit pas divisible par le carré d'un 

nombre premier autre que 1 ; autrement dit, n doit s'écri­

re sous la forme : 

n = P i P 2 # # , P k * P i P r e m i e r » p i * p j ) 

Démonstration : Supposons d'abord que l'ordre n de 

G s'écrive sous la forme n = m p r , avec p premier r y 2. 

Alors, d'après le premier téhorème de SYLOW déjà cité (voir 

proposition 2 . 2 ) , le groupe G admet (au moins) un sous-groupe 
2 

d'ordre p , soit H. Ce sous-groupe H peut-il être exprimé 

comme union de "pointe" ? De tels points, s'ils existent, 

sont nécessairement des • us-groupes d'ordre p. Mais H, 

sous-groupe d'un groupe cyclique, est lui-même cyclique, 
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engendré par un élément x d'ordre p • Dire que H est union 

de sous-groupes tous d'ordre p, c'est dire que, en particu­

lier, cet élément x est produit fini d'éléments tous d'ordre 

p. Or , si a et b sont deux éléments permutables, d'ordre p, 

alors leur produit est aussi d'ordre p. Donc dans G, groupe 

abélien (puisque cyclique), deux éléments quelconques sont 

permutables, et tout produit d'un nombre fini d'éléments 
2 

d'ordre p est lui-même d'ordre p. Donc x, d'ordre p , ne peut 

être produit fini d'éléments d'ordre p, et par conséquent H 

ne peut être union de sous-groupes d'ordre p. La condition 

indiquée est donc nécessaire. 

Réciproquement, soit G un groupe cyclique dont 

l'ordre n s'écrit sous la forme : n - P^Pg^'F^» l e s p i 

étant des nombres premiers distincts. Tout sous-groupe de G 

ect cyclique, et son ordre, diviseur de n, est lui-même . de 

la forme 
J l J 2 J s 

où les Pj sont certains des facteurs premiers p ^ f P 2>«••»?£• 

Par ailleurs nous savons (voir DUBREIL et DUBREIL-JACOTIN, 

196l,p. 269) que, si G est un groupe cyclique d'ordre 

S l S 2 S k 
n - P x P 2 . . . P k 

alors G est produit direct de sous-groupes cycliques primaires 

A l * A 2 * * * * * A k ' a v e c s 
ordre de A^ = p ^ 1 

(groupes primaires, voir annexe l ) . 

Donc ici le groupe G sera de la forme 

G = A x X A 2 x . . . y. A k 

où A^ est d'ordre p^ premier ; et de plu?, tout sous-groupe H 

de G sera aussi de cette forme, soix: 

H « A. y A. ><•••>< A. 
J l J 2 J

s 
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où A. est d'ordre p. premier. 
J i J i 

En* rappelant que, dans un groupe abélien, l'union 

de deux sous-groupes est identique à leur produit, ce résul­

tat signifie que tout sous-gToupje._H . f iBt union ..de s- points A. , 
°1 

A • , • • • • A» • 

Donc, toute variété étant union de points, ceci 

démontre que la condition est suffisante. 

En résumé, puisque le treillis T(G) des sous-groupes 

d'un groupe cyclique G vérifie toujours les postulats P 1 et P 2 , 

e.t- qu'il vérifie, le, postulat P^ si et seulement si l'ordre n 

de G est de la forme n = P T P Q . • «p v (p- premier, p.^ p. ) , 

nous pouvons énoncer le théorème suivant, qui détermine complè­

tement la structure des groupes cycliques dont le treillis 

des sous-groupes est géométrique : 

Théorème (proposition 2.7 ) : Le treillis T(G) des 

sous-groupes d'un groupe cyclique G d'ordre n est géomé­

trique si et seulement si n n'est pas divisible par le 

carré d'un nombre premier autre que 1 ; autrement dit, si 

n s'écrit sous la forme : n = p n p 0 . . * P v (p- premier,p.^ p.) 

.3. Conséquence relative aux groupes quelconques : 

Soit G un groupe quelconque, d'ordre fini p u infini. 

Soit T(G) le treillis de ses sous-groupes. 

Rappelons le théorème suivant (DUBREIL-JACOTIN, 

i,ESU£UR.et CROISOT, 1953, p. 270, théorème k) : 

Théorème (proposition 2.8): A 4 0 étant une variété 

d'un treillis géométrique, le segment £*0, A J est aussi 

un treillis géométrique \ pour que sa dxmension d soit 

finie, il faut et il suffit que la variété A soit de 

dimension finie égale à d. 

En vertu de la première partie de ce théorème, nous 

pouvons affirmer qu'une condition nécessaire pour que T(G) soit 

géométrique est que, quel que soit H sous-groupe de G, le 

http://sous-gToupje._H.fiBt
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treillis T(H) des sous-groupes de H soit lui-même géométri­

que ; ceci doit en particulier être vrai pour les sous-groupes 

monogènes de G. Donc, quel que soit x élément de G, le sous-

gtfoupe (x) engendré par x doit avoir pour treillis de sous-

groupes un treillis géométrique. Ceci ne pourra être réalisé 

que si cet élément x est d fordre fini et non divisible par 

le carré d'un nombre premier autre que 1. 

Définition : nous dirons qu'un élément x d'un groupe 

G satisfait à la condition g^,. si et seulement si l'ordre 

de cet élément x dans le groupe G est un nombre fini ; 

non divisible par le carré d'un nombre premier autre que 

li autrement dit» si cet ordre %st fini, de la forme 

n « Р Х Р 2 . . p k , P i premier , p i 4 p^. 

D'où le théorème suivant ? 

Théorème (proposition 2.9) : G étant un groupe quel­

conque, d'ordre fini ou infini, une condition nécessaire 

pour que le treillis T(G) de ses sous-groupes soit géomé­

trique est que tout élément de G satisfasse à la condi­

tion g.̂  définie ci-dessus. 

k. Etude du treillis des sous-groupes d'un groupe cyclique 

Avant de passer à l'étude des groupes dont tout 

élément satisfait à la condition ^ ( étude qui fera l'objet 

du chapitre 3 ) , nous allons étueier d'une manière plus détail­

lée l'ensemble des sous-groupes d'un groupe cyclique, en tant 

qu'ensemble muni d'une structure de treillis. 

Les propriétés ci-dessous sont classiques, ou 

découlent imméuiatenept de propriétés classiques (c'est 

pourquoi nous ne nous étendrons pas «таг lern? démonstration):; j 

néanmoins, nous les avons regroupées ici parce qu'elles ont 
leur place dans le cadre d'une étude détaillée du treillis 
des sous-groupes в #ип groupe cyclique. 



-18-

G étant un groupe cyclique, engendré par un élément 

8 1 5 2 3Y 

a d 1ordre n « p g :.. p f c

t o ; l'ensemble de ses sous-groupes,en­

semble ordonné par la relation d'inclusion entre parties de 

G, présente la structure de treillis définie de la manière 

suivante : 

- deux sous-groupes H et H 1 de G ont un plus grand mino­

rant commun, soit H A H 1 , qui est identique à leur intersec­

tion (au sens de l'intersection des sous-ensembles de G ) , 

soit H C\ H'. Donc : H C\ H' • H A H'. 

- deux sous-groupes H et H' ont un plus petit majorant 

commun, soit H \/ H', qui est identique à leur produit HH f 

(en effet, G étant cyclique, donc abélien, deux sous-groupes 

quelconques sont permutables, donc leur produit est lui-même 

un sous-groupe de G ; c'est d'autre part le plus petit sous-

groupe contenant à la fois H et H ' ) . Donc : H V H' = HH'=H'H. 

Tout sous-groupe de G est cyclique (DUBREIL et 

DUBREIL-JACOTIN, 196l, p. 87, théorème 3), donc est engendré 

par a k (où k = 0, 1, 2,..., n ~ l ) . 
n /d 

Si d est un diviseur de n, l'élément a engendrfc 

un sous-groupe d'ordre d (voir DUBREIL et DUBREIL-JACOTIN, 196l, 

p.88). Comme l'ordre d'un sous-groupe d'un groupe fini est 

nécessairement un diviseur de l'ordre de ce groupe, nous 

concluons qu'il existe une correspondance biunivoque entre 

l'ensemble T(n) des diviseurs de n et l'ensemble T(G) des 

sous-groupes de G : à tout sous-groupe H de G correspond 

l'ordre d de ce sous-groupe, et réciproquement à tout divi­

seur d de n correspond un et un seul sous-groupe de G d'ordre d. 

d < — > ( a n / d ) 

Remarquons que l'ensemble T(n) des diviseurs de n 

possède lui aussi une structure de treillis définie de la 

manière suivante : 

- relation d'ordre : c'est la relation de divisibilité 
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des nombres entiers : d. divise d.. 

«deux élénents d. et d. de T(n) possèdent un plus petit 

majorant commun (pour cette relation d'ordre) ; c'est leur 

plu» petit commun multiple i d. V d• a ppcm(d., d . ) . 

- deux éléments d. et d • de T(n) possèdent un plus grand 

minorant commun ; c'est leur plus grand commun diviseur : 

a. A a. = pgcd(d., a.). 

Comme il existe une correspondance biunivoque entre 

les deux treillis T(G) et T ( n ) , en tant qu'ensembles d'élé­

ments, nous pouvons nous demander si cette correspondance 

n'est pas un isomorphisme entre treillis (sur les isomorphis-

mes entre ensembles ordonnés, et particulièrement entre treillis, 

voir annexe 2 ) . Il nous suffit de vérifier que la correspon­

dance biunivoque préserve la relation d'ordre. Etudions alors 

la correspondance entre les deux relations d'ordre : 

Soient deux sous-groupes de G : 

G. = ( a n / d i ) , d'ordre a. ; G. • ( a n / d j ) , d'ordre d.. 

Supposons que G. C G. ; G. étant sous-groupe de G., î j î j 
son ordre divise l'ordre de G.. 

J 
Réciproquement, soient d. et d. deux diviseurs de 

* J 
n, associés à deux sous-groupes G. et G.. Supposons que d. 

divise a.. Alors, parmi les sous-groupes de G., cyclique, il 
J 

en existe nécessairement un d'ordre d^, soit G'^. G'^, sous-
groupe de G., est aussi sous-groupe de G. Comme dans G il 

J 
existe un et un seul sous-groupe d'ordre d^, c'est que G ' ^ G ^ . 
Donc G. C G.. Nous avons ainsi montré que : 

* «3 

( a n / d i ) C ( a n / d j ) 4=}> d. divise d. 

En conclusion : 

Proposition 2*10 : Soit G un groupe cyclique 

d'ordre n, engendré par un élément a. Soit T(G) le treil­

lis des sous-groupes de G.(ordonné car la relation 
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d finclusion entre parties de G ) . Soit T(n) le treillis 

des diviseurs de n (ordonné par la relation de divisi­

bilité entre nombres entiers). Alors il existe entre les 

deux treillis T(G) et T(n) un isomorphisms défini par : 
n / d 

H = (a ) sous-groupe de G £—> d= ordre de H. 

Revenons au treillis T(n) des diviseurs de n. 

fous appellerons dvviseur maximal de n tout élément maximal 

de T(n) - {n}, ensemble ordonné par la relation de divisi­

bilité. Un diviseur maximal de n est donc un diviseur propre 

de n (c'est à dire distinct de n lui-même) qui n'est diviseur 

d'aucun autre diviseur propre de n. 

Etant donné cette notion de diviseur maximal d'un 

nombre entier donné, nous pouvons préciser, à l'aide de 

1'isomorphisme entre T(G) et T ( n ) , ce que représentent, dans 

T ( G ) , les notions de relation de couverture, de point,  

d'hyperplan. 

- relation de couverture dans T(G) : deux sous-groupes 

G. et G. de G, respectivement d'ordres d. et d., sent tels 

que G. couvre G. (notation G. v> G. ) si , par définition : 

G- C G 4 > et,si G. C G C7G., alors G, = G. ou G. 1 0 I K J K i j 

Cela signifie que d^ est un diviseur maximal de d^. 

- points dans T(G) : ce sont les éléments de T(G) 

qui couvrent 1 ?élément nul de T(G) ; un point est donc un 

sous-groupe de G dont l'ordre admet seulement le nombre 1 

comme diviseur maximal ; cet ordre est donc un diviseur 

premier de n. Nous retrouvons bien de cette façon le résul­

tat déjà établi plus haut (voir proposition 2.3). 

- Hyperplans dans T(G) : ce sont les éléments de T(G) 

qui sont couverts par l'élément universel de T(G) ; un hyper-

plan est donc un sous-groupe de G dont 3'ordre est un diviseur 

maximal de n (cette notion est donc identique à la notion de 

sous-groupe maximal). 



-21-

Exemples de treillis de sous-groupes de groupes cycliques. 
L'existence d'un isomorphisme entre T(G) et T(n) 

(voir proposition 2.10) nous permet de construire facilement 
le diagramme du treillis T(G) des sous-groupes d'un groupe 
cyclique quelconque, d'ordre n. Il nous suffit pour cela 
de construire le diagramme du treillis T(n) des diviseurs 
de n, facilement obtenus par décomposition de n en produit 
de facteurs premiers. 

La figure 1 est le diagramme du treillis des sous-
groupes d'un groupe cyclique d'ordre n = 210. Un tel treillis 
est géométrique puisque la condition nécessaire et suffisante 
(proposition 2.7) est vérifiée : n = 210 = 2 / 3 x 5 x 7 . 

La figure 2 est le diagramme du treillis des sous-
groupes d'un groupe cyclique d'ordre n = 200. Un tel treillis 
n'est pas géométrique puisque la condition nécessaire et 
suffisante n'est pas vérifiéezn = 200 = 2° > 5 • 

fig. 1 fig. 2 

6. Dimension d'un sons-groupe. 
Soit G un groupe cyclique d'ordre n, engendré par 

un élément a. Supposons que le nombre n vérifie la condition 
nécessaire et suffisante pour que T(G) soit géométrique, 
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soit 

n • P 1 P 2

4 * , î ) k * p i P r e n i e r > Pi^ P j ) ' 

Dans le treillis T ( G ) , qui est donc Géométrique, 

-nous pauvon-s parler de rang et de dimension d'um variété 

(c'est à dire d !mn„ s o n s O U P ^ - 'de G) (DUBREIX-JACOTIN, LESIEUR 

et CROISOT, 1953, p. 252). 

Etant donné H, sous-groupe de G, ou variété dans 

le treillis géométrique T ( G ) , son rang est, par définition, 

le nombre des points y -indépendants qu'il contient, Nous 

allons calculer ce nombre de points. 

Le sous-groupe H est d'ordre m, diviseur de n ; donc: 

m s p. p. ...p. , où les p. sont certains 
J l J 2 J s J i 

des facteurs premiers p- , p 0,...,p,. H contient s peints, qui 
n/P; . 

sont les sous-groupes A. = (a 1 ) , i = 1, 2, ..., s. 
J i 

A. est d'ordre p. . L'union (c'est à dire ici le produit di-
J i J i 

rect d'un nombre quelconque de points pris parmi ces s points) 

a pour ordre le pgcd des ordres de ces points, qui est donc 

leur produit puisque ces ordres sont tous premiers entre eux 

deux à deux. Ainsi l'union des s points est le sous-groupe H 

(ce qui est aussi une conséquence du postulat R^)» mais de 

plus, l'union de s-1 points pris parmi ces s points est un 

sous-groupe dont l'ordre n'est pas égal à m ; ce sous-groupe 

n'est donc pas égal à H. Autrement dit aucun des s points con­

tenus dans H n'est V-dêpendants des autres. Donc les s points 

contenus dans H sont y-indépendants ; ce qui prouve que le 

rang de H est s. 

La dimension de H est, par définition, égale au 

rang de H, diminué d'une unité. La dimension de H est donc 

s-1. Nous pouvons donc énoncer la propriété suivante: 
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Proposition 2*11 : Soit G un groupe cycliqua dont 
l'ordre n - P^Pg***^ v ^ r ^ ^ ^ e 3*a condition pour que T(G) 
soit géométrique. Alors un quelconque sous-groupe de G, 
soit H, d'ordre n, a pour rang (en tant que variété 
dans T(G)) le nombre des facteurs premiers de m, et 
pour dimension (dans T ( G ) ) , le nombre des facteurs 
premiers de m, diminué d'une unité. 

En particulier, G étant un groupe cyclique d'ordre 
n = ^ i ^ g ' ^ ^ k ^ k ^ a c * e u r s premiers distincts), le treillis 
de ses sous-groupes est géométrique, de dimension k-1. 
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C H A P I T R E 3 

Structure des g-^-groupes dont le treillis des 

sous-groupes nst néométrique. 

Nous dirons qu'un groupe G est un g^-groupe si 
chacun de ses éléments satisfait à la condition g 1 introduite 
au chapitre précédent. 

Un g 1-groupe est donc, en particulier, un groupe 
périodique (annexe 3 ) • De plus, nous avons vu qu'une condi­
tion nécessaire pour que le treillis des sous-groupes d'un 
groupe G soit géométrique, est que le groupe G soit un g^-
grcupe. La question que nous nous posons alors est la sui­
vante : cette condition est-elle suffisante ? 

Nous allons donc chercher à déterminer, dans le 
présent chapitre, si, G étant un g^-groupe, le treillis T(G) 
de ses sous-groupes vérifie ou non les postulats P 1 , Pg* Pg> 
Pj^ définissant la structure de treillis géométrique. 

Remarquons que, dans le treillis des sous-groupes 
d'un g-^-groupe, les "points" sont, comme précédemment, les 
sous-groupes d'ordre premier. 
1. Postulat Rappelons que quel que soit le groupe G, 
le treillis de ses sous-groupes vérifie le postulat P ^ v o i r 
proposition 2.U). 
2. Postulat P^ 

Proposition 3*1 : si G est un g^*-groupe, le treillis 
T(G) de ses sous-groupes vérifie le postulat ?y 
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En effet, soit A un sous-groupe du g^-groupe G. Si 

A 4 {&\ s il existe dans A au moins un élément a ^ e. Cet 

élément a satisfait à la condition g^ : son ordre est fini, de 

la forme n = P^P2 , , ,Fj t> °û ^ e s sont des nombres premiers 

distincts• 

L'élément a engendre un sous-groupe cyclique de A, 

soit ( a ) C A. Or nous savons qu'un tel groupe cyclique (a) est 

union de k points, qui sont les sous-groupes (a 1 ) , 

i= i, 2,...£. Donc le sous-groupe A contient des points. 

D'autre part, A est l'union des sous-groupes engendrés 

par ses divers éléments : A = \ / (a). Mais chacun des sous-
a ^ A 

groupes (a) est lui-même union finie de points. Donc A est 

union (finie ou infinie) de points. 

!• Postulat 

f Proposition 3*2 : si G est un groupe périodique, le 

\ treillis T(G) de ses sous-groupes vérifie le postulat P^. 

Nous savons (voir KUROSH, i960 a, p. U8) que le sous-

groupe engendré par une famille de sous-groupes de G est formé 

de tous les éléments qui peuvent être écrits comme produits 

d'un nombre fini d'éléments des sous-groupes donnés. Ceci 

prouve en particulier l'existence de l'union d'une famille 

quelconque de sous-groupes. 

Soit maintenant un point P 9 contenu dans l'union d'une 

famille de points , soit X = \ J P-. 
f e F 1 

P 0 étant un point, c'est, dans le groupe périodique 

G, un sous-groupe cyclique d'ordre premier; P Q est donc 

engendré par un certain élément x : P = (x ) . 
0 0 o 

Cet élément x q étant élément du sous-groupe X,il 

s'écrit comme produit fini d'éléments pris dans certains P f , 

soit : x = x^ x /..x où x £ P. , f, Ç F 

° °1 °2 °m °j V 0 
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donc : x Q T \y/ p , et par conséquent : 

<*=> • p

0 ci P p f . 

le point P Q est bien situé dans l'union d'une partie finie de 

la famille des points P^. 

h. Postulat P̂ , 

Nous savons qu'il existe des g^groupes dont le 

treillis des sous-groupes est géométrique (par exemple : les 

groupes cycliques, dont les générateurs satisfont à la condition 

g^, que nous avons étudiés au chapitre précédent). Donc, pour 

de tels g 1-groupes, le treillis des sous-groupes vérifie le pos­

tulat P 2 . Mais il n'est pas certain a priori que ce postulat 

P 2 soit vérifié par le treillis des sous-groupes de tout g-^groupe 

(alors que, nous venons de le voir, les trois autres postulats 

le sont). 

Nous allons essayer de préciser la structure des g^-r^roupes 

dont le treillis des sous-groupes vérifie le postulat Pg. 

En rappelant que, dans un treillis quelconque, le 

postulat P 2 est équivalent à la loi de couverture (annexe !* ) , 

nous allons établir quelques propriétés importantes : 

f Théorème (proposition 3*3) : Dans un treillis avec 

/ élément nul, la semi-modularité supérieure entraîne la 

) loi de couverture (donc le postulat P 2 ^
# 

(semi-modularité supérieure : voir annexe 5) 

Soit T un treillis semi-modulaire supérieurement. 

Soit A e T, A ^ 0. Soit P un point , P ^ A. 

Nous avons A / \ P = 0 (car P est un point non situé 

dans A ) . 

Donc P >=> A A P (car P est un point : P 0 ) . 

Donc A Y P /* A (semi-modularité supérieure dans T) 



-27-

Proposition : un treillis T vérifiant le postulat 

P^ vérifie aussi la réciproque de la loi de couverture, 

(réciproque de la loi de couverture : voir annexe 6 ) . 

Soient en effet deux variétés A et B, B couvrant A ; 

en vertu du postulat P^j A et B contiennent des points (chacune 

étant union de peints, et comme A 4 3, cela signifie qu'il 

existe au moins un point, soit P, contenu dans B et non contenu 

dans A. Donc, d'une part A < A N/P, et d'autre part A V P \<" B. 

Comme B couvre A par hypothèse, en conclut que A V P ~ B : la 

réciproque de la loi de couverture est "bien vérifiée. 

Théorème (proposition 3*5) : si dans un treillis T, 

la loi de couverture et le postulat P^ sont vérifiés, 

alors le treillis T est semi-modulaire supérieurement. 

En effet, dans un tel treillis, la loi de couverture 

et sa réciproque sont vérifiées. Scient alors deux variétés A 

et B telles que A ) Ô A A B. Il existe donc un point P, non 

contenu dans A A B, mais contenu dans A, et tel que : 

A = (A A B) v P ; 

donc : A V B = [(A A B) y P j y B 

= [(A A B) v B 3 V

 P 

= B V P , car A /\ B est contenu dans B. 

Mais le peint P n'est pas contenu dans B, car sinon, comme il 

est contenu dans A, il serait contenu dans A / \ B, ce qui est 

contraire à l'hypothèse. Donc, d'après la loi de couverture, 

nous concluons que B y P ^ B, c'est à dire : A y B )x»B. 

Des deux théorèmes ci-dessus (propositions 3.3 et 3.5) 

se déduit immédiatement le théorème suivant : 

Théorème (proposition 3 .6 ) : dans un treillis avec 

élément nul, vérifiant le postulat P^, le postulat Pg et 

la semi-modularité supérieure sont des propriétés équi­

valentes . 

Nous pouvons tirer de ce théorème la conséquence 

suivante : 
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- nous savons (propositions 2.U, 3.1, et 3.2) que, si G 

est un g ^ g r o u p e , le treillis T ( G ) de ses sous-groupas vérifie 

les postulats P.̂ , P^» P^» 

- comme il vérifie P̂ ^ et T?^9 il vérifie aussi ? 2 si et 

seulement ? ' il est semi-modulaire supérieurement. 

Lorsque le treillis T ( G ) des «-eus-groupes d'un groupe 

quelconque G est.se^v-xo^ulaîrc supêrieuremenm, on dit que ce 

groupe G est un un-groupe (um - abréviation de "upper semi-

modular" ) . 

Ji. Conclusion sur la structure des g-^-groupe* dont le treillis 

des L O U S-groupes est géométrique ; 

Théorème (proposition 3*7) ; le treillis T ( G ) des sous-

gro-'jpes^ d * un s^-groupe G est géométrique si et seulement 

si G est aur. bi un un-groupe. 

Conclu* Jen sur la structure des groupes elent le treillis 

des-^us-groupes est géométriquet 

Théorè-j (proposition 3<8) . le treillis T ( G ) des 

sous-groupes d'un groupe G est géométrique si et seulement 

si G satisfait aux deux conditions suivantes : 

condition g 1 : G est un g 1-grcupe , et 

condition gg : G e?t un um-groupe. 

7.• Exemples de groupée dent le treillis des noua-groupes est 

géométrique. 

Comme groupes satisfaisant à la condition g 2 , nous 

connaissons au moins la classe des groupes abéliens, ainsi 

que la classe des groupes hamiltoniens (voir annexe 7 ) . Tous 

les sous-groupes d'un groupe de l'une quelconque de ces deux 

classes sont normaux ' , par conséquent le treillis des sous-

groupes est modulaire (voir par exemple : DUBREIL et DUBREIL-

JACOTIN, 1 9 6 1 , p..;200, théorème '2. 

A fortiori un tel treillis est semi-modulaire supé­

rieurement, puisque le modularité entraîne la semi-modularité 
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supérieure (DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 6 2 , 

propriété l) • 

Nous allons étudier ci-dessous les treillis des sous-

groupes de groupes abéliens, et les treillis des sous-groupes 

des groupes hamiltoniens. 

A) - Groupes cycliques d'ordre n s p 1 p 2 . . . p k * 

Parmi les groupes abéliens satisfaisant à la condition 

nous pouvons citer tout groupe cyclique engendré par un 

élément satisfaisant à la condition g 1 (voir les exemples don­

nés à la fin du chapitre 2 ) . 

B) - Groupes abéliens d'ordre n = P- LP2
, t*Pj l* 

Tout groupe abélien fini, non nécessairement cyclique 

dont l'ordre est de la forme 

n • p x p 2 . . . p k ( p i premier, p. 4 p^) 

satisfait à la condition g ^ En effet, l'ordre de tout élément 

d'un tel groupe est un diviseur de l fordre n du groupe ; donc 

tout élément satisfait à la condition 

Un tel groupe est donc un g-^-groupe, et comme il est 

aussi un un-groupe (puisqu'il est abélien), le treillis de 

ses sous-groupes est géométrique. 

En fait, tout groupe abélien G dont l'ordre est de 

la forme indiquée ci-dessus, est nécessairement cyclique. 

En effet, soit G un tel groupe. Comme il est abélien, 

il est le produit direct de ses sous-groupes de Sylow (voir 

ZASSENHAUS, 1958, p. 1^3, théorème 1 1 ) . Or , que sont les sous-

groupes de Sylov de G ? A chacun des facteurs premiers p. de 
J 

l'ordre n du groupe G, correspond un p.-sous-groupe de Sylow, 
J 

noté S., unique puisque G est abélien (donc tous les sous-groupe: 
J 

sont normaux). 
Donc : G • S1 y S 2 y ... y S f e 
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Mais, dans un groupe abélien, si a est un élément 

d'ordre r, et si b est un élément d'ordre s, r et s étant pre­

miers entre eux, alors le produit ab est d'ordre rs (voir DUBREIL 

et DUBREIL-JACOTIN, 196l, p. 268, exemple U ) . 

Ici, tout élément non neutre dans S. est d'ordre p.. 

Donc, comme G est produit direct de ses sous-groupes de Sylow, 

il existe nécessairement dans G un élément x dont l'ordre est 

n, ordre de G : il suffit de prendre x » a^ag.^a.^, avec 

a . Ç: S . , a . ^ e • 
J J J 

Nous pouvons donc énoncer : 
Proposition 3*9 : tout groupe abélien G d'ordre 

n = P i P 2 # # # p k ^ P i P r e n i e r » Pi ^ Pj) e s t cyclique, et 

de ce fait le treillis T(G) de ses sous-groupes est 

géométrique. 

£ ) - Cas des groupes abéliens quelconques : 

Nous avons vu ci-dessus que la condition n s p 1 p 2 » . . p k 

relative à l'ordre d'un groupe abélien G est suffisante pour 

que T(G) soit géométrique. Mais il est certain que cette condi­

tion n'est pas nécessaire. 

Exemple : le groupe abélien non cyclique d'ordre U 

(donc ne satisfaisant pas à la condition ci-dessus), admet, 

outre l'élément neutre, trois éléments d'ordre 2 ; le treillis 

des sous-groupes est géométrique, de dimension 1 (voir ci-

dessous la table opérative de ce groupe, fig.3 a, et le dia­

gramme du treillis de ses sous-groupes, fig.3 b ) . 

e a b c 

e e a b c 

a a e c b ( a ) o ( ^ ( b ) o (cV$ 

b b c e a x \ 

c c b a e ^^xf^ 
e 

fig. 3 a fig. 3 b 
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Plus généralement, soit G un groupe abélien élémen­

taire d'ordre pk (voir annexe 8 ) , où p est un nombre premier. 

G est donc un un-groupe, et d'autre part tout élément non neu­

tre est d'ordre p, donc satisfait à la condition g.̂  i donc 

T(G) est géométrique. Exemple : le groupe abélien élémentaire 

d'ordre 8 « 2 , dont la table operative est indiquée n la 

figure l*a : 

g a b c d f .ne h 

e e a b c d f g h 

a a e d f b c h g 

b b d e g a h e f 

c c f g e h a b d 

d d b a h e g f c 

f f c h a g e d b 

g g h c b f d e a 

h h g f cl c b a e 

fig, ha 

Le treillis des sous-groupes est de dimension 2 ; il 

comprend, outre l'élément nul et l'élément universel, sept 

points distincts et sept droites (ou hyperplans) distinctes. 

Les points sont les sous-groupes d'ordre 2 engendrés par ies 

éléments autre» que e, soit : ( a ) , ( b ) , ( c ) , ( d ) , ( f ) , ( g ) , (h) ; 

les droites sont les sous~groupes d'ordre h ; ce sont sous-

groupes : je, a, b, dj , { e, a, c, f } , { e, b , f, h } 

{ e, d, f, g } 

Voir le diagramme de ce treillis à la figure Ub 
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Plus généralement encore, noua savons.. (KUROSH, i960 a, 

137-138) que : 

Proposition 3*10 ? un groupe abélien périodique G 

peut être décomposé, d'uno seule manière, en produit direct 

d'un nombre fini ou infini de groupes primaires par rapport 

à des nombres premiers distincts (voir annexe l ) . 

Ces groupes primaires sont obtenus de la manière suivante: 

- à chaque nombre premier p, on associe l'ensemble G^ 

des éléments de G dont l'ordre est une puissance de p (éventuelle­

ment, on a G « { e} )• 

- on démontre que G est un sous-groupe (p-primaire, 
P 

abélien ) de G. 

- alors on peut écrire : G » pg^P G p P désigne 

l'ensemble des nombres premiers). 

Dans le cas qui nous intéresse ici, G devant être un 

g,-groupe, il s'ensuit que les sous-groupes primaires G doivent 

être abéliens élémentaires. 

Montrons d'autre part que cette condition est suffisante 

pour que G scit un g 1-groupe : 

- d'abord, il ne peut exister dans G d'élément d'ordre 
k 

p avec k > 1 (sinon le sous-groupe G^ correspondant au nombre 

premier p ne serait pas abélien élémentaire) ; 
- ensuite, supposons qu'il existe dans G un élément 

k 

x d'ordre np , avec n ^ 1 et k > 1, p premier, n et p premiers 

entre eux. Considérons alors l'élément x 1 1 \ cet élément est dis­

tinct de e (car n ne peut pas être un multiple de l'ordre de x, 

qui est n p k ) . L'ordre de l'élément x 1 1 est p^, car : 

k k 
( x n ) p = x n p = e, et 

j < k = ^ n p j < n p k =£> ( x n ) p ° = x n p J 4 e ; 

nous sommes einsi rp.n>enés à l'éventualité envisagée plus haut : 
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comme il ne peut exister dans G d'élément d'ordre -p aye<r k> 1, 
k 

il ne peut non plus exister dans G d'élénexit d'ordre np , k> 1. 

Donc tout élément de G satisfait à la condition g^. 

ÎIous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème (proposition 3*11) : G étant un groupe abélien 

fini ou infini, une condition nécessaire et suffisante pour 

que T(G) soit géométrique est la suivante : 

G est périodique, et tous ses sous-groupes primaires 

sont abéliens élémentaires. 

D) - Cas des groupes hamiltoniens. 

Nous avons cité les groupes hamiltoniens comme étant 

des un-groupes. Dans quels cas peuvent-ils être aussi des 

g^groupes? 

La structure des groupes hamiltoniens nous est connue 

d'après le théorème suivant (ZASSENHAUS, 1958, p. l6û): 

Théorème (proposition 3»12) : tout groupe hamiltcnien 

est le produit direct de : 

- un groupe de quaternions ; 

- un groupe abélien où tout élément est d'ordre impair ; 

- et un groupe abélien d'exposant 2. 

Réciproquement, un tel produit direct est un groupe 

hamiltonien. 

Nous retiendrons de ceci qu'un groupe hamiltonien admet 

nécessairement parmi ses sous-groupes un groupe de quaternions, 

lequel est (ZASSENHAUS, 1958, p. 1U6-1U7) un groupe d'ordre 8, 

admettant en particulier deux éléments d'ordre k9 donc ne 

satisfaisant pas à la condition g 1 . Donc un groupe hamiltonien 

n'est jamais un g 1-groupe, et par conséquent : 

Proposition 3*13 : si G est un groupe hamiltonien, le 

treillis T(G) de ses sous~groupes est modulaire (donc semi-

modulaire supérieurement), mais n'est pas géométrique. 
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C H A P I T R E 4 

Structure des groupes localement finis dont le 

treillis des sous-groupes- est. géométrique 

Au chapitre précédent, nous avons déterminé une 

condition nécessaire et suffisante pour qu'un groupe G ait pour 

treillis de sous-groupes un treillis géométrique (voir proposi­

tion 3.8) : il faut et il suffit que G soit à la fois un C 1-groupe 

et un un-groupe. Nous avons vu aussi que ces deux conditions ne 

sont pas contradictoires, puisqu'il existe des groupes les satis­

faisant toutes les deux (voir les exemples cités). Donc, l'énon­

cé de la proposition 3.8 répond complètement à la question que 

nous nous étions proposés de résoudre comme but de ce travail : 

la structure des groupes dont le treillis des sous-groupes est 

géométrique est désormais connue. 

Toutefois, nous ne pensons pas que la structure des 

g^-groupes, ni celle des un-groupes, soient particulièrement 

évidentes sur le vu simplement de la définition de ces types de 

groupes. 

C'est pourquoi nous avons jugé utile de consacrer 

un chapitre à une étude plus détaillée de la structure des 

g^-groupes et de celle des um-groupes, avec bien entendu,à la 

fin, une synthèse permettant de préciser la structure des grou­

pes dont le treillis des sous-groupes est géométrique. 

Cependant, n o u s n ' A V R N S ;u l'.tu^ier c es structures dans 

le cas le plus général. Nous avons limité notre étude (pour des 
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raisons qui apparaîtront au cours de ce chapitre) aux seuls 

groupes finis ou localement finis. 

.1. Structure des um-groupes finis ou localement finis : 

Un un-groupe G est, par définition, un groupe dont le 

treillis des sous-groupes est semi-nodulaire supérieurement, 

c fest à dire tel que : 

A , B sous-groupes de G ) 

La structure des um-groupes a fait l'objet de recher­

ches de la part de SATO (19^9) (s'inspirant des recherches fai­

tes par IWASAWA (19^1) sur la structure des m-groupes, c'est à 

dire des groupes dont le treillis des sous-groupes est modulai­

r e ) . Les résultats de SATO ont été repris et approfondis par 

SUZUKI (1956). Il ressort de ces travaux que la structure des 

um-groupes dans le cas général n'est pas parfaitement connue ; 

elle l'est cependant dans certains cas particuliers, notamment 

dans le cas des um-groupes finis ou localement finis. Voici -

ce que nous savons de la structure des um-groupes finis, et de 

celle des um-groupes localement finis : 

A) - Cas des um-groupes finis : 

La structure des um-groupes finis est décrite par le 

théorème suivant (SATO, 19^9, P- 136, théorème 1 ; SUZUKI, 1956, 

p. 2k, théorème 20) : 

Théorème (proposition U.l) : Un groupe fini G est un 

um-groupe si et seulement s'?il c la structure suivante : 

G = H^x Hgk . , .XE^, produit direct dans lequel : 

1°) - deux facteurs directs H. et H. distincts ont des 
1 J 

ordres premiers entre eux ; 

2°) - Chaque facteur direct est : 

- soit un sous-groupe qui est à la fois un sous-groupe de 

SYLOW et un m-groupe ; 
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~ soit un sous-groupe du type suivant : 

H = (?1X ? 2 x . . . x P ) V Q , où 

a) P. est un sous-groupe de SYLOW de H t associé au 
J 

nombre premier P., et est abélien élémentaire ; 
3 

b) Q est un sous-groupe de SYLOW de H, associé au 

nombre premier q, et est cyclique, engendré par un 

élément z d fordre q ; 

c) p• > q quel que soit j = 1, 2,•.. ,t ; 

d) à chaque sous-groupe P. correspondent deux entiers 
J 

r. et b - tels que : 

r . £ 1 (mod p.) 

b . 
r . 1 H 1 (nod p. ) 
1 ^ b. ^ b quel que soit j = 1, 2, • t. 

-1 r î 
zxz" = x ° quel que soit x ^ P. 

«3 

i r j =y> 9* ̂ >y 
B) - Cas des um-groupes localement finis : 

A notre connaissance, il n'existe pas à l'heure actuel­

le de description complète de la structure des um-groupes infinis 

dans le cas le plus général. 

Cependant, dans certains cas particuliers, cette struc­

ture est connue, au moins d'une manière approchée (voir SATO, 

19^9* sur les um-groupes contenant un ou plusieurs éléments 

d'ordre infini ; voir SATO ,19^9, et SUZUKI; 1956, sur les 

um-groupes localement finis). Ici, comme nous nous intéressons 

à des groupes qui sont des groupes périodiques (les g ^ g r o u p e s ) , 

nous ne considérerons pas les um-groupes possédant des éléments 

d'ordre infini ; par contre , nous nous intéresserons au cas des 

um-groupes localement finis, puisque les groupes localement 

finis sont des groupes périodiques particuliers, donc suscepti­

bles d'être des g^-groupes. 
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En ce qui concerne donc les un-groupes localement 

finis, nous avons le résultat suivant (voir SATO, 19^9, p» 138, 

théorème 2 -, SUZUKI, 1 9 5 6 , p. 2b , théorème 21 ) : 

Théorème (-proposition U . 2 ) : Un groupe G, localement 

fini, est un um-groupe si et eeul ct.-=rt ri C est produit 

direct (ayant un nombre fini ou infini de facteurs) de 

sous-groupes tels que : 

1 ° ) - Les ordres de deux éléments pris dans deux fac­

teurs directs distincts sent premiers entre eux ; 

2°) - chaque facteur direct est : 

- soit un p-sous-groupe de G, et aussi un m-groupe \ 

- soit un groupe du type suivant : 

H = (P 1 k P 2 x.•• y P t ) V Q> où 

les sous-groupes P. et Q ont les mêmes propriétés a ) , , 
J 

b ) , c ) , d) que dans le théorème précédent, avec toute­

fois la différence suivante : chaque P^ est ici un groupe 

abélien élémentaire qui peut éventuellement être infini 

(mais le nombre r. qui lui est associé est fini). 

Maintenant que nous connaissons la structure des un-

groupes finis ou localement finis, nous devons essayer de pré­

ciser quelle est la structure des g-^-groupes finis ou localement 

finis. 

2. Structure des g^-groupes finis ou localement finis : 

En ce qui concerne l'étude de la structure des ^ -

groupes finis ou localement finis, nous nous limiterons à la 

propriété caractéristique suivante : 

Proposition U.3 : un groupe G, localement fini, est 

un g^-greupe si et seulement si tout p-sous-gr^upe de C 

est d'exposant premier. 

(Sur l'exposant d'un groupe, voir annexe 9)» 
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Démonstration : 

La condition est nécessaire. En effet, soit G un g^-

groupe localement fini. Soit P un p-sous-groupe de G, c'est à 

dire un sous-groupe dont tout élément non neutre a pour ordre 

une puissance d fun même nombre premier p. 

Comme G est un g^-groupe, tout élément de G satisfait 

à la condition g.̂  ; en particulier, si un élément est d'ordre 

p k , on a nécessairement k • 1. C'est dire que tout élément de P 

est d'ordre p autrement dit, l'exposant de P est le nombre 

premier p. 

La condition est suffisante. Soit G un groupe locale­

ment fini, dont tout p-sous-grcupe est d'exposant premier. 

Montrons que G est un g^-groupe. Pour cela il suffit de, véri­

fier que tout élément x de G satisfait à la condition g ^ Soit 

alors x un élément de G. Comme G est localement fini, donc 

périodique, l'ordre n de x est un nombre fini. Nous pouvons 

donc écrire n sous la forme : 

k l k 2 k s 
n S P l P 2 ••* ps * P i P r e n i e r * Pi * p j ' 

Supposons que x ne satisfait pas à la condition g^. Cela signi­

fie que l'un au moins des exposants k. est strictement supé-

rieur à 1. Donc l'ordre de x est de la forme n • mp , où p est 

l'un des facteurs premiers de n, où k £ 2 , et où n est premier 

avec p. v 

Considérons maintenant l'élément x 1 • x * x r • 
k 

L'ordre de x' est nécessairement un diviseur de p , puisque 

k k k 
( x ' ) p « ( x n / p ) p « x n » e (n ordre de x ) . 

L'ordre de x' est donc de la forme p J , avec 1 ^ j N< k. Si 

nous supposons j < k, nous avons : 
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k-1 

Or n/p u est un diviseur de n strictement inférieur à n (car 

k-j > 0) ; donc , comme l'ordre de x est n, il est impossible 

que x p = e. L'ordre de x' ne peut donc pas être p avec 

j < k ; l Tordre de x 1 est donc p . Mais comme nous avons sup­

posé k > 2, cela signifie qu'il existe dans G au moins un élê-

ment d'ordre p • Ceci est absurde, puisque par hypothèse tous 

les p-sous-groupes de G sont d'exposant premier. 

Par conséquent : il n'existe pas dans G d'élément ne 

satisfaisant pas à la condition g.̂ . Donc G est un g^-groupe. 

3• Structure des groupes finis ou localement finis dont le  

treillis des sous-groupes est géométrique. 

Maintenant que nous connaissons la structure des um-

groupes et celles des g ^ g r o u p e s , finis ou localement finis, 

nous pouvons , en faisant la synthèse de ces deux structures, 

préciser quelle est la structure des groupes finis ou locale­

ment finis dont le treillis des sous-groupes est géométrique • 

Nous pouvons ainsi énoncer les deux propositions 

suivantes : 

Proposition k.h : Le treillis T(G) des sous-groupes 

d'un groupe fini G est géométrique si et seulement si tout 

p-sous-groupe de G est d'exposant premier , et si de plus 

G a la structure décrite à la proposition U.l. 

Proposition U.5 z Le treillis T(G) des sous-grcupes 

d'un groupe localement fini G est géométrique si et seule­

ment si tout p-sous-groupe de G est d'exposant premier, 

et si de plus G a la structure décrite à la proposition U.2 

En fait, il est plus intéressant de mettre .en évi­

dence les simplifications que peut faire apparaître, dans la 

structure des um-groupes finis ou localement finis, l'introduc­

tion de l'hypothèse supplémentaire que tout p-sous-gr.oupe «est 

d'exposant premier. 
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Notons d fabord la propriété suivante : 

Proposition k.6 : Soit G un un-groupe localement 

fini. Alors G est un g^«groupe si et seulenent si tout 

p-sous-groupe de G est abélien élémentaire. 

Démonstration : 

La condition est nécessaire. En effet, soit G un 

um-groupe localement fini. Si G est aussi un g^-groupe, alors 

tout p~sous-groupe de G est d fexposant premier (proposition U.3) 

Montrons maintenant que tout p-sous-groupe est abélien. 

Soit P un p-sous-groupe, d'exposant premier p (donc 

tout élément de P est d'ordre p ) . Soient a et b deux éléments 

de P. Intéressons-nous au sous-groupe (a) v ( M engendré par 

ces deux éléments* Deux cas sont à considérer : 

- premier cas : (a) « (b) ; alors ( a ) v ( b ) - (&) • ( b ) . 

est un sous-groupe d'ordre p premier, donc cyclique, donc abé­

lien ; d'où ab = ba. 

- second cas : (a) f (b) ; comme G est supposé localement 

fini,(a) y (b) est d'ordre fini ; de plus , cet ordre est un 

multiple de p, soit la forme mp^. Comme d'autre part (a) C P 

et (b) ç P» on a (a) v (b) C P, et comme P est un p-groupe, 

il s'ensuit que l'ordre de ( a ) v ( M ne peut être qu'une puis-

sance de p, soit p , avec k 2. Montrons alors que k « 2. 

Supposons pour cela que k > 2. Alors (a) v ( b ) contient au moins 

un sous-groupe d'ordre p , d'après le premier théorème de SYLOW 

(proposition 2.2). Soit H un tel sous-groupe d'ordre p : 

H Ç ( a ) y ( b ) , H f ( a ) y ( b ) . D'autre part, comme (a) 4 (b) et 

que a et b sont d'ordre p premier, on a ( a ) A ( b ) * e ; ce qui 

nous permet d'écrire en particulier que (a) (a) A ( b ) . Mais 

par hypothèse G est un um-groupe ; donc on peut conclure de 

ce qui précède que ( a ) y ( b ) y* (a) ; et pour la même raison nous 

avons (a) v (t>) y X b ) • Si donc il existe un sous-groupe H, d'ordre 
2 

p ,distinct de (a)v(l>)t i 1 n e contient ni (a) ni ( b ) . 
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Par contre il contient nécessairement un sous-groupe ( c ) , 

d !ordre premier p, tel que (c) 4 (a) et (c) 4 Le diagramme 

du treillis des sous-groupes (a)s/(b) 

de (a) y ( b ) contiendra donc la a 

configuration de la figure 5» / \ " \ ^ H 

Ainsi nous avons : / \ 

( a ) A ( c ) • e ; donc / \ 

( c ) > ( û ) A(^)i d o n c N. / ^ 

(a)v(c)>>(a). Comme par N. 

ailleurs (a)y (b)"r> (a) , et * 

que (a) y (c ) c (a) v ( b ) , on a figure 5 

nécessairement (a) v(c)=(a) V ( b ) • 

Remarquons d'autre part que : ( a ) A H * e, car 

(a)A E est inclus dans ( a ) , groupe d'ordre premier, donc ne 

peut être que (a) ou (e) ; or (a) A H 4 ( a ) , car sinon (a) C H , 

ce qui est contraire à l'hypothèse. 

Nous remarquons de la même façon que ( a ) v ( b ) « (a)s/H, 

car ( a ) C ( a ) V H C ( a ) v ( M et ( a ) v ( b ) W a ) ; donc (a)\/H 

ne peut être que (a)y'(b) ou (a) ; or ( a ) V H 4 (a) sinon 

( a O H ce qui est absurde. 

Nous avons donc : 

e = (a) A H C (c)C H C ( a ) V H « ( a ) V ( b ) = ( a ) y ( c ) (inclusions 

strictes)• 

Or , d'après les hypothèses faites sur G, le treillis 

T(G) est géométrique, donc semi-modulaire. Donc par définition 

de la semi-modularité (voir DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 

1953, p. 85 , définition 2 ) , il existe un sous-groupe K de 

( a ) V ( b ) tel que : 

( a ) A H C K C ( a ) , K + ( a) A H, 

Comme (a))^e, la seule possibilité est que K =* l a ) , et par 

conséquent î 

(c) = [ ( c ) V ( a ) ] A H = [ > ) V ( l , ) ] A H = H, 



-42-

ce qui est absurde puisque (c) est d'ordre p et H est d'ordre 
2 

P • 
2 

Nous avons donc montré que ( a ) v ( b ) est d'ordre p • 

Or (ZASSENHAUS, 1958, p. ikl) tout groupe d'ordre p 2 est abélien. 

Donc,' dans le groupe abélien ( a ) v ( b ) , c n peut écrire ab « ba. 

Un tel raisonnement étant valable quel que soit le couple (a,b) 

d'éléments de P, il s'ensuit que ce groupe P est abélien; et 

comme son exposant est premier, cela signifie qu'il est abélien 

élémentaire• 

La condition est suffisante. En effet, soit G un 

un-groupe localement fini, dans lequel nous supposons que tout 

p-sous-groupe est abélien élémentaire. !5n particulier, tout 

p-sous-groupe est d'exposant premier ; mais ceci est une condi­

tion suffisante pour que G, localement fini, scit un g^-groupe 

(voir proposition 

Revenons maintenant à la structure des groupes finis 

(ou localement finis) qui sont à la fois des g^-groupes et 

des um-grcupes. 

A) - Cas des groupes finis. 

Si, dans le théorème sur les um-groupes finis (pro­

position k.2) nous supposons de plus que G est un g^-groupe, 

nous tirons les conséquences suivantes : 

1°) Tous les sous-groupes de SYLOW de G sont abéliens élé­

mentaires (puisque ce sont des p-sous-groupes particuliers, il 

suffit de leur appliquer la proposition U.6 ci-dessus) ; il 

sera donc en particulier inutile de rajouter l'hypothèse que 

les sous-groupes du type P. sont abéliens élémentaires ; de même 
J 

il sera inutile de préciser que les sous-groupes de SYLOW H 

sont des m-groupes : étant abéliens, ils le sont automatique­

ment • 
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2°) Si un facteur direct H est du type 

H = ( P 1 X P 2 X . . .X P t ) V Q, 

alors : Q est cyclique d'ordre prenier q (car z, générateur 

de Q, est d'ordre , et on doit avoir b = 1 puisque G est 

un g ^ g r o u p e ) . 

Mais, comme b - 1, et comme 1^ b.^ b quel que soit j, 

on conclut que b. = 1 quel que soit j . Or , si i 4 j on a 
*} 

b. ^ b.. La seule possibilité est que t - 1 : il n'y a qu'un 

sous-groupe du type P dans H. Ainsi H s'écrit simplement sous 

la forme : H = P y Q* où Q est cyclique d'ordre premier q, engen­

dré par z ; P est un p-sous-groupe de SYLOW (donc abélien élé­

mentaire) avec p >q ; de plus, au scus-groupe P correspond un 

nombre r tel que : 

r i 1 (mod p) , r*1 = 1 (mod p) , et z x z " 1 = x r V x Ç P . 

Donc , si un um-groupe fini G est un g-^-groupe, il a 

nécessairement la structure suivante : tout p-sous-greupe est 

abélien élémentaire , et : 

G = H j * H 2 * où 

chaque facteur direct est soit un sous-groupe de SYLOW (abélien 

élémentaire), soit un sous-groupe du type P V Q décrit ci-dessus; 

de plus, bien entendu, les ordres de deux facteurs directs 

distincts sont premiers entre eux. 

Réciproquement 5 si un groupe fini G a la structure 

décrite ci-dessus, nous savons que c'est un um-groupe (car cette 

structure est conforme à celle décrite dans la proposition U.2) ; 

d'autre part, c'est aussi un g^-groupe, en vertu de la proposi­

tion k.3 ou de la proposition U.6. 

ITous pouvons donc énoncer le théorème suivant : 

Théorème (proposition k*7) : Gcit G un groupe fini. 

Le treillis T(G) des sous-groupes de G est géométrique si 

et seulement si tout p-sous-groupe de G est abélien élé­

mentaire et si G possède la structure suivante : 

G = H, x H 0 x • .. y.H , où 
1 2 m 
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1°) - deux facteurs directs H. et H. distincts ont 

des ordres premiers entre eux ; 

2°) - chaque facteur direct est : 

- soit un sous-groupe de SYLOW de 6 ; 

- soit un sous-groupe du type suivant : H = P V Q , où 

a) P est un sous-groupe de SYLOW de H, associé au 

nombre premier p ; 

b) Q est un sous-groupe de SYLOW de E, associé au 

nombre premier q ; Q est cyclique, d fordre q, 

engendré par un élément z ? 

c) P > q ; 

d) au sous-groupe P correspond un nombre r tel que 

r £ 1 (mcd p) , r a s 1 (mod p ) et 
-1 r 

zxz = x quel que soit x £ P . 

Rema, que : Dans les sous-groupes du type E * P V Q , 

notons que les sous-groupes P et Q sont permutables* En effet, 

soit x 6 P > et z J £ Q . Nous avens : 

j-2, r - l v -j+2_ j-2 r2 ~j+2 
= z° (zx z )z " • = z" X z ° 

r*"1
 -1 r j 

= . • • = ZX Z « X J 

î r J 1 
ce qui nous permet d'écrire : z Jx 3 x z° ; de plus, nous en 

déduisons : 

z* J x z J = x , soit x z J « z Jx 

Donc PQ = QP. 

En particulier, on conclut que tout élément de PvQ, 

qui est produit fini d'éléments de p e t d'éléments de Q, peut 

s*écrire sous la forme d'un produit de deux éléments seulement: 

l'un appartenant à P, l'autre appartenant à Q. 

y e P V Q - > y 8 8 z°x « x'z • 

Nous pouvons de plus affirmer que P est un sous-

groupe normal de P V Q . En effet, soit y e P V Q ; nous pouvons 
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écrire y - z J x f (où x ' Ç P ) • Soit alors x ^ P l pesons 

x f l = xx 1"* 1. Nous avons : 

y x x 1 " 1 = yx l ! z^x'x" » z^x. (avec x. 8 8 x ' ^ e P ) , 

de ne yxx f = X Z . . 
r J i r J 

Donc yx = x 1 z°x' = x 1 y = x 2 y , c'est à dire y P d P y » 

Une démonstration semblable conduit à yPlpry. 

B) - Cas des groupes infinis localement finis» 

Les démonstrations faites ci-dessus dans le cas des 

groupes finis sont immédiatement applicables aux groupes loca­

lement finis qui sont à la fois des g^-groupes et des um-groupea 

La seule différence de structure entre de tels groupes locale­

ment finis, et les groupes finis étudiés ci-dessus tient 

- d'une part au nombre des facteurs directs, qui peut 

ici être infini, 

- d'autre part, à la nature des sous-groupes P dans 

les facteurs directs du type H = P V Q • ici P est un sous-

groupe dont l'ordre peut être infini. 

Compte tenu de ces remarques, l'énoncé du théorème 

décrivant la structure des groupes localement finis dont le 

treillis des sous-groupes est géométrique est le suivant : 

Théorème (proposition k.B) : Soit G un groupe 

localement fini. Le treillis T(G) de ses sous-groupes est 

géométrique si et seulement si tout p-sous-groupe de G 

est abélien élémentaire, et si G possède la structure sui­

vante : G est produit direct (ayant un nombre fini ou 

infini de facteurs ) de scus-groupes tels que : 

1°) - Les ordres de deux éléments pris dans deux fac­

teurs directs distincts sont premiers entre eux ; 

2°) - chaque facteur direct H est : 

- soit un p-sous-groupe de G s 

- soit un groupe du type suivant : H * P y Q> c-ù les sous-

groupes P et Q ont les mêmes propriétés a ) , b ) , c ) , d) 
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que dans le théorème précédent, avec toutefois la diffé­

rence suivante : P est un p~sous-groupe pouvant éventuel­

lement être infini (mais le nombre r qui lui est associé 

est fini). 

C) - Quelques exemples • 

Nous donnons ci-dessous quelques exemples de groupes 

finis, dont le treillis des sous-groupes est géométrique. Il 

s'agit de groupes non abéliens de la ferme P V Q décrite dans 

l'énoncé de la proposition b.7 ci-dessus (des exemples de 

groupes abéliens ont été donnés à la fin du chapitre 3 ) * 

Premier exemple : Le groupe d'ordre 6 = 2 y 3, dont 

la table opér&tive est donnée à la figure 6 a ; un tel groupe 

admet trois sous-groupes d'ordre 2 (engendrés respectivement 

par a , b et c),et un sous-groupe d'ordre 3 (engendré par d, 

ou par f ) . Un tel groupe est de la forme P\/Q» cù P=(d)=(f) 

est un p«sous-groupe abélien élémentaire (p=3) i Q = ( a ) est 

cyclique d'ordre premier q ^ 2 ; l'entier r correspondant 

à P est ici r = 2, lequel vérifie bien les propriétés requises : 

2 f 1 (mod 3) , 2 2 = k = 3+1 = 1 (mod 3 ) , et 
-1 2 -1 2 

ada = ada = f = d , afa = afa = d = f . 

Le treillis des sous-groupes est représenté par le 

diagramme de la figure 6b. 

e a b c d f 

e e a b c d f 

a a e f d c b Jx
x/V" 

b b d e f a c / I 

c c f d e b a ° C \ / \ / S 

d d b c a f e ^ ^ K ^ 

f j f c a b e d 

figure 6a figure 6b 
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Deuxième exemple : Le groupe d fordre 10 « 2 * 5$ 

dent la table opérative est donnée »à la figure 7a ; un tel . 

groupe admet un sous-groupe d'ordre 5 (engendré par a) et cinq 

sous-groupes d'ordre 2 (engendrés respectivement par b , c, 

d, f, g ) . Un tel groupe est de la forme P V Q, où P » (a) est 

d'ordre p = 5, où q = (b) est cyclique d'ordre 2, et où 

l'entier r correspondant à P est ici r s U, lequel vérifie les 

propriétés requises : 

H É 1 (med 5), h2 ~ 16 « 15 +1 = 1 (mod 5 ) , et 
-u <u~l , -u k . 2,-1 ^ 2 , 3 8 , 2nU bab =bab = a , ba b = ba b = a = a = ( a ) , 

b a 3 b - a 2 = a 1 2 = ( a 3 ) \ b A - a = a l 6 = ( a V . 

* Le treillis des sous-groupes est représenté par le 

diagramme de la figure 7b. 
2 3 h 

le a a a a b c d f g 
2 3 h 

e e a a a a b c d f g 
2 3 h 

a a a a ^ a e g b c d f 
2 2 3 U 

a a a a e a f g b c d 
a 3 a 3 a*1 e a a 2 d f g b c 
U U 2 3 

a a e a a a c d f g b 
2 3 U 

b b c d f g e a a a J a 
h 2 3 

c e d f g b a e a a a 
3 U 2 

d d f g b c a a e a a 
2 3 k 

f f g b c d a a a e a 
2 3 U 

g g b c d f a a a a e 
figure 7a. 

figure 7b. 
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D) m Remarque : La non contradiction des conditions g^ 

et gg (proposition 3.8) a été largement démontrée par les 

exemples donnes de groupes dont le treillis des sous-çroupes 

est géométrique. La non indépendance de ces deux conditions a 

été en partie démontrée par l'exemple des groupes hamiltoniens 

(proposition 3«13) qui satisfont gg S Q » n s satisfaire g^. Pour 

être complet 3 il aurait fallu trouver un exemple de g^-grcupe 

qui ne soit pas un um-grcupe ; ce problème est pour le moment 

ouvert. 
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C H A P I T R E 5 

Structure des groupes dont le treillis des 

sous-groupes est : un produit de treillis 

géométriques, une géométrie projective, 

une géométrie distributive. 

La structure des groupes dont le treillis des sous-

groupes est géométrique étant connue, nous allons étudier dans 

le présent chapitre la structure des groupes dont le treillis 

des sous-groupes est géométrique et satisfait à certaines 

conditions supplémentaires. Ce seront les groupes dont le 

treillis des sous-groupes est : 

- un produit de treillis géométriques f 

- une géométrie projective, 

- une géométrie distributive. 

1. Structure des rcroupes dont le treillis des sous-groupes  

est produit de treillis géométriques» 

Il s 1agit d fun cas particulier de groupe dont le 

treillis de sous-rroupes est decomposable en produit direct non 

trivial. 

Au sujet de tels groupes, nous avons le théorème 

suivant (RIBEIRO, I9U8, p. k ; SUZUKI, 1956, p. 5, théorème U ) : 
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C Proposition 5 »1 : Le treillis T ( G ) des soun~groupcs 

/ d'un groupe G est produit direct de treillis T^ (f C T) 

) famille d ?indices) si et seulement si G est lui-nome pro-

) duit direct de groupes G f tels que T ( G f ) ^ T f (f 6 ? ) 

) et que l'ordre de tout élément de G^ est fini et premier 

7 avec l'ordre de tout élément de G, (h ^ f ) . 
V, n 

En ce qui concerne particulièrement les treillis 

géométriques, nous avons d'autre part la propriété suivante 

(DUBREIL-JACOTIN 5 LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 277, théorème 9 ) : 

( Proposition 5*2 : Le produit cardinal d'un nombre fini 

( ou infini de treillis géométriques est un treillis geoné-

V) trique. Réciproquement, si un treillis géonet r iqiie est 

\ produit cardinal d'un nombre quelconque de treillis, chacun 

\ de ces treillis est géométrique. 

La synthèse des deux propositions 5 • 3. et 5*2 ci-dessus 

nous permet alors d'énoncer : 

( Théorème (proposition 5» 3 ) : Un groupe G a pour 

/ treillis de sous-groupes T(G) un treillis géométrique décompc^ 

/ sable en produit (non trivial) de treillis géométriques si 

/ et seulement si : 

/ * G est lui-même decomposable en produit direct (non 

/ trivial) de scus-groupes G f (f-Ç? famille d'indices), tels 

/ que l'ordre de tout élément de G^ est fini et premier avec 

/ l'ordre de tout élément de G h (h ^ f) ; 

( - chaque G.̂  a pour treillis de sous-groupes un treillis 

/ géométrique. 

(' De plus 5 si ces &er».x conditions sont remplies, le 

V treillis T(G) est produit des treillis T ( G f ) . 
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1 ) ~ Cjas den rr^irp;?. finis . Au chapitre precedent, nous av?r.s 

vu ( xreposition 4.7) qu'un groupe fini G dont le treillis dos 

scus-rroupes est géométrique satisfait aux conditions d'appli­

cation du théorème ci-dessus : G est produit direct de sous-

groupes - les ordres do ïï^ et Hj sont preriers entre eux ci 

i 4 j . 

G = H. X H 0 x ••. X H 5 denc 

T(G) « T ( H 3 ) X T(II2) X ... X T ( n a ) . 

2) - .ÇJ}^„A"7-.2 <XRSJ1.?..: 1 5 .̂̂ jfJî J:.? l^-c^1 ° T N . Q N T I finis. HDne chose 

que ci-dessus : G étant produit direct de groupes tels que 

deux éléments pris dans deux facteurs directs distincts ent 

des ordres finis premiers entre eux , il s'ensuit que T(c) 

est produit des treillis des cous-groupes de ces facteurs 

directs. 

2. Structure des groupes dont le treillis des sous-greypea, ert 

A) Cris R E N É r al : 

Rappelons jne propriété caractéristique des geome­

tries prejectives (DU3SEIL-JACOTIH, LESIEUR et CR0I3CT, 1953, 

p. 237, Théorème 5) : 

Proposition 5 yh : Pour qu'un treillis géométrique de 

dimension finie ou infinie soit une géométrie projective, 

il faut et il suffit qu'il soit modulaire. 

Alors 9 compte tenu d'une part de la propriété carac­

téristique ci-dessus, d'autre part de la structure des groupes 

dont le treillis des sous-groupes est un treillis géométrique 

(proposition 3 . 8 ) , nous pouvons dire qu'un groupe G a peur 

treillis de sous-groupes une géométrie projective si et seule­

ment si ce groupe satisfait aux trois conditions suivantes : 
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- condition : 0 est un s^-g*oupe ; 

- condition e 2

 : G e s t u n un-groupe ; 

- condition • G est un n-groupe. 

En fait» la condition g^ inplique la condition gg 

car : 

- tout treillis nodulaire est seni-nodulaire (DUBREIL-

JACOTIN, LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 8U) ; 

« tout treillis seni-nodulaire est seni-nodulaire supérieu­

rement (DUBREIL-JACOTI?ï, LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 8T 

lenne l ) . 

Il est donc suffisant d'énoncer : 

( Théorème (proposition 5»5) : Le treillis T(G) des 

\ sous-groupes d'un groupe G est une géométrie projective si 

S et seulement si G satisfait aux deux conditions suivantes : 

S condition g 1 : G est un sous-groupe j 

/ condition g^ 5 ^ e s * u n n-groupe. 

B) Cas des groupes finis ou localenent finis. 

La question des groupes finis ou localement finis 

dont le treillis des scus-groupes est une géométrie projective 

peut être abordée de deux façons : 

« directement, par l'étude de la structure des groupes 

finis ou localement finis qui sont à la fois des g^-groupes 

et des m-groupes ; 

- indirectement, par l'intermédiaire du théorène de décorn-

posabilité (proposition 5*1)* applicable ici car si le treillis 

des sous-groupes d'un groupe fini ou localenent fini est 

géométrique (et a fortiori lorsque il s'agit d'une géonétrie 

projective), un tel groupe est decomposable en produit direct 

(voir propositions l*.7 et U.8). 

Nous nous bornerons à l'étude indirecte, plus rapide 

et plus intéressante» 
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ïïous avons la proposition suivante ( D U B R E I L - J A C O T I N , 

L E S I E U R et CROISOT, 1 9 5 3 , p. 63s propriété 5) : 

Vr-npoï i'oior. ~, C : ¿J;i produit cardinal general cu 

restreint d'un nombre quelconque de treillis modulaires 

est modulaire. Réciproquement, si un produit cardinal 

général ou restreint de treillis est modulaire, chacun de 

ces treillis est modulaire. 

Compte tenu de la proposition 5*1 et de la proposition 

5.6 ci-dessus, nous pouvons dire que, si G est fini ou locale­

ment fini, le treillis T Í O ) , supposé géométrique, est produit 

de treillis de sous-groupes T ( h ) , et est donc modulaire si et 

seulement si chaque T ( H ) est modulaire. Voyons alors à quelle(s) 

condition(s) chaque treillis T I N ) peut être modulaire. 

Cas où le groupe G est fini. Supposons que T ( G ) est 

géométrique. Alors la structure de chaque facteur H (voir pro­

position U.7) est telle que chaque sous-groupe H est un 

"P-groupe u, terme désignant (SUZUKI, 1956, p. Il) tout groupe 

fini de l'un des deux types suivants : 

- type 1 : un p-groupe abélien élémentaire ; 

- type 2 : un groupe engendré par a^, a 2 , .••, a n et b 

avec les relations a.- = b A = e, a.a. * a.a. , 

b a ^ b " 1 « a ^ r , où r I 1 (mod p ) , r 9 , s 1 (mod p ) . 

S U Z U K I (même référence) cite de plus la propriété 

suivante ( 3AER, 1939 ; I W A S A W A , 19**1 ; S U Z U K I , 1951) : 

Proposition 5«7 2 Le treillis des sous-groupes d'un 

P-groupe est irréductible, complementé, modulaire, et un 

P-groupe du type 2 a le même treillis de sous-groupes 

qu'un P-groupe de type 1. 

Ceci nous amène donc, dans le cas des groupes finis, 

à la conclusion suivante : 
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Thëorème (proposition 5*8): Le treillis des sous-

groupes d'un groupe fini G est une géométrie projective 

si et seulement si T(G) est un treillis géométrique, c'est 

à dire si et seulement si G a la structure décrite à la 

proposition k#7* 

Cas où le groupe G est infini localement fini.En ce 

qui concerne les regroupes infinis localement finis, nous avons 

la propriété suivante (IWASAWA, 19^3, théorème 2 et 3 ; 

SUZUKI, 1956, p. 22, théorème 18) : 

Proposition 5*9 : Soit G un m-groupe localement fini. 

Alors G est produit direct de groupes tels que deux élénentr 

pris dans deux facteurs directs distincts ont des ordres 

premiers entre eux, et que chaque facteur direct pst : 

- soit un p-groupe modulaire , 

- soit un groupe engendré par P et u, où : 

a) P est un p-groupe abélien élémentaire ; 

b) u est un élément d'ordre q n (p > q) ; 
— T r 

c) quel que soit x 6 P , on a uxu x = x avec 
r | 1 (mod p ) , r*1 = 1 (mod p ) . 

Dans l'énoncé de cette proposition 5»9» il n'appi-

rait pas que la réciproque de cette propriété soit vraie. 

En fait nous allons montrer qu'il en est bien ainsi. 

Soit un groupe G, localement fini, produit direct de 

facteurs possédant les propriétés décrites à la proposition 5*9* 

Nous devons démontrer que G est nodualire ; compte tenu des 

propositions 5.1 et 5.6, il suffira de montrer que tout groupe 

engendré par P et u, où P et u possèdent les propriétés a ) , b ) , 

c ) , de la proposition 5«9 5 est un m-groupe. 

Supposons donc que G est un tel groupe, engendré par 

P et u. Montrer que G est un m-groupe, c'est montrer, par défi­

nition de la modularité, que, X, Y et Z désignant des sous-
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groupes de G : 

X <c Z X V ( Y A Z ) - ( X V Y ) A Z V Y 

Par ailleurs., remarquons (DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROIFQT, 

1? 5 3 , ?• 5 9 s remarque l) que dr.ns tout treillis : 

X ^ Z — > X V ( Y A Z ) << { X V Y ) A Z V Y 

La démonstration de la modularité se résumera donc à la démons­

tration de : 

X < Z r:r> X V ( Y A Z ) > ( X V Y ) A Z \ ? Y 

Soit alors un élément x ç ( X Y Y ) A Z ; cr. ~ - r t I c O i^r 

x € X Y Y , c'est à dire : 
n_ 

x = 7 ^ a i b i où â ^ Ç X et b. e Y . 

Autrement dit x G X ! V Y ' avec : 

X 1 = ( a 1 , a 2 , . • . , a n ) ^ X 

Y ' = ( b x , l D 2 , - . . ,b r) << Y 

( X ? et Y ' dépendent de l'élément x ; de plus, ce sont des groupée 

finis, car chacun est engendré par un nombre fini d'éléments 

de G, groupe localement fini). 

Posons d'autre part Z ' « (a. 9a~ , •• • ,a , x ) * Comne * 1 2 n 

x e X ' V Y ' , nous avons Z ' v< X ' n / Y ' . D'autre part, comme x € Z ' , 

nous pouvons écrire que x S ( X ' V Y ' ) A Z ' . Remarquons : 

- que Z f est un groupe fini, dépendant de x ; 

- que X T ^ Z ' ; 

- que Z ! v< Z . 

Considérons maintenant le fait que G = P v ( u ) , où P 

et (u) sont des sous-grcv.pes permutables. Cela entraîne que : 

a. = p.u (p. ç P, u e (u) ) 
k. A k. 

C'est à dire que X } \ ' Y ' , qui est engendré par l'ensemble des 

a. et des b. (i = 1 à n) peut également être considéré comme 

engendre par l'ensemble des p^, des p'^» d s s u e t d e s u 
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Donc finalement : 

X ' V y ' ^ ( p 1 > . . . , P n , p ' ^ . . . , p ' n , u ) . 

Po^arHv.ons que les p^ et p f £ sont en nombre fini, et 

que ce sont des éiémer.ts d'ordre p (ils appartiennent tous à 

F ) . Par conséquent, compte tenu des propriétés a ) , V.) et c ) , 

le groupe (p^, p f ^ , u \ i « 1 à n ) , groupe rue nous désignerons 

par P f , est un P-groi^pe du type 2, au cens de la proposition 

5«7 ci-des £":3 . P^ , est • ' : ~ c ur ^~rn c:pe. P 1 con+.iert ccr/re 

sous-groupes, notamment, X 1 , Y 1 et Z* ; comme c'est un m-groi:pe> 

nous avons : 

(X f V Y 1 ) A Z 1 « X 1 V (Y' A Z 1 ) ; 

or : X' ^ X, Y' < Y, et Z' <J Z ; donc : 

Y ' A Z 1 £ Y A Z et par suite X ' V ( Y f A z ' ) s < X V ( Y A Z ) . 

lions avons donc montré q*:e , si x e (X V Y) A Z, en a 

x Ç (X' Y Y 1 ) A S', et nue : 

(2 1 V Y') A Z f« X 1 V/ (Y 1 A Z') 4 Z \l (Y A Z ) , donc 

x <E X V (Y A Z ) , ce qui montre que 

X ^ Z ( X V Y ) A Z ^ X V ( Y A Z ) V ï . 

La modularité est donc démontrée. 

En résumé : 

Proposition 5*10 : Un groupe G, localement fini, est 

un m-groupe si et seulement si il a la structure en produit 

direct décrite à la proposition 5*9* 

Ainsi, si nous comparons la structure des n-rroupes 

localement finis (propositions 5*9 et 5*10) à la structure 

des groupes localement finis dont le treillis des sous-groupes 

est géométrique (propositions U»7 et nous constatons 

que ces derniers groupes sont des m-groupes. Par conséquent : 

Théorème (protonition 5.11) : Le treillis des sous-

groupes d'un groupe G localement fini est une géométrie 

projective si et seulement si T(G) est un treillis géomé­

trique, c'est à dire si et seulement si G a la structure 

décrite à la proposition U.8. 
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Structure des groupes dont le treillis des sous-groupes est  

une géométrie distributive• 

Dans le present paragraphe, nous nous intéressons aux 

groupes dont le treillis des sous-groupes est à la fois géomé­

trique et distributif. La distributivitê est une condition 

plus restrictive que la modularité : une geometric distributive 

est une géométrie modulaire (ou projective) particulière. 

En appelant dégroupe tout groupe dont le treillis des 

sous-groupes est distributif, nous avons la propriété suivante: 

Proposition p.12 : Le treillis T(G) des sous-groupes 

d'un groupe G est une géométrie distributive si et seule­

ment si ce groupe satisfait aux deux conditions suivantes: 

condition g 1 : G est un g^groupe ; 

condition g^ : G est un d-groupe. 

Démonstration : Cette double condition est nécessaire. 

Sn effet, la condition g^ est nécessaire pour que T(G) soit 

géométrique', la condition g^ est nécessaire pour que T(G) soit 

distributif. 

Cette double condition est suffisante. En effet, un 

treillis distributif est modulaire ( DUBREIL-JACOTIÏÏ, LESIEUR 

et CROISOT, 1953, p. 7^, remarque 2 ) . Donc tout groupe satis­

faisant aux conditions ĝ ^ et g^ satisfait a fortiori aux 

conditions g et g 0 , ne qui nrouve eue le treillis des sous* 

groupes d'un tel groupe est une géométrie projective, donc 

un treillis géométrique. Par ailleurs, la condition g^ est 

également suffisante, par définition, pour que ce treillis 

soit distributif. 

Etude détaillée de la structure des groupes satisfaisant simul  

tanément aux conditions g^ et g^. 

Les groupes satisfaisant à la condition g^, c'est 

à dire les dégroupes, ont une structure connue d'après la 

proposition suivante (ORE, 1938, p. 267, théorème U -, SUZUKI, 

1956, p. U, théorème 2) : 
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Froposition ?»13 : Un groupe G est un d-groupe si et 

seulement si le groupe G est localement cyclique (c'est à 

dire : tout sous«ensenble fini d'elements de G engendre 

un sous-groupe cyclique). 

Une conséquence immédiate est la suivante : un groupe 

fini G est un d-£rcupe satisfaisant à la condition g, si et 

seulement si G est un g 1-groupe cyclique \sa structure est donc 

bien connue : voir ci-avant chapitre 2 ) . 

La structure des ci-groupes infinis, satisfaisant à 

la condition g^, n'est pas aussi évidente. Kcus allons l'étu­

dier ci-des sous• 

Tout d'abord, il est important de remarquer la pro­

priété suivante : 

Propos it ion 5 « lj*_ : Tout groupe G localement cyclique 

est ab e1i e n• 

En effet, dans un groupe G localement cyclique, deux 

éléments quelconques a et b engendrent un scus-groupe ( a ) v ( ^ ) 

qui, par définition, est cyclique, donc abélien. C'est dire que 

a et b, éléments de ce groupe abélien ( a ) v ( b ) , commutent : 

ab = ba. 

Donc les groupes satisfaisant aux conditions g 1 et 

g^ sont nécessairement des groupes abéliens périodiques. La 

structure de ces derniers est connue (voir proposition 3*10) : 

un groupe G, périodique abélien, est produit direct d'un 

nombre fini, ou infini dlnombrable, de sous-groupes primaires 

par rapport à des nombres premiers distincts : 

G = G * G v . . . v G y... 
? 1 p 2 p m 

G i G — S T> . î ̂  • 

Bous pouvons donc appliquer à un tel groupe le 

théorème de décomposabilitë (proposition 5-1)» ce qui nous 

permet d'affirmer que le treillis T(G) est le produit des 

treillis T(G )• 
P 
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Mais d'autre part, nous avons (DUBREIL-JÂCCTIÎT, 

LESIEUR et CROISOT, 1953, p. 79, propriété 2) : 

( Proposition 5*15 : Le produit cardinal général ou 

\ restreint d'un nombre quelconque de treillis distributifs 

) est distributif• Réciproquement, si un produit cardinal 

/ général ou restreint de treillis est distributif, chacun 

C de ces treillis est distributif. 

Donc ici : T(&) est distributif si et seulement si 

chaque T(G^) est distributif. Nous avens ainsi ramené le pro­

blème à l'étude de la structure des p-groupes abéliens qui sont 

à la fois des d-groupes et des g^-groupes. 

Soit G^ un groupe localement cyclique, qui est à la 

fois un p-groupe et un g^-groupe. 

Supposons que G est fini, flous avens vu que G^ est 

" * r P 
un d -groupe si et seulement si G est cyclique. G^ est alors 

• p k P 
engendré par un élément d'ordre p (puisque c'est aussi un 
p-groupe) ; comme de plus on suppose que G^ est un g^-groupe, 

on a k = 1, ce qui signifie que G^ est un groupe cyclique 

d'ordre premier p. 

Supposons maintenant que G^ est infini. Soient a et b 

deux éléments de G^, non neutres, et tels que (a) ^ ( b ) . 

Alors ces deux éléments a et b engendrent un sous-groupe, soit 

(a) v (b)-, d'ordre fini p avec k > 1, car : 

- Gp, groupe périodique localement cyclique, est 

localement fini, et de plus c'est un p-groupe, donc l'ordre 

de (a) v (b) est fini et égal à p k ; 

- ( a ) v ( b ) contient au moins 2p-l éléments, car 

(a) ^ (b) : 

- comme p ^ 2p-l > p, on a k > 1. 

Or G est localement cyclique ; donc ( a ) v ( b ) est 
k 

cyclique, d'ordre p , avec k > l . Ceci est en contradiction avec 

l'hypothèse que G p est un g ^ g r o u p e . Il est donc impossible 

qu'un groupe G p , localement cyclique, à la fois p-groupe et 
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et g^-group.e^soit iiïfiîii Donc : 

Proposition 5»l6 : Un p-groupe G est- à la fois un 

g,-groupe et un d-^ro^pe si et seulement si G est cycli-
. P 

que d'ordre fini et premier p. 

Donc, compte tenu des propositions 5»1» 5«15, et 

5«l6, nous pouvons énoncer : 

Proposition 5«17 : Une condition nécessaire pour que 

le treillis TCO) des sous-groupes d'un g^groupe G soit 

distributif est que G soit produit direct d'un nombre fini 

ou infini de groupes cycliques dont les ordres sont 

premiers et premiers entre eux deux à deux. 

Cette condition est-elle suffisante ? Soit G un 

groupe produit direct d'un nombre fini ou infini de groupes 

cycliques dont les ordres sont premiers et premiers entre eux 

deux à deux : 

G » P. r p o Y , . . V p * .. . , P. d'crc're premier p. , 
x d m 1 1 

P i 4 si i 4 j . 

Chaque facteur direct P^ est cyclique, donc, d'après 

la proposition 5.13, P^ est un dégroupe, c'est à dire T(P^) 

est distributif. 

D fautre part, les ordres des facteurs directs P^ 

étant finis et premiers entre eux, l'énoncé de la proposition 

5»1 est applicable à G, de sorte que nous avons : 

T ( G ) « T ( P 1 ) > T ( P 2 ) * ... * T ( P Q ) * ... 

Chaque T(P.) étant distributif, il s'ensuit, d'apra* 

la proposition 5*15, que T(G) est lui«même distributif. 

En conclusion, nous pouvons énoncer : 

Théorème (proposition 5*18) : Le treillis T(G) des 

sous-groupes d'un groupe G est une géométrie distributive 
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si et seulement si G est produit direct d'un nombre 
fini ou infini de groupes cycliques dent les ordres 
sont finis, premiers, et premiers entre eux deux à 
deux. 
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A N N E X E S 

1. Groupes primaires » 

Un groupe G est appelé un groupe primaire s'il est 

abélien et si les ordres de ses différents éléments sont des 

puissances (finies) d'un nêne nombre premier p. On dit plus 

précisément que G est un groupe p-primaire. Voir : DUBREIL et 

DUBREIL-JACOTIN (1961) page 268 ; KUROSH (1960a) page 137. 

2. Isomorphisme entre ensembles ordonnés» 

E et E' étant deux ensembles ordonnés, on dit qu'ils 

sont isomorphes s'il existe une application bijective f de E 

sur E' qui conserve la relation d'ordre , c'est à dire : 

x ^ y x' ^ y' ( x ç E , y Ç E , x' « f(x), y' « f(y)) 

T et T' étant deux treillis , ils sont isomorphes 

(en tant que treillis) s'ils le sont en tant qu'ensembles ordon­

nés. Voir : DUBREIL et DUBREIL-JACOTIN (I96l) page 173 ; 

DUBREIL-JACOTIN, LESIEUR et CROISOT (1953) pages 13 et h9• 

•1* l o u p e s périodiques * 

Un groupe périodique est un groupe dont tout élément 

est d'ordre fini. On dit aussi un Groupe avec torsion, par 

opposition aux groupes sans torsion (c'est à dire tels que 

tout élément non neutre est d'ordre infini)* 

k. Loi de couverture. 

On dit que la loi de couverture est vérifiée dans un 

treillis si, B étant une variété et P un point non situé dans 

B, la variété B V P couvre B. Par ailleurs, on démontre que 

la loi de couverture et le postulat Pg des treillis géométri­

ques sont équivalentes : voir DUBREIL-JACOTIII, LESIEUR et 

CROISOT, (1953) page 250. 
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5.# 3emi modularité supérieure» 

Un treillis est dit semi modulaire supérieurement 

si B >* A A B = r > A V B A (voir : SATO (19^9) page 135 ; 

SUZUKI (1956) page 2k). Cette notion coïncide avec la notion 

de treillis satisfaisant à la condition de DUBREIL-JACOTIN 

LESIEUR et CROISOT (1953) pages 62 et 87. 

6. Réciproque de la loi de couverture. 

Dans un treillis, on dit que la réciproque de la loi 

de couverture est véRifiée si, A et B étant deux variétés : 

B >* A =^> B » A V P où P est un point non situé dans A. 

Voir DUBREIL-JACOTIIf, LESIEUR et CROISOT (1953) page 256. 

!• Groupes hamiltoniens« 

Un groupe hamiltonien est un groupe non abélien dont 

tout sous-groupe est normal. Voir ZASSENHAUS ( 1958) pages 

159 à 161. 

8. Groupe abélien élémentaire* 

Un groupe G est abélien élémentaire s 1il est abélien 

et si tous les éléments autres que l'élément neutre ont pour 

ordre un même nombre premier p. Voir ZASSEHHAUS ( 1958) 

page lU2. 

£• Exposant d'un groupe. 

L'exposant d'un groupe peut être défini de plusieurs 

façons : voir ZASSENHAUS (1958), page 1 0 8 f exercices 2a, 2b, 

3 et k. Nous retiendrons par exemple : l'exposant est le plus 

petit commun multiple des ordre des éléments du groupe. En 

particulier, un groupe abélien élémentaire (annexe 8) est un 

groupe abélien d'exposant premier p. 
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