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DEFINITION D'UN POINT..GENERIQUE D'UN PROCESSUS STATIONNAIRE,
CONSTRUCTION D'W¥ k41" GENERIQUE. D'UN PROCESSUS DE POISSON.

R.HOFFMAN

Enoncé du probléme.

Soit x = (xneo)),n N, un processus stochastique stationnaire
au sens strict de variables réelles définies sur un espace de
probabilité ({L,a, P). On appellera dans la suite trajectoire,
aussi bien un point w de -0 qu'une suite de nombres réels ¥ = (¥ )
de la forme xn(u» pour un point w de . .

On se propose d'étudier des trajectoires qui caractérisenf a
elles seules le processus. Une telle trajectoire, point w de N,
devra permettre 2 elle seule de reconstruire canoniquement le
processus ; la seule donnée est la suite de nombres réels ¥ n(=xn(w))
et on ne connait d'avance rien du processus (JlﬁiP.xn).

Dans une premiére partie on exposera, dans les grandes lignes,

la théorie construite par Flrstemberg pour résoudre ce proble2me dans

le cas de valeurs bornées du processus.
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Dans une deuxiéme partie on étudiera un exemple particulie-
rement simple de processus & valeurs non bornées, dépendant d'un
param@tre continu, le processus de Poisson. On obtiendra un résul
tat sur cet exemple particulier qui permettra aussi de voir en
quoi consistent les difficultés nouvelles (dues‘au fait que les
valeurs ne sont pas bornées) et de suggérer les bases 4'une géné-
ralisation possible.

I - On exeminera en A un exemple intuitif qui permettra de donner
en B des définitions dans le cas général et de poser le probléme.
Enfin en C on regroupera les théorémes donnant les principales
réponses au probléme.

A. Exemples. Q. = ([o,l])N est le tore infini muni de sa tribu
bozélienne et de sa mesure de Haar P.T est l'opérateur de trans-
lations sur ). qui transforme le point w ¢ {1 &e coordonnées

( “’1’“’2""'“%"") en le point Tw de coordonnées

W ; .
(W, 3,-..Aun+lpl Les variables du processus sont :

xn(w) = @  n- idme coordonnée de w dans 1'espace produit £ .
Elles sont équiréparties sur [o;1] et indépendantes. Ce processuc
sera noté CER (complétement &quiréparti.) Les X vérifient la
relation :
xn&u) = xn_l(Tw)
Comment définir une "bonne" trajectoire ¥ (qui est un point

de L : % = (§n).)?
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a) Les §E n peuvent &tre considérés comme le résultat de N
tirages successifs sur une variable aléatoire é&équirépartie, donc
ils sont répartis "au hasard"”, ce qui s'exprime de facon précise
par :
Quel que soit l'intervalle (&, ) de {o,1) , lim Mﬂ;ﬁ&g@l =p-«
ol N(n,«,p) est le nombre de gi ., i<n , tels que §::?:,P) .
C'est la définition d'une suite équirépartie sur [o,1] , notée ER.
Une telle traj.ectoire caractérise seulement la répartition

d'une variable xn .

b) Les couples (31' §2) ' (§31§4) """"(§2n+1'§2n+2,‘

peuvent &tre considérés comme le résultat de N tirages successifs
sur un couple de variables équiréparties indépendantes, donc pour
une bonne trajectoire, ils .sont équirépartis dans le carrélo, 1] ¢ (0,1)

Il en est de m&me pour la suite des couples ( § ), donc

2n’ E 2n+l
pour la suite composée a3 partir des deux précédentés et de terme

général ( En. §n+l) . C'est la définition d'une suite ¥ deux fois

équirépartie (notée 2-ER).

Une telle trajectoire caractérise seulement la répartition du

).

couple (xn, xn+l

c) Une trajectoire ¥ caractérisant la répartition de

(x

o’ Xn+1’ ""xn+p-1) devra 8tre p fois équirépartie :

- -

Définition. 1) On dit que ¥ = (ﬁi, Uypeveol yoe ..) est équirépartie

dans l'hypercube unité A p dimensions si, quel que soit C,
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parallélépipéde a p dimensions contenu dans cet hypercube,
lim Nin,e) = volume de C, N(n,e) &tant le nombre de
n-»o n : o

points ﬁi,i‘n, contenus dans C.

2) On dit que la suite ¥ = ( El,E PYREEY En}...) est

. . - = "_____ _ . o)
P~ER s1 la suite ul (§1. Ezl ---:EP)luz (sn(g 3! ._IE. p+’

= (% ¢+ ¥

—
u ees, S
n n’ ° n+l’ ’

n+p—1) est une suite de poipts équie .
répartie dans l'hypercube unité & p dimensions,
d) Une trajectoire caractérisant la loi temporelle tqut entiére

devra &tre complétement équirépartie, notée CER, c'est-a-dire. par

définition, une suite p~ER pour tout p , entier positif.

On va donner une définition éguivalente d'une suite ER,p~ER,
CER, qui permettra de passer facilement A la définition d'un paint
générique d'un processus stochastique stationnaire plus général.
Une définition &équivalente d'une suite FR est fournie pax ie
théoréme suivant :

§ est ER si et seulement si, quelle que soit £, fonc-
tion continue de [o,1l) dans € (corps des complexes),

1im T ( §Jl) oo+ £(F )

n —-»00 n

1
- ‘[0 f(x)dx
Remarque : Cette équivalence est encore vraie si 1l'on remplace
l'ensemble des fonctions continues de {o,1) dans €, noté €({o, 1))

par certains autres ensembles.
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Ainsi, si ¥ est ER, les moyennes existent aussi sur toutes
les fonctions intégrables au sens de Riemann (Premier critére de
H. Weyl).

Inversement, pour que § soit ER, il suffit que les moyennes
existent sur un sous-ensemble de fonctions total dans £ ({o,1))
pour la topologie de la convergence uniforme.

En prenant par exemple les caractéres du torre [o,1l] e ON
obtient leb deuxiéme criteére de H. Weyl :

¥ est ER si et seulement si, quelque soit f'entier de signe

quelconque différent de O :

eZl“e.xdx = o

. e ° e
Lim = nL
n-+» oo

2i neg 3 +e23‘.n€§n= Jl
o

Théoréme : définition équivalente d'une suite p-ER.

¥ est p~ER si et seulement si, quelle que soit
£ ¢ Bto, ") :

f(ffl) +.. .+f(ﬁ’n) 1 [1 /1
lim e = j cee f(xl,xz, ...,xp)dxl...dxp
oo o

n—-o n

Remarque : ceci exprime que les suites v, = (% 1 11 2 ...,’En, cee)s

v, = (52.§3,...,§n+l,...),...,v ¢ eses) SONt p

P
suites équiréparties indépendantes, définition un peu plus générale

= (¥ oeen¥

dont on n'a pas besoin ici.

Théordme : définition équivalente d'une suite CER.
§ est CER si et seulement si, quelle que soit

fe ‘6((0,1](“) :

n
lim f(E) t...+ ﬂ.’!‘...i). =j f(m)dP
n N
n - o fo,1]
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(En effet une suite p~ER, quel que soit p, a des moyennes sur
la sous-algébre de ‘6((0,1)N) constituée par les fonctions ne
dépendant que d'un nombre fini de coordonnées, sous-algébre dense
dans ‘C(Io,llN).).

Passons maintenant 3 la définition d'un point générique d‘un

processus stationnaire plus géséral.

B - Utilisant 1'équivalence, démontrée dans le livre de Doob, entre
la notion de processus stochastique strictement stationnaire et
la notion de transformation mesurable d'un espace de probabilité
préservant la mesure, Flrstemberg se place dans le cadre suivant :
Définition d'un processus strictement stationnaire discret.
C'est lé donnée
1) d'un espace de probabilité (., ad, P ) ayant les propriétés
suivantes :
a) {l est un compact métrisable ;
b) & est sa tribu borélienne ;
¢) 1la mesure de tout ouvert non vide est strictement
positive.
2) d'une fonction continue T de (1L dans S. préservant la
mesure c'est-a-dire vérifiant P(T_lA) = P(A) pour tout
A ed |,
3) de N fonctions continues de Y1 dans un espace topologique

compact A vérifiant xn(w) = xn_l(Tw).
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L'exemple de A est bien un tel processus.
Remarque : a) les processus habituels a valeurs complexes bornées
se raménent au type ci-dessus.
b) par contre ne peuvent s'y ramener les processus &
Qaleurs non bornées, ce gqui est une restriction

importante.

Définition d'un point générique. w  est dit point générique du

N
processus stationnaire x = ( xn) si, pour toute fonction £ e‘E(A )

n
1im LLxE(ee)d +,;1-+ £x(T @] - g o£rx(w)] =/ £x(w)l ap

n— 00 L

Remarque : les suites CER sont ainsi exactement les points géné-

riques du processus CER.

Définition d'une suite stochastique

€ = (§r3 e AN ost cite suite stochastique si, pour toute
n
fonction £ ¢ ‘€(/\N) ' £(8) +...+£(T §) tend vers une limite

n

gquand n tend vers 1l'infini.

(T est ici l'opérateur de translation sur /\N).

Ainsi un point générique W, fournit une suite stochastique

x(w,) = (x (w)) mais la définition de suite stochastique ne fait
pas appel 3 la notion de processus stochastique. Le nom de suiie
stochastique sera justifié par le fait qu;a toute suite stochas-
tiquefon peut associer canoniquement un processus stochastique

noté PS(%) . Deux probldmes se poseront alors :
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Probléme 1. ¥est-elle une trajectoire du processus PS(%¥) ?

Probléme 2. Si ¥ a été obtenue comme une trajectoire d'un processus
"initial", le processus PS(% ) est-il le processus "initial" ?
Autrement dit, peut-on reconstruire canoniquement un processus
connaissant seulement une de ces trajectoires ?

Avant de répondre 3 ces deux questions, donnons deux théorémes
affirmant l'existence de suites stochastiques et de points génériquec

Théoréme 1 : BEtant donné un processus stochastique stationnaire,

presque toute trajectoire w fournit une suite stochas-
tique % = xn(w).
Démonstration : l'espace compact .n étant métrisable, € (@)
contient un sous-ensemble total dénombrable : (?P) . D'aprés le
théoréme ergodique de Birkhoff, il existe A, e & de mesure 1, tel

1l

gue pour tout w € Al 5

q’l(w) +‘~fl(Tw) ‘+...+ ]-_(an)

lim =B ‘?l(u) ol
n~-»o n
E ‘fl(w) désigne la valeur en w de l'espérance conditionnelle

de ‘f (@) par rapport & la tribu J des invariants I (les ensembles

de 3 tels que I et 'I'—l(I) diffeérent d'un ensemble dg mesure nulle).
W +9¢ (Tw)+...+ £ _(T")
Ip £ ~ = - g’ ‘fp(w) .

De méme si w A = lim
n —+0o

Si wea = /I§ Ap les égalités du type ci~dessus sont valables pour

tous les ‘rp . donc pour tout ¢ e ‘€(0Q) .
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N
La conclusion résulte du fait que si £ € €A ), £ [x ()]

est une fonction de €W).

Remarquons que la limite obtenue n'est pas en général E‘P
et que le point ®w n'est pas générique. Cependant, on a immédiatemen’
le théoréme :
Théoréme 2. Si (xn) est ergodique (c'est-a-dire si J est la
tribu triviale) presque tout point de . est générique.
La réciproque est vraie aussi mais se démontre plus diffici-
lement ainsi que les résultats suivants qu'on énoncera seulement

et qui répondent aux deux questions poséee ci-dessus.

Processus stationnaire canoniquement assgcié 3 une suite stochas-

tique ¥ .

Une suite stochastique ¥ définit une fonctionnelle linéaire

£(%)+...+f (Tn'S)_
n

N
bornée sur €(A"), la fonctionnelle f— lim
N 0O N
¢'est-3-dire une mesure de Radon sur le compact A qui est en fait

une probabilité P.

On appelle . le support de cette mesure. L'opérateur T de
Q. dans Q. n'est autre que la restriction a4 L2 de l'opérateur
de translation sur f\N. Les variables xn&») sont les applications
coordonnées .

On vérifie que le triplet [ (n.,P),T, xn] ainsi défini
satisfait aux axiomes de définition d'un processus stochastique

stationnaire qu'on appelle processus stationnaire canoniguement
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associé 3 ¥: PS (§) .
On peut donner une caractérisation simple des points du
support de la mesure associée a ¥:
Lemme : un point w de /\N appartient & £L si et seulement si
il est un "point de densité” de la suite Tns ' c’est-a-
dire, si pour tout voisinage V de w . lim sup E"Qr:"ﬂ')'-'*o.
ol N(V,n) désigne le nombre des points Tigh; i¢n ,
appartenant a V.
Une difficulté se présente alors : le point ¥ n'appartient pas
forcément & N1, c'est-a-dire ¥ n'est pas forcément une trajectoire
de PS(¥) . Ceci conduit A définir la notion de suite réguliére.
Définition : on dit que ¥ , suite stochastique, est régulidre si §
est une trajectoire de PS(¥).
On démontre un théor2me analogue au théoréme 1 et plus précis :
Ihéoréme 1' : étant donné un processus stochastique stationnaire,
presque tout w fournit une suite réguliére § = xn(“’)-
Le probléme 2 se pose alors sous la forme suivante : si w
est une trajectoire réguliére d"un processus qu'on appellera
initial, PS[x(w)] est-il le processus initial ?
La réponse est donnéé par le théordme suivant :

Théorédme 3 : le processus PS[x(w)] construit sur un point w

régulier est le processus initial si et seulement si w

est générique.
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Conclugion : 1) On est amené a définir les notions de point
stochastique, de point régulier, de point générique d'un
processus. (Un point générique est régulier, un point
régulier est stochastique).

2) Un point stochastique permet de reconstruire un
processus mais n'est pas forcément un point de l'espace
£ correspondant.

Un point régulier permet de reconstruire un processus
et il est un point de l'espace {1 correspondant.

Un point générique d'un processus unitial permet de
reconstruire ce pfocessus initial.

3) la mesure de l'ensemble des point stochastiques
(respectivement : réguliers) d'un processus est toujours 1.

Si le processus est ergodique, la mesure de l'ensemble des
points génériques eat 1.

Mais elle est égale A O pour un processus non ergodique, comme
le montre le dernier théoréme : &tant donné un processus station-
naire, (ergodique ou non), presque tout point permet de recons-
truire un processus qui est ergodique. On a donc bien une proba-
bilité O de reconstruire un processus non ergodique, ce qui limite
la portée de toute la théorie.

La définition d'une suite stochastique, qui ne fait pas inter-
venir la notion de processus stochastique, est utile en elle-m&me.

Une telle suite admet des corrélations de tous ordres, elle est
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donc complétement stationnaire d'aprés la terminologie utilisée

par VO-KHAC dans sa thése.

II - Construction d'un point générique d'un processus de Poisgon
A, Définition du Processus de Poisson,

(a. ,4,P) est le tore [o,l]N , muni de la mesure de Haar P.

On se donne un premier processus CER : xiﬁo) , i€N. On en
déduit un autre processus a variables indépendantes obéissant
chacune a la loi exponentielle : xi(w) = ~log xi(w), ieN.

Portons sur l'axe des temps (teR') 1les points(l) ti(w).
ieN, vérifiant t -t. . = x.. ¢ étant une longueur arbitraire
donnéé&, soit Nt(w) le nombre de points ti tombant sur le segment

t, t+€] . Nt(u) . teRY, est un processus de Poisson.

X, = ~log x X X

1 1 2 n
r o} /——s—-\‘. T T . . TN
% ™ — T + ¢ t I
1 n-1 n

Question : si ¥ = (§ n) est un point générique de (xn). la fonc-
tion vy (t) = Nt( §) est-~elle un point générique du processus

de Poisson ?

!
B. Généralisation de la notion de point générique.

Ici N(t) dépend de teR' , ce qui n'est pas trés g8nant, et
n'est pas bornée, puisqu'elle prend toutes les valeurs entiéres

positives ou nulles, ce qui l'est plus.

(1) ty désigne & la fois un point sur l'axe et son abscisse.
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Car A est ici RY(NcRY , localement compact, A R‘.n'est m3me
pas localement compact. Mais on peut espérer reconstruire la loi
temporelle du processus par le théoréme de Kolmogorov en construi-
sant d'abord ses projections sur tous les produits A‘r ol Y est un

sous ensemble fini de R . D'od la définition suivante :

Définition : v (t) est un point générique de Nt (w) si, quels que

soient n ; ‘Cl ' t2,.., ‘Cn(t-R"), quelle que soit £ continue

a3 support compact de A" aans c,

T
lim _!._J flv(T _+t), v(x_ +t),..., V(T +t)lat
T Jo 1 2 n

=Ef[N (w) ¢ N (w),o-o' N
o Tt *TatT,

(w)]

C. Théoréme.si ‘3 est un point générique de (xn), processus CER,

vérifiant la condition supplémentaire, notée condition C :

- log El - eees = log’En

1
lim — = Jo (-logx) dx ,
n-» oo

vy (t) = Nt( ¥ ) est un point générique du processudg de

Poisson.

Remarques :
1) Alors presque tout point de u:o,lflN fournit une fonction
générique Qu processus de Poisson, puisque d'aprés le théordme de

Birkhoff la condition supplémentaire est encore vérifiée presque

partout.
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2) Mais les exemples de suites CER déja trés difficiles &
construire effectivement. (voir Posnikov) et je ne connais pas
d!' exemple de suite CER vérifiant (1l).
3) Les suites CER sont liées aux nombres absolument normaux.
Korobov a établi que : si ¥ n est CER, la suite [;ng] (partie
entiére de §xf” est une suite normale 4'indices par rapport a
l'entier g.

Avant Korobov, Wall avait é&tabli 1'équivalence suivante :
w réel est normal par rapport 3 l'entier g si et seulement si
la suite u = wgn, modulo 1, est une suite ER.

Démonstration : il faut étudier l'existence des moyennes temporelles

T
T £ Lu(® 1+t),...,v(t n+t):| = lim -1-J f[v('t:l+t),..., v('cn+t)]dt
Teor 0 (o]

=m[ : f(kl’kZ'...kn)lk -o.k (t)j oa lk ¥} oo.'k (t) eSt
kl= 4 a4 ® 1 n 1 n

k =13aom
n

égale a 1 si vtl+t= kl et Y. 2+t=k2"’ et vcn"'tgkn et A o

dans le cas contraire, puisque Vv peut prendre seulement toutes les

valeurs entidres positive ou nulle.

1) Comme f est nulle d&s que l'un des ki est assez grand,

l'existence de Wt f est ramenée A celle des 'wtlk " (t) .
l... n
),

2) P T ¢ t
) Pour (tn' n+l
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1 jT t, o1 (%a 1 (T
= 1 (t)dt = — = j 1 (t)dat + -[ 1 (t)at
T o kl L N 3§ .kn T tn o kl LN 2 .kn T tn kl * o ‘kn
t il L 1 (T
= - t)da
T n ~ + T jt lkl"°kn( ) tl
2 =./n n
1 bR

ol E’i = - log § ; et ol T, est la mesure de l'ensemble des

points de _(ti_l,ti) ol 1k1"‘kn(t) =1,

Lemme 1 : sigest un point générique de (xn) . = est un point
générique de Xn.

En effet pour toute fonction continue a2 support compact de

+
mNdansc:

f(xl' .o .Xn) = f ("1°g xl: ® o0 o, -lOg Xn)
fonctions loga (xi) sont les logarithmes tronqués a a; . les ay

i _
étant assez grands pour que % { o,ai] contienne le support de £,
4

Les moyennes a calculer sur = sont égales 3 des moyennes sur §
relatives 3 des fonctions continues. Elles existent donc et ont

bien la valeur attendue.

Lemme 2 : si § est un point générique de (xn). w = (N n) est un
point générique du processus Pn déduit de (xn) par la loi

indiquée ci-dessus.
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(en effet, pour tous les (kl, ...kn) # (o0,0,...0) les fonctions
P, sont des fonctions bornées, continues des X, o le cas (0,0, ...0)
s'étudie par différence).

L'hypothése (1) du théoréme assure l'existence d'une moyenne
associée & = et A une fonction de IR dans C continue mais a

support non compact (et m&me tendant vers 1'infini & 1'infini)

la fonction x — x.

Cette hypc:thése entratne

a) lim —E—E‘J—' = E(xl) = j xl dP (¢'est l'hypothese elle-
n-o n oo m&me)

b) on montre facilement qu'alors, Pn étant inférieur 2a xn.

L
Ty
lim = E(P.) .
T—+ OO n 1
tn 1 T
¢) lim == =1 et lim —j
TP T T o ¥ t 1k1...kn'(t)dt =0

donc mlk x (t) existe et a bien la valeur attendue.
l * e

D. Peut-on affirmer que la fonction v (t) ainsi construite est

stationnaire et a pour fonction de corrélation

T(h) = 32+e—lhl pour o«thl ¢ £
= 52 pour h » t
that ()
/\ /
e‘

ad e
>
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La fonction de corrélation de v (t) est ¥’ (h) :
¥'(h) = W[ vit) v (t+h)]
Cette moyenne est bien de la forme des moyennes considérées plus

2
haut mais la fonction f est ici la fonction de IR dans IR :

f(x,y) = xy et n'est pas 3 support compact. On a :
1 N .
T'(hy =m0 E kl k2 1klk2(t)] et ici on ne peut
k.=1 & oo
1
k2=l a oo

intervertir le signe W% et le signe 2::de sorte que 7' (h)
n'existe pas forcément; Pour assurer son existence il faut fairé4
une hypothése supplémentaire du genre de 1l'hypothé&se C. L'hypotheése
C traduisait le fait qu'il n'y a pas “"trop" de points de la suite
voisins de O. La nouvelle hypothése devra traduire le fait qu'il

n'y a pas "trop" de points de la suite voisins de 1.

Conclusion :

On voit sur cet exemple quelles sont les idées principales
qui pourront conduire A la généralisation des notions de point
.générique et de suite stochastique. Cette généralisation est
précisément adaptée a la difficulté supplémentaire due au fait
que l'espace 4'arrivée est localement compact.

Un point générique fournira une fonction qui aura "beaucoup" 4
de moyennes et en particulier toutes les fonctions de corrélation

tronquées existeront et permettront de reconstruire indirectement
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les fonctions de corrélation (non tronquée) qui n'existéront pas
forcément. Si on veut assurer 1'existence, au sens habituel, de
ces fonctions de corrélation, on devra faire des hypoth&ses supplé-

mentaires sur la fonction stochastique.
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