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f a c u l t é d e s s c i e n c e s d e l y o n 

SÉMINAIRE XI r F0NCTEUR3 D'EQUIVALENCE 

Dt ALGEBRE il Oa DANS UNE CATEGORIE 

_l.cy6?-»196k par A .Roux 

1 # Généralités, 

(1,1) Définition : 

Soit M un objet d'une catégorie C« 

On appelle foncteur dféquivalence sur M un foncteur isomorphe 

à un foncteur contravariant de £ dans 3Ens, G( ,M) tel que pour tout 

objet X de C, G(X,M) soit le çraphe d'une relation d'équivalence 

sur Hom(X fM). 

Une relation d'équivalence sur M est un foncteur d'équivalence 

3ur M représentable ; un représentant d'une relation dféquivalence 

est appelé un coup!» d 1 équiva!? enee sur M. Par définition un couple 

d'équivalence sur M est donc un couple de morphismes R ~ x M de 

même source et de but M, tel que pour tout objet X de t l'applica

tion de composantes (Hom(X,r1),Kom{X,r2)) de Hom(X,R) dans l'ensem

ble produit Koa(X#M) x Hom(X,M) soit une injection dont l'image sst 

le graphe G(X,K) d'une relation dvéquivalence sur Hom{X,M). 
r' r 

Des couples d'équivalence R'— M et R~^r4^M qui pour tout 
r 2 r 2 

objet X de C déterminent le même graphe d'équivalence G(X,M) sur 

Hom(X,M) sont dits équivalents» Il revient au même de dire qu'ils 

représentent la même relation d'équivalence sur M, X~w^»G(X,M), 

d'où : 

Pour que deux couples d'équivalence sur M soient équivalents, 

il faut et il suffit qu'il existe un isomorphisme compatible de 

l'un sur l'autre 9 : R ' — ^ R f tel que rj » r^Ô et r£ = r 2 # 0 # 

La donnée d'une relation d'équivalence sur M revient donc à la 

donnée d'une classe de couples d'écuivalence sur M "équivalents". 
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(l f2) Proposition, Soit R — •rrrosas^ M un couple d*équivalence sur un 
r 2 

objet M tel que le produit direct (M7TM,p1,Pgî 

existe; le morphisme i : R — M n M de composan

tes (rjL*r2) e s t 1X11 nionomorphisme. 

Il existe donc une correspondance biunivoque entre les rela

tions d 1 équivalence sur M et les sous-objets i : K * MrrM tels que 
K — r-^^rt M soit un couple d*équivalence sur M; un tel sous-objet 

p 2 # 1 

de MirM est appelé un graphe d 1 équivalence sur M, et on identifie un 

graphe dfécmivalence avec la relation dféquivalence qu'il définit• 

(1,3) Proposition Soit i : K — M r M un sous-objet du produit direct 

(MtTM,p 1 #p 2) tel que le produit fibre (Pjf^Pp) 

de K •. * M existe; pour que i : K—-*MnM 

soit un graphe d'équivalence sur M il faut et 

il suffit quo : 

a) il existe un morphisme s : M —*K sectionnant 

P 1 #i et P 2#i (p1#i.s * 1 M p 2#i#s), ce oui est 

équivalent à : il existe s : M — K factorisant 

le morphisme diagonal : M — + M-nM (i#s *Aj^)» 

b) il existe un morphisme : K —* K symetrisant 

le couple (p 1.i fp 2 #i) ( p ^ i . ^ - Pk*i> j ¥ k) ce 

qui est équivalent à:1'involution de symétrie 

cr • MnM M W M de composantes (p a>p 4) (Pj
# < r 3 5 Pfc) 

induit un morphisme cr • K — + K (<*-,i = i.or^); en 

particulier or̂. est aussi une involution. 

c) il existe un morphisme de passage p : P — K 

tel que p..#i,p = p, #i #p. ; (p est alors le noyau 

du couple de morphi3mec K M. 

2 «Morphismes compatibles » 

(2,1) Définition, Soient G( ,M*) et G( ,M) des foncteurs dféquiva

lence sur des objets M* et M de €; on dit qu'un morphisme f :M f~*M 

est compatible avec G( ,M f) et G( ,M) si le morphisme fonctoriel 

Hom( ,f)KHom( ,f) induit un morphisme fonctoriel G( ,f) de G( ,Mf ) 

dans G( ,M). 
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Cela revient à dire que pour tout objet X de C, Inapplication 

Hom(X,f }xHom(X,f ) de Hom(X,M* ) *Hom(X,M» ) dans Hom(X,M)xHom(X,M) 

envoie le sous-ensemble G(X,K*) dans le sous-ensemble G(X,M). Si 

f t Mt -~> M est compatible avec G( ,Mf ) et G( ,M), le morphisme 

fonctoriel G( ,f) qu'il détermine est unique. 

(2.2) Proposition» Soient G( ,M* ) et G( ,M) des relations dféquiva-

lence sur M 1 et M, et f : M 1 ~* M un morphisme 

compatible; pour tous couples dféquivalence 

ri r 1 

R ? =^=£=* Kt et R M définissant G( ,M*} 

et G( ,K), il existe un unique morphisme 

f Q : R»—*R tel que f.rj = ry?a$ J = 1#2« Ré

ciproquement, si f est un morphisme de M f dans 

M, et s*il existe un morphisme f : R*~*R tel 
o 

que les relations de commutation ci-dessus 

soient vérifiées, f est compatible avec G( ,M f) 

et G( ,M); de plus si s* : R * — ( r e s p « s : R - > M ) 

est la section commune à r* et r,* (resp# à r-

et r p ) , on a s.f - f .s*. 

Si G( ,Mf ) et G( ,M) c\dmettent aes graphes d f equivalence 

i t s Kt — - M
f w M f et i : K — » M^M, et si f : M f -—* K est compatible, 

le morphisme f a K f -—^K est induit par le morphisme fvf de- M'rrM1 

dan3 M** M (fnf.it = i#f )• 

(2.3) Proposition» Soit f : M * — • M un morphisme compatible avec 

des relations d* équivalences définies par des 

couples R 1 - • -| •* M* et R M, et soit 
r 2 r * 

f 5 R.1 -—>R, le morphisme défini par f : 

a) si f est un épimorphisme, il en est de môme 

de f; 

b) pour que f soit un monomorphisme, il faut et 

il suffit que f en soit un, et (M f,s T,f) est 

alors le produit fibre de ( R f , f o ; et (M,s) au-

dessus de R. 

Remarque : il est évident que f : M* — M est compatible avac tout 

http://fnf.it
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foncteur d'équivalence G( ,M') 3ur M' et la plus grande relation 

d1équivalence sur M. 

(2,k) Définition» Un foncteur d'équivalence D'( ,M) sur M est dit 

plus fin qu'un foncteur d'équivalence G( ,M) sur M si le morphisme 

identique 1^ est compatible avec G'( ,M) et G( c'est à dire 

si pour tout objet X de C, G'(X,M) <: G(X,M). 

De faqon évidente on a : 

Pour qu'une relation d'équivalence E' sur M soit plU3 fine 

qufune relation d'équivalence E 3ur il faut et il suffit que 

r ' r 1 1 pour des couples d'équivalence R' 1 • y-x M et R * M définissant 
VZ

 r 2 

E' et E, il existe un (mono}morphisme compatible 9 = tl%^)0 • R
f—*R 

( r r « - rj). 

La relation de finesse est trivialement une relation d'ordre 

sur la classe E(M) des relations d'équivalence sur M et une rela

tion de préordre sur la classe des couples d'équivalence sur M, la 

relation d'équivalence associée étant la relation définie ci-aessus 

de couples d'équivalence sur M liéquivalentstr. Dans le cas oa le 

produit direct M n M existe, la relation d'ordre définie entre deux 

relations d'équivalence sur M s'identifie à la relation d'ordre 

opposée à la relation de "factorisation" de leurs graphes d'équiva

lence dans la classe des sous-objets de MnM. 

(2,5^ Proposition, Soit E(K) la classe des relations d'équivalence 

sur M : -
LÌ 

a) M - — M est un couple d'équivalence défi-

iM 

nissant le plus grand élément de E(M); 

b) le produit direct Muto" (quand il existe) est 

lin couple d'équivalence sur M définissant le plus 

petit élément de E(M); 

c) si la catégorie des objets au dessus de M*M 

est à 2-produits directs, E(M) est réticulé (et 

s'identifie à uno sous-classe de la classe réti

culée (pour l'ordre opposa) des sous-objets de 

M M); 

d) si la catégorie des objets au dessus de MirM 

est à produits directs quelconquec, et si E(M) 
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est un ensemble, cfest un treillis complet. 

Remarque : dans la suite on notera E Q ( M ) la plus fine relation d'é-

quivalence sur M et G^( ,M) (resp. E^(M)) le foncteur d'équivalence 

(rasp* la relation d'équivalence) le moins fin sur H. 

3 # Image réciproque d'une relation d?équivalence» 

(3,1) Soient G( ,M) un foncteur d'équivalence sur M, et f : M' + M 

un morphisme; pour tout objet X de î l'image réciprooue par 

Hom(X,f)xHom(X,f) du sous-ensemble G(X fM) de Hom(X,M) xHom(X,M) est 

un sous-enôëmble Gf(X,M'\ de Hom(X,M' k'Hom(X,M'), graphe d'une re

lation d'équivalence sur Hom(X,M'); de plus, si u : X' — X est un 

morphisme, l'application Hom(u,M')*Hom(u,M') envoie le sous-ensem

ble Gj.(X,M') dans le sous-ensemble G f(X',M'); on définit ainsi de 

façon évidente un foncteur d'éouivalence sur M' noté G^( ,M')• 

Définition» Avec les notations ci-dessus, le foncteur d'èquivalence 

Gj>( >Mf ) s u r M 1 est appelé l'image réciproque par f du foncteur  

d'équivalence G( ,M) sur M. 

Il est évident eue f définit un morphisme fonctoriel de 

G f ( ,M') dans G( ,M), de sorte que f est compatible avec G f( ,M') 

et G^( ,M). Plus précisément : 

(3#2) Proposition» Il existe un isomorphisme fonctoriel entre 

G^( ,M') et le moins fin des foncteurs d'équiva

lence G( ,M') sur M' tel eue f soit compatible 

avec G( ,M') et G( ,M). 

La proposition suivante fixe la représentabilité du foncteur 

G^( ,M') lorsque G( ,M) est une relation d'équivalence : 

(3#3) Proposition, Si les produits directs (M'^M',p^ fp^) et 

( M T T M > P 1 # P 0 ) existent, et si la catégorie des 

objets au dessus de MTTM est à 2-produits directs 

l'image réciproque par un morphisme f : M' —*-M 

d'une relation d'équivalence G( ,M) sur M est 

une relation d'équivalence G^( ,M') sur M'; 

le graphe d'équivalence de G^( ,M') est l'image 

réciproc.ue par f*f du graphe d'équivalence de 

G( ,Mh 

En particulier l'image réciproque par f de la relation d'équi

valence la moins fine sur M est la relation d'équivalence la moins 

fine sur M'• 
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lt» Relation d'équivalence associée à un morphisme. 

(2*,1) Définition. Soit f : M —* N un morphisme de <£; on appelle fonc

teur d'équivalence associé à f le foncteur ,M) d'équivalence sur 

M image réciproque par f de la relation d'équivalence la plus fine 

sur N (définie par le couple N —- A1 * N ) . 

f ' 

M' — * > N' 

Si u| |v est un diagramme commutatif dans C, pour tout 

M f •> N 
objet X de C l'application HomX,u)*Hom(X,u) envoie le sous-ensemble 
- 1 -1 
f'(X,M') de Hom(X,M')xHom(X,M') dans le sous-ensemble f (X,M) de 

Hom(XjM) *Hom(X,M) 9 par suite u : M' — * M est un morphisme compatible 
- 1 - 1 

avec f'( ,M') et f ( ,H) car il définit un morphisme fonctoriel de 
- 1 -1 
f'( ,M') dans f ( ,VL)9 d'où : 
(if#2) Proposition, f-*w\^ F 1( ,M) définit un foncteur covariant de 

la catégorie des morphismes de C dans la "catégo

rie" des foncteurs contravariants de C dans lEns. 

(iff3) Proposition. Soit f : M — * N un morphisme de <C; pour qu'un cou-
r 1 

pie R M soit un couple d ' écuivalence défi-
r 2 

nissant l'image réciproque par f de la plus fine 

relation d'équivalence sur N, il faut et il suffit 

que R X—,—t M soit un produit fibre du couple de 
r 2 

f 

morphismes M N. 

On note alors (R f >r 1 >r C )) ce produit fibre, et E f la relation 

d'équivalence ,M) ; f est compatible avec les couples d'équivalence 
R- ===* M et N - -n- * N et le morphisme f : R« —- N défini par f r r g i M o l 

est égal à ~ ^ * r 2 ' s"*" s : W —* ^f e s t s e c t î ° n commune à r^ 
et r 2, on a trivialement f = f.r^s = f.r^.s, d'où : 
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Corollaire 1. Pour que f : M — * N soit un monomorphisme, il faut et 

11 suffit que le foncteur d'équivalence associé à f soit la plus fine 

relation d'équivalence sur M; pour que f soit un épimorphisme, il 

faut et il suffit que f = f#r- = f.rp en soit un (dans le cas où 

T ( jM) est une relation d'équivalence). 

Corollaire 2. Soit € une catégorie à 2-produits fibres; le foncteur 

d f équivalence associé à tout morphisme f : M —r.*> N est une relation 

d'équivalence admettant (R f,r 1,r 2) comme représentant, et f^>w*R^ 

définit un foncteur covariant de la catégorie des morphismes de C 
f ' 

dans la catégorie C. M' • N' 

Plus précisément : soit uj Jv un diagramme commutatif, 

M j - N 
- u : M' —+- M est un morphisme compatible avec R^f et R^; 

- si u t R^t — est le morphisme définit par u, si U q est 

un monomorphisme (resp» un epimorphisme) il en est de même de u, la 

réciproque étant exacte (re*»>.*i f «n , c n o ^ r P i i i 6 ^ J ; 

- si v : N ' < — N est un monomorphisme, E^est l'image récipro

que par u de E f, 
f £ 

Corollaire 3* Soient M « + N —~—* P des morphismes de C : 
a) E~ est plus fine oue E „ sur M, et lui est identique si g est 

* g«f 
un monomorphisme; 
b) Eg £ est l'image réciprooue par f de E g, donc f est compatible 
avec E w . (et a fortiori E^) et E » g.t i g 
(k$k) Définition» On dit qu'un foncteur d'équivalence G( ,M) sur M 

est réalisable » s'il existe un morphisme f de source M tel que 
»1 

6( ,M) = f ( ,K) # On dit alors que f réalise le foncteur d'équivalen

ce G( ,M). 

Pour que des morphismes de même source f et g réalisent le même 

foncteur d'équivalence sur M, il faut et il suffit qu'ils admettent 

les mêmes couples diagonaux (c'est À dire f.u = f«v équivalant à 

g #u - g.v). 

(4#5) Proposition. Soit E^(M) la classe des relations d'équivalence 

réalisables sur M : 

a) la plus fine relation d'équivalence sur M est 
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réalisable (par 1^); 

b) si C admet un objet final -HL et si le produit 

direct MnM existe, la moins fine relation d'équi

valence sur M est réalisable (par ; 

c) si C et la catégorie des objets au dessus do M 

sont à 2-produits fibres, E^fM) est réticulé à 

gauche ; 

d) si € possède un objet final, est à produits 

fibres quelconques, et si E r(M) est un ensemble 

cfest un treillis achevé. 

Tous les résultats et toutes les définitions que l'on a exposés 

ci-dêssus se dualisent de façon immédiate; on obtient par dualité 

les notions de relations de coéquivalence, de couple de coéquivalen-

ce, etc«•• 

5« Foncteur conoyau associé à un foncteur d*éouivalence. 

(5#l) Soit G( ,M) un foncteur d'équivalence sur un objet M de C # 

Pour tout objet Y de C 30it Q G ( M , Y ) le sous-ensemble de Hom(M,Y) 

composé des morphismes compatibles avec G( ,M) et E O ( Y ) , c'est à 

dire l'ensemble des y : M — > Y tels que pour tout objet X de C, et 

tout élément (x,x') de G(X,M) on ait y.x = y.x' ; si v : Y' — Y est un 

un morphisme de G, l'application Hom(M,v) envoie le sous-ensemble 

Q G ( M , Y ' ) dans le sous-ensemble Q G(M,Y); soit (^(M^v) l'application 

ainsi définie de Q &(M,Y') dans Q G ( M , Y ) ; il est évident oue l'on dé

finit ainsi un foncteur covariant & G(M, ) : Y - V V A ^ Q ( M F Y ) de £ dans 

Œns, et que pour tout Y de C l'injection canonique de QQ(M,Y) dans 

Hom(M,Y) définit un morphisme fonctoriel de QQ(M, ) dans Horn(M, ) • 

Si f : M ' — M est un morphisme compatible avec les foncteurs 

d'équivalence G^ ,M') et G( ,M), pour tout objet Y de (D ̂ applica

tion Hom(f,Y) envoie le sous-ensemble Q G(M,Y) de Hom(M,Y) dans le 

sous-ensemble Q G ? ( H ' , Y ) de Hom(M',Y), et il est facile de voir que 

l'on définit ainsi un morphisme fonctoriel de C G ( M , ) dans Q Gf(M
fi )• 

(5>2) Définition» Si G( ,M) est un foncteur d'équivalence défini sur 

M, le foncteur £g(K, ) défini ci-dessus est appelé le foncteur co

noyau associé au foncteur d»équivalence G( ,M). 
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La représentabilité du foncteur QQ(M, ) dépend évidemment du 

foncteur d'équivalence G( ,M) ; si on ne suppose rien sur ce foncteur 

le seul résultat obtenu est le suivant : 

(5.3) Proposition. Soit M un objet d'une catégorie <D tel que : 

a) la classe Q(M) des objets quotients de M forme un ensemble de 

cardinal et ; 

b) tout couple de morphisme de même source et de but K adniet un 

conoyau; 

c) la catégorie des objets au dessousde M est à b-sommes directes 

( fc>~>; 

alors le foncteur conoyau associé à tout foncteur d'équivalence sur 

M est représentable; un représentant do G G(M, ) est obtenu comme 

somme fibrée de l'ensemble des conoyaux : M—••ÇK des couples de 

morphismes (x,x') de G(X,M) pour tout objet X de 

puand il existe,un représentant du foncteur QQ(M, ) est 1* don

née d fun épimorphisme q : M — Q compatible avec G( ,M) et Eo(0.)> 

et tel que pour tout morphisme y ; M «—*-Y, compatible avec G( ,M) 

et E Q(Y), il existe un unique morphisme y t Q —••Y tel que y = y*q# 

Si q^i* M' —~- Qçfest un représentant du foncteur conoyau asso

cié à un foncteur d'équivalence G*( ,K') sur M' et q G : M — * Q G un 

représentant du foncteur conoyau associé à un foncteur d'équivalence 

G( ,M) sur M, tout morphisme f : xM' — * M compatible avec G'( ,M') 

et G( ,M) définit un unique morphisme f : ~q te^ °'Ue 

f^.qgi - ciĝ f* et en particulier si f est un épimorphisme, il en 

est de même de f̂ « 

(5.4) D[éfjLniJbion» On appelle conoyau du foncteur d'équivalence G( ,M) 

un représentant q^ : M — * 0^ du foncteur conoyau associé au foncteur 

G( ,M); en général le conoyau de G( ,M) sera identifié à l'objet 

quotient de M représentant la classe de 1'épimorphisme nu'il définit. 

Soit q G : M ~ ^ Q Q le conoyau d'un foncteur d'équivalence sur 

M; le foncteur d'équivalence réalisable q£( ,K) est le plus fin des 

foncteurs d'équivalence réalisables sur M moins fins que G( ,M), d'où 

(5$5) Proposition» Si q Q : M — + Q G est le conoyau d'un foncteur 

d'équivalence réalisable sur M G( , M ) , réalise 
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(5|6) Proposition. Soit R —i-t M un couple d'équivalence sur M 

r 2 

définissant une relation d'équivalence E sur M; 

pour qu'un morphisme q : M —-*> Q soit un conoyau 

de E, il faut et il suffit que q soit un conoyau 

(ou que (M,q,q) soit une somme fibrée) du couple 
* \ 

de morphismes R ~r~±Lt M (r n,r 0 admettant une 

section commune, pour tout couple (y^tY^) diago

nal à ( r ) , on a y 1 = y^î, 

Corollaire» Soit M un objet d'une catégorie C tel que la catégorie 

des oojets au dessous do M soit à 2-sommes directes; alors le fonc

teur conoyau associé à toute relation d'équivalence E sur M est re-

présentablo; un représentant est obtonu comme somme fibrée d'un 

couple d'équivalence sur M définissant E. 

(5,7) Définition, On dit qu'un foncteur d'équivalence G( ,M) sur M 

est effectif si : 

a) G( ,M) admet un conoyau ^ : M — * Q Q Î 

b) G( ,M) est l'image réciproque par q G de la plus fine relation 

dféquivalence sur Q^, i.e. G( ,M) est le foncteur d'équivalence as

socié à q^. 

(5#Û) Proposition, Pour qu'un foncteur d'équivalence G( ,M) sur M 

soit effectif, il faut et il suffit que G( ,M) 

admette un conoyau et soit réalisable. 

Corollaire. Pour au'une relation d'équivalence E sur M soit effective 

il faut et il suffit quo E admette un conoyau q p : M — Q r et que 

pour tout couple d'équivalence P. ••--¿4. M définissant E, le diagram-

r ~ 
me R „ ^ M -~ ̂  < f.p soit stable (il suffit d'ailleurs qu'il soit r 2 q h 

stable à gauche, étant déjà stable à droite par la condition précé

dente). 

(5*9) Définition. On dit qu'un morphicme q ; M — * & est un épimorphi

sme strict (resp. effectif) si q est le* conoyau de son foncteur d'é

quivalence associé (resp. et si ce foncteur est une relation d'équi

valence). En particulier, pour qu'un épimorphisme strict soit effec

tif, il faut et il suffit que le prouuit fibre MIT M existe. 

On reviendra par la suite sur ces définitions. 
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6• Décomposition des morphismes Pfir épimorphismes stricts ou effec

tifs darg certaines catégories, 

(6.1) Soit f I M — * N un morphisme d'une catégorie C; si le conoyau 

du foncteur d'équivalence associé à f, q f : M — ~ Q f, existe, f se 

factorise de façon unique sous la forme f *= T.q^; de p3.us on notera 

que pour que f soit un monomorphismo il faut et il suffit que 1^ 

soit un conOyau de la relation d'équivalence associée à f. 

Définition# On dit qu * une catégorie S est une categorie admettant 

une décomposition à droitei stricte si tout foncteur d'équivalence 

réalisable dans C admet un conoyau» 

(6.2) Théorème. Soit (D une catégorie telle que pour tout objet M do 

C : a) la classe 0°(M) des objets quotients de M qui 

3ont conoyaux de couples do morphismes de môme sour

ce et de but M soit un ensemble; 

b) tout couple de morphismes de môme source et 

de but M admette un conoyau; 

c) la catégorie des objets au dessous de M soit 

à ci-sommes directes, avec *t > Card(Q° (M) ) ; 

alors C est une catégorie admettant uno décomposition 

à droite stricte. 

On remarquera que les conditions : 

b'} (C est à 2-sommes fibrées; 

c') pour tout objet M de C et tout cardinal 6 tel que 0 * & ̂  

Card(Q°(M)), C est à ̂ -sommes directes; 

entraînent les conditions b) et c). 

(6.3) Théorème. Une catégorie à 2-sommes et produits fibres est une 

catégorie admettant une décomposition à droite 

stricte. 

Pour des raisons évidentes on dit alors que C admet une décompo

sition à droite effective. 

(6,if) Proposition. Soit C une catégorie admettant une décomposition 

à droite stricte; pour tout morphisme f : M — N 

de I, il existe uno unique décomposition de f 

sous la forme f = ?.q̂  où : M — o s t un 

objet quotient strict de M, conoyau du foncteur 
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dféquivalance associé à f. 

De plus, f -w^Ç)^ est un foncteur covariant de la catégorie 

dee morphismes de Œ dans la catégorie C, i.e. i pour tout diagramme 
f ' 

M» — - N ? 

commutatif de C u| jv le morphisme u : M 1 — > M (compatible 

M jr~* N 

-1 -1 

avec f f( ,M') et f ( ,M) définit un unique morphisme Q(u) : Qft ~* fif 

tel que Q(u).q f f •= q f.u et ?.Q(u) « v.?; . 
Corollaire 1. Si u : M 1 — e 3 t un épimorphisme, il en eat de môme 

q f t 
de Q(u); si les produits fibres (R',rJ,r') de M< * Q^t et 

a. et q^ i I 

(R,r 1,r 2) de M -TTT»-*. Ç.f existent (i.e. si q f ?et q f sont des épi-

morphismes effectifs) et si le morphisme U q : R' — » R défini par u 

est un épimorphisme (il en est alors de même de u), (Qf ,£(u),qf) 

est somme fibrée de (q.j>?,u), et par suite^(u) est un épimorphisme. 

Corollaire 2. Soient M — I I —* P de3 morphismes de C : 
— — f g 

a) q^ : M • — f a c t o r i s e q g ^ ; M — > & ^, c'est à dire que dans 

ô(M)# Qg f o s f c plus petit que et lui est égal si g est un monomor-

phisme; ^ 1 ^ 

b) f : M — * N (compatible avec g.f( ,M) et g ( ,N) définit un unique 

morphisme 0(f) : 0 - — • () tel cue £(f).q r •= q^.f et gTf « P^Q(f); 
en particulier, si f est un épimorphisme il en est do m ^ e de Ç(fK 

Il est évident que toutes les propositions et définitions données 

ci-dessus se dualisent facilement : fonctou:- de coéquivalence su«-un 

objet M, relation et couples de coéquivalences, noyau d'un foncteur 

de coéquivalence et monomorphisme striée et effectif. En particulier : 

(6,5) Théorème. Une catégorie à 2-soromes et produits fibres est une 

catégorie admettant une décomposition à droite et 

à gauche stricte (et même effective). 

(6,6). Proposition. Soit € une catégorie admettant une décomposition 

à droite et à gaucho stricte; pour tout morphisme 

f : M —*-N il existe une unique décomposition de 
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f sous la forme f i^,f#q^ où : 

q^ : M — ^ ^ - f 113:1 objot quotient 3trict QÓ M 

conoyau du fonctour d ? èquivalonce *3SOCié è. f 

(ou f.q f); 

i f : K f — * N est un sous-objot strict de 119 noyau 

du foncteur de coéquivalence associo à f (ou i^.f); 

— * e s t lvunique morphismo determinò par 

f tei nue f - i^.f.q^; 

De plus f w^v^f est un foncteur covariant de 

la catégorie des morphismes de C dans ello-nfìme# 


