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f a c u l t é d e s s c i e n c e s d e l y o n 

"SEMINAIRE /n r\ FONCTEURS REPRESENTABLES 

D'ALGEBRE U CA o FONCTEURS ADJOINTS 

1963-1964 par R.Pupier 

2° niveau 

On introduit dans cet exposé des notions définies essentiel

lement par D#M.Kan en 1 9 5 6 [ 3 J• Ces notions généralisent les rap
ports réciproques des deux foncteurs suivants de Jkb dans Ab : 

1 . Hom( , ) qui à deux groupes abéliens A et B associe le 
groupe abélien Hom(A,B) des homomorphismes de A dans B. 

2 # ® , qui à deux groupes abéliens A et B associe leur 

produit tensoriel AaB# 

On sait qufil existe un isomorphisme canonique de Hom(A®B,X) 

sur Hom(A,Hom(B,X), qui définit un isomorphisme fonctoriel entre 

les foncteurs Hom( ® , ) et Hom( ,Hom( , )• 

Lfoutil fondamental sera le foncteur Hom( , ) de Cx<£ dans 3Ens 

dont on rappelle qu?il est contravariant par rapport au premier 

argument, et covariant par rapport au second, Dfautre part, il 

sera fait un constant usage des foncteurs représentables, dont 

quelques propriétés générales constituent la première partie de 

cet exposé. 

Dans la suite on supposera que tous les foncteurs considérés, 

autres que Hom( , ), sont covariants par rapport à tous leurs 

arguments. On se gardera pour étendre les résultats à des foncteurs 

contravariants de se contenter de "retourner les flèches11 ; cette 

manipulation, opérée sans de nombreuses vérifications, conduit 

souvent à des résultats désastreux. 
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1 # Foncteurs représentables. 

Les principales propriétés des foncteurs représentables ont 

déjà été citées dans lfexposé n°l, Catégories à produits fibres* 

On se contentera de reprendre les propriétés dont on fera le plus 

grand usage, et dfen esquisser la démonstration. 

On considère une catégorie C quelconque, et un foncteur F de 

C dansIEns* Si M est un objet de C, on remarque que l'on peut dé

finir tous les morphismes fonctoriels de Hom(M, ) dans F, dès que 

lfon connaît F(M) : en effet, pour tout élément m de F(M), on pose 

m^f) « F(f)(m), où f eKomfMjX); est une application de Hom(M,X) 

dans F(X), qui satisfait au diagramme commutatif suivant : 

Hom(M,X) *F(X) 
! : 

Hom(M,u); F(u) 

1 i 
Hom(M,Y) — > F (Y) 

et m est un morphisme fonctoriel de Hom(M, ) dans F. 

( 1 . 1 ) Proposition, m — * m est vine bijection de F(M) sur 

Hom(Hom(M, ),F). 

On montre que si (f est un morphisme fonctoriel de Hom(M, ) 

dans F, x = ̂ (1^) ̂  F(M) est tel que x = <f, ce qui montre que les 

morphismes fonctoriels de Hom(M, ) dans F forment un ensemble; 

alors <f—^ x est l'application réciproque de m — > m. 

En particulier, en appliquant la proposition ( 1 , 1 ) aux fonc

teurs Hom(M, ), il vient : 

( 1 . 2 ) Corollaire. Si M et M' sont deux objets de Œ, f --* Hom(f, ) 

est une bijections de Hom(M',M) sur Hom(Hom(M, ),Hom(M', ))• De 

plus tout isomorphisme fonctoriel de Hom(M, ) dans Horn(Mf, ) est 

induit par un isomorphisme de M' sur M* 

On pose alors la définition : 

( 1 # 3 ) Définition. On dit qu'un foncteur F de C dans Ens est repré
sentable, s1il existe un objet A de î, et un isomorphisme foncto

riel de Hom(A, ) dans F. 

On remarque d'après ( 1 , 2 ) que A est défini à un isomorphisme 
près* 
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Exemples : 1 « Dans une catégorie à sommes directes, le foncteur 

X -%/\^Hom(M,X) *Hom(N,X) est représentable. De même dans une 

catégorie à produits directs, le foncteur X-w-vHom(X,M)*Hom(X,N) 

est représentable. 

2 é Soient A, M et N trois objets d'une catégorie, uéHom(A,M) 

et v eHom(A,N); pour un couple (f,g) * Hom(M,X)*Hom(N,X), on 

définit la relation Rif,gî «f.u = g.v"; si l'on désigne 

par Gjç l'ensemble des couples satisfaisant à la relation R, 

X-v^*»G^ est naturellement un foncteur de C dans Ins. Ce 

foncteur est représentable, si et seulement si la somme fibrêe 

de M et de N relative à u et v existe-* Dualemefct, on obtient 

une propriété analogue pour le produit fibre• 

2m Foncteurs adjoints et coad.joints. 

(2.1) Définition. Etant donné un foncteur T de C dans C , on dit 

que T admet un foncteur adjoint, si le foncteur X ~^~^Hom(T(X), X 1 ) 

est représentable pour tout objet X* de <C'# Dualement, on dit 

qu'un foncteur S de t ! dans Cadmet un coadjoint> si le foncteur 

Xt^wwHom(X,S(X»)) est représentable pour tout objet X de C. 

On étudiera ici seulement le premier cas : soit pour un X 1 

donné dans C , S(X') un représentant du foncteur Hom{,f(T( ),X*), 

qui est alors isomorphe à Hom^' ,S(X')); montrons que X'--w>-* S(X') 

est un foncteur (évidemment défini à un isomorphisme fonctoriel 

près), qu'on appelera l'adjoint de T; T sera alors trivialement 

un coad̂ loint de S. 

On désigne par 1 x ? x la bijection de Hom(X,S(X')) sur 

Hom c ? (T(X),X» ) ; si X' et Y' sont deux objets de <C', l'applica

t i o n ^ = Y Y Î X ° H O I T V ( T( x)> u f ) o*fXtX# où u' est un morphisme de 

X' dans Y', définit un morphisme fonctoriel % de Hom^C ,S(X')) 

dans Hom([( ,S(Y')) (on montre que pour tous UéHomc(Y,X) et 

f €Homc(X,S(X' ) ), * x(f ).u » X (f #u) (cf, appendice)); d'après 

(1.2) il lui correspond un unique morphisme, S(u') de S(X') dans 

S(Y'), qui satisfait aux propriétés de composition, à savoir 

S(v'.u') » S(v').S(u')# 
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On a alors Homc(X,S(u* ) = <fy f x #Hom c f (T(X) ,u
f ) 0<f x t x, ou encore 

<f Y f x #Hom c(X fS(u
f ) ) « Hom e t (T(X),u

f ) e f x , x . On en déduit la commuta-

tivité du diagramme : 

Homc(X,S(XM) * Hom c f (T(X),X») 

! ! 
i 

(1) Homc(u,S(u«))| • Homc,(T(u),u») 

i I 
Homr(Y,S(Yt ) ) £ Honuf (T(Y),Y

1 ) 

pour tous U6Hom c(Y,X) et u* € Hom^ (X», Y
1 ) • En définitive <f est 

un isomorphisme fonctoriel de Horâ  ( ,S( )) dans HojnCf(T( ), )• 

On peut trouver une expression de S(uf) en prenant dans le 

diagramme (1) pour X et Y, S(X*) et pour u : l s ^ x f j . On obtient : 

S(uO = f y f s ( X f ) 0Hom c ? (TS(X' )#
uf).<PXtS(Xt)(ls(Xt )>•

 0 n désignera 

par 4> (XM le morphisme <pXf s ^ x f j ( l S ( X f ) ) de TS(X»J dans X». L*in-

térèt de ce morphisme provient du résultat suivant : 

(2,2) Proposition, Soient T un foncteur de C dans C f, S un fonc-

teur de C f dans <C, et Y un morphisme fonctoriel 

satisfaisant au diagramme (1); alors 4* (X1) = 

^X'SCX1)^1S(Xt)^ définit un morphisme foncto

riel 4> de TS dans l c ?, et <f — > 4> est une 

bi jection. 
Le. fait que 4> est un morphisme fonctoriel se démontre en 

utilisant le diagramme (1) dans des cas particuliers ; pour la 

deuxième partie, soit 4> un morphisme fonctoriel de TS dans 1^,; 

soit f €Hom c(X,S(XM); on pose ? x, x(f) « +(X» ) .T(f ) ; <fXfx(f ) « 

Hom(j;?(T(X) ,X
f ), et on vérifie facilement que <f satisfait au dia

gramme (1); alors 4* — ^ <p , ainsi définie, est Inapplication ré

ciproque de f—»> <4» , ce qui achève la démonstration* 
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( 2 , 3 ) On pourrait faire une démarche analogue, pour les foncteurs 
coadjoints;on se contentera dfen indiquer les étapes : si T de C 

dans C f est un coadjoint de S, il existe un isomorphisme fonctoriel 

f : Homcl(T( ), ) Hom^C ,S( )); de plus, si T et S sont des 

foncteurs quelconques, à tout morphisme fonctoriel f de 

Hom^f(T( ), ) dans Homc( ,S( )), on peut faire correspondre un 

unique morphisme fonctoriel "V de 1 ^ dans ST de telle façon que 
Y — * Y" soit une bijection. 

Proposition. Soient deux foncteurs T de C dans C T et S de C f 

dans C, tels quTil existe un morphisme fonctoriel 

<f : Homc( ,S( )) — ~ Hom C f (T( ), ) et un morphisme 

fonctoriel y: Homc?(T( ), ) *Homc( ,S( )); S est 

adjoint à T si, et seulement si, et t-T sont 

des morphismes fonctoriels identiques. 

(2 ,1* ) On examine ici les répercussions de la proposition ( 2 , 3 ) 

sur les morphismes fonctoriels et Y*. 
Proposition. y.<f (resp. f.f ) est le morphisme identique de 

Homc( ,S( )) (resp. HomCT(T( ), )) si et seulement 

si le morphisme fonctoriel composé 

S -£â_.STS -it^S (resp. T TST ^ T ) 

est le morphisme identique de S (resp. de T). 

La démonstration de ce résultat est dfordre technique et 

analogue à celle proposée dans 1?appendice. 

( 2 , 5 ) Exemples : Somme et produit directs. 

Soit C une catégorie, et k le foncteur de £ dans CxC défini 

par X (x9X). Si nous supposons que k admet un coadjoint T, 

il existe un isomorphisme fonctoriel y : Homc(T(M,N),X) ——>• 

HomCx(C((M,N),(X,X)), i.e. le foncteur X "^^Hom^i (M,N), (X,X) ) 

est représentablet dfaprès l*exemple ( 1 ) de ( 1 , 3 ) cela signifie 
que £ est une catégorie à sommes directes, et on peut écrire 

T(M,N) =* MuN. Les morphismes <f, f ,*/r,4> définis précédemment ont 

les significations suivantes : 

<p : à tout f é-Hom^M N,X) il fait correspondre lfunique cou

ple (fM,fN) tel que le diagramme suivant soit commutâtif : 
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MxiN ^ X 
6NÎ ... ' "fN 

N- N 

est bien entendu le morphisme inverse; 

pour tout X, < M X ) est le morphisme codiagonal (cf. exposé 0) 

de XJUX dans X; 

enfin T(M,N) - (e M,e N) # 

Dualement, si k possède un adjoint S, il existe un isomorphis

me fonctoriel Y * HomŒ(Xf3(M,N)) ̂ ~>Hom £ J C C((X #X),(M #N)); c'est 

le foncteur X -VN/WHom^,^( (X,X) , (M,N) ) qui est représentable• <f et 
<f s'interprètent comme dans le cas de la somme, 4>(M,N) - (PJ^IPJJ) 

ety(X) est le morphisme diagonal de X dans XTTX. 

3 # Propriétés d'ex*\ctitude. 

Soit € une catégorie quelconque• On rappelle la définition 

donnée dans l'exposé 1 : 

( 3 , 1 ) Définition On dit qu'une suite M—-^N=§=£P est exacte 

ai le diagramme coramutatif : 

Hom(X,M) Hom(X,N) 
» 

Hom(X,f.U) I (Hom(X,f ),Hom(X,g) ) 

i 
Hom(X,P) — ~~ + Hom(X,P)*Hom(X,P) 

Hom(X,P) 

représente un produit fibre pour tout objet X de î. 

De môme on définit une suite exacte M ^ £N—^-^P si 
g 

Hom(P,X) - *™{^*}.^ Hom(N,X) 
! I 

Hom(u.f,X)L I (Hom(f ,X),Hom(g,X) ) 

l i 
Hom(M,X) - -*-Hom(M,X) x.Hom(M,X) 

Hom(M,X) 

représente un produit fibre pour tout objet X de <C. 

( 3 » 2 ) Remarque : dans les catégories à produit, une suite 
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M »P est exacte si et seulement si M est un produit fibre 

de N et P au-dessus de P*P. Dualement dans une catégorie à sommes 

M~~tM • P est exacte si P est une somme fibrée de M et N au-

dessus de MiiM. 

Dfautre part si C est une catégorie abélienne, la suite 

M * N~g""£ P e s t o x a c t e s s i 0 — * M — » N — * P est exacte, et 

la suite M -£ »'N >P est exacte ssi M - f~g~» N » P ~~* 0 l»est 
g 

aussi« 

( 3 , 3 ) Définition. On dit qu*un foncteur covariant est exact à 

pauche (resp. à droite) si pour toute suite exacte M >M . — i P 

(resp. M=^TN -P) la suite F(M) vF(N)I^F(P) (resp. F (M) 

™ F ( N ) — » F ( P ) ) est exacte. 

De môme un foncteur contravariant F est exact à gauche 

(resp* à droite) si pour toute suite exacte M~^TN *P (resp, 

M » N - = : P ) la suite F(P) > F(N)~~^ F (M) (resp. F(P):r^F(N) 

*F(M)) est exacte» 

i3ph) On obtient alors le théorème fondamental pour l1exactitude 

des foncteurs adjoints ou coadjoints : 

Théorème. Tout foncteur représentable est exact à gauche» 

On remarquera que 1*énoncé ne précise pas si le foncteur 

est covariant ou contravariant* 

( 3 , 5 ) Proposition. Si un foncteur F admet un adjoint (resp. un 

coadjoint) il est exact à droite (resp. à 

gauche). 

Là encore lfénoncé s1entend aussi bien pour les foncteurs 

covariants que pour les foncteurs contravariants. 

Soit par exemple F un foncteur covariant admettant un ad

joint S; si la suite M —~t N -—*P est exacte, la suite 

Homc(P,S(X* ) ) rHomc(H,S(X» ))=f Homc(Mf3(X» ) ) est exacte pour 

tout X» dans C*; alors Hom £ | (F(P) ,X* ) -—* Honiç f ( F ( N ) , X
1 ) 

Homc#(F(M),X*) est exacte, et par définition, F(M) r^Ç F(N) — * F(P) 

est exacte. 

km Application ; produit tensoriel de modules sur un anneau com-

mutatif. 

Etant donnés deux modules M et N sur un anneau commutâtif A, 

on rappelle que le produit tensoriel de M et N est la solution 

(définie à un isomorphisme près) du problème universel : 
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MXN 
I \ 

(î) ! 4 f 
* ч 
T - • Y 

Ai * f 
où f est une application bilinéaire quelconque de M*N dans Y # 

Ы 

et f sa linéarisée. 
On supposera dans la suite que M est un A-module donnét  

quo N est quelconque• On considère alors le foncteur covariant 

T : X-^^MeK; à toute application linéaire u de X dans X f on 

fait correspondre l'application linéaire l^u* 

On sait par ailleurs que *£(M,X;Y) est isomorphe à 

Hom(M,Hom(X,Y)) et Hom(X,Hom(M,Y)). МФХ étant solution du problè
me (1),+ù(M,X;Y) est isomorphe à Hom(T(X)#Y); soit f Y X cet iso-

morphisme, et в lfisomorphismo canonique de Hom(XfHom(M,Y)) sur 
«£(M,X;Y); pour tout f « Hom(X,Hom(M,Y) ) on a f Y X ^ = ®f' d f ° U 

dans le diagramme t 
Hom(X,Hom(M,Y) ) иНош(Т(Х) ,Y) 

I ! 
j ; 

Hom(u#Hom(M,v)) ! ! Hom(T(u),v) 
i I 

Hom(X»,Hom(M,Y*)) -•• -a *Hom(T(X* ), Y» ) 
on a : v.<PYX(f ) „T(u) (m«x» ) = ve©^elM*u(m x») 

= v.Ô^(m©u(x»)) 
= v.f , ,л(m) • u(x') 
= 0 r. (m.x» ) v ef eu 4 ' 
= Q 7" (mex' ) v 0f ou' 

et par unicité Hom(T(u) fVÏ.fyx ** Н* у, х, .Hom(u,Hom(M,v) ) • Ce qui 
montre que <f est un morphisme fonctoriel de Hom( ,Hom(M, )) dans 
Hom(T( ), ). 

Conséquence : T(X) = M«X admet un adjoint Hom(M,Y), et c*est 
un foncteur exact à droite; autrement dit pour toute suite exacte 
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X». X — - — - X " -0 

la suite 

M*X« ^ M©X —•*» M«>X" 0 

est exacte. On sait par ailleurs que T(X) n*est pas en. général 

exact à gauche. 

Appendice. 

On donne ici un aperçu des techniques employées dans les 

démonstrations du paragraphe 2. On établit les diagrammes commu-

tatifs suivants, qui résultent des définitions t 

Honu(X,S(X«)) — > Hom<rt(T(X),Xt ) 

(1) Homc(u,S(Xt)) | JHom^fTUhX») 

Hom^Y . S U » ) ) — ~ -Hom c, (T(Y),X* ) 

Hon c f ( T(X ), X t ) Hom.(..T.(.x)â lL̂  Hom c t ( T(X ), Y t ) 

i ! 
; t 

(2) Hom(T(u),X»)L ! Honi(T(u),Y» ) 

i l 
Homc, (T(Y),X» ) -Hom(T(YT;ut'T-*

 H o i V ( T ( Y ) 1 

Homct(T(X),Y« )
 u ) > * 1 Homc, (T( Y) ,Y» ) 

1 1 ! 1 

(3) Çy, YY»Y 

1 ] 
H o mC(X,S(Y. ) ) - ~ — - — ^ H o ^ t Y . S t Y . ) ) 

où u«Hom(Y,X), u» eHom(X',Y*). Pour tout f € Homg(X,3(X*)), on a 

•XY(f,u) = fytY.Hom(T(Y),u»)0fxrYeHom(u,S(X»))(f) 

» fyty.Hom(T(Y),u»)0Hom(T(u),X)0«fXfx(f), d*après (1), 

= YYtY« H o m ( T ( u )» Y ,)oHom(T(X),u») 0Cp x t x(f), d»après (2), 
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* Homtu^tY'JJ^^^^KomtTtXj^tJ^fjç^îf), d'après ( 3 ) , 

- * x ( f ) . u . 
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