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f a c u l t é d e s s c i e n c e s d e l y o n 

SEMINAIRE ^ SUITES EXACTES 

D»ALGEBRE V*3a p a r R * 0 u 2 i l o u 

2° niveau 

Dans la littérature des catégories, fort abondante ces dix 

dernières années, surtout en ce qui concerne lec catégories abé~ 

liennes, des résultats d fune grande portée, :oais jugés par» tr~p 

élémentaires, sont présentés sous forme de catalogue, sans qu*on 

croit utile de les démontrer» A notre connaissance, le seul effort 

entrepris pour consolider ces positions acquises, sonblo èti'j du 

à lfécole américaine d f algèbre homologique, ô ttv- ont reprise 

qui peut paraître sans panache, n fest douse p a 3 dépourvu-j 

dfesprit de sacrifice« 

Nous allons donc, par les propos qui vont suivre, essayer de 

grossir les rangs de cette arrière-garde dont le travail consiste 

justement à cultiver le terrain conquis par des pionniers allant 

toujours de lfavant# 

Pour délimiter lfétendue de cet exposé, disons que nous ten~ 

torons dfaboutir, par des généralisations successives, à cette 

propriété bien connue des catégories abéliennes, et qui a sorvi 

de nourrice à lfhomologie naissante, à savoir le diagramme du ser

pent. Sur ce chemin, nous trouverons en applications plus modestes 

de nos préludes, les célèbres théorèraes d?isomorphio de Noother# 

Notations : Pour un morphisme u : A >-B, le diagramme canonique 

A/u (0) ^ u(A) 
t ! 

Coim u Im u 

0 - Ml (A)-—---—---* A - U ^ B ^ ^ W u ( A ) ~0 

exact en tout objet de la seconde ligne, présente l^s notations 

qui seront utilisées par la suite. 



2 

D'une façon générale, pour tout sous-objet (X,f) de A et 

toutt sous-objet (Y,g) de B f on désigne par u(x) la source du mor-

phlsme Ira(f.u) at par u (Y) la source du morphisme Ker(Coker(g)»u)• 

Les doubles flèches indiqueront des morphisraes identiques. 

(O fX)t Remarque t De la décomposition canonique de u f on déduit, 

pour tout monomorphisme b de source B. la relation 

Im(b,u) = b.Im(u) 

!• Noyau d Tun morphisme composé. 

(l,l) Proposition» Pour toute suite de morphisme s A , U .» B J!L»> C f 

on a i Im(u«Ker(v,u))dKer(v)AIm(u). 

Lemme» Si, dans un diagramme commutât if : 
a 

A- >B »D ] u 
A >-C——•D 

i 

0 

la première ligne et la colonne médiane sont exactes , alors la 

seconde ligne est exacte, 

Puisque c»(b.a) s o, on a Coira(c)^ Coker(b.a); il reste donc 

à vérifier I e inégalité réciproque ; or, si f est un épimorphisme 

de source C tel que f*Coker(b,a) r on a f*(b.a) = o, d
foù b étant 

un épimorphisme, f eb ̂ Coker(a) = Coim(c,b) = C^im(c) eb (remarque 

ci-dessus, par dualité). Mais alors, f^Coim(c), ce qui achève la 

démonstration du lemme, 

Etablissons maintenant la relation (l,l) dans le cas particu

lier, où u est un monomorphisme, soit i 

(lf2) u.ker(v.u) = Ker(v)A U | 

UoKer(v.u)^ u étant évidente, e* v,uaKer(v,u) entraînant u.Ker(v.u) 

^Ker(v), il reste à vérifier que u,Ker(v.u)^ Ker(v)A u- Soit f 

un monomorphisme de but B tel que f^Ker(v) et f <; u, il existe 

alors un monomorphisme g tel que f = u„g, et l'on a v»f = o, d !où 

g^Ker(v.u), ce qui donne bien f< u>Ker(v»u) et établit (l,2) 0 
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Dans le cas général, considérons le diasrjjomo commutatif 

Ker(v,u) ^ 

u#Coim(u) 

" Jf .. ^ 

J~V #IB_(U) 

0 
qui satisfait aux conditions du lenmj; on a donc 

Im(u.Coim(u) #Ker(v tu) ) ~ Ker (v.I::i(u) ) 

d foù Im(u#Ker(v#u)) « Im(u) .Ker (v. Ir: (u) ) 

et la formule (1,2) donne alors la formulo 

(1.3) Corollaire» Si dans un diagramme commutatif 

A -—*B *D 
f ! A 

i bi i 
A *C *D 

c 

la première ligne est exacte, alors Im(b#a) = In(b)AK«r (c) • 

Du lemme précédent on déduit en effet, lfexactitude de la 

suite (b.Coim(b).a,c.Im(b)) soit Im(b.Coira(b ) .a) =* Ker(c#In(b) ) 

d*où Im(b#a) » Im(b).Ker(c.Im(b)) = K3r(c)Alxa(b) diaprés (1,2). 

(1.4) Corollaire » Pour un diagramme commutatif et exact 

0 

1 
A — H - . . B - x.-*c 
I I i 

ai bi °i 
A,___.E,_._r^c, 

on a : Im(b#u) = Im(u
f

#a) = Im(b)Alm(ui) 

En effet, le diagramme 

A — * C« 

I b l 
i i \ 
A *-B« r~*C« 

satisfait aux conditions de (1,3). 
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(1*5) Remarque : il est parfois plus commode d'exprimer ce résultat 

eouc la forme équivalente : 

Coker(b.u) * Coker(uf.a) ~ Cokor(b)vCokor(uf)• 

Ce corollaire admot, sous certaines conditions, une reciproque 

que nous verrons bientôt, 
U V 

(1.6) Corollaire» Si l fon peut plonger une suit o A *B *C 

dan3 un diagramme commutâtif du type î 

0 0 
a -

! i 
a b c j 

# » t l 
At ÏL—^B* * C f 

I 

a' b' 

0 > ¿tt — — 

où les autres lignes et les colonnes sont exactes 

alors cette suite est exacte. 

D'après le corollaire (1,4), Im(b.u) » Im(b)AIm(uf)# d foù 

b.Im(u) =* Im(b) Ker(v f) et, en vertu de (1,1) : 

b»Im(u) * b.Ker(v'.b) * b.Ker(c«v) et 

Ira(u) * Ker(c.v) = Ker(v)» 

(1.7) Corollaire» Pour un diagramme commutâtif et exact : 

A — > B — > C >0 
! I 
i i 

a b ; c I 

* i i 
î 
0 

on a : Im(v,Ker(b)) = Ker(c), 

Il suffit d'appliquer la formo duale de (1,6) au diagramme : 
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En particulier d fun diagramme commutât if et exact s 

en déduit que c est un monomorphisme* 
(lfÔ) Corollaire« ou lemme des 11 quatre" (présenté par raison de 
symétrie sous la forme plus faible de lemme des "cinq", cf.fë])* 

D fun diagramme commutatif et exact t 

on déduit quo f est un monomorphisme» 
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Dfaprès (1,7) # f o #Im(a 1) est un monomorphi3iue, or Ira(â ) *• 

KerU o) ~ Ker(b o #f Q) # Mais de Ker (f ) ̂  Ker(b Q éf Q) , on déduit l^oxis-

tonce d fun morphisme u tel que Ker(f ) ~ Ker(b *f ) #u, d
fou 

• ̂  o O O r 

o » f 0«Ker(f o) =» f Q#Im(a 1) #u, ce qui entraine u » o, et Xer ( f 0 ) * o # 

2# frhéorèmog dHsomorphie. 

Houa allons tout dfabord établir une réoiproque de (1,1).)« 

(2,1) Proportion» Si un diagramme commutât if et exa«t t 

satisfait à la condition Im(b*u) « Im(uf.a) 

- Im(b)/.Im(u* ) (fibration 3ur B * ) , alors c est 

un monomorph!sine« 

En effet, In(b.u) « b.Im(u) - In(b)AKer(v*) « b*Ker(c.v) (1,1) 

d*où Im(u) » Ker(v) • Ker(c.v), Coim(v) * Coiia(c*v), v « Coir:(c)«v 

et enfin Coim(c) lr« 

(2,2) Corollaire (principe de symétrie)* Pour un diagrammo coxnmu-

tatif et exact : 
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les conditions Ker(u n) a o et Ker(c) » o sont 

équivalentes, 

Ceci résulte immédiat emonS do (1,4)» 

(2.3) Remarque t dans 1« cas particulier d fun épimorphisr^e a, la 

proposition (2,1} ot lu corollaire (1,7) donneat le mon* résultat* 

(2.4) Propos it ion « (1 # th$or*na d • isomorphie ) • Pour trois objets 

A,B,C tols que C soie sous-objet de B, B sous-

objet do A, le quotient £/c ̂ st alors sous-objot 

du quotient A/C, ot A/B, (A/C)/(B/C) so;;t na

turellement isomorphes * 

Considérons le diagramme commutatif canonique : 

Ce diagramme peut êt:^ fermé commutâtivement par ur. moi 

morphisme B/C *A/C (2 ,1) , 

D f après la form« duale de (1,6), le diagramme commutatif ot 

exact s 

peut être fermé par une ligne exact : 0—^A/B—>•(A/C)/(B/C)- >0. 

(2,5) Proposition (2° théorème d*isomorphie). Pour tout couple (A,B) 

de sous-objets d fun objet M, les quotients 

A/AAB et AvB/B sont naturellement isomorphest 
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Considérons le diagrammo canonique : 

ô ô 
dfaprès (2 ,1) , on peut le fermer commutâtivement par cl.--n mono-

raorphismes A/AAB > AvB/B et B/AAB« > AvB/A. Q désignant le 

quotient de AvB/B par A/AAB, on peut dfaprès (1,6), fermer coxnmu-

tativement ce diagramme par une ligne exacte : 

0 + B/AAB — - > AvB/;\- + Q — 0 

ce qui prouve au p^ssag-j cuu p est au33i le quotient de AvB/A 

par B/AAB. 

Dfaprès la forme duelo de (l fi f), on a pour 1 f ôpimorphisme 

f : AvB *-Q, ainsi construit : K.r(f) =* Kjt(o*1 )vX«r( £ f ) =»«vp 

* ^WB' d ? o ù Q * °* 

(2,6)Çor ̂ llaire» Dans une cat^orio abilienne, le treillis des 

sous-objetc d'un objet M, et par conséquent 1« 

treillis des qu:>tijnts de M, sont modul tires. 

Soient A,B,C trois sous-obj^ts dj M tels que A ^ C , 

AAB =» CAB (- I ) , AvB = CvB (- U). Des diagrammes canoniques com

mutât ifs et exacts : 
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et du diagramme global s 

on déduit la commutativite de 

ce qui fait de A/l C/l un isomorphisme. 

Le lemme des f tV f (forme duale) applique alors au di-dramme 

montre que l'injection canonique 0 ^ A ^ C ort un isomorphisme 

d'où A = C. 

3• Diagramme du serpent, 

Tout diagramme commutâtif î 
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T ' 

peut être fermé comriut at i voiront par I03 lignes (u1,v^) en haut 

et (u£,v£) en bas; de plus, ai 1 ~uite (u,v) est ô cacte c-t si  

est un monomorphismet la suit^ (u 1 #v^) est -*.\yrz exacte ((1,6)) 

et par dualité, si la suite (uf,v*) est '-xactCj et si v 031 ur.  

épimorphisme« la suito (u f,v f) est exacte« 

Nous allons voir de plus, que sous toutes ces conditims, 

à savoir commutativité et exactitude du diagramme : 

il existe un morphisme à: ^(O) — <*Af/a(A), dit morphisme de 

connexion 1 tel que la surit*-* ̂ u i | V i ^ < u i | V i ) soit exacte« 

Ce morphisme b va ôtre construit en trois étapes : 

1°) u f étant un monomorphismo, on a : Coim(u.b) * Coim(uf«a) 

= Coim(a), d foù Coim(a) ̂ Coim(u); il existe donc, puisque 
-1 -1 

u(A) = v (0), un épimorphisme o< : v (0) -*>a(A), tel que le 

diagramme : 
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i\ » ~ a 
soit commutatif• 

2°) De la relation Im(b#Ker ( c. v) ) = Im(b» #Ker( v f .b) ) 
= Ker(vMAlm(b) (1,1) 
* Jm(u»)^In(b) ̂  Iin(uM# 

on déduit lfexistence 4 fun morphisme Ç>:zv(o) * A * , toi que 
u* • # - b.Ker(c.v)• 

Par ailleurs, Kr*r(v) «s Ker(cév) assure l?exist^nce d fun tuono-
- 1 - 1 

morphisme i : v (0) c*v(0) tel que : 
Ker(v) Ker(c#v)#i 

ce qui permettra de vérifier sans peine la conmutativite du 
diagramme : 

3°) De c #v #Ker(c #v) = o, on déduit l1existence lfun mor-
- 1 -1 

phisme w = c#v(0) *c (0) tel que : 
Ker(c).w « v #Ker(c.v). 

En appliquant alors au diagramme : 
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le corollaire (1,6), on stesure de 1»exactitude de la première 

ligne du ce diagramme, c= qui entrain*» 1*existence d'un raorrhicme 

- 1 

soit commutatif et exact. 

Noyau de à : d»après ( 1 ,7 ) , Ker(à) = Im.{w.Ker (̂  î ) 

- 3m(w.Ker(b.Kerfc.v))), 

d»où Ker(c),Ker(6) Im(Ker(c).w.Ker(b,Ker(c.v))) 

~ Im(v.K r(cv),Ker(b.Ker(c.v) ) ) 

••» Im(v. (Kcr(b)AKer(cv) ) ) (1 ,1) 

» Xm(v.Kir(b)) 

= ïm(Ker(c),v,) 

d'où Ker(Ô) » Im(v 1) # 

Par dualitéj on peut construire des inorphismes o(^^,.i,i 

w*,<b' satisfaisant à f^.v = Coker (uf .a}.b; w'.Cokor(a) -*s 

Coker(u'.a)«uf, et te]j que le diagrammo : 

soit commutatif et exact. D'où w'.<b',w =•• p'.Ker(c).v « (5'. v.Ker (c. v) 

= Coker(u*.a).b.Ker (c.v) « Coker (u' • a ) .u'. p = w» .Cokor(a) .p =* w'.é.w 

ce qui donne, w' étant un monomorphismo ~t w un épittiorphisme, 

& = t>\ et puisqu'on a par dualité Coker(¿0 =• Coim(u^), 

l'exactitude de la suite (u^ fv 1 #ÇT fu^ fv^) est assurée. 
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