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SUR DES EXPRESSIONS DE C ET DE C2 PAR DES SÉRIES;

PAR PAUL APPELL.

I° La constante C d'Euler, avec la fonction S (A), a été définie
dans l'article que j 'ai publié en juillet 1926 dans les Nouvelles
Annales. On peut y joindre S(i) à S(2) , S ( 3 j , . . .,1a conclusion
reste la même.

20 On trouve, dans le calcul intégral de J. Bertrand, pour C,
la formule

G= f' (r—71 , -rl-)dz= f
Jo

 l log(i —*) z) Jo

(z)dz.

Supposons un développement quelconque, limité ou non
decpO),

On aura évidemment, en pobant

1/7= / <?n(z)dz,

( 3 ) G = I0-+- !, + . . . + \n-+-..••

Si le développement (2) est illimité les séries (2) et (3) sont
supposées convergentes.

En prenant le développement en série entière de M. Ser (Inter-
médiaire des mathématiciens, 1925),

(4) JL l
log^i — z) z

où

«-0

on obtient par (3) la formule de Fontana-Bessel. Puis en faisant
comme lui

log(i — s ) = x, z = i—ex,
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on a

+ = +
z) z x i — ex

où les Bn sont les nombres de Bernoulli. En identifiant avec (4)
on a les relations données par M. Ser (loc, cit.) entre les Bn et

i. Mais on a, d'après x = log(i — 5),

n = «5

T J log(i — z) z

Alors

en faisant u s= ef,

Alors v -

i i 4 6 '

c'est l'une des série divergentes d'Euler que l'on peut remplacer
par un développement en série limité. On a, en effet,

où ô est compris entre o et 1.
En intégrant comme plus haut, on obtient

c - i = ?Î - 2-2 +1? - . . . + ( - 1 ) — ^ + (-o»- e, 3^±L,
a 2 4 6 v / 2/« ' 2/n + a

où 9i est compris entre o et 1. Je pense revenir sur ces formulas
dans un autre article.

3° A chacune des séries (2) on peut faire correspondre une



série donnant G2 pourvu qu'on sache calculer les intégrales

Jrt(r)= f ^n(x)dx1 K,4 = f K(
Jy ^0Jy

On a, en effet,

l'intégrale étant étendue à l'aire du carré OABA' dont les sommets
ont pour coordonnées

( o , o ) , ( i , o ) , ( i , i ) , ( o , i ) .

On a alors, à cause de la symétrie,

— =JJy(x)y(y)dxdy,

l'intégrale étant étendue au triangle T = OAB. En intégrant
d'abord par rapport à x, on doit calculer l'intégrale

Donc

Hy)

Hy)

- / •

Jy

-ƒ'
Jy

'j>(x)<

2'
n = o

2

ïcc,

'n(x) dx =

n — oo

n=zO

où

K„= f ïn(

Par exemple, en prenant le développement ( 4 ) , on a

y

Pîl-hî X
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La première intégrale est C. Si Ton pose

X 1

on a
G2

Comme, d'après la formule de Fontana-Bessel, le coefficient
de C est la série donnant C, on a

G2

2

L'intégrale hn est connue, on a

I = —1 H / ^. <Yw,

en retranchant au numérateur (i — i)w+i qui est nul

et en remarquant

(n

logw

il vient

la série est convergente parce que

on a alors — •
i

On obtient de même C2 par une série dont les termes con-
tiennent les nombres de Bernoulli.


