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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

. 333
11856, p. 243; 1916, p. 192).

Etant donnée une ligne d'intersection de deux surfaces de degrés m
et n, quels sont les degrés respectifs des surfaces formées p'ar les nor-
males principales, les tangentes de la courbe et les axes des plans
osculateurs?

SoLuTioN
Par N. ABRAMESCO.

On sait (SaimoN, Legons d’Algébre supérieure, édition 1890, p. 269,
« Sur 'ordre des systémes d'équations soumis 2 des restrictions ») que /,
m, n, r étant les degrés des quatre équations a trois inconnues, supposant
qu'une quantité quelconque figure dans les coefficients des équations aux
degrés X, u, v, p respectivement, cette quantité entrera dans le résultant
au degré
hmnr - pnrl +vrim + o lmn.

. 1° Considérons la développable engendrée par les tangentes a la courbe
d’intersection des surfaces U = o, V = o0, de degrés m et.n. (x4, y1, 21, &;)
étant un point de celte courbe, I'équation de la développable s’obtient en
éliminant @4, y4, 21, ¢ entre les équations

U(a1, y1, 51, ;) = 0, V(zy, y1, 31, 1) =0,

et .

ANVLLC L BPLA PEANURVCUAISSLA SPLA S
xdxi ‘y(").y, 3y ot, o, ‘y()}q 03, at,
de de.g‘rés' m,n,m—i, n — par rapport a @y, ¥, 51, & et 0,0, 1, I par

rapport & @, ¥, 3, ¢; donc le résultant, ou I'équation de la développable
engendrée par les tangentes, est par rapport a @, ¥, z de degré

mn(n—|)+nzn(nz—|):mﬁ(m—t—n——a).

2° La développable engendrée par la droite polaire (axe du plan oscula-
teur). Cette droite est la caractéristique du plan normal a la courbe

(1) A‘(x—x,)—&—B(}/——)’n)+C(5—'zl)=0»
! _ D(U, V), B = D(U,V), _ D(U.V)’
U(_}’hzl) D(zlwrl) D("I"i’.}'i)
' JdU oV

DU, V) |dz or
D(z,y) ~ Al ‘_{_Y

oy dy
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Différentiant (1), on trouve

(b?,) <:;A dx,+ dy1+ dz1>(x—-x,)—Adw1+.‘.=o.
Or
d.fl?'l . d}’i _ dZ1
D(U,vV) ~_ D(U,V) = D(U, V)’
D(y1, 51) D(zy, z1) D(wi, y1)

et donc (2) devient

JA L 0A oA R

11 faut éliminer zy, yy, 5y entre U(xy, y1, 1) =0, V(21 y1, 51) =0, ‘
(1) et (3)-qui sont respectivement de degrés m, n, m+n—i1, 2m—+2n—4

par rapport a @y, 1 2, et de dégrés o, 0, 1, I par rapport 4 z, ¥, z; donc
le degré de la développable engendrée par la droite polaire est

mn(2m + 271—4_j+m;z(m+ n—i)=mn(3m-+3n—3).

3° Surface formée par les normales principales. Cette droite est a 'in-
tersection du plan normal (1) et du plan osculateur. Or, on sait (SALMON,
Traité de Géométrie analytique a trois dimensions, 2¢ partie, p. 124)
que I’éguation du plan osculateur en un point 4 la courbe d’intersection
des surfaces U =10, V =0, de degrés m et n, a pour équation

i 8’ Ti[i+ JU JdU 09U
() (n—1)2 " day yd—yz_‘—gb_z;_]— ()l1>
. S dV av de +th
T (m—1) s ydv dz, dT,)
ou
Y
a ‘ h &g l 5;‘1
A%
h b n o -—
2 foo O
‘ v
S=1¢ f e g
l m n d g—;—: .
dV 9V adV IV
dzy dyy 03 Wy °
_ 02U . 92U U d_()fU i _au
=, YToa T =9 S=50
U _ U 92U 22U 90U

&= 9z 0 T oxdy’ =z ot’ dydt’ "= ozt
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et 8’ le déterminant analogue péur la surface V. L’équation (4) est, par
rapport & zy, y1, 31, de degré

(,n—x)+3(m——:>.)+z(n-—:)= 3(m 4+ n—3).
L’équation de la surface s’obtient en éliminant @y, ¥4, 5; entre
U(z'lr.yh"zl);ol V(wn}’t»ﬂ):‘O,

(1) et (4) qui sont, par rapport & @y, ¥4, 21, de degrés m, n, m +n —1,

3(m + n—3) et, par rapport a z, y, z, de degrés o, 0, 1, 1; son degré est

donc ‘ '
Sma(m+n—3)+mn(m+n—1)=amn(2m-+2n—5).

805.

(1867, p. 188; 1917, p. 156,)

On donne deux surfaces (S), (S'), la premiére fixe, l'autre se rap-
.prochant indéfiniment de celle-ci. D'un point A de (S) et dans le
plan tangent a cette surface on méne des tangentes a (S'). Quelle est
la limite des positions de ces tangentes lorsque (S8') tend vers (S), de
Jacon que le point on (S') est touchée & chaque instant par un plan
paralléle au plan tangent mené par le point A a (S) décrive une
ligne qui coupe eette surface sous un angle fini? O. BoNNET. -

SeruTiON
Par N. ABRAMESCO. .

A étant V'origine O des coordonnées rectangulaires, le plan tangent en A
a (S) le plan 2Oy, soit- o

(1) _ z:é(raz?+zsxy+ty’)+(93+...

I'équation de la surface (S). Supposons ‘que la surface variable (S') est
représentée par I'équation
' ’ s=F(x, y),

variable avec A. Soit A’(, 7, ) le point de (8’) ou le plan tangent est
parallele au plan 20 . On a '

C:F(E,ﬂ, )‘)5 Fé(E; h, h)=o0, F%(E,h,)\)zo.
Do ‘ ‘
f=9(d), a=%), (=F[e(), ()]

La condition que la courbe £ =o(h), n=4(X), L =F(§ n, 1) coupe la
surface (S) sous un angle fini exprime que V'angle de la tangente en O
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celte cour-Be et la normale a (S) en O est fini, ou que (%))\ #o. Or,
=0

di _OF df  OF dn dF
DF D Tonax T

et. comme oF =0 oF o, il en résulte <dF # 0
¢ d' - ’d =5 s ﬁ)):o

L’équation de la surface (S8") peut s’écrire

=P om0+ 15 [ - 5T

2F7 .
,+2(x—g)(},_~,)d€d +(y n)? W]-}—,

et quand A—o, on a §—>o0, n—>o0, F(E n,A) =0, et 3 prend la forme (1).
La courbe d’intersection de (S’) avec le plan tangent en O a (S), a pour
équation

(2) F(z,y,\)=F(, q, h) + '_15

2 F. ' 2F 1
x |le— 9200 + 2o —D 0 — g = g |+

Les tangentes considérées sont les tangentes menées de O a la courbe (2)
et les coordonnées de leurs points de contact sont données par les équa-

‘tions (2) et
xdF(.z, ¥, A) +ydr(.r, Y. )

dx dy

=O,

. 9 F 9'F
(3) x[(\;v——é)d%z--i—(yv—n)m—i—...]

0*F 0*F
+Y [’(-” -—E)M —1—()/--71);)F +] =o.

La limite de ces tangentes est connue si I'on sait la limite de ces points
pour A — o.

?

Comme <—> # 0, ces points sont a l'intersection des cour bes

I
o FN o (2EN ] L Y
g o 0‘50’0>o g («w)o] o
/

Q

SRR

[ <()214
oo (2F sz> N }
‘ < >o+9’<dsdn o T
Y "’F) (iI + ]~0
Al (deun,o'*y oq')o A

et donc les tangentes considérées tendent vers les tangentes menées de

\_/

(4)

e
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Porigine O (le point A) & la courbe d’intersection de la surface (S) avec le
plan tangent en O A cette surface.-

. .. [OF . . .
Si Ton avait <ﬁ-)) = o, alors il faudrait que les points de contact
=0
-soient communs aux trois courbes, (4) et <d—)\)) =0, ce qui n’est pas
=0
toujours possible.
2359.
(1918, p. 119.)

On considére les cubiques circulairesT rencontrées dans.la deuxiéme
partie de la composition de géométrie analytique de I’Ecole Poly-
technique en 1917, savoir celles que définit ’équation (1)

z(22+ p?)+(h*— a?)x — 2 ahy = o,

ou a est regardé comme fixe et h comme variable.

On appelle H et B’ les points de contact de chaque cubique I' avec
ses tangentes paralléles a Oy, 1 et I’ ses points de contact avec ses
tangentes paralléles a Oz, G et C' ses centres de courbure répondant
a B et H'. On demande :

s1° De trouver le ltew des points 1 et I' et de déterminer, en particu-
lier, les points de ce lieu o la tangente est paralléle a Oy en faisant
voir comment ces derniers points sont liés aux points H et H' corres-
pondants;

20 Detrouver le lieu des points C et C' et de donner la construction
géométrique qui permet de déduire chaque point G du point H-cor-
respondant. M. p’OcAGNE.-

SoLuTION
Par M. PniLBerT DU PLESSIs.

1° Si l'on pose

©) flz,y)=x(x2+ y?) + (B*—a®) x — 2ahy =.o,

on a N
fo=322+y*+ h2—a?,

Sy=12(xy — ah).

Les points I et 1’ ou la tangente est paralléle & O sont donc donnés
par I’ensemble des équations (1) et -

(2) a2+ yr+ h?— a¥=o.

(@) \’oir‘ N. A., 1917, p..234, ce qui permet de rectifier une faute de signe dans
I'énoncé publié en 1918. !
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Retranchant de (1) cette derniére équation multipliée par z, on en déduit
(3) x3+ ahy = o,
et I'élimination de A entre (2) et (3) donne le lieu cherché
(4) o(z, y)=a8+ a?yi+3atz?y?*—atyr=o,

courbe fermée, symétrique par rapport a Ox et Oy, et passant par O ou
elle présente un double point d’inflexion (méplat) avec O pour tangente.
Les sommets S et 8’ de cette courbe, situés sur Oy, sont donngs
par ¥ === a. La tangente y est paralléle a O z. .
Les p.oints‘T de cette courbe, ou'la tangente est paralléle & Oy, sont
donnés par

(5) oy=2a?y(2y*+ 32— a?)=o.
L’élimination de y2 entre (4) et (5), qui est immédiate, donne
fxb— at(a?— 3 x2)2= o,

ui peut s’écrire
qur p
(22— a?)? (4 x*—a?) = o.

La racine double en 2® donne des points de contact imaginaires. Les
seules solutions réelles sont fournies par

22 2
4 22— a?= o,
d’ou

a
r==4—-.
t 2

Cette valeur portée dans (5) donne

242

Pour avoir la valeur correspondante de 4, il suffit de porter ces valeurs
de z et y dans’(3), d’ot 'on déduit
a

a2y

Or, les points de contact H et H' de la cubique circulaire répondaunt a
chaque valeur de &, avec les tangentes paralleles 3 Oy (x == @), ont pré-
cisément pour ordonnée /i (t). Il en résulte que chaque point T est le
milieu de la distance du point H correspondant a O y.

h:+

Remarque. — La courbe (4) se compose en somme de deux ovales
symétriques chacun par rapport a Oy, et 'un de I'autre par rapport 3 Oz,

(') Loc. cit.
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dont le rayon de courbure, minimum au sommet S, croit d’'une maniére
continue jusqu’en O o ce rayon de courbure devient infini.

Lerayon de courbure en S, ou la tangente est paralléle & Oz, est d’ail-
leurs donné par
2
?
= avecr=o0, y=a.
P2

P = —

Un calcul facile montre que

On peut aussi aisément calculer le rayon de courbure en T, ot la tan-
gente est parallele & Oy, donné par

S ol ) _a _a
=— = avec r = — }/—'——:_'
' - Py 2 ?\/‘).
Yy A
On trouve
[22
.r:——g—‘—.
16

2" Quant a la courbe (1), son rayon de courbure au point H, ou la tan-
gente est parallele & Oy, est donné par

’ .
1‘=—L,;'9, avecx =a, y=h.
b

Le caleul donne immédiatement

a4+ h?
a

Et, comme a2+ h? est le carré de OH, cette formule montre que
I'angle COH est droit. Il en résulte que le lieu du point C a pour équation

r=—")
a

. N a
parabole de sommet O et d’axe Ox ayant pour parametre 5"

Autre solution de M. Lona.



