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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES (SESSION DE 1925) . .

Mathématiques Spéciales.

Une surface du second ordre (H) a pour équation, en axes
rectangulaires.:

(H) x(x—a)-*-y (y — mz) = o:

où a et m sont des constantes données.
Soient Gx et G^ deux génératrices rectilignes de cette sur^

face, de même système que Qz, et ayant pour équation:

x — a — \y = o,

\T -\~ y — rnz = o ;

x _ a — t±y = o,

ixx -\-y—mz=o.

I. Former l'équation générale des surfaces du second
ordre Hx^, qui contiennent les deux droites Gi et G^ et qui
sont coupées par le plan des xy suivant un cercle.

Quelle est Vintersection de la surface (H) et d\ine des sur-
faces H)̂ ?

A et p. étant donnés, quel est le lieu géométrique des centres
des surfaces H)^?
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IL Montrer que le contour apparent d'une surface H^.,
sur le plan xOy, parallèlement à Oz, est une conique G dont
un foyer est à Vorigine et dont Vaxe focal est un axe de
symétrie de cette surface,

III. \et jetant donnés, trouver les enveloppes de Vaxe non
focal et des directrices réelles de la conique G.

IV. Déduire de V équation des surf aces H\^ V équation géné-
rale des paraboloïdes PXJA, qui admettent le plan xOy pour
plan directeur, et passent par deux génératrices de la sur-
face (H), de même système que Oz.

Former l'équation tangentielle de ces mêmes surfaces.
Quel est le lieu géométrique S des sommets des parabo-

loïdes Pxa qui passent par un point donné P ?
Quel est le lieu géométrique S des sommets de ces parabo-

loïdes qui sont tangents à un plan donné TI ?
S restant fixe, quel est le lieu du point P correspondant?
S restant fixe, quelle est Venveloppe du plan TZ correspon-

dant?
On examinera, en particulier, le cas où S et 'S coïncident.

V. Supposant que la génératrice G^ se rapproche indéfini-
ment de la génératrice Gx, le paraboloïde P ^ a pour limite
un paraböloïde Rx. Soit A la génératrice principale de Rx,
qui n'est pas dans le plan xOy.

Trouver la surface lieu de A, quand \ varie. Etudier les
sections de cette surface par des plans parallèles au plan xOy.

VI. Deux paraboloïdes R^, Rx2, dont les axes sont rectan-
gulaires se coupent suivant une droite réelle, à distance finie.

On demande d'étudier la surface engendrée par cette droite
et de la comparer à (H).

SOLUTION ANALYTIQUE PAR M. H. V.

I. Etant donnée la nature des questions posées, il est clair que,
surtout dans les quatre premiers paragraphes, les coordonnées
tangentielles simplifieront beaucoup Fexposé.
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La quaârique H, qui n'est autre que le lieu de F intersection des

plans rectangulaires passant par les deux droites fixes ( # = a ,
y = o ; x •==• o, y ~= rnz)) ou par ces deux autres (# = o, y •=. o ;
x •==. a, y •= mz ), a pour équations, ponctuelle et tangentielle :

x(x— a) -hy(y — mz) = o,
A) = ô.

Cette dernière s'obtient de suite en remarquant par exemple
que H fait partie du faisceau tangentiel défini par les couples de
sommets opposés du quadrilatère formé par les quatre droites
citées plus haut.

Les quadriques Hx ,̂ coupant H suivant deux génératrices du
même système, ont encore en commun avec elle deux autres
génératrices de l'autre système, complétant un quadrilatère
gauche (ajîyo). Elles appartiennent donc, soit au faisceau ponc-
tuel défini par H et deux plans tels que a{3y, ySoc; soit au faisceau
tangentiel défini par H et deux points tels que ay.

La condition de l'énoncé (section circulaire dans le plan xOy)
implique que les deux plans apy, y2a, qui ont des équations de la
forme

Xx -4- y — mz -+- 6(# — a — Xy) = o,
\LX-\-y — mz -4- p(x — a — \xy) = o,

soient coupés par le plan z = o suivant deux droites isotropes;
et comme on peut toujours échanger au besoin X avec [À, on doit
donc avoir

' XH-Ô __ . p.4- p _____ :

d'où en général Çk ̂ é i, pi ̂  — i)

L'équation ponctuelle de Hx̂  est donc, A étant un paramètre
arbitraire :

[Xx -hy — mz -h i(x ~ a — J [
-+- A[x(x — a) -\-y(y—mz)] = o,

ce qui se met immédiatement sous la forme

(I) F.(a?,7, ^) = (K + À|4-i)(a;*+7«)-m(U \i)zx
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en posant
K = A — i(X — p) -+- 2.

D'autre part, l'un des sommets du quadrilatère aj3yS est à l'in-
tersection du plan

\x -\~ y— mz -h i(& -—a — \y) = o
avec la droite

x — a — ]xy = o,

— mz = o.

De ces trois équations on tire la combinaison évidente

(X— ^)x -^i(lx—X)y = o,

d'où x~ iy puisque les deux génératrices Gx et Ga sont distinctes;
le point défini par les trois équations ci-dessus a les coordonnées
homogènes suivantes :

<*•> — C

De même le sommet opposé à celui-là dans le quadrilatère a pour
coordonnées

( y ) ~~iay ai ^ • ( I ~ " 1 ^ ) » — ? - ^ .

L'équation tangentiçlle des quadriques Hx^ est donc

A'[a2w(mv -h w) -+- mih(ua -h h)]

-+- iau -+- av H ( n - ? (JI) w H- ( i — JJL ) h\

X — ̂ ^ -\-av -h — ( i — z'X)t*>— (j? -f- X)A = o,

A' étant un paramètre; c'est-à-dire, en posant

K ' = m*\.'— i ( X — - J J O H - 2 ,
( I I ) $ ( « , P , ^ , A ) '

) ~i- K'auh — aÇK -^ [x
^ 2 ^ 2 ^ 2

Les génératrices communes à H ^ et à H^ autres que Gx et
sont les génératrices dé second système

y == sx, x — a-{-s(y — mz) = o
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qui passent par les points (a) et (y). Elles correspondent donc
à s = zp i, et par conséquent à

a a
~~~ ms~~ im'

ce sont deux droites isotropes horizontales rencontrant Qz.
Le centre de H>v(x est en évidence sur (II); il a pour équation

*'/*'= o,
soit

ses coordonnées cartésiennes sont

et il décrit, quand K' varie, une droite du plan des xy\ cette droite

ioint le point( - ? o, o ) au point ( o, --—• !* x -,
J r V 2 / l \ 2.(1 — XfJL)

II. On obtient l'équation tangentielle du contour apparent
horizontal de H)^, en faisant w == o dans l'équation (II). Gela
donne

(D) cp(w, P, A)^a2(«2-+- ^2)-i- K'awA —»(X-+- ti

c'est-à-dire une conique dont les deux foyers réels sont en évi-
dence (l'équation étant de la forme u2 + v2 -f-ƒƒ' ==o). Ces foyers
sont : h = o (l'origine) et

(F) _ K'au — a(l~h u.)v -+- (XJJL — i + K ' ) i = o .

Ce dernier point (F) est homothétique du centre de HX(JL, dans le
rapport 2, par rapport à l'origine O. L'axe focal est donc OF.
Cette droite OF est un axe de symétrie de la quadrique HAfX, car
elle passe en son centre, d'une part, et d'autre part sa direction
est principale; en effet le plan normal à OF, passant au centre C,
a une équation de la forme

aK'af — a(l -}- \*-)y •+• hQ = o,

avec des coordonnées

«o=öK f , ^0^=—a-(XH-ji), w0==o,

h0 en résultant par l'équation (1).
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Le pôle de ce plan a pour coordonnées ^ / o , <ïvo, <ï>Wo, o; et ces
coordonnées elles-mêmes s'écrivent :

, — ( . X - f - J J I ) W O 4 - K ' — v0, o,

c'est-à-dire

Le pôle est donc à l'infini dans la direction w0, PO> O, c'est-à-dire
dans la direction de OF, ce qu'il fallait démontrer.

III. L'axe non focal de la conique (D) est perpendiculaire à OC
et passe par le centre. Ses coordonnées tangentielles dans le plan
horizontal satisfont donc aux équations

K'au — a(l -+- fjt) v -+- I (XJX — i + K ' ) A = o
et

( X - j - ix ) u -f- K' p = o . '

L'élimination de K/ fournit l'enveloppe de cet axe : c'est la para-
bole

(G) a<X-f-fi)(w*-he2)H-2A[(X H-{X)M-+• (i —X[x)p] =-o,

dont le fojer (^=r=o) et la direction de l'axe [point à l'infini :
(X-+- [/.) w + ( i — X[JL) r == O] sont en évidence.

Si une directrice a pour coordonnées u, p, A, son pôle a les
coordonnées ponctuelles y'in <p't,, 9 .̂ On aura la directrice du
fojer O, en écrivant que :

c'est-à-dire
z(t2u-{- K' ah = o,
v — a( X -+- \L) h = o.

5 — rCette directrice passe donc par le point fixe (x==.o,y== 5—— r

Le second fojer F avait pour équation l'équation (F); la direc-
trice correspondante satisfera donc aux conditions

aK ' — a(\-h[x) (X p. — i + K')
c'est-à-dire

p — (X-h |JL)A __K'au — q(X •+- fx) y 4- a(X"fx — 1 -i- K')
— (X-t-fi)' (XJA— 1 H- K')
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En retranchant h des trois membres de cette double égalité, il
vient d'abord

ce qui était évident d'avance puisque les deux directrices sont
parallèles; puis en éliminant K/-,

(p2) «(

La seconde directrice réelle enveloppe donc une parabole dont

•V-
le fojer est le point (x = o , ^ = 5-37- ) et dont l'axe passe au point

à l'infini
(X -f- JJt) W -4- ( i —Xji.)e = O.

Cette parabole (P2) résulte d'ailleurs de la parabole (Pi) par

une translation (égale à o, v-—- ) et une homothétie de rapport 2.

IV. Pour trouver celles des surfaces Hxpt, <jui sont des para-
boloïdes (dont alors un plan directeur est nécessairement hori-
zontal), il suffit ou bien de s'arranger pour que l'équation (I)
contienne z en facteur dans ses termes du second degré, ce qui
donne

K = i-X^

ou bien de s'arranger pour que la quadrique (II) soit tangente au
plan de l'infini, c'est-à-dire que l'équation (II) n'ait pas de terme
en A2, ce qui donne

K ' = i — Xfi.

Les paraboloïdes P>̂  ont donc pour équation ponctuelle

(X-H ]x)zx H- m(i — \\k)yz-\- (t —

— a ( X -h p. )y — m2^2 — a 2 = o ,

et pour équation tangentielle

(PX(j.) ^(« , f, w, A) = a(w2H-^2)-f-(i— XJJI) / uh-h ~

— (X -+- p.) ( vh wwj = o.



L'équation ponctuelle, mise sous la forme

mz[(X -+- \i)x -h (i — ̂ p)y — mz] -4- [(i — XfJt)## — a(X + [x)j — a 2 ]= o

met en évidence les deux plans directeurs pK = o, p2 ='o et le
plan tangent au sommet p3=zo. Ce dernier sommet (s) est à
l'intersection des trois plans pK ,/?2, /?3, c'est le point

i — X ui a ( X -f- JJL)

On l'aurait aussi facilement déduit de l'équation (PJi), 'où le
coefficient de "A indique le point à l'infini sur l'axe; les quantités
directrices de l'axe sont donc r— Xu, — (X +|*), o ; le plan tangent
perpendiculaire a donc pour coordonnées

la quatrième coordonnée étant immédiatement déduite de l'équa-
tion (P."). Ensuite le sommet est le pôle de ce plan, et il av pour
coordonnées

K ^ o ^ o

ce qui redonne les formules (5 ).
Si le paraboloïde (P^) passe par un point fixe, on a, d'après

l'équation (P')? une relation linéaire entre (1 —XJJL) et (X + [À), de
la forme

A ( i — XJJL) — B(X - h fjt) -4- G = o .

L'élimination de ( 1 — Xpi) et (X-j-pi) entre cette équation et les
équations (s) donne, immédiatement

(S)

Le lieu S du sommet (s) est donc un cercle du plan z = o.
Si le paraboloïde P reste tangent à un plan fixe, on a, d'après

l'équation (P"), une relation linéaire entre (1 —X[JL) et (X---H |JL),
de la forme

A'(i — Xfjt) — B'( X -H jx) H- G'== o,

d'où encore le lieu

(S) fl(A

C'est un cercle 2.
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Si S est donné, c'est que (A, B, G) soî t donnés (à un facteur
près) ; on a donc d'après (P')> (#, y, z) désignant le point fixé,

myz -+• ax — mzx -h ay __ — m2 z*— a2-..

des combinaisons évidentes montrent que ces trois rapports sont
encore égaux aux deux suivants :

r) x {rn* z^-\-a*)
Amz -f- Ba Aa — B mz

Le lieu du point (a?, y , z) dans ces conditions comprend donc,
outre les deux plans imaginaires m2 z2 -\- a2 = o, la droite
d'équations :

Amz -h Ba -+- Cy = o,
Bmz — Aa — Ga?=o«

Si le cercle S reste fixe, c'est que (A', B;, G') sont donnés (à un
facteur près). On a alors, d'après P", entre les coordonnées du
plan fixé TZ :

z. a j a

un H vw vh— wu , • . •
m m a(u--\- c2)A' - B' ~ a '

des combinaisons simples montrent que ces trois rapports sont

A'w-i-B'c A'ç — B'u

L'enveloppe du plan TU comprend donc, outre les deux points
c jcliques u2 -f- c2 = o du plan horizontal, la droite définie par les
deux points

a(A'«+BV)- G'h == o,
m( A' ç — B' u) — C w = ô.

Un plan passant par cette droite a pour équation

ux-^-vy -f- j^(AV— B'u)z -\- ~, (A'W-H- B'P) = o, .

ou encore

u\B' mz— Al a — C' x] — v[A' mz-h- B'a -H C'y] x= o.

On voit donc que, si S et S coïncident, c'est-à-dire si A', B7, C',



sont proportionnels à A, B, C, la droite enveloppe du plan n se
confond avec la droite lieu du point (#, y, z).

V. La dernière partie se traite aisément en coordonnées ponc-
tuelles. On a l'équation du paraboloïde Rx en faisant tendre u
vers X dans l'équation ci-dessus P)^, ce qui donne

(Rx) rnz[i\x -f- (i— ^2)y — mz] -+- (r — \2)ax — ialy —a2 = o.

Le plan tangent au sommet est en évidence comme on Ta déjà
fait remarquer, c'est le plan

( i — X2) x — a \y — a = o

(qui est bien normal aux deux plans directeurs). La génératrice
principale non horizontale est donc

— rnz — o.

( (i-l*)x

[21 x -\- ( i —

En éliminant X, il vient le lieu de A quand X varie :
2—(mzx — ay)2= ^(x^-{-y-)(ax •+- myz).

C'est une surface du quatrième degré, dont les sections par
z — const. sont des quartiques bicirculaires ayant un point de
rebroussement à l'origine. Passant aux coordonnées polaires (p, 8),
l'équation de ces sections est

— asin9)2— 4p3(<^cos0 -+- mz sin 8) = o,

c'est-à-dire
(ip — acosQ — mz sin Q )2 — m2z2-h a'2.

Les courbes z — const. sont donc des cardioïdes, podaires de cir-
conférences rencontrant O^, et de rayon - \Jm1 z'2-\~a2.

VI. L'axe du paraboloïde Rx est dirigé par

Deux paraboloïdes à axes rectangulaires satisferont donc à la con-
dition

(XJ —I) (XÏ- I ) -H4X 1 X 2 =O,
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ce qui se met de suite sous la forme

r-4-X1X2 = ±(X1 —X2).

D'autre part, il passe en un point (x, y, z) deux parabo-
loïdes R>, dont les valeurs du paramètre X correspondant, sont
les racines de l'équation du second degré

\2(myz -+- ax) — i\(mzx — ay) -+- m2z%-+- a2— myz — ax = o.

On en conclut
. . mïz'14- a2

I-+-ÀIA2= ,myz H- ax

ay) , mz+à
-ax)* myz -+- ax H

En portant dans la relation ci-dessus, on trouve de suite le lieu
des points communs à Rxt et R 2̂

(m2z2 -Ha2)[4(#2H-jK2) — L\{myz -t- ax)— (m2z2-\-a2)] = o,

qui se décompose en m2 z2 ~\-a2 = o et en la quadrique

c'est un hjperboloïde à une nappe, qui coupe H suivant deux
circonférences, d'ailleurs imaginaires.


