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( 268 )

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL.

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Lignes asymptotiques^ définition,
équation différentielle, propriété caractéristique. Cas des
surfaces réglées.

II. On donne un plan (P) et, dans ce plan, une droite x' x.
Soit une surface (S), un point quelconque M pris sur (S )
la normale en M, MI, limitée au point de rencontre I avec
(P) et la perpendiculaire IH sur x'x.

On demande de trouver les surfaces (S) pour lesquelles
MI = HI.

On est conduit à une équation aux dérivées partielles
de premier ordre.

Des considérations géométi iques simples permettent
dyavoir une intégrale complète. Pour l'obtenir par le
calcul il sera commode de prendre une nouvelle fonction z'
définie par

Ci) Z'~ Xe*-->ry1-^ z*.

Caractéristiques et dcveloppables caractéristiques.
Intégrale générale. Ya-t-il une intégrale singulière?
Surface intégrale passant par la parabole

( i ) y = k, z2 — 2 u x — v = o

(k, u et v sont des constantes).
Surface intégrale inscrite dans la surface

( 3 ) 4 r ( ̂  -h «» ) - 4 -2 - y = o ;

courbe de contact.
Nota : On prendra des axes rectangulaires, l'axe des y

dans le plan (P).

SOLUTION DU PROBLÈME (par M. A. Sade). — L'équation aux.



d é r i v é e s part ie l l es des surfaces ( S ) e s t

{y -h qz)2 = d -hp^-^-q2 ) s2,

et, en introduisant les dérivées partielles/?' et q' de la nou-
velle fonction z\ il vient

4-s2 H- (ƒ>'— 7.x)2-i- ( q'— 2JK) 2 = <?'*,
ou, enfin,

5 =/? x-h q y — t-j,

équation du type de Glairaut. Une intégrale complète est donc
donnée par

z' =iax -h iby — a2,

c'est-à-dire par les sphères (tangentes à x'x et ayant leurs
centres dans P)

(4) (x — a)2-h (y — 6 ) 2 H - z2— b*,

ce qui était évident géométriquement.
L'intégrale générale est l'enveloppe des sphères (4) quand

a et b sont liés par une relation arbitraire

(5) 6 = ©(a),

on la définit donc en joignant aux équations précédentes

(6) £

Les caractéristiques sont déterminées par (4) et (6). Ce
sont les cercles de contactdes cônes circonscrits aux sphères (4 )
et ayant leurs sommets sur x'x.

La parabole (2) appartient évidemment à l'un des cônes
précédents qui constitue la surface intégrale demandée passant
par la parabole. Un calcul aisé conduit à l'équation

(k*— u2)y2-+- k2zi— lukyx •+- ky(u2— k*— p) = o.

U n e s p h è r e ( 4 ) t o u c h e la surface ( 3 ) au p o i n t xyz si

x — a _v — b _ 1
ixy ~z* 2(^ — 1/

y



( 27° )
et l'élimination de a et b entre ces équations et l'équation ( 4 )
donne une relation qui, avec (3) , définit la courbe de contact
de (3) et de la surface intégrale inscrite. On trouve pour cette
courbe, en plus de l'axe x'x (J ),

y = - , x* — z* = - ,

ou bien

les surfaces intégrales correspondantes étant respectivement

-+- (y 2 -h -s2 — -\y ) (y — i ) = o.

(Nancy, octobre 19*23.)

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Calculer la valeur de l'inté-
grale de variable complexe

T1 dz

pour un chemin d'intégration déterminé que l'on pourra
choisir à volonté ne passant par aucun des pôles de la

fonction placée sous le signe I .Donner ensuite l'expression

générale des diverses valeurs de cette intégrale qui corres-
pondent à tous les chemins dintégration.

II. Soit S la surface définie en coordonnées rectangu-
laires par les équations paramétriques

-H sin2^,

1 .
y — u smv s 1 n 2 e —

'i

z = 9 ( u. v).

( l ) A côté des surfaces dont les équationt» suivent , no te r aussi
\x-y -4- (4>'2-H iz2-+-y)(y — 0 = 1 qui est osculatr ice à (3 ) sui-
>ant x'x



( 27' )
On demande de trouver V'expression la plus générale

de la fonction <p(«, v) pour chacun des trois cas suivants :

i° Pour que les deux familles de courbes u = const.,
v =z const. soient orthogonales sur la surface S.

2° Pour que ces deux familles de courbes soient conju-
guées sur la surface S.

3° Pour que ces deux familles de courbes soient les lignes
de courbure de S.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — I. La question est une appli-
cation immédiate du théorème classique des résidus. Pour le
calcul de la première détermination il est commode de prendre
le chemin rectiligne en évitant le passage par le pôle réel L >
au moyen d'une demi-circonférence ayant ce point pour centre
et limitée à Taxe réel; on trouve ainsi facilement le résultat
en faisant tendre vers zéro le rayon de cette demi-circon-
férence.

II. La première condition conduit à

au àv

La seconde conduit à

d<x> à~ © %

r 1 -h ( M — '1 COS V ) '— = O,
ov au ôv

qui s'intègre facilement en prenant - î comme inconnue inter-

médiaire.
Quant à la troisième condition, elle est formée par la réunion

do £/cp

des deux premières; l'h}pothèse—- = o entraine— = o, ce
qui donne le plan, solution n'ayant pas de sens et il reste
les seules fonctions 9 indépendantes de v qui, vérifiant les
deux conditions, donnent la vraie solution.

ÉPREUVE PRATIQUE.— Soit, en coordonnées rectangulaires,
S la sphère ayant pour équation



Les coordonnées d'un point quelconque M de cette sphère
s expriment paramétrique ment par les formules

x = R sin iv cos u, ^

y = R sinsp sin M, ~ 2

Z = R ( l -h C0S2P), 71 _ M < 7t

(OH p e$£ l'angle de OM a^er O^ e£ u V angle du plan zOM
at>ec le plan zOx). Montrer que l'angle w que f ait OM
avec Ox est donné par la formule

cos w = sin v cosu.

Soit G la nappe du cône de révolution de sommet O
(origine des coordonnées) dont les génératrices font avec
la direction positive Ox un angle aigu donné a.

j° Calculer l'aire de la portion de S intérieure à C.
'À° Calculer le volume intérieur à S et à C.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION. — Soit m la projection de M
sur le plan des xy. On obtient la formule par l'application do
la formule fondamentale de la trigonométrie sphérique au

trièdre OMmo: dans lequel on connaît deux faces u et v
2

ainsi que le drièdre compris - •

Les coordonnées M, V sur la sphère étant orthogonales on a
de suite l'élément de surface de la sphère

da — 1 R2 sin 2 v du dv,

et l'élément de volume, cône de sommet O et de base dv,

2R3
dX = —̂ - (1 -f- cosiv) s'miv du dv.

o

On a alors à calculer deux intégrales doubles étendues au
domaine en uy v défini par les inégalités de l'énoncé et l'iné-
galité

sin v cos Mil cosa.
Si l'on pose

1 -+- cos iv = a),



on est ramené aux intégrales doubles très simples

— R2 / I dudv, f f

• / cos2a\ ,
w variant de 2 ( i ~ 1 a o, puis u variant de — a a a.

\ cos2 u] v

On arrive ainsi aux deux intégrales simples

2R2 1 — du, — - / 1 —- du,
_ a \ cos*w/ ' 3 J _ a V cos2W/

c'est-à-dire à un calcul classique d'intégrales de la forme

I cos~~2 Pu du. (Bordeaux, novembre 1923.)

THÉORIQUE. — I. Question de cours. Théorèmes
généraux relatifs aux fonctions de variables complexes ;

b. expression des dérivées successives:
c. Série de Taylor; développement autour d'un zero ou

d'un pôle; développement de Laurent,

II. Problème : i° Intégrer Véquation aux dérivées par-
tielles

p — g = êz s\n(x — y).

2e Déterminer la surface qui passe par la courbe

ez cos2a? = i.

3° Pour cette dernière surface déterminer les rayons de
courbure principaux en un point. Exprimer R ^ R2 et
Ri — R2 en fonction des angles a., (3, Y de la normale avec les
axes.

4° Lignes de courbure de la surface.

INDICATIONS SUR LA SOLUTION.— i° On trouve

cos(x — y) ~ 2 e~z = f {x -+-y).
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2° On trouve
z -+- L(cos# cos^) = o.

3° et 4°

R -u R 2 R R
n i -f- K.) = ? t \ i — r\2 =

cos y

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. Calculer

f f fW*x •+• ^)2 ~ 45] dx dy dz,

à Vintérieur du volume

z'2— 75 << o.

JI. i° Déterminer une courbe telle que le rayon de cour-
bure R égale t\yk. Prendre celle des courbes pour laquelle
le point de contact de la tangente parallèle à Oy est rejeté
à Vinfini.

?,° Relation entre R et la portion de normale limitée à O x.

INDICATIONS SIR LA SOLUTION. — I. On trouve

l - - 7 —
6

II. i° On a

d<x si n ix dfx
d'où

2° On trouve
R = 4 M N .

(Alger, novembre 1923.)

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On considère Véquation aux
dérivées partielles

(E) px-+-qy=f{v,z) yp=£> 9 =J^> o=



i° Montrer que, sur chaque surface intégrale de (E), les
courbes conjuguées des courbes caractéristiques sont situées
dans des plans parallèles.

2° Déterminer la fonction f(t>, z) de manière que les
courbes caractéristiques de (E) soient des lignes asympto-
tiques des surfaces intégrales. On trouvera pour (E) deux
formes possibles: la première, (E t) renfermera z sous une
forme simple ; pour la seconde, (E2), on trouvera

oà V ( P ) est une fonction bien déterminée de p, et <p(<z),
une fonction arbitraire de z.

3° Indiquer une intégrale complète de (Ei); faire con-
naître une propriété géométrique des cônes circonscrits
aux surfaces intégrales de (Ei) et ayant leurs sommets
sur Oz.

4° Choisir cp(a) de manière que l'équation ( E2) corres-
pondante possède une infinité de surfaces intégrales (S)
dépendant d'un paramètre arbitraire et qui soient, toutes^
hélicoides, d'axe Oz et de même pas.

5° Calculer la courbure totale de (S) en un point \1
situé à une distance r de Oz.

II. Quelle relation faut-il établir entre les coefficients
p(x) et q(x) de Véquation différentielle linéaire

(A) y" -+-py' ~+~ qy = °>

pour que ( A) possède deux intégrales JKI ety2 satisfaisant

à la relation y%= xy\ ?

Application. — On donnep(x) = 'i; déterminer q(x)
x

de manière que (A) possède la propriété précédente et

intégrer ensuite Véquation

y"-h ( I — -2

fow q(x) aura la valeur particulière qu'on aura obtenue.]

INDICATIONS SUR LA SOLUTION— I. i° Les courbes conjuguées
des courbes caractéristiques sont définies par p Bx -h
elles sont dans les plans z = const.



-?," On trouve pour déterminer ƒ (y, 2) la condition

On obtient (E 4) en prenant

et (E 2) en prenant
ƒ = /^cp(z).

')° 5 = ax -h by -h '|M a--\- b* ) ( résultat classique). Les cônes
sont de révolution autour de O z (dans l'hypothèse où ty ne se
réduit pas à une constante).

4° On exprime que les équations différentielles des caracté-
ristiques de (K2) eidmcttent l'intégrale première

(1) — py+-q.r = h.

On trouve / tcp '=o ou v(z)=k, en écartant le cas des
surfaces de révolution : A' = 0 , 9 (2 ) quelconque. [Le cas est
banal; quelle qne soit la fonction cp, (K2) possède les intégrales
z = const. et \/x2-^-yi= 0 (5 ) , de révolution autour de O^. |
Pour ©(z) = À% les équations finies des multiplicités caracté-
ristiques de (E 2 ) sont

x = A cosa 4- $t sin a, p = t~l cosa,

(•>) y = A' sin a -+- $t c o s a , q = t ! s i n a ,

z = Y

(a, p, Y, constantes arbitraires; t, paramètre variable). Pour
les grouper de manière qu'elles appartiennent à une même
surface S, il faut prendre d^ = (jota; et, si l'on veut que S soit
une intégrale de (1), on doit faire p = h , d'où y = ha -f-const.,
équation qui jointe à (>) représente la famille de surfaces
demandées, chacune d'elles étant rapportée aux deux para-
mètres t et a.

D(p, g) t D(x, y)
" 7 7 ^ ô/, a)



M. B.~ L'équation (R>) est de la forme - = 4>(#, y, z);

les courbée caractéristiques sont des droites, parallèles au plan
des xy et dépendant de deux paramètres arbitraires.

II. On trouve

ip'~\- p2—4<7 — o avec y\ = e J1

Application :

q = — 7-ï -h i ; y = -4rf^-+-> -h( A.r-f- B ) ^ | .

ÉPRKI VE PR\TIOUE. — Calculer l'intégrale définie

f \dZy

prise successivement le long des quatre chemins indiqués
ci-contre. (La f gure montre ces chemins Ct, G2, G), C*
traversant respectivement l'axe imaginaire au-dessus du
point i, entre i et o, entre o ̂ f i, au-dessous de — i).

La détermination initiale de Log2 ejf'o, celle de (1 -{- x-)*

est ? y/'A.

INDICATIONS SUR LA SOL» TION.— L'intégrale indéfinie est

En étudiant la variation de cette fonction le long de chacun
des quatre chemins on trouvera les valeurs correspondantes
de l'intégrale

r.ii s/à

(Poitiers, juin 1923.)



ÉPREUVE ÉCRITE — Une surface S est représentée par les

équations paramétriques

y=9[i „ . _ „ , _ _ , ,

i° Montrer que les courbes u = c et v = c' sont orthogo-
nales et que ce sont les lignes asymptotiques de lasurface.

'in Déterminer les lignes de courbure. Montrer qu'elles
sont planes et trouver V enveloppe de leurs plans.

i° Déterminer les rayons de courbure principaux et les
centres de courbure principaux en un point de lasurface.

IMHCVTIONS SUK LA sou TiON — Les lignes de courbure sont

u -\- v = \, u — v = [i. :

les ia\ons rit* combines piinripaux étant

[ 3 ( 1 / » - 4 - ^ * ) H-
- R t = -f- R2 = I

On iiome pour plans des lignes de couibure

x -h y — 'M z ^- X3 -h - X = o,

.r — y -1- 3 a z -+- [Ji3 -4- - a = o.

EPREUVE PKXTIQUE. — Intégrer l équation différentielle

2yy ' — x(\-{-y'*) — y — y 2-h —-•

Déterminer une courbe intégrale qui passe pat le point



( «79 )
INDICATIONS.— On trouve

et l'on vérifiera la condition imposée pour C égal à o ou dr / ^ .
(Marseille, juin 1922).


