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NOUVELLES ANNALES
DE

MATHÉMATIQUES.

[A2a]
SUR LA THÉORIE DES FORMES LINÉAIRES;

PAR ÉMUE BOREL.

On expose généralement la théorie des formes
linéaires comme conséquence de la théorie des équa-
tions linéaires et des déterminants ; il me paraît inté-
ressant de montrer comment on peut l'exposer direc-
tement. Cette manière de procéder familiariserait les
élèves avec des méthodes fécondes en analyse.

THÉORÈME I. — Une f onction continue qui satisfait
à V équation fonctionnelle

(1) cp(.r-H7) = 9(*) + y(y)

est nécessairement de la forme <p {x) = A#, A dési-
gnant une constante.

On déduit aisément de (i) que, a étant un nombre
rationnel, on a

(2) <p (%x) = a? (x)

et Thjpothèse de la continuité entraîne l'égalité (2),
quel que soit a. Il suffit, dans (2),.de poser a = X,
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x = ï, y (i) = A pour obtenir

<p(X) = AX, C.Q.F.D.

THÉORÈME IL— Une fonction continue den varia-
bles qui satisfait à Véquation fonctionnelle

(3)

est nécessairement de la f orme

cp = Pi.\X\ - h A 2 ^?2 " + - . . .

où A n A2, . . ., A,, désignent des constantes.

Pour abréger les écritures, bornons-nous au cas de
deux variables ( ' ). On obtiendra, comme dans le théo-
rème I,

(p(ax, *y) = ay(x,y).
De même

? ( K ftrO = ??(*!,.ri)
et, par suite,

II suffît de poser

x - \ , a?t=o, 7 = 0, 71 = 1;

a = X , J3 = Y;
cp(i, 0) = A, cp(o, 1) = B ;

pour obtenir
( X Y A X B Y c . Q . F . D .

(J) On pourrait aussi ramener le cas de plusieurs variables au
cas d'une seule au moyen de l'égalité

Mais la méthode du texte me paraît plus instructive.
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DÉFINITIONS. — On appelle forme linéaire un
polynôme homogène du premier degré. On dit que
A" formes linéaires sont indépendantes lorsqu'elles peu- •
vent prendre des valeurs quelconques, pour des valeurs
convenablement choisies des variables. Il existe au
moins un système de n formes indépendantes à
n variables, ce sont ces variables elles-mêmes

Le théorème II peut être énoncé sous la forme abrégée :
l'équation fonctionnelle (3) caractérise les formes
linéaires à n variables.

THÉORÈME III. — Étant données k formes linéaires
indépendantes à n variables, ƒ<, / 2 , . . . , ƒ*, pour
qu1 une (k -h i)lème forme ƒ*+, constitue avec elles un
système de k-\-\ formes indépendantes, il faut et il
suffit qu'il existe deux systèmes de valeurs des
variables xt, x2, . . ., xn) yK, y2y • . . , yn donnant
aux k premières formes les mêmes valeurs al7

a2, . . . , au et à fk+i deux valeurs distinctes
et bk+\

Donnons-nous k -h i nombres arbitraires mM m2, ...,
m^, m/ç+i. Les formes ƒ«, / 2 , . . . , ƒ * étant indépen-
dantes, il y a des valeurs w1? u2j . . . , un des variables
qui leur font prendre les valeurs mtl /w2, . . . , mk\
pour ces valeurs u, la forme fk+\ prend la valeur
Si l'on pose

les formes données prendront pour P{ , . . . , vn les
valeurs données miy m2, . . . , m*, Wjt+, pourvu que X
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soit donné par la relation

Le théorème III entraîne le corollaire suivant, qui
n'est en réalité qu'une autre forme de son énoncé.

COROLLAIIIE. — Etant données k formes indépen-
dantes j \ , f2i . . ., fk et une A -h iième forme quel-
conque /A+I , de deux choses Vune : ou bien les k-\-\
formes sont indépendantes ou bien, lorsque Von
assigne aux k premières des valeurs quelconques
#i, a-2>> - • •, a/o la valeur a*+1 de fh+\ est déterminée
dUine manière unique. Plaçons-nous dans ce dernier
cas et considérons, outre le système des valeurs a n

a2, • •., ah, un autre système quelconque bt, b^-, -.., bk
et enfin le système c,, c2, ...-, c* défini par les rela-
tions

Ci — a i H- 6 i , . . . , ci, = a / t-+- 6 / .

Il est clair que si l'on désigne par x t , 3?2? • • •> ^« l 'un

des systèmes des valeurs des variables qui donnent aux

formes les valeurs a{, « 2 , • • •? <^A, par j ' , , y 2 , . . . . , yn

l 'un des systèmes qui leur donnent les valeurs b{,

62 , . . . , bk, le système

sera l'un des systèmes qui leur donnent les valeurs cM

c>, . . . , CA« On en conclut que la valeur correspon-
dante Ck+i defk+i, qui, par hypothèse, est déterminée,
est égale à a*+, + 6*+1.

Par suite ( * ), en vertu du théorème II, la forme/#+i
est une forme linéaire en f , , / 2 , . . . , /^. Donc :

THÉORÈME IV. — Lorsque Von a k formes indé-

( ' ) Nous admettons ici la continuité, qu'il serait facile de prouver
par des raisonnements élémentaires.

On peut par exemple utiliser le fait que la valeur de X donnée
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pendantes à n variables, une k-±-iièmeforme quel-
conque, ou bien constitue avec f K, . . . , fk un système
de k -+• i formes indépendantes, ou bien esJ, une
forme linéaire enj\,f2, . . . , ƒ*.

Il ne reste plus, pour compléter ce théorème, qu'à
démontrer un dernier théorème.

THÉORÈME V. — / / ne peut pas exister plus de
n formes indépendantes à n variables.

Nous supposerons le théorème établi pour n — i
variables. Soient alors f{, / 2 > . . . , f,l+i, n + 1 formes
indépendantes à n variables xK, x->, . . . , xn. Si aucune
de ces formes ne renferme xn, cela contredit l'hypo-
thèse qu'il ne peut y avoir plus de n — i formes indé-
pendantes à n — i variables. Soient donc /w+l le
coefficient différent de zéro de xn d a n s fn+i e t lt1

/2, ..., ln les coefficients de xn dans ƒ , , / 2 , ..., fn\ les
formes

g* = ln+ifï — hfn+\,
>

Sii — *n+ljn — 'njn+l

sont à n '— i variables ; elles peuvent prendre des
valeurs arbitraires bt, 62, . . . , 6«, puisqu'il suffit de
poser ƒ„+, = «„_!_,,

ƒ i —

f _b±

dans le calcul du théorème III est une fonction continue de m u l ;
on a ainsi une démonstration par récurrence.

Bien entendu, le fait sur lequel on s'appuie est le suivant ; l'un des
systèmes de valeurs des variables, qui donnent à des formes linéaires
des valeurs infiaimeat petites, est infiniment petit.
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et q u e / , , / 2 , . . . , fn+t sont supposées indépendantes.
L'hypothèse est donc contredite et le théorème est
démontré.

On en conclut immédiatement que, si l'on a un sys-
tème de n formes indépendantes à n variables, il existe
un seul système de valeurs des variables leur faisant
prendre des valeurs données, car s'il existait deux tels
systèmes, dans lesquels les variables n'auraient pas
toutes les mêmes valeurs, on aurait par exemple xh = a
et xK = ,3, et la forme xh constituerait avec les formes
données, d'après le théorème III, un système de n-\-\
formes indépendantes.

On remarquera que les démonstrations données ne
se contentent pas de prouver l'existence de certaines
relations ou de certains systèmes de valeurs des
\ ariables, mais donnent le moyen de les déterminer.
D'une manière précise, elles donnent le moyen de
traiter tous les problèmes relatifs à k -f- i équations
linéaires ou à / -f- i formes lorsque l'on sait traiter les
mêmes problèmes pour k équations ou k formes.

E. — Pour donner un exemple de la facilité
avec laquelle los théorèmes établis permettent de
démontrer toutes les propositions relathes aux équa-
tions linéaires, proposons-nous de prouver que lorsque
Von donne les valeurs de k f ormes linéaires indé-
pendantes à n variables (k <C n) les valeurs de n — k
précisément de ces variables peuvent être prises
arbitrairement. En effet, si chacune des n variables
xt,x2<> • ••> %n était déterminée, ces n variables seraient
des formes linéaires en y |,y2> •. -, ƒ A J comme ces formes
x^ x2i • •., xn seraient indépendantes, on est en con-
tradiction avec le théorème III.

Nous devons donc admettre qu'une des variables au



( 7 )

moins, par exemple x{ forme avec ƒ , , / 2 , . . . , ƒ * un

système de k + i formes indépendantes.
Si l'on a Â :H- I< ] / I , on peut raisonner sur ce nou-

veau système comme sur le précédent; si #2, #3, ...,#«
s'exprimaient linéairement au moyen de ces k-\-\
formes, comme c'est le cas aussi pour #,, on aurait
n formes indépendantes de k -f-1 < n variables. Il y a
donc au moins une variable x2 qui constitue avec f K,
ƒ2? ---i/k-) X\ un système de k-\-i formes indépen-
dantes. On continuera de même et Ton adjoindra
d'autres variables x3, . . . , xp jusqu'à ce que l'on ait
k -j-p = n; on a alors n formes indépendantes à n va-
riables et xp+t, ..., xn s'expriment nécessairement au
moyen de ces n formes.

On voit que le théorème essentiel est le théorème III,
d'après lequel, lorsque l'on donne les valeurs d'un
certain nombre de formes linéaires [indépendantes),
la valeur de toute autre forme linéaire est, ou bien
absolument déterminée, ou bien entièrement arbitraire.
Cet énoncé s'étend de lui-même au cas où l'on y sup-
prime le mot [indépendantes).


