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[A5a]

SUR LINUIGE HES FRICTIONS RATIONNELLES;

PAR M. RABATEL,

Professeur au Prvtanée militaire de La Flèche.

Étant donnés deux polynômes f(x) et g{x), on
peut leur associer une forme quadratique dont la
« signature », c'est-à-dire la différence entre le nombre
de ses carrés positifs et le nombre de hes carrés négatifs

est égale à l'indice de la fraction rationnelle

Ce théorème, établi par Hurwirtz (*), est la généralisa-
tion d'un théorème d'Hermite (2) pour le cas particulier

de la fraction rationnelle y-

Jte me propose de donner une nouvelle démonstration
de ce théorème et de montrer que la forme quadra-
tique associée a f et g est liée d'une façon simple au
résultant de Bezout de ces deux polynômes.

Soient
ƒ = A o X

n -H A t X
n~{ H- . . . -h A n,

g

et supposons d'abord les degrés égaux.

(^ Math. Ann., Bd 46.
(2) Voir, par exemple, SERRKT, Algèbre I.

Ann. de Mathémat.% 3* série, t. II. (Février 1924.)



Posons

/o = Ao, ƒ, = Ao#-+-Ai, f.2=\()x

£-0=B0 , ^ i = Boj?-f-B,, ^2=110^*-+-

Fi 5S f#0 — #ƒ„ -r "-«-H.. . + A,„,

. -f- A2 / n

On a
A//,-= A/7-,

et le résultant de Bezout de ƒ et

H =

A u A , * . . . A i „

A 2 ,

A/il ™nn

Appelons forme quadratique associée à / et ^ la
forme

Ceci posé, on sait que pour calculer l'indice — on

est conduit à faire sur «• ety les opérations de recherche
du plus grand commun diviseur en changeant le signe
du reste ( ' ) :

ƒ = R,Q2 ~R2 .

ou
RI = /Qi
R2 = R 1 Q 2

l) CMJCHY, Calcul des Indices ( Oeuvres complètes).



( '63 )

ce qui donne
R

de degré n — A, U* et VA de degré A — i.

L'indice de -
g

dues par la suite

L'indice de - est égal au nombre de variations per-
6

é', ƒ , R i , R 2 , . . . , R «

quand on y remplace successivement x par — oc
et -hoc.

Calcul de RA. - F, , F2 , ..., Fw étant indépendants,
on a

RA-= XtF, -H...-hX„F„
= ƒ (^1^0+. . . +Kgn-l)

— g(k\f0 -h . . . -f- X« ^«-i ),

et, comme UA est de degré A" — i,
À£+î = . . . = \ n = O.

En exprimant que RA est de degré n — / . >n obtient

X t A u H . . . - + - X A A A I = < -

Xi \ 1 A

qui, joint à

donne, par élimination des X et simplifie *>?ion,

A n . - . AiA-_i A\/Cxn~k-*-.., ^ - A j ^

A A I • • • A A : A - - I Afc^x"-* - . . -+-Akn

k étant un facteur à déterminer.
De même, on a



et

p.* étant le même coefficient.

Calcul de u*. — Désignons par R ,̂ U^, QJr, le
coefficient de la plus haute puissance de r dans R*, U/i,
O/i1 nous déduisons de

eu égard aux degrés,

I = Ri QA+-1

et de même de

R/,+1 = R/VQA+I—RA-

et

En éliminant Qi^j, on obtient

En appelant Â  le mineur du déterminant de Bezout
formé avec les A' premières lignes et les k premières
colonnes, on a

i = fi* B o AA_,

et



Tous les fji sont donc de même signe et comme

i

A o

ils sont du signe de Ao ( ' ).
Nous avons donc à considérer la suite

, Ao A2 x
11 , . . . , Ao An

OU

X . Ü | X , J - 2 ^ j • • • 5 ^H'

Si l'on se reporte à l'étude des formes quadratiques(-)

on voit que l'indice de -^ est égal à la signature de la

forme quadratique T.
En particulier, les conditions pour que l'indice soit

égal à n ou que T soit définie positive sont

Ai > o. A 2 >o, . . . , A n > o .

Supposons maintenant que le degré de ƒ soit n — py

il suffit dans les calculs précédents de supposer

et poser
J • '»•/>**' 1 . . . ~T~ • fl.

Le résultat subsiste par raison de continuité. On
peut prendre en effet Ao, . . . , A^_ K suffisamment petits
pour que toutes les racines de ƒ nouvellement intro-
duites soient supérieures aux racines de g et que le
signe de ƒ au voisinage d'une racine de g ne soit pas

(*) La valeur de \ik n'est pas nécessaire pour la suite. Le calcul
donne

Ae A|£ Af

(2) SERRET, Algèbre, ï.



changé. L'indice sera le même et quand Ao, . . . , A^.,
tendent vers zéro ces racines s'éloignent à l'infini et
aucun carré ne s'évanouit.

Si le degré de / e s t égal à a -+-p, on peut ramener
le problème au cas précédenL en remplaçant ƒ par le
reste de la division de ƒ par g. Si/? est pair, l'indice
de —est égal à la signature de la forme quadratique
à n -f-p variables associée à f et £•, mais si p est impair
elle en diffère d'une unité (*).


