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[N'la]
m THÉORÈME GÉNÉRAL SUR LES COMPLEXES ;

PAR M. CL. SERVAIS,
Professeur à l'Université de Gand.

1. Les cônes d'un complexe d) ordre w, relatifs
aux sommets A n A2, A3, . . . , A^ d'un polygone
gauche, déterminent sur les diagonales A^Ao,
V,A3, \.2At, . . . , A ^ ^ I A I qui leur sont opposées
respectivement les ponctuelles

(B,), (B,), (B3), . . . , (B,)

telles que Von a Végalité

( a ) (Bl)p,t.(Bi)iii.(Bt)i,i....(Bp)p-i,i = (-i)i>»,

la notation {\$k)k~\,À-M indiquant le produit des
rapports de section ' A ! . / de tous les points B# de
la ponctuelle (B^) relativement aux origines A*_f,
A^f de la diagonale A .̂_, \^+ , opposée au sommet

M«).
Ce théorème est vrai pour un triangle A, i 2 \ 3 ,

car dans le plan de ce triangle les droites du complexe
issues de Al7 A2, A3 sont tangentes à la courbe du

. complexe. Celle-ci étant de classe n, on a, d'après le
corrélatif du théorème de Carnot :

(BO,,*, (B,)M, (B,),,!=(—1)«.

( J ) On suppose que les côtés At A2, A2 A3, . . .^ApAj du polygone
ne sont pas des rayons du complexe considéré.
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II suffit donc d'établir que le théorème supposé vrai
pour un polygone de p — i sommets A,, 42, . . . , A^_|
l'est nécessairement pour un polygone de p sommets.

Les cônes (A^), (A^-j), (A|) du complexe déter
minent sur les cotés A ^ . J A I , AjA^, A^A^-j du
triangle A/,Ay,_<Al respectivement les ponctuelles
(B/f), (B;,_,), (B;) et l'on a

(B/,),,-i,,.(B
/
/l-l)i,,,.(B'IV^1 = (- i)».

Le cône (At) du complexe détermine sur les côtés
A;, \ 2 , A2A ;,_M \p-t \ ; , du triangle A^_< VpA2 les
ponctuelles (B,) , (B7,), ( B[ ) : elles sont situées sur
la section du cône (V,) par le plan A^_IA;,A2 et,
d'après le théorème de Carnot, on a

(BiW.fBîVi.CB',),-,,,^!.

Le cône (A/?_,) du complexe détermine sur les côtés
'V-a-Vp, A^A,, A,A;;_1 du {triangle A;,_2ApA, les
ponctuelles (B;,_,), ( BJ,_,) (B^,) et l'on a de même

Les cônes (A, ), ( A2), ( V3), . . . , (A/;__,) du complexe
déterminent sur les diagonales A ;,_,A2, A lA ; l ,
Aa A,, . . . , \p-2 A| du pol>gone A, A2 A : , . . . A7,_ i les
ponctuelles

(B'i), (B2), (IJ,), . . . , (!);,_! )

et Ton a par hypothèse

( B ^ - I , * . ( ^ ) M - ( ^ ) V > . — ( B;_ ,V-2 .«==(->) ' ' - I } ' ' <

Les quatre égalités précédentes conduisent à

(B , ) , , , « , r B ^ , , , , (1)3)2/0 . . . , ( B / > V - i , i = ( - O / > / ' ;

le théorème est donc démontré.

2. Dans le cas d'un complexe linéaire, la démonstra-
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tion üniquemenTbasée sur les théorèmes de Ceva et de
Ménélaü&êst purement géométrique. Du théorème (n° 1)
on déduit la propriété suivante :

Si un polygone A,A2A3...A /, est inscrit dans
une courbe gauche dont les tangentes appartiennent
à un complexe linéaire (en particulier une cubique
gauche), les plans oscillateurs aux sommets An A2,
V3, . . . , Ap rencontrent respectivement les diago-
nales opposées Ap A.», V, A3, A2A,, . . . , A /?_,A, en
des points B n B2, B:{, . . . , B / ; tels que

A;,B, A,B 2 A2Bj A /,_,B /> _
A2B! A 3 B 2 AvBtJ * ' A, \ip

Si l'on considère le complexe linéaire spécial dont
les rayons rencontrent une droite fixe /, on a la pro-
priété :

Les sommets A,, A2, A3, . . . , \ ; ; d'un polygone
gauche sont projetés dUm axe /, respectivement sur
les diagonales opposées Ap \ 2 , A |A 3 , A2A,, . . . ,
A ; ,_, A, en des points B , , B 2 , B ;J, . . . , B^ tels que

A2BÂ A3 l i3 AVB3 " AiB,, { l) '

3. Les droites tangentes à une surface S ou rencon-
trant une courbe A, formant un complexe, on peut
appliquer le théorème ( n° i ) à des cônes circonscrits à
la surface S ou perspectifs à Ja courbe (A).

4. Le complexe linéaire étant déterminé par cinq
rayons, les cas de l'hexagone, du pentagone et du
quadrilatère doivent re tenir particulièrement l'attention.
On peut alors énoncer les propositions réciproques :

a. Etant donné un hexagone gauche Ai A2 . . . Ao

dont les six côtés n'appartiennent pas à un complexe
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linéaire, on marque sur les diagonales A6A2,
A {À#1, A2 A t, . . . , A 5 A t respectivemen t les poin ts
B,, B2, . . . , B6. Si Ion a l'égalité

A 6 B, A f B 2 A 2 B 3 A3B> A ; B 5 A 5 B 6 _
A2Bj A3B* A4B3 A 5 B 4 A 6 B 5 A t B 6 ~~ * '

les six rayons A|B<, V2B2, V3B3, AfB,,, AjB,;,
A6Bfi font partie d'un même complexe linéaire (*):

En effet, les cinq droites A f B | , ^Bv., . . . , A,}B5 ne
peuvent appartenir à une même congruence bilinéaire,
sinon le complexe linéaire passant par cette congruence
et déterminé par le rayon \K A2 aurait pour rayons les
côtés A2 \ 3 , 'VaA4, . . . , A6 V, de l'hexagone, ce qui
est contraire à l'hypothèse. Les cinq rayons A | B M

V2B2, . . ., A5B(i déterminent donc un complexe
linéaire; la droite AfiBtt est un rayon de ce complexe
d'après le théorème (n° i ) .

b. Etant donné un pentagone gauche dont les cinq
côtés V| V2, \> 3̂? - - - Î VdA, n'appartiennent pas
à une congruence bilinéaire^ on marque sur les
diagonales 'VfiA2, A4 A,,, A2AS, A:)A(i, A^ V| respec-
tivement les points B o B2, B3, B4, B,. Si lyon a
C égalité

A,Bt kx Ht A,B3 \*\

les cinq droites A,B M A2B2 , A ; )B3, À4B4 , AjBf}

sont des rayons d'une même congruence bili-
néaire (2 ).

( l ) Ce théorème important, susceptible de nombreuses applica-
tions, est dû à 51. J. Neuberg, qui Ta obtenu par voie analytique.
( Voir Annales de la Société scientifique de Bruxelles, 1912, p. 194-
>O2, Supplément à la livraison juillet, août. Mathesis, 19*2»)

(s) J. NEUBICRS, J#e. cit.
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En effet, les quatre droites A< B4, A2B2 , A3BS, A4B4

ne peuvent appartenir à un même système réglé, sinon
la eongruence bilinéaire passant par ce système et
déterminée par le rayon A fÀ2 aurait pour rayons les
côtés A2A3, A 3A t , A4A5, A5Af du pentagone; ce
qui est contraire à F hypothèse. Les rayons AjB, ,
V2B2, A3B3, A,, B4 déterminent donc une eongruence

bilinéaire et tout complexe linéaire passant par cette
eongruence a pour ra>on la droite A^Bj d'après le
théorème (n° 1).

c. Si Von prend respectivement sur les diagonales
A2 \ , , , A, A;J d'un quadrilatère gauche A,A2A3A,,
les couples de points {B^ B3). (B2, Bv) tels que

A^B, A t B 2 A 2B 3 AjB t _
A 2 B t A3Bi A ; B 3 A,BV "" f '

les droites AjB, , A2B2 , A:iB.}, A4B.O appartiennent
à un même système rrglé.

En efïet, cette égalité peut se mettre sous la forme

(A4A2B1B})(A,A,B2B4) = i
ou

(A4A2B1B,{)-(BvB2AIA3j)

par suite les droites A | B n A2B2, A3B3, \,,B< sont
des rayons d'un même système réglé.

o. Etant donnés une quadriqae S et un polygone
gauche At V2...Aj,, les plans polaires des sommets
A,, A2, Va, . . . , A^ rencontrent respectivement les
diagonales opposées Ap A2, A< A3, A2 A4, . . . , A^-, A,
en des points BM B2, B3, . . . , Bp tels que Von a
V égalité

A;,B! At B, A2B3 A ;^ t Bp

A 2 B t A 3 B 2 A4B3 * " AjB^ ~~l'

En effet, le théorème est vrai pour un triangle Af A2 A3 ;



car, relativement à la conique d'intersection de la qua-
drique S par le plan A, A2A3, les polaires des sommets»
de ce triangle rencontrent les côtés opposés en trois
points B | , B2, B;i en ligne droite; on a donc

A3Bj AtB 2 Aj B3

ÂTiTT A 3 B, Â75Ti ~ 1 #

On démontre comme au n° 1 que le théorème supposé
vrai pour un polygone de ( p — i) sommets l'est néces-
sairement pour un polygone de p sommets.

6. Etant donné an polygone gauche A, A 2 . . . A ;,,
le nombre p de sommets pouvant prendre chacune
des valeurs 3, 4> 5, .. ., 9, 10; on marque respecti-
vement sur les diagonales ApA2l A,A3 , A2A,O . . . r

A ^ - j A , les points B , , B 2 , B.M . . . , B^. *S7 Von a

V égalité
V i i At B-2 A2B:{ A ^ B , ,
AJBI AjBj A4B3 " • A ^ , , ' '

toute quadrique qui divise harmoniquement p — F
des segments A ,B , , A2B2 , . . . , A^B ; ; divise aussi
harmoniquement le segment restant.

En eiFet, il n'existe pas de quadrique divisant harmo-
niquement les dix côtés d'un -décagone général : dans
ce cas, les neuf couples de points conjugués (A,, B,}
(A2,B2), . . . , (A9,B0) définissent une seule quadrique S;
sinon 011 pourrait leur adjoindre le couple de points
conjugués (A,, A2 ) pour déterminer une quadrique;
mais alors on aurait aussi les couples de points conju-
gués (A2, A8), (A3, Aj), . . . , (A,o , A , ) , ce qui est
contraire à l'hypothèse. La quadrique S est donc déter-
minée et elle est conjuguée au couple de points
(A,,,, B l 0) d'après le théorème ( n° 5).

Si/> est inférieur à 10, il existe une infinité de qua-
driques conjuguées à (p — 1) des couples de points
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(AM B«), (A2, B2), . . . , (A^, Ep) , chacune d'elles est
conjuguée au couple restant d'après le théorème (n° o).
Le théorème est donc démontre.

Cette généralisation d'un théorème de Hesse, relatif
au quadrilatère polaire, est toute différente de l'élégante
extension de ce théorème donnée par P. Serret et rela-
ti\e au tétraèdre coupé par une trans\ersale (*).

7. Etant donna un pentagone gauche At A2 . . . A,
sur les diagonales A 5 A2, A, A3, . . . , A4 A,, on marque
respectivement les po'tits B o B2, . . . , Bo. Si Von a
V égalité

A5Bi v,r»2 v j î ,
A2B A,B_ ' " Â,Ba

 J '

les sphères décrites sut (es segments A ,B , , A2B2 . . . ,
A5B5 , comme diamcrcs ont même centre radical.

En eftet, soient o> 11 rentre radical des quatre sphères
(A,B,) , (A2B2>, (A,B3V (A>tBt); Pw la puissance
de ce point relativement a tes sphères; la sphère de
centre to et dont le carre du rayon est égal à P^ divise
harmoniquement les diamètres A,B, , A2B2 , A<{B3,
A4B4. D'après le théorème (n(i 6) elle divise harmo-
niquement le diamètre A,B, de la sphère (A^B^ ; par
suite P(I> est la puissance du point a> relativement a la
sphère (A5B3).

Dans le cas du quadrilatère gauche A, A2A tA4 ,
les sphères (A1B1), ('A2B2), (A,B,) , (A4B4) ont
même axe radical.

8. Des théorèmes (n°* i et o) on déduit :
Les plans polaires des sommets A<, A2, . . . , A6

d'un hexagone général (n° 4̂  relativement à une
quadrique S rencontrent les diagonales opposées

{l) P. SERRET, Geometrie de direction, p. 260.
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A0A2, A4 A{, . . . , A5A4 en des points B«, B2, . . ,6 , .
tets que Les six rayons AjB, , A2B2 , . . . , A0Brt

appartiennent à un même complexe linéaire.
Les plans polaires des sommets d'un quadrilatère

gauche A4A2A3A4 rencontrent les diagonales
opposées A2A4, A,A3 en des points B n B2, B3, B4

tels que les quatre rayons A|B4, A2B2, A3B3, A4B4

appartiennent à un même système réglé.

, 9. Dans le cas où le polygone A, A2 . . . Ap (n° 6) est
inscrit dans la quadrique S, le conjugué harmonique B'j
du point B, par rapport au couple Ap A2 est conjugué
à B| relativement à la quadrique S. La droite A, B', est
dans le plan polaire du point B, ; ce plan passe par la
conjuguée de la droite A^B|. La droite A, B', est donc
la droite menée par le sommet Af s'appuyant sur la
diagonale opposée A^ A2 et sur sa conjuguée. En remar-
quant que les rapports de section A^B^lAaB^
A^B'j :A2B

/
1 sopt égaux et de signes contraires, on a

le théorème :

Si par chaque sommet d'un polygone gauche
A4 A2.. .Ap inscrit dans une quadrique S, on mène
la droite s'appuyant sur la diagonale opposée et
sur sa conjuguée relativement à 2, les p droites
ainsi obtenues rencontrent respectivement les dia-
gonales correspondantes A^A^ Af A3, A2A4, . . . ,
Aj>_4 Af en des points B'n B'2, . . . , B^ tels que

~ K } 'A t B ' i A / B ' 2 A 4 B /
3 '*• A

10. Des théorèmes (n0b 4 et 9) on déduit :

Si par sommet d7un hexagone général (n° 4) ou
d un pentagone général (n° 4) ou d'un quadrilatère
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gauche inscrit dans une quadrique S on mène ta
droite sy appuyant sur la diagonale opposée et sur sa
•conjuguée relativement à la quadrique S, (es six
droites ainsi obtenues dans le cas de l'hexagone
appartiennent à un même complexe linéaire; les
cinq droites dans le cas du pentagone font partie
d'une même congruence bilinéaire; les quatre
droites dans le cas du quadrilatère gauche sont des
rayons dfun même système réglé.

11. Dans un polygone d'un nombre impair de som-
mets A< A 2 . . . A2p + {, chaque sommet Ax est opposé
à un côté du polygone. Ce côté joint les sommets con-
sécutifs Ax+P, Ax+p+ij l'indice d'un sommet étant
diminué de ip-\-i s'il est supérieur à 2p-\- i. Dans le
polygone dont les sommets successifs sont : Ap+.2) A f ,
Ap+i ? A2p+t, Ap, A2/M A/?_l7 . . . , A2, la diagonale
opposée à un sommet quelconque Ax est précisément
le côté Ax-tpAx+p+i opposé au sommet Ax dans le
polygone A, A 2 . . . A^.

Il résulte de là que dans les propriétés qui font
l'objet de la présente Note, si le nombre de sommets
du polygone est impair, on peut substituer aux diago-
nales les côtés opposés aux mêmes sommets. Ainsi le
théorème (n° 1) devient :

Les cônes d'un complexe d'ordre n, relatifs aux
sommets A«, A2, . . . , A2/?+l d\un polygone d'un
nombre impair de sommets, déterminent sur les
côtés opposés à ces sommets respectivement les ponc-
tuelles

(B,), (B2),

telles que l'on a VégaUle


