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[N*1f]
SUR UNE CLASSE DE COURBES PLANES REMARQUABLES;
Par M. R. GOORMAGHTIGH.

Les courbes T dont I'équation intrinséquea la forme

s et o désignant l'arc et le rayon de courbure, com-
prennent comme cas particuliers plusieurs familles de
courbes remarquables. Lorsque

(1) s=v

n—+1

A==F1, == —

’

S

I'équation (1) représente une courbe de Ribaucour
d’indice n. La courbe T est une spirale sinusoide
d’indice n si 'on a

n n—+1i

’ Y o= = .
n—+1 n—i

)"::f:

Quand 2v =1, on déduit de (1) une équation de la

forme
V2ot s2= k2,

et les courbes T' sont donc alors les cycloidales.

1
2
pante a point triple d’une cycloidale. Si v=1, la
courbe I' est Vantiradiale d’une spirale sinusoide
d’indice A; sa courbe de Mannheim est alors une

Pour v » I'équation (1) représente une dévelop-
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courbe de Ribaucour d’indice 2A — 1. Entin, si I'on a

S
+

tol-
S

|

—

L=
I'équation (1) s’écrit

n—+1

(2)' 3=n—-| n+1
/V/

les courbes neprésentées par cette équation sont telles
que leurs cercles asculateurs dilatés dans un rapport
constant, par rapport a leurs points de contact, aient
une tangente commune.

D’une maniére générale, la déxeloppée de la
courbe (1) a pour équation intrinséque

(3) Pzé‘/('(%)fﬂ.v_l;

cette équation caractérise les courbes auxquelles
M. Haton de la Goupilliére a donné le nom de courbes
barocentriques (') et qui sont telles que I'abscisse en
un point soit proportionnelle 4 une puissance de
I'arc.

Ceci posé, nous allons démontrer plusieurs théo-
rémes généraux relatifs aux courbes I'; quelques-unes
de ces propositions comprennent comme cas spéciaux
un grand nombre de propriétés particuliéres connues
des différentes familles de courbes que nous venons
d’énumérer. .

1. Définition géométrique des courbes I'. — En

(') Recherches sur les centres de gravité ( Journal de I'Ecole
Polytechnique, 1870).
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vertu d’une propriété générale des courbes de Cesaro,
la perpendiculaire abaissée d’un point d’une courbe de
Ribaucour sur la directrice divise le rayon de courbure
correspondant de la développée dans un rapport cons-
tant. Cette propriété conduit & considérer le probléme
suivant :

La normale au point M d’une courbe fait avec
une droite fixe un angle o; déterminer les courbes
telles que la droite menée par M et faisant avec la
normale un angle ho divise le rayon de courbure
de la développée dans un rapoort constant.

Soient C et C, les deux premiers centres de cour-
bure de la courbe correspondant au point M; prenons
comme axes mobiles des z et des y la tangente et la
normale au point C de la développée, la direction posi-
tive de l'axe des x ayant le sens de MC, celle de l'axe
des y ayant le sens de CG,. Désignons par p, et s, le
rayon de courbure et I'arc de la développée, 'origine
des arcs étant telle que le point M ait pour coor-
données (— s,, 0). La condition imposée se traduit
par la relation

sptangho = vpy=—v——-

do
On en déduit en intégrant
coshe = bshv,
Si on dérive par rapport & s,, en tenant encore compte

. 1
de la relation — ~ = %%, ona
P1 dsy

sinhg = vbp,sAv-1,
En éliminant ¢ et en posant b=a™», on trouve
P’équation *

$q s N\ —2AV
L= (—') -1,
a
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identique 4 (3); par conséquent, les courbes cherchées
sont les courbes T.

Quand on suppose A === 1, on retrouve la propriété
des courbes de Ribaucour, rappelée ci-dessus.

Dans le cas particulier d’'une spirale sinusoide d’in-
dice n, la droite menée par M et divisant le rayon de
courbure de la développée dans le rapport de —(n—+1)
4 2n est le rayon vecteur du point M, et la propriété
générale des courbes I' que nous venons d’obtenir
donne cette propriété bien connue :

Lorsque le rayon vecteur tourne uniformément
autour du péle, la tangente tourne uniformément
autour du point de contact.

La signification des parameétres ), v ressort des con-
sidérations qui précedent; il est utile d’observer qu'une
courbe T" caractérisée par les paramétres i, v peut aussi
étre considérée comme correspondant aux paramétres

— ky — V.

2. Causticoides d’indices =« des courbes T'. —
Soit A la droite fixe considérée dans la définition des
courbes I’y et proposons-nous de déterminer les causti-
coides d’indices == ) produites par des rayons paral-
leles & A, c’est-a-dire les enveloppes des droites qui
font avec la normale MC les angles &=az. En vertu
d’une remarque qui précéde, il suffit de chercher, par
exemple, 'enveloppe de la droite qui fait avec MC
I'angle %o; l'aufre enveloppe se déduit du résultat
obtenu en considérant la courbe comme étant définie
par les paramétres — A, —v. La droite considérée a
pour équation ¢

S(x,y, )=y — (z-+5)langdo = o:
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les coordonnées du point ou elle touche son enveloppe
s’obtiennent en résolvant le systéme formé par cette
" équation et

af
e lea ¥
on trouve
$| CO82 0D AL cosh
=Y|(OS l'—s., )’:s,cm :PL‘O% ?.
1--A 11— A

On déduit de la, d’apres les formules de Cesaro,

or cOs AG (2h —1) s sindo
—_— = L leosde 4 —— 2 X,
s, ' — A ' 91

N . N .

oy “inho . (oh —1) sy sinko
. : COSAS 4 —re |
s, t— A : 51

Si l'on désigne par s' et o' I'arc et le rayon de cour-
bure de la causticoide, on a donc

s’ 1 . (Dh —1)8) SInAY
g= — = - . |lcoshe— (h— s sinkg
s, L~/ ' o1
L =()h—1)v, -
T e ) bs',
11— A !
33 L= (2h— 1)y
= (1.‘ — 1/4[ A
! - A T — A)2 !
En supposanl
4) heootoo, I —(2h—1)v 3= 0,

et en posa nt

~ 1
V(20 — 1)y 7

T =N (w =1

on trouve, pour l'équation intrinséque de la causti-
corde d’'indice 7.

B () e

cetle équation représente une courbe barocentrique,

Ann. de Mathemat., }* servie, t NIN. (Mars 1919.) 8
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développée de la courbe I d'équation

(5) s_‘/(l—)\) o do .
T+ N
\ ( Tt —

On a donc ce théorene :

Les causticoides d'indices == des courbes U sont
des courbes barocentriques.

Par exemple, pour une courbe de Ribaucour d'in-
dice n, on a

et Uéquation (H) S'éerit

\_v(ll—i—l)] —— .
Q o w1
. —1
V(L

Les caustiques par réflexion des courbes de
ltibaucour. pour des rayons incidents perpendicu-
laires a la directrice, sont les développees des
courbes telles que leurs cercles osculuteurs dilates
dans un rapport constant, par rapport a leurs
points de contact, wient une tangente commune ('),

Si la seconde condition (4) n'est pas remplie, la
courbe I' est une spirale sinusoide d'indice n définie
par les paramétres

N n n -+t

lo=

n-—-1’ n-—1’

I'une des causticoides se réduit au pole. Lautre est,
d'apres I'équation (5), la développée d'une spirale

(') Cette proposition ne différe pas essentiellemeunt d’un théo-
reme connu db a Cesaro (Cf. § 1)
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n
“+1

sinusoide d’'indice el Ce résultat est identique &

cette proposition connue :

La podaire d’une spirale sinusoide d’indice n
par rapport au péle est une spirale sinusoide d’in-
n
na

dice

Quand I' est un cercle, I'équation (5) prend la

forine
= ds
ST =
/V (2) "~

par conséquent, tontes les causticoides du cercle
sont des cycloidales (').
Si T est une cycloidale, on trouve comme causti-

coides des cyclvidales.
Enfin, lorsque I' est une des courbes (2), la causti-

coide d'indice 7. = - est une courbe de Ribaucour.

I
9

Dans le cas ot 2y =— 1, 0on trouve de méme, comme
¢quation des causticoides,

T
3= a \/exT‘—'— 1.
! v
Par exemple, quand T est la sy ntractrice
¥ i )
/) .
S =2 _——___Tz_:‘;r
V(&) -
a
L >4

. . “e . I . .
la causticoide d'indice — = pour des rayons incidents

paralléles & 'axe de svmétrie est une tractrice; cette

(') Loria-ScHUTTL. Spesielle ebene Kurven, t. 11, p. 311,
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proposition résulte d’ailleurs immédiatement des pro-
priétés connues de la syntractrice.

3. Courbes directrices des courbes I'2 — Cher-
chons maintenant les développées intermédiaires d’in-
. I . . . )
dices =+ ; de la courbe I', c’est-i-dire les lieux (N)

et (N') des points N et N' tels que

‘:\:W:‘I, m-’:l\’\l.—_--v

Le point N a pour coordonnées

”'; —_— ’ L -0
e el |
et T'on a
P Y s, s M \
—_— i — —_— I e e——— e — col <.
ds, v ds, (v=+1)p4 v+ 1 :

.

LA tangente & (N) en N est donc perpendiculaire i
la droite menée par M et faisant 'angle Ao avec la nor-
male MC: quand T est une courbe de Rihaucour, cor-
respondant & % =1. le lieu de \ est donc une droite,
et 'on retromve la divectrice. Par analogie avec ce cas,
nous désignervons sous le nom de courbes directrices
des courbes I les développées intermédiaires (N) et (IN')
considérées.

Sis” et " désignent l'arc et le rayon de courbure du
lieu de \, on a

ds" " V] .\l! X
dsy, — (v—trsmds (G xuybz
. —h
v ¥ ds
s":: ! ! — 9
tv—10b /( S, PV
= —1
SN
N 1
1 11— 7 ds N —
G = ——— —-—3, si=[b{v+1)(1— n)p"t 1,
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et Uon en déduit, pour 'équation cherchde,

o= v(y—1A) o dg”
1 — )y / 29y !
] s
\ (7._ ) Vo
* AW
ou l'on a posé

1

o

hy =

(‘/—'—l)(l—-'l‘).
L’équation de la développée intermédiaire d'in-

. 1 . . A
dice — - s’écrit de méme

”

CTRE It Ry N .
b= / ” 20
N0
. \ (/?2) ‘

\

’ B B s e e . . i
Les développées intermédiaires d’indices == - des
]
courbes 1" sont ausst des courbes I'.

Dans le cas d’une cycloidale, les développées inter-
médiaires (N) et (N’) se confondent avec le cercle
directeur. Les courbes directrices des développantes a
points triples des cycloidales sont des cycloidales. L’une
des courbes directrices d’une spirale sinusoide d’in-

dice n est une spirale sinusoide d'indice _f = L’une
des courbes directrices d’'une courbe de Ribaucour est
la directricerectiligne ; I’équation de la seconde courbe
directrice s'obtient en faisant dans (6)

N n -+

On trouve ainsi U'équation

”

n o1

= ce da
JVGEE

analogue 4 (2). On a donc ce théoréme :

Les lieux des conjugués harmoniques des points
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oit les normales des courbes de Ribaucour rencon-
trent la directrice rectiligne, par rapport aux
extrémités des rayons de courbure correspondants.
sont les courbes telles que leurs cercles osculateurs
dilatés dans un rapport constant, par rapport a
leurs points de contact, aient une tangente com-
mune.

4. Cercles osculateurs dilatés. — Considérons le
cercle de centre N et de rayon NM; le point M’ ou ce
cercle touche la seconde branche de son enveloppe est
le symétrique de M par rapport a la tangented (N ) en N
et appartient, en vertu de ce qui préceéde, & la droite
menée par M et faisant avec MC D'angle J¢. Soient T
et C' les points ot MM’ et NM' touchent leurs enve-
loppes; les points C, T, C' sont collinéaires ('). D’autre
part, il est aisé de voir que la droite NM' enveloppe la
causticoide d'indice A: (A—1) de la courbe (N) : on
déduit de la, au moyen du résultat établi au para-
graphe 2, que cette droite reste normale a une courbe I'
d’équation

ds
(7) s=v(2A—1) __-TLz)\/—
/ VI(E) -

Comme on a en outre

M—'f v+ 1
MM (=)
et, par suite,
NC’ t
iy NM' =~v(27\-——|)'

on voit que la seconde branche IV de I'enveloppe, lieu

(') Nouvelles Annales, 1915, p. 435; 1916, p. 5. -
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de M, est la courbe (7) et que la courbe directrice (N)
de T est aussi une courbe directrice de I'. On a un
résultat analogue en considérant la courbe T comme
¢tant définie par les paramétres — A, — v, et 'on peut
donc énoncer le théoreme suivant :

Lorsqu'on dilate les cercles osculateurs d'une
courbe T par rapport a leurs points de contact dans
le rapport constant v : (v &= 1), le lieu des centres et
Uenveloppe des cercles obtenus sont des courbes T,
et la corde de contact de ces cercles avec leur enve-
loppe reste normale @ une courbe T.

Les trois dernitres courbes I' correspondent respec-
tivement & ces valeurs des paramétres

A v(AZE 1) P\ N
— =z y — — - T Y Sasll O X
) AT [N = '
(8) R N
A vihz)
< ’ —_— T
N V= hv

Cesdro a démontré (') que, s ['on dilate dans le
[t )
rapport -(n +1) les cercles osculateurs d’une
N )

courbe (2), par rapport a leurs points de contact, les

cercles obtenus sont tangents a une droite, et leurs

centres appartiennent @ une courbe de Ribaucour

rn

d’indice

n —
Cette proposition est un cas particulier du théoréme
(ue nous venons d'obtenir; il suffit de faire, dans les
expressions (8),

et de prendre dans ces expressions les signes inférieurs

(') Natirliche Geometrie, p. 65.
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la ou tigurent les doubles signes. En oatre, la deraiére
partie du théoréme général permet d’ajouter a la pro-
position de Cesaro la propriéié suivante :

L corde de contact du cercle dilaté avee son
enveloppe reste normale a une courbe de Ribaucour

. . I
d’indice S (n—1).

Par exemple, si n = 3[" la courbe (2) est une né-

phroide de Proctor; le lieu des centres des cercles
. 2

osculateurs contractés dans le rapport 3 est le cercle

directeur, et les cercles considérés touchent un dia-
metre du cercle directeur; les cordes de contact de ces
cercles avec leur enveloppe sont normales 4 une

courbe de Ribaucour d’indice — %: elles enveloppent

donc une astroide réguliére.

3. Les courbes T comme roulettes. — M. Braude a
démontré (') qu’on peut faire rouler, sur la développée
intermédiaire d’indice u d'une courbe (C) d'équation
intrinséque f(s, o) = o, la radiale de la courbe

(9) /[J—+ * v, (l 14)9] = 1,

de maniére que la roulette du péle de la radiale soit la
courbe (C); on peut de méme faire rouler, surla déve-
loppée intermédiaire, la courbe de Mannheim de (g)
de maniére que_la base de cette courbe de Mannheim
enveloppe la courbe (C).

Par conséquent, on peut faire rouler sur la courbe

(@) Les coordonnées intrinséques [Scientia (Phys.-Math., n°3%) |
p. 93]
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directrice (N) d'une courbe I la radiale de la courbe

i [ (i)
/7o 0 \ Vo=,
G

de facon que le pole décrive la courbe I'y ou faire rouler
sur (N) la courbe de Mannheim de (10), de facon que
la base enveloppe I'. Or la radiale de (10) est une spi-
rale sinusoide d’indice Av, sa courbe de Mannheim est
une courbe de Ribaucour d’indice 2Av — 1; on a donc
ce théoréme :

On peut faire rouler sur chacune des courbes
directrices d’une courbe T, définie par les para-
métres )., v, une spirale sinusoide d’indice )y et une
courbe de Ribaucour d’indice 23y — 1 de maniére
que le lieu du pole de la spirale sinusoide et U'enve-
loppe de la directrice de la courbe de Ribaucour
sotent la courbe T.

Cette proposition généralise plusieurs propriétés
connues. Si l'on suppose d’abord que T soit une
courbe de Ribaucour et qu'on prenne comme courbe
directrice sa directrice rectiligne, on retrouve ce théo-
réme de Bonnet :

Quand une spirale sinusoide d’indice n roule sur
une drotte, son péle décrit une courbe de Ribaucour
d’indice (n — 1) (n—+1).

La seconde partie du théoréme général donne ensuite
cette proposition :

Quand une courbe de Ribaucour d’indice n roule
sur une droite, sa directrice enveloppe une courbe
de Ribaucour d’indice (n —1) . (n + 3).
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On obtient de méme, en considérant comme courbe I
une spirale sinusoide, le théoréme suivant :

On peut faire unc courbe de Ribauconr d'indice
an—1 sur une spirale sinusoide d’indice n. de
Jacon que la directrice de la courbe de Ribaucour
enveloppe une spirale sinusoide d’indice n: (n-+1).

Si I'on suppose Av =1, on retrouve cette définition
bien connue des cycloidales :

Lorsqu’un cercle roule sur un cercle, Uenceloppe
d’un diamétre du cercle mobile est une cycloidale.

. , RN 1 . .
En considérant le cas ot kv = =2 0N \oIL quion peut

Jaire rouler une cardioide sur une c¢ycloidale de
maniére que le point de rebroussement se déplace
parallelement @ une cycloidale, ou faire rouler une
cycloide sur une cycloidale de maniére qu'une
paralléle a la base envceloppe une autre cycloidade.

6. Courbes de Cesaro osculant les courbes I'. —
Dans ce qui suit, nous prenons comme axes mobiles
des x et des y la tangente et la normale au point
variable M de la courbe I'; et nous désignons par o,
et py les troisi¢éme et quatrieme rayons de courbure
correspondant au point M de T. On déduit facilement
de I'équation (1), par deux dérivations, la relation (')

(11) ép’—%—(lv—:)pf—&—pp.}:u,

(') Cette relatiop donnc lieu a4 une construction simple du troi-
siéme centre de courbure correspondant au point M de I', quand on
connait C et C, (voir Css.ino, Natiirliche Geometrie, p. 77).

En dérivant encore par rapport a s, on obtient la relation

> A ey gy P
Tp.—f-“4—(z)\/ 1) =0;

v

on peut en déduire une construction simple du quatriéme centre de
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D’autre part, d’'une maniére générale, si P et H
désignent les invaviants

= (n—1)2+~a2n(n+1)3i—(nt—1)32),

nin—i)? .
I} ——————)9!4—(-zr1’+n—l)o;’——(n?—-l);pg

b

n—1

des courbes de Ribaucour et des spirales sinusoides
{’indice n, le cercle directeur de la courbe de Cesaro
d'indice n qui oscule une courbe en un point ol les
teois premiers rayons de courbure sont g, g4, g2, 2 pour
centre le point O de coordonnées

2—1)pd — )23
(o) g=mpete (e

ce cercle a pour rayon

0
R=(n—1)5y—(n-+-1H

et pour équation (')
i'1,7‘—'—)9‘4(” 0w+ (r—1)py]

-+

P

(13) a4+ yr—

(n—i1)pt=o0.

Si P'on pose dans 'expression de P

W —1
n =— - »
AV +1
on a
4 R N .
= vy IO =0t eeal

par conséquent, si la relation (11) est vérifiée, la valeur

courbure corresponda;u 4 M quand on a déterminé les trois pre-
miers centres de courbure [voir notre Note Sur les troisiéme et
quatriéme centres de courbure des courbes de Cesaro (Nouvelles
Annales, :919).

(') Cessro-KowaLewski, Natiirliche Geometrie, p. 77.
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de P s'écrit
= .——‘i{'—hi)P!
(W 4+t

et les expressions (12) se réduisent i

Ay s
~= 9y 0 -, *
1— 227 ! | — A?

f=—

Le péle de la courbe de Cesaro d'indice
(o ) (v +1)

qui oscule en M la courbe T se projette sur les deux
premiers rayons de courbure en des points qui
divisent ces rayons de courbure dans des rapports
constants.

On peut déduire de cette propriété une construction
simple du centre de courbure du lieu des poles des
courbes de Cesaro d’indice (hv — 111 (kv + 1) osculant
la courbe I'. Soit, en eflet, () le point ot MO ren-
contre CC,; le lieu de Q est, d'aprés les expres-
sions (12), une développée intermédiaire de la déve-
loppée de T'. La normale au lieu de Q est donc connue
quand on connait le troisiéme centre de courbure de I'
en M. D’autre part, la tangente en O au lieu de ce
point est la droite MQ, et le point O divise le seg-
ment MQ dans un rapport constant; la construction
cherchée est donc ramenée 4 un probléme connu ().

7. La propriété suivante est caractéristique pour les
courbes I': 7

Les courbes T sont les courbes telles que le cercle

(') Voir Manxuuiv, Principes et developpements de Géométrie
cinématique, p. 20.
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directeur de la courbe de Cesdaro d’indice donné qui
oscule la courbe en un point soit vu de ce point sous
un angle constant.

Proposons-nous, en effet, de déterminer les courbes
qui jouissent de cette propriété; la condition du pro-
bléme s’exprime par la relation

oy

1+ 41— 2R,
ou

(= 1)23- (n =122 —anin—a)p?

°

—an—1)onttn—1)s} —a2(n+1)(n? -1)pua=o0,

ou encore

(n—1)y(an 1)
y) —22
L+ 1)
1
b — t—2(2n2 4+ n— g2 —s5py=o0.
1(n2~“[ —a(ant+ Dlgi—pp2=o

On reconnait au premier membre !'invariant d’unc
courbe [. En identifiant (11) et (14), on trouve

n -1 Y

on en déduit que, dans la détinition d'une courbe I' de
paramétres 2, v, par la propriété énoncée ci-dessus, il
faut considérer les courbes de Cesaro osculantes d’in-
dice (v+1):(v—1) ou dindice (v—1):(v+1).
Quant & la constante «, elle a pour expression, suivant
que Von considére les premiéres de ces courbes de
Cesaro ou les secondes,
13V

SO Ev

On peut démontrer de la méme maniére d'autre,
propriétés des courbes T'; si l'on remarque, par
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exemple, que la puissance de M par rapport au
cercle (13) est

(n+1)(n—1)

P )

on obtient aisément la proposition suivante :

Le carré durayon de courbure en un point d’une
courbe T est proportionnel a la puissance de ce
point par rapport au cercle directeur de la courbe
de Cesaro d’indice (A —1): (dv +1) qui oscule la
courbe en ce point.

8. Courbes de Ribaucour et spirales sinusoides
osculant les courbes T. — D'aprés un théoréme de
M. Braude ('), I'enveloppe des directrices des courbes
de Ribaucour d’indice n qui osculent une courbe est
la développée intermédiaire d'indice (1 — n) : (1 + n)
de cette courbe. D'autre part, nous avon$ montré (?)
que le lieu des poles des spirales sinusoides d'indice n
qui osculent une courbe est la seconde branche de
I'enveloppe des cercles obtenus en dilatant les cercles

I
osculateurs de la courbe dans le rapport = (n <4 1). par
« ‘ pport - (n +4-1). p
rapport  leurs points de contact. Les théorémes trouvés
aux paragraphes 3 et 4 peuvent donc s'énoncer ainsi :

Les enveloppes des directrices des courbes de
Ribaucour d’indices (v==1):(v1) qui osculent
une courbe T, définie par les paramétres \, v, sont
des courbes I' de paramétres

— ki),  —=vOFh)I0—h).

(') Les coordonnees intrinséques, p. 63.
(*) Sur les spirales sinusoides osculantes ( Nouvelles Annales,

1919)-
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Les lieux des poles des spirales sinusoides d'in-
dices (v==1): (vzE1) qui osculent une courbe I de
parameétres )., v sont des courbes T de paramétres

—Xk:i(2h=0), vi(2hZ).

Ces théorémes contiennent toutes les propositions
particuliéres rencontrées par Cesaro dans 'étude des
paraboles, hyperboles équilatires et spirales sinusoides
osculantes (').

Par exemple, si 'on considére la parabole comme
courbe de Ribaucour d'indice — 2, on retrouve que les
directrices des paraboles osculant une hypocycloide &
trois rebroussements sont tangentes au cercle directeur,
et que les directrices des paraboles qui osculent une
hyperbole équilatére enveloppent une spirale sinusoide
d'indice ———2)

Dans le cas des cycloidales, on obtient cette propo-

sttion @

Les licux des poles des spirales sinusoides d’in-

. n —
dices

t n . .
ow -~ qui osculent une cycloidale de
n -

module n sont des cycloidales de modules n
et —n.

Enlin, pour les courbes remarquables (2), on a le

théortme suivant :

Le lieu des poles des spirales sinusoides d’in-
dice n qui oscule la courbe (2) est une droite.

(') NVatirliche Geometrie, p. 78-80.



