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SOLUTIONS m OIKSIIIIVS I

1483.
U883, p. 528; 1917, p. 233.)

Soient V le volume \d'un tétraèdre et \x le volume du
tétraèdre obtenu en menant par un point quelconque des



droites égales et parallèles aux plus courtes distances a,
^, y- des are te* opposées du tétraèdre donné • on a

GKYTI.

SOLÜ n o \

f'ai M. H BOUVUST.

Prenons comme ougine 0 un sommet du tetracdie donne,
soient Si , S*, S3 les trois autres sommets; posons

les coordonnée- de Sj, S2, S^ seront

et 1 on a

* = p

s3
' z = <yr2,

</j ^t C,

« 2 ^> C2

a3 63 c }

1̂ An B,. C| désignent les mineurs de A coi 1 e^pondant
.1 r/,, />,, C/, le*» coefficients angulaires de la perpendiculaiie
commutie a ()S t et S2 S^ seiont
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le plan mené par S2S3 parallèle à OS! a pour équation

(x — #a 2 ) {q A3-i- 7'A2)

a distance de ce plan à l'origine, est égale à — > d'où

d'où enfin
i 8 V V | = x«p*7».

L'énoncé est donc partiellement inexact.

1502.
( 1 8 8 i , p . i o o , 1 9 1 7 , p . i"\A.)

On donne dans l'espace deux droites A et B. Une hyper-
hole H tffotV avoir la droite A pour directrice et être un
méridien d'une surface gauche de révolution contenant la
droite B. On demande le lieu du foyer de M correspondant
à la directrice A. HALPHEN.

SOLUTION

Par M. H. BOUVAIST.

x^ -t- y 2 -G2

Soit : — 1 = 0 la surface irauche de révolution
a- c*

considérée; ^oit O son centre; B rencontre Je cercle de gorge
en a, le plan O A en y; soient P et P' les pieds sur A et B de
la perpendiculaire commune à A et B, D l'intersection de A
a\ec le plan du centre de gorge, ^ l'intersection de la paral-
lèle à A menée par y avec ce même plan.

Posons
~ ^ / \

PP'=d, 3 0a = 6, ^ = 0 .
On a

c , a* cosO
tanco = - , d = a

ad = a(i — cos o cosO), PD — a s»n6 siucp.

Soit F le foyer de la méridienne située dans le plan OA et



correspondant à la directrice A,

DF = a cos© tang2©.

Soient P" la projection de F' sur le cercle de gorge, F' la
projection de F sur la perpendiculaire en D à DP",

d'où
PD
DF'

Dl?' = DF

i

t a n g »

ö? COS O

1 — CO'

sinO;

tang*'f
- o cos 0

Ges deu\ relations mollirent c|ue le lieu cherché est la sec-
tion par le plan r. mené par PP' perpendiculaire à B, du c\-
lindre parallèle à A ayant pour directrice l'ellipse (E) située
dans le plan mené par PP' perpendiculaire à A, et ayant pour

foyer P, pour centre P', pour demi-a\e focal > pour demi-
1 ' coso l

a\e non local, <itangcp.
Il en résulte immédiatement que TZ est un plan c\ clique du

olindre et que le lieu cherché est le cercle de centre P' de
rayon , situé dans le plan T..

\ulio soluiion par M. Fuuihrx.

1508.
ihHi |) ,2S iy17, p 2 M

On sait que les cordes d'une conique qui sont vues d'un
point C de la courbe sous un angle droit passent par un
point Jixe P: la polaire de ce point, par rapport à la co-
/lique, est une corde commune à cette courbe et au point G
considéré comme un cercle infiniment petit.

Cela posé, soient \ et B deux points quelconques de cette
polaire. Par les trois points V, B, C, on peut faire passer
trois coniques ayant un contact du second ordre avec la
conique donnée aux points L, M, N, respectivement. Les
droites (IL, CM, GN sont normales aux côtés d'un triangle
équilatérai, et il en est de même des droites qui joignent G

\



aux quatrièmes points de rencontre des trois coniques
osculatrices deux à deux* GENTY.

SOLUTION

Par M. R. BOUVAIST.

Si après avoir fait correspondre aux points A et B' les points
cycliques dans une transformation homographique, nous
prenons l'inverse de la conique transformée par rapport au
point G, la proposition à démontrer devient la suivante :

Si Von joint le point double C d'une cubique nodale
aux trois points d'inflexion I1? I2, I3 de cette cubique, les
rapports anharmoniques des faisceaux formés par les
tangentes au point double et les droites ClfCI*, CI2CI3,
CI3CIi sont égaux aux racines cubiques imaginaires de
Vunité. Il en est de même pour les faisceaux formés par
les tangentes au point double et les droites GTiCTj,
CT2GT3, GT3CT! ; Tt, T2, T3 étant les sommets du triangle
formé par les tangentes d'inflexion.

Soit en effet {x -h y-h z)3—ijxy'z = o l'équation cano-
nique de la cubique, les côtés du triangle de référence sont
les tangentes d'inflexion, la droite x •+• y-\-z = o joint les
points d'inflexion, le point x = y = z est le point double, les
tangentes en ce point sont

x — t y -h t2 z = o
t/ avec / 2 - ^ + i=o.

x -\- t* y — t z = o

Les* rapports anharmoniques ( l t 12/), (1213), ( l 3 l i ) son t t
1 — it

t — 1 - , t; les rapports anharmoniques (TtTs), (T2T3),
(i it )

T J T J ) sont — -> t2, , valeurs qui, d'après la relation
2 — ̂  H- 1 = o, satisfont à l'énoncé.

1528.
(1885, |). r o i , 1S17, p . 235.)

Soient PA, PB, PG les trois normales menées d'un
point P à une parabole donnée; on considère les centres
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( : )
O, O', O", O'" des quatre cercles tangents aux côtés du
triangle ABC.

i° Si le point P est sur la directrice, il coïncide avec
Vun des points O, O', O", Om. Les trois autres sont sur la pa-
rabole lieu des sommets des angles droits normaux à la
parabole donnée.

3° Par les points O, O', O\ O" on peut f aire passer trois
hyperboles équilatères, telles que les normales à chacune
d*elles en ces quatre points soient concourantes. Les trois
points de concours Qt, Q2, Q3 sont sur un cercle concen-
trique au cercle circonscrit au triangle ABC et de rayon
triple, et sur les rayons de ce cercle qui passent par les
centres des hyperboles correspondantes. Pour quelles posi-
tions du point P les trois hyperboles sont-elles réelles?
L'une de ces hyperboles a son centre sur l'axe de la para-
bole. Si le point Q correspondant est sur la parabole,
l'hyperbole correspondante passe par le point P.

3° En général, quel est le lieu du point P tel que Vune
des hyperboles précédentes passe par ce point ? Quel est le
lieu du point de concours Q, du centre de Vhypcrbole, des
points O, O', O", 0"'?

4° Quel est le lieu des points Qi, Q2. Q3 si le point f*
décrit une droite donnée. J. HADAMARD.

SOLUTION

Par M. \\. BouvAisT.

Soient^2—ipx = o la parabole donnée; xOy y0 le point P,
nous aurons

= o, A(x = t\, y = h

=o, B(x= I| , y = h

= °» C(ar = t\, y = h

f\. /21 h étant racines de l'équation

tz v /7^ __ t i/ï]i(xo — p) —pyQ = o.

Le triangle ABC est conjugué aux deux hyperboles équila-



tères
( H | ; = ixy

( H2) = x* — y* — i (p -J

les points d'intersection de ces deux courbes sont les points
0, O', 0% O \

. o. P
i" Si xo = — — f on a

2

Hi == f ̂  -H M JTo "+- ̂ O — ̂ o ) = °-

et les points d'intersection de Ht et H4 autres que P sont sur
la parabole

~ ~ X~ ~ 1T 'T "*" ^^ = °
ou encore sur la parabole

7T = 1T f [•> ̂ _ V 2 1 — = O,

" > 4

lieu des sommets des angles droits normaux à y-— ipx = o.
9° Soient a, {3 les coordonnées de Qi, l'hyperbole d'Appol-

lonius de ce point par rapport à l'hyperbole XHj-4-H«=o
doit faire partie du faisceau linéaire déterminé par Ht et H2,
d'où les relations

— Xa -+- [3 -h > 1 ( p -t- .r0 ) -4- 3H ~ o,

( ï ) < ^ -4- A P -t- (/> H- .r0 ) — AjKo = o,

d'où, par élimination de a et p,

[3 v2 1

- ^ — i(x0 +.p) (xo-h Ap) —
équation qui déterminera les trois hyperboles répondant à la
question.



( 7 6 )
Soit o» le centre du cercle ABC, ses coordonnées sont

Des deux premières relations ( i ) on déduit par élimination
deX

équation d'un cercle concentrique au cercle ABC et de rayon
triple.

Le centre de l'hyperbole XIIiH-H2 est à l'intersection des
droites :

ou, en transportant l'origine en o>,

x -+- \y = x&— X^o),

— \x -h y — ytù -f- X Xta ;

dans les mêmes conditions les deux premières relations (i)
qui déterminent a, p s'écrivent

— Xa -H p -4- SCXrr^-l-^fc,) = o,

a-h X(3 -h 3(3?^— ^^w) = o»

la droite wQ! passe donc par le centre de X H i - h H 2 = o et
l'on a en désignant par xc, yc les coordonnées de ce point

L'équatiort (2) peut s;écrire

Les trois hyperboles

X,-H,H-Hs = o (1 = 1, 2, 3)



( 7 7 )
seront réelles si Ton a

97J H- 3i(>0-+- ip) (x0 — p) > o;

à la racine X = • correspond une hyperbole ayant

pour centre

le point Q correspondant a pour coordonnées

L'hyperbole considérée passera par le point P, si Ton a

c'est-à-dire P étant quelconque si le point Q est sur

y2— ipx = o.

3° D'une façon générale, l'hyperbole

.r2 — y2-+-1X xy — '±{p -h xQ )x -+- yy0 -+- a?J — p% •+- Xpjr0 -

passera par P, si Ton a

c'est-à-dire si le point P est de

y1 — ipx — o sur la directrice,
y2-\- T.p(x -+-p) = o sur la parabole,

— p ss o) sur la cubique.

a. Li'eu ĉw point de concours Q ef lieu des centres des
hyperboles. — Nous avons d'une façon générale

(Q)

et

JKo
2



( 7 8 )
Les relations (Ij permettant d'exprimer p-+-x0 et y0 en

fonction d'un même paramètre et l'équation (a) donnant X en
fonction de ce même paramètre, on obtiendra sans difficulté
les équations paramétriques des divers lieux; ces calculs ne
présentant aucun intérêt particulier, nous ne les effectuerons
pas.

|3. Lieu des points O, 0', O", 0'". — Ces quatre points sont
à l'intersection des hyperboles

ixy
& — X* — 2 ( p H- x0 )x -4- yy0 -f- X* — pi == o.

Si P décrit la directrice de j ' 2 — ipx = o, nous savons que
les lieux cherchés se composent de la directrice et de la para-
bole lieu des sommets des angles droits normaux à

y"1— ipx = o.

Si P décrit la parabole y* •+- ip(x -\-p) =z o, nous poserons

r© = t s

et nous éliminerons t entre les deux équations :

i xy -H p ^i p t = o,

.r2 — jK2 -i— ̂  \/?py -+- ^^(p H- a? ) -h /* = o,
d'où

4 a?^4-*- 4^2JK2(^ -f- p)pz— 2 a7^2/>5-f-/?6(a7î— y2) = o.

Si P décrit la cubique, nous poserons

et l'équation du lieu s'obtiendra comme précédemment.
4° Si le point P décrit une droite donnée, nous aurons,



( 7 9 )
comme plus haut, pour les coordonnées de Qt, Qt,

X étant déterminé par l'équation (2) eta?0, yo exprimés linéai-
rement en fonction d'un paramètre.

2312.
( 1917, p. 80.)

Soient G une courbe gauche et Ci la courbe qui est le
lieu des centres des sphères osculatrices à G. Si Von
désigne par R le rayon de courbure en un point M de G,
par p le rayon MMt de la sphère osculatrice au même
point, par Rt le rayon de courbure de Ci au point Mi î
on a, lorsque R n'est pas constant,

Si R est constant, on a

(b) R1

R. BRICARD.

SOLUTION

Par M. G. FONTENÉ.

Étant donnée une eourbe gauche G, la courbe qui admet
comme plans osculateurs les plans normaux a pour tangentes
les axes des cercles osculateurs et pour points les centres des
sphères osculatrices. Si O est le centre du cercle osculateur
en M, on a immédiatement

() OM

?} étant l'angle de deux plans osculateurs infiniment voisins,
et dK étant mis pour \dR\. On déduit d'abord de là la for-



( 8 o )

mule connue

(O 0M' = T S '
T étant le rayon de torsion. Mais on en déduit aussi bien

asi

puisque 7) est en même temps l'angle de contingence .de la
courbe Ci. Si M' et M\ sont sur les courbes G et Ci deux
points correspondants infiniment voisins des points M et M},
et si Ton mène M'jP perpendiculaire à MMi, comme M'tM'
est égal à M\ M en négligeant un infiniment petit du second
ordre, on a

2™ ±= , O M , = ^

on a donc bien

Si R est constant, OMi est nul. La courbe Ci est lieu des
centres de courbure pour G. Il est bien connu que, inverse-
ment, la courbe G est lieu des centres de courbure pour Ci-
On a bien Rt = p = R.

Autres solutions, par MM. R. BOUVAIST, M. FAUCHEUX, R. GOOR-

MAQHTIGH, J. ROSÉ, L. MALOUB et Un Abonné.


