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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES.

1105.
(1872, p. :»2- ; 1917, p. 299.)

i° Trouver Véquation des courbes qui coupent sous un
angle constant tous les segments décrits sur une même
corde,

'\° Même problème pour les hyperboles équilatères con-
centriques qui passent par un point fixe.

3° Même problème pour les ellipses homofocales.
4° Même problème pour les cassiniennes homofocales,

c'est-à-dire les courbes telles que le produit des distances
de chaque point aux n sommets d'un polygone régulier
reste constant. H\TON DE LA GOUPILLIÈRE.

SOLUTION

Par M. R. BOUVAIST.

Ces diverses questions sont des applications intéressantes
des coordonnées isotropes de Darboux. Je rappelle que si l'on



( 32 )

pose
M = x -f- iy,
i' = x iy^

u et v sont les coordonnées isotropes du point x, y, que si
( «, *>), (ai #i) sont les coordonnées de deux points M et À,
on a

«'wiAM = // — « i , e-itai AM = f — bi,

toi étant l'angle de AM avec l'axe des x, et qu'enfin l'angle de
deux courbes

F(M, ?)=o, <{>(«, c ) = o

est donné par l'expression

du

On en déduit immédiatement que les trajectoires sous l'angle o
«les courbes

= K l f

ont respectivement pour équations :

c)] = const.,
v)\ = const.,

= const.

i" Soient A(a\a\), U(ôfù\) les extrémités de la corde, si M
est un point du cercle AMB, si

AM.Oar* = toi, ABM.O^ = o)2, w2—co, = const.

Ox coïncide avec AB), l'équation du cercle AMB sera

' TT — const.ï - • TT

Les trajectoires sous l'angle o de ces cercles auront pour
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équations
. r a — a, . . v — a',

el?L e - ' rL j-J = const.

Posons, M étant un point de l'une de ces courbes,

Â 5 î = p i , BM = p,,

angle AM.AB = 0^ angle ÏÏÂT.ÂB = 62.
On a

u — ax — pi e'öj, u — ùi = p2 e
/Q2,

v — a\ = pi^- '0 ' , r — b\ — pie**®*.

L ' é q u a t i o n des t r a j e c t o i r e s h 'cc i i t a l o r s

h 7ÜT

Si 9— - , les trajectoires orthogonales sont les cercles ayant

pour diamètres les segments ayant pour extrémités deux
points correspondants de l'involution ayant A et B pour
points doubles. Le cas général peut d'ailleurs se traiter géo-
métriquement très simplement : en effet, une inversion de
centre A et de puissance AB transforment les cercles AMB
en un faisceau de droites passant par B, les trajectoires sous
l'angle <p de ce faisceau sont les spirales logarithmiques de
pôle B, les inverses de ces spirales sont les courbes cherchées,
l'inversion étant celle qui est définie ci-dessus.

•i° Soient x- — y2— >i\xy — a 2 = 0 les hyperboles équila-
tères considérées; en coordonnées isotropes leur équation
deviendra

u- -h t'2— ia1

= const.,
u% — v2

leur équation différentielle «era

'i u du 1 v dv
u'1 — a1 ~~ r2— a2 = ° '

iM 1 équation différentielle de leur? trajectoires soui l'angle cp
sera

'lUOtl . '±VW
l îù 13
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dont l'intégrale générale est

el9L( u2— a2) — e~'?L(p2 — a2) = const.

En transformant cette équation comme plus haut et en con-
servant les mêmes notations, il vient

Pi Pa = Ke- ( ( i ' + ^ ) C ü l ?.

Dans le cas où © = - » les trajectoires orthogonales sont des

cassiniennes.
Il est facile de retrouver géométriquement ces résultats :
Étant donnée une équation en coordonnées polaires d'une

courbe algébrique ƒ (pito) = o, on sait que la transformation
qui consiste à remplacer p et to dans cette équation par p"
et nu) conserve les angles (William Roberts). Or les hyper-
boles équilatères considérées ont pour équation polaire

p2 cos •? (o — Xp2 sin > tu — (C- = o :

on peut les transformer en le faisceau de droites

a1

p cos to — Ap sin tü — -p- = o

qui passent par un point fixe P f w = o, p = — \ • II en résulte

immédiatement que les trajectoires sous l'angle <p des hyper-
boles considérées seront les transformées, dans la transfor-
mation ci-dessus indiquée, de spirales logarithmiques ayant
même pôle et même axe polaire. Les trajectoires orthogo-
nales seront des transformées de cercles, c'est-à-dire des
cassiniennes.

1° Si 2c désigne la distance focale des ellipses considérées,
leur équation sera en coordonnées isotropes

y / ( l t — C)(V — C)-r\/(U-srC){v-srC)— C O l l S t . ,

d'où l'on pourrait déduire immédiatement l'équation diffé-
rentielle des trajectoires sous l'angle cp; cependant, dans ce
cas, les variables u et v n'étant plus séparées, l'emploi des
coordonnées isotropes ne présente pas grand avantage et
il vaut mieux procéder comme il suit :

Soient F (pi. p2) = o, ƒ (v\, t>2) = o les équations bipolaires



( 3 5 )

de deux courbes planes, rapportées à deux points fi\es A
etB.

Posons

A B = > r , angle ÂM.ÂB = 6,, angle ÏÏM.ÂB = 02.

M étant un point commun aux deux courbes, ces deux courbes
se couperont en M sous l'angle <p si l'on a

d'où, en supposant F(pi p2) 2= pi-4- p2— K = o,

°

d'où

T

équation dont l'intégrale générale est

/ • 2 _ n = 2csin LK
2C

4" L'équation générale des cassiniennes considérées sera

F(u)<t>(v)==(u — a,)., (u — an)(v — a\)...(v — aJ
n) = const.

l'équation de leurs trajectoires sous l'angle <p sera par suite

el? h{u — ai)., (w— an) -f- e~'? L(p— ar,)...(p — a;?) = const.

or

u - at= piert', ç — a[ = pte-à' (i = i , 2 , . . . , 4 ) ,

d'où l'équation

p,p,. . p „ =
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qui, pour <p = - , se reduit a

0, -*- 02 -h. . . H- 0n = const.

1321.
i 187 ' ) , p i s i , 1*»I7, p a 3 i . )

Etant donné un ellipsoïde, on décrit la sphère gui passe
par les extrémités A, B, C de trois rayons conjugués et qui
a son centre dans le plan ABC; trouver : i° le lieu du
centre de la sphère; 2° l'enveloppe de cette sphère.

BARBARIN.

SOLUTION
Par M. H. BOUVAIST.

Soient O le centre de l'ellipsoïde, cr la section de l'ellipsoïde
par le plan A, B, G, w le centre de cette section. Les tangentes
à <J en A, B, G sont parallèles à BC, GA, AB ; w est le centre de
gravité de ABG.

i° Le lieu cherché situé dans le plan ABG est donc le lieu
du centre des cercles circonscrits aux triangles inscrits dans v
et ayant w comme centre de gra\ité.

. X2 Y2

Si —- - u y ^ — 1 = 0 est l'équation de cr, et

x* + y% — 2 * r — 2 P y -+• Y ~ °

£2 _|_ j £2 j

l'équation du cercle ABC, et si x = a —^ f y = — bi
représente un point de cr, le centre de gravité de ABC sera
en w, si l'on a. / l 7 t.2y t$ étant les paramètres de ABG,

'3 = o,

/ l ' a - * - / * f 3 - H ' i ' j = o ,
d'où

i6(«*a*-t-6»p») = («2—62)2 et a(a*-^-6*)-f-2Y = o.

2° La dernière relation montre que le cercle ABG est ortho-

gonal au cercle fixe x*-h y*-\ = o, l'en\eloppe de la

sphère ABG ê t donc la cyclide

L— / -i— i l

l6 U



On sait d'ailleurs que le plan ABG enveloppe l'ellipsoïde
jfi yt gî i

r 2 y2 z2

K 4i H—- — i = o étant l'ellipsoïde donné.
T ( - Ij- Y*

1471.
(1883, p. }3a, 1917, p . 23a.)

On donne dans un hexagone circonscriptible à un cercle
les longueurs des trois diagonales qui unissent les sommets
opposés; construire cet hexagone, sachant que ces trois
diagonales sont respectivement parallèles à trois côtés de
l'hexagone, deux quelconques de ces côtés n'étant pas con-
sécutifs. E. LEMOINE.

SOLUTION

Par M. R. BOUVAIST.

Soit 1^3456 l'hexagone cherché, les diagonales 14, 2 j , 36 se
coupent au point P et sont respectivement parallèles aux

CV-

cotés 23, 16, 45; soient O le centre du cercle inscrit, ABC le
triangle formé par les côtés a3, 45, 6r; D, E, F les contacts
des côtés du triangle ABG avec le cercle O ; D', E', F' les points
de ce cercle diamétralement opposés à D, E, F; A'B'C' le
triangle formé par les tangentes au cercle O en D' E' F'.

Le lieu du point P obtenu en menant par les intersections i



et o. d'une tangente variable au cercle 0 , avec AB et AC des
parallèles à AG et AB, est une conique F A passant par ED et F
et ayant pour asymptotes A'G' et A' B', V\ et la conique ana-
logue FB d'asymptotes B'G' et B'A'et passant par D et F ont
pour corde commune la droite C'FP. Le point P de concours
des droites A'D, B'E, G'F est commun aux trois coniques FA,
^B» Te c'est le point de Brianchon de l'hexagone cherché.
P est évidemment le symétrique par rapport à O du point de
concours P', de AD', BE', GF', ses coordonnées trilinéaires
normales x, y, z par rapport à ABC sont

ax _ by cz
ia — p ? b — p 'ic — p

ses distances Bi} o2, o3 à BG, CA, AB sont

r étant le rayon OD, on en déduit, en désignant par hu /*2, /?3
les hauteurs de ABC issues de A, B. G et en posant

/ = 03, 7ft=i4, n = J»J,
— a) ibe 2A

___ COS" j
a ahi p

d'où
l m n

cos2 —

l

ÏÏF2

cos2

m

DF

B
'2

COS2

n

Ë D "

c'
'2

d'où

(o
on a aussi

TT
d'où, en désignant par a, p, y? ̂ > EJ ri ' e s intersections des côtés
des triangles ABG, A'B'G',

l m n

Les relations (i) permettent de construire un triangle sem-
blable à DEF, donc une figure homothétique à la figure cher-
chée, d'où l'on déduira par une simple homothetie de centre O
la solution du problème.



La seule condition de possibilité est que les relations (1)
déterminent un triangle réel. La considération d'un des cercles
exinscrits au triangle ABC conduirait à une solution tout à fait
analogue.


