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[R4]
SUR LA METHODE »E POINCAItE

ÉTUDIER LA STABILITÉ DE L'ÉQUILIBRE ;

PAR M. P. APPELL.

I. Poincaré a donné, pour étudier la nature des
positions d'équilibre d'un système, une méthode
remarquable basée sur la considération des figures de
bifurcation, des figures limites et des» échanges de
stabilité. Cette méthode est exposée dans le Mémoire
Sur l'équilibre d) une masse fluide (Acta mathe-
matica, t. VII), et dans l'Ouvrage de Poincaré :
Figures d'équilibre d'une masse fluide (Paris, Gau-
ihier-Villars) ; elle est indiquée dans une Notice que
je publie cette année dans VAnnuaire du Bureaudes
Longitudes (1919); elle sera exposée dans le Tome IV
de mon Traité de Mécanique rationnelle.

Je me borne ici, en vue de l'enseignement de spé-
ciales et de licence, à exposer la méthode dans le cas
le plus simple et à en donner des exemples élémen-
taires.

II. Imaginons un système matériel, à liaisons sans
frottement, dont la position dépend d'une seule coor-
donnée q; admettons que les forces données, qui
agissent sur le système, dérivent d'une fonction des
forces U(<7, \) contenant, outre q, uu autre para-
mètre "k indépendant de q.

Ou' sait q<ufe les valeurs de q correspondant aux
positions d'équilibre, pour une vateur donnée de X,
s'obtiennent en cherchant, les valeurs d-e q qui rendent
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(gr, A) maximum ou minimum) à une valeur de q
rendant U maximum, correspond une position d'équi-
libre stable.

Ceci étant rappelé, la condition d'équilibre est
donnée par l'équation

Considérons deux axes Oq et O\ {fig- i) et cons-
truisons par rapport à ces axes la courbe 'f (<7? X) = o.
Pour une valeur donnée de X, q a plusieurs valeurs
donnant des points A, B, C, . . . de la courbe. A cha-
cune de ces valeurs répond une position d'équilibre
qu'on peut caractériser par le point correspondant de
la courbe z> = o. Quand \ varie d'une manière continue
en croissant, chacun de ces points décrit une branche
de courbe; on a ainsi des séries linéaires de figures
d'équilibre.

Supposons que pour X = A0=OPo, deux valeurs
de q deviennent égales et que ces valeurs se séparent
de nouveau pour A >> Xo de telle façon que la courbe
présente un point double E : à ce point correspondra
une position d'équilibre de bifurcation où deux séries
linéaires A et B se croisent. Supposons au contraire
que deux valeurs de q correspondant aux points Cet 1>
deviennent égales pour A = X, = OP1, puis imaginaires
pour \>\K : alors la position correspondante L est
une position d'équilibre limite. Il peut arriver qu'une
position H soit à la fois limite et de bifurcation si,
pour une certaine valeur X = A 2 = O P 2 trois valeurs
de X correspondant aux points P, Q, R devenaient
égales, de façon que P, Q, R se confondent en un
point H où passe une branche simple Q qui continue
et une branche PR à tangente verticale : alors pour
A > X2, q n'aurait plus qu'une valeur réelle. Le point H



est à la fois une position limite et une position de
bifurcation.

Il pourrait arriver inversement que pour X=X3=OPj
(fig. i, IV), trois valeurs de g soient égales, dont une

p,
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Fig. i.

seule existerait pour X<[X3, les trois étant réelles
pour X >X3 . Le point correspondant K serait à la fois
limite et de bifurcation, mais il serait limite pour des
valeurs de X décroissantes jusqu'à X3.

La courbe cp = o divise le plan en deux régions;
dans la première, la fonction cp(y, X) est positive : elle
est couverte de hachures; dans la seconde ®(q, X) est
négative. En un point de la courbe tel que A cp est
nul, au-dessus © > o, au-dessous <p<o; si donc,

v , , , . , < * * à* U

A étant constant, q croit, la dérivée -~ = -r—̂  est posi-
tive en A; donc U(q) y est minimum et A est une
position d'équilibre instable. Au contraire, pour des
raisons analogues, j * - =

-T-J
donc

la position correspondante est stable. Ainsi une posi-
tion est stable ou instable suivant que la région au-
dessus du point figuratif est blanche ou hachurée.

On voit alors immédiatement sur la figure i les faits
suivants :

i° Si deux suites linéaires de positions d'équilibre
se croisent en un point E, figure de bifurcation, les
stabilités s'échangent : la suite B, qui était stable.
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devient instable en B'; la suite A, qui était instable,
devient stable en A'.

2° Si deux suites linéaires D et C se réunissent en
un point limite L, l'une donne des figures stables,
l'autre des figures instables; on peut dire aussi, en
suivant Parc DLC, que les figures correspondantes
forment une seule suite linéaire dont les stabilités
s'échangent quand on passe par L.

3° Si une figure H ou K est à la fois limite et de
bifurcation, en suivant la branche simple oblique QQ'
on obtient des figures dont la stabilité s'échange; mais
en suivant la branche PR, à tangente verticale en H
ou R, on obtient des figures de même nature toutes
stables ou toutes instables; il en est de même quand on
change de branche, par exemple le long du contour
PHQ' les figures sont stables, avant et après H; il en
est de même de RK.Q.

IGEMIER EXEMPLE. — Régulateur de Watt. —
Cherchons les positions d'équilibre relatif d'un point
pesant M qui glisse sans frottement sur une circonfé-
rence tournant avec une vitesse angulaire constante a>
autour d'un diamètre vertical fixe. En prenant comme
origine le centre O, comme axe des y la verticale
descendante, et comme axe des x l'horizontale, on a

= g y -H — a?*,

où x et y sont les coordonnées du mobile. Soient a le
rayon de la circonférence, q l'angle du rayon OM
avec Oy7 on a

/ = aco6jf, x = asinq;
d'où

U = ag I casq -+- - X sitt* q I >
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X ayant la valeur positive : \ = - w2. On obtient tous

les points de la circonférence en faisant varier q de —TZ
à -\- 7i. On a donc

o < X.

Ceci posé, on a

®(q, X) = — t= ag sin q [\ cos q — i j .

La courbe ?p(y, X) — o {fig. 'i) se compose de plusieurs
branches :

et

(OX) q = o, (AA') q = K, (BB') q=-r.

(CHC) Xcos^ —1 = 0;

cette dernière branche, construite en faisant varier q
de — - à H pour que X soit positif, a la forme indi-
quée {fig- 2) : elle est symétrique par rapport à OX et

Fig. 2.

a pour asymptotes q = dz -• Dans la figure, nous avons
couvert de hachures la région pour laquelle y(y,X)>o.
Si X est plus petit que 1 (point P sur OX, il existe
deux positions d'équilibre correspondant aux points
V(q = o) et Q(7 = «); la première, d'après la dispo-
sition des hachures, est stable; la deuxième, instable.



Si X prend la valeur i, P vient en H équilibre limite
et de bifurcation, stable. Si A > i , on a le point
P^OP' — A), dont l'ordonnée coupe la courbe en
quatre points C', P', C, A'; à chacun de ces points cor-
respond une position d'équilibre (G stable, P' instable,
G stable, A' instable). On voit que, quand A atteint
et dépasse i, la série linéaire des positions P, qui était
stable, devient instable en P', et deux nouvelles séries
linéaires de figures symétriques C et C' apparaissent,
stables toutes deux; on a ainsi un exemple très
simple d'un équilibre H à la fois limite et de bifur-
cation, avec échange de stabilités.

DEUXIÈME EXEMPLE. — Imaginons, dans un plan ver-
tical, la courbe définie par les équations

, = \q (3 — 4r

par rapport à deux axes rectangulaires xs0y^ Cette
courbe a la forme indiquée dans la figure 3 avec deux

Fig. 3.

points de rehaussements, R et R/, correspondant
à q = ± i. Elle est symétrique par rapport à OyK -



Appelons a l'angle de Oxt avec l'horizontale O#, et
prenons un axe vertical ascendant Oy. Un point maté-
riel pesant M glisse sans frottement sur cette courbe ;
trouver les positions d'équilibre du point.

Appelons y l'ordonnée de M par rapport aux axes
xOy : on a, pour la fonction des forces

U = — rngy = — cosa]

= — mg cos a f 4? (3 — -+-'iq*(i —

en posant X —tanga. Nous supposerons que a varie
entre — - et -f- -• Alors la fonction çp(gs X) = — e*t,
à un facteur positif près, égal à

La courbe <p(<7, À) = o se compose (fig- 4) des trois

Fig. 4-

droites q = i, q = — i, q = — A. La partie du plan
ce (y, A) >> o est couverte de hachures.

Si —i<A^H-i, en prenant OP = X, on voit qu'il
j a trois positions d'équilibre représentées par les
points A, B, C : A et C instables (points de rebrousse-
ment); B stable. Il faut se représenter le point M placé
en un rebroussement comme un point posé sur une
pointe.

Si X > i, en prenant OP' = A, on trouve de même
trois positions représentées par A', B', C'; les positions
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correspondant à A' et B' sont stables, G' instable; il y
a un échange de stabilité entre les séries linéaires BT

B' et C, G'. Au point de rebrou&seinent {position
stable) il faut se figurer le point M comme placé au
fond d'un tube pointu.

Si ~ < a < — > le facteur cos a dans U est négatif', la

figure est la même, mais les parties hachurées sont
blanches el imersement.

TROISIKVTK HVKWPLK. — Exercice : Équilibre d'un

point glissant sans frottement sur une parabolej '2= 2px
et repoussé par un point de Taxe (x = "X, y = o) pro-
portionnellement à la distance.

En prenant comme coordonnée q l'ordonnée y du
point, on a une figure analogue à (2).

IV. GÉNÉRALISATIONS. — On trouvera dans Poincaré
l'étude des cas où la position du système dépend de
plusieurs coordonnées qK, q*, . . . , qn.

On peut aussi imaginer un système à une coordon-
née q, dont la fonction des forces contient plusieurs
paramètres. Par exemple, si cetle fonction contient
deux paramètres A et pt, U(</, X, jx), en posant

on pourra, par rapporta trois axe^ rectangulaires O A,
O|x, Oq, considérer les surfaces f (q, 1, 4u) = 0 et les
régions cp (y, X, JJL) ̂ O .

Un exemple simple est fourni par l'équilibre d'un
point sur une parabole, ce point étant repoussé par un
point fixe donné dans le plan de la courbe, propor-
tionnellement à la distance.


