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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSKES.

1078.

(1872, p. 1971, 1916, p. 300

tn donne une courbe plane quelconque et la tangente at
au paint a de cette courbe. On méne la corde be parallé-
lement & lu tangente at. Lorsque be se rapproche indé fi-
niment de at, en restant paralléle a cette droite. on
dencande :

v La limite des positions de la droite ae qui joint le
point a awe milieu e de la corde be. On obtient ainsi a la
lunite la droite que M. Transon a appelée axe de déviation
de la courbe en a:

>t La limite des positions du point de rencontre des axes
de deciation de la courbe en b et ¢ R

Vo La limite des positions des droites qu'on obtient cn
Jotgnant le point a aux points d’intersection des cercles
osculateurs de la courbe donnée en b et c:

i Lo limite des positions du point de rencontre de la
corde commune a ces deux circonférences et de la tan-
ventle at.

MANNHEIW.
SoLtTION

Par M. J. SEnr.

. Soit Ox la Ltangente cn un point O de la courbe f(XY) = o.
Dans la région voisine de ce point, on peut exprimer X en
fonction de Y par une relation de la forme

1l

3
X N=m) —p¥2 g Y2+ rY2 4. =¢(Y),
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les constantes p, m, ¢y r... étant déterminées par la condi-
tion que sil’on substitue la valeur de X dans I’équation f=¢
3 .
les termes en Y, Y2, Y2 ... seront successivement nuls.
La droite Y = Ay coupe la courbe en deux points My et M,

dont les abscisses Az, et Az, s'expriment en fonction de /Ay
au moyen de I'équation (1), le signe positif du radical corres-
pondant par exemple au point M; de maniére que sil'on pose

VAy =¢, on ait
(2) Azy=pe+ mel+ qel+ ret+4.. ..
Soit Az, Pangle de la tangente en M; avec dz. Nous aurons
1 28

tangAay = 3 = -
P q ., am
ma4 e Lery p(l—%———e——...)
2¢ 2 Y

« 4 2 -
==—P-< SN Ll .)3pq62+”“
2€ p*
1
(3) sinAz,=tangA«, (1 + tang?Aa,) 2

I
= tang Aa; — 5 tangAag+. ..

_2s<l_ am o §mP—3pg—2 >
> »c D e ).
2 am
(4 Aoy = — l——e+...>.

g ' 11< P

La droite X = mY est évidemment 'axve de déviation OD
de la courbe au point O.

1I. Transportons 'origine au point M, et prenons pour
nouvel axe des X la tangente M;X; en M,. Les formules de
transformation seront :

) X = Az + Xjcosday — Y;sinAax,,

Y = Ay + X;sinda; + Y;cosAux,,
(6 { Xi= (X -— Aq;) cosdz;+ (Y — Ay)sinda,,
} Yy=— (X — Azy) sinday+ (Y — Ay) cosAx,.

La substitution (5) dans I’équation f = o nous donnera une
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équation Ji= o, d’'oi nous déduirons un nouveau développe-

ment .
X1= m,Y;+-p1Y17—<—.. .

En revenant aux anciens axes de coordonnées nous aurons
pour équation de I'axe de déviation M, Dy relatif au point M,
- (X — Az;)(cosAxy + mysindzg)
— (Y — Ay)(mycosAay— sinAay) = o.
Développons cette équation en nous bornant aux infiniment

petits du premier ordre et en posant par suite

m;=m + pixa:
nous obtiendrons

X—mY +a;(mX+Y—nY)—Ar =o.
Nous aurons de méme pour I'équation de I'axe M, D, relatif
au point M,
N—mY 4-Aag(mX +Y —pY)— Axy=o.
Lt comme Az, + Az, et Aa; —+ Aay sont des infiniment petits

du second ordre, la limite de l'intersection des deux axes sera
le point déterminé par les équations

\ X—mY=o,
LI A, B pt )
' T Ay(14+mi—y)  2(1+mi—yp)

Ce point se trouve donc, a un infiniment petit du second
ordre pres, sur 'axe MD. Sous une autre forme on peut dire
(que le lieu du point de rencontre des axes relatifs 4 deux
points M, et M, situés sur une paralléle a la tangente Ox
admet I'axe OD comme tangente d’inflexion.

Pour calculer p, effectuons les opérations indiquées plus
haut. La substitution (5) réduite aux infiniment petits du
premier ordre devient

2
X=X,+Aa.(1—;— —Yl>1

Y = Y1+ L\11X|.
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D’auatre part, nous pouvons, dans le voisinage des points O
et My, remplacer la courbe f par celle qui est représentée par
Péquation
(10) e=X—=mY- rY¥2—. 2= Y(p-—gY+sy?~.)2=0

= X2 —(m:—2pg)Y2— rm\Y — p2Y +..

et nous obtenons aprés sabstitution

2

2(\1 Yy ) + Az [(—-—- — \I)L}"‘l——%—.\;\'J

2

©1
=(1—ormAn)X2—[m +(2pg +1-—-m})d5 | X} +. ..
d’oin nous tirons

m—(2pg =1 — m?) Az
1) my= =m 241 -orpglAu
() ! I— 2/ A%y 4 !

et finalement
(12) o= m2—-5 4 apq.

L'interprétation du coefficient 1 est facile. Svient w l'angle
de 'axe MD avec fa normale MY en O et w + Ao l'angle

V/\ .
D; M;Y,: nous avons évidemment

tangw = m tang(w —+ dw = m + pAx
et pat suite, comme approximation du premer ordre,

. tang(w — Aw) — tangw
vy o=
! Axy

Aw R 10
= E(l “+ langle) = {1 -+ m3) VI
quand 1 est nul, la variation de w e<t done un infimiment
petit du second ordre par rapport & Ax;.

En portant la valeur de 12 dans les équations (8) nous obte.
nons pour les coordonnées du point d'intersection x,y, des
axes M D, et MyD,

, mp e 4
Iy Ly == — —— = .
(1% ) -37’ Yo ,',/

Ce 1ésultat s'interpréte immédiatement. l résulte en effet



(35)
Ju calcul précédent que nous n’avons eu i faire imtervenir
dans les équations f et ¢ que les coefficients i, p et ¢, et tout
¢ passe par conséquent comme si nous avions cherché le
point de rencontre des axes de direction relatifs a deux points
de la conique

(X—mY2—pY(p+29Y)=0

«lui se coupent naturellement au centre.
On peut donc conclure des considérations précédentes :

L’enveloppe des axes de déviation est le liew des centres
des coniques ayant avec lncourbe un contact du cinquiéme
ordre.

Lorsque w est nul on a la relation

) o P+ m?) Pt

riy - = = R2cos?w
a e 1642 401 4+ m?)

. X
plusque-l— est le rayon de courbure en O. Dans ce cas le
2

point 2y, est la projection s OD du centre de courbure.
Lffectivement, si I'on considére le déplacement infiniment petit
de 'angle DOX considéré comme invariable, le centre instan-
tané de rotation est le centre de courbure quise projette bien
sur OD au point o cette droite touche son enveloppe.

. Le cercle de courbure au point My a pour équation,
dans le systéme d’axes M, X, Yy,

X;+Y?—2R Y =0
¢t par conséquent, dans le systeme \OY,

() (N — Az () — Ax)?
— 2Ry | Y — Ay)cosAay— (X — Ary)sinday | =0
=X24+Y2— a5 X —a27, Y+ K,.
I.’axe radical des centres de courbure en M; et M; est donc

la droite
2(5—t) X +2(g—12) Y =K, — K,

qui coupe la tangente OX en un point H dont V'abscisse & a
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pour valeur
_ Ki—K,
T ok — )

_ Az} — Az 428y (R cosay— Ry cosay) —2(Ry Azy sinday — Ry Azysinyy,
- Ay — Azy— (Rysin Aay— RysinAag)

Les valeurs principales du numérateur et du dénominateur
sont les termes en &3 dans leur développement. Il suffit donc
de former ces termes. Remarquons que, pour le calcul, nous

n'aurons besoin de développer R; en fonction de ¢ que
jusqu’aux termes en &2
Posons donc

2
R, = %(l+pa+5€’),

Nous avons immdédiatement

Ary — Az = 2(pe + q&?), Ari — Az} = 4mped,
Ry — Ry = p?os,

RysinAxy — Rysindag=2[pz+ (b + o+ ap)ed}
R Az sinAay — Ry Azysin Az, = 2 p? (% +a —+ p>

el, par suite,

p(2a—+p)

b= 1).(a}\+b+o'—q);

a ct b sont donnés par les formules (3). Pour calculer p et o,
partons de la formule

. 3
2

Nous avons ici, en nous bornant aux infiniment petits du



~

7))
deuriéme ordre,

P

3 2
X?)=14+{m+ = + —q¢ —\
(1+X"2) ( 2 TSeE+ )

=—1)—’.(1+ .lj_,_r.".e_'_ .’[lllz+4+6pq£2>
4e? P p?
n—_ P  39__ p _&»
X't = 4534—45—- T t pﬂ
et. par suite,
3 .
(16) Ry= P_2<,+ é_ﬁz_e+ 4m2 -4+ 6 pg zi.)2<[_3_qu>_‘
2 p 4 P
2 3 2
= £<1+ b__ms+ 122 9rg +(25+9P9 e’) (H—ig—s?)
2 P p P
2 2
=£-<x+ f’-ﬂef 12m +122pq+662).
2 4 /

kn remplagant a, &, o et ¢ par leurs valeurs, il vient fina-
lement
. L pim Rm
= = —_—— e — .
+7 4(m2+14+2pq) 21

l.a corde commune aux deux cercles est donc paralléle a la
tangente lorsque . est nul.

Quant aux droites qui joignent le point O aux points d’in-
tersection des deux cercles, leur équation est de la forme

Y2+ :2PQ =o.

Lllles se réduisent donc a la limite a la droite double OX,
C.c résultat est & peu prés évident a priori et je ne vois pas
bien dans quel but M, Mannheim a posé la question. Peut-étre
a-t-il eu en vue la détermination des droites P =0, Q = o,
dans les équations desquelles intervient le quatriéme terme du
développemenl de Ry, ce qui exige I'introduction du terme Y2
dans le développement (1) et complique la q1:3tio.

1092.

(1872, p. 478; 1916, p. 322.)

On a deux cercles dans un méme plan; le premier est
prarcouru d’un mouvement uniforme par un point M, et le
Ann. de Mathémat., fo série, t. XVIIL, (Pévr. 1918.) 5
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second est parcouru en sens inverse et d’'un mouvement
uniforme par un point m; la droite élevée a chague instant
par le milieu de la eorde Mm perpendiculairement «
eette corde enveloppe une conique: construire cette coniquc.
Trouver la propriéié analogue de t'espace.

LAGUERRE.
SoLuTION
Par M. R. Bowvaist.

I.’énoncé est incomplet; il faudrait encore indiquer une rela-
tion entre les vitesses angulaires des points M et m. Si d’ail-
leurs on se reporte i une proposition analogue de Laguerre
énoneée dans le Mémoire sur la géométrie de la sphére
( OFueres, t. II. p. 360), on est conduit & admettre que le-
points Met m déctivent leurs trajectoires dans le méme temps.

Soient alors

(Cy) =2 +y— R2=o0,

(em)=(r —ap-—yr—ri=o
les deux trajectoives: la droite M m sera

x| (R—r)cosep —a| + y(R + r)sing

at--r24 s @rcesq — K2 o
- =0:
)

Y. . a ., .

transportons l'origine au point & = —, y = o: I'édquation de
>

I'enveloppe de M m cst

/'_r‘! /'}»2
(R+r2 (R—rT—a*

Suppesons maintenant que les cercles (Cy), (ti,) soient
(ueleongues dans Pespace ; nous aurons

a2 }/'_’
. R
{1,\,) a
b3 —exr —hb =o,

1= 0,

P =o

(4
(G ¢ {(r—nx‘\)i+éy~yo)¢— R2=o;
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la droite Mm sera

r —acosy _ v — bsing _ s3—csing—h
ncose —ay—Rcose bsing—yo+Rsing ~  eccing + A

b

le plan perpendiculaire au milieu de M m sera

cospla(a— R)y—Ra,] +sing[ (6 + R) -+ Ry, +—c(z— /)|
a— h?—zd — y2-— l}‘l]

— | xw ry— T —-
= [TJOﬂ—]Vi 0 "
qui enveloppe le cone du second ordre

rrg - YVae-— s -

at 2 — 13 — 93— R?"l‘-’

4

=|ria—R) = Ray|t—[yib-—-R)—Ry,=-clz— M|

1363.

N84, p o192

On donne une ellipse: on prend le tricngle acb formd
par les denr tangentes ca et cb a celte courbe et la corde
de contuct ab et Fon détermine le point m d’ei Uon voit
vous des angles droits les cotés du triangle abe. Quelle est
li surface, liew des points tels que m, lorsqu’on prend
tous les triangles analogues & acb ?

M ANNHEIM.
SoruTioN
Par M. R, Bovvaisr.

Svit H Forthocentre du triangle abe; <i 'on porte, sur la
perpendiculaive au plan de Uellipse en H, une longuewr Hm
ceale an rayon du cercle conjugué au triangle ehe, m sera un
point du licw. Le cercle de diamitie CHcoupe @b en des points
conjugués par rapport & « et b. il est orthogonal au cercle
de Monge de Fellipse; par suite € et B sont conguguds par
tapport a ce cercle; CH étant d’autre part perpendiculaive
@ ab, ¢ est sur I’hyperbole d'Apollonius de'H par rapport a
Pellipse. \ un point H correspondent deux points G, la surface
tm) sera done du quatriéme ordre, sa section par le plan de
Vellipse: sera le licw des. points: H tels que le trinngh acd soit
teetangle: ce sera donc fe cercle de Monge de Peffipse et
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Vellipse elle-méme. Ces résultats suffisent presque & montrer

que la surface (m) est la surface de 'onde dérivée de Peilip-
soide

On peut du reste le voir facilement comme il suit :
Si @y, ¥, sont les coordonnées de H, les coordonnées de (.
scront liées par les relations

2T+ YYo= at—+ b2,

atyxy— brry,=cixy:
ol

br(at+ b2) + 22

Xy =
0 bzt + aly?
a?(a?+ b?) — c2x?
Fo= Dratratyr
rxy 0y
“ar —17— !
sf= iz — o)+ (¥ — o)
Yi
[

(@ b — 21— y¥) (c.zz},z_ boa?— aby?)
- (Drat— 2 y2)e 4

d'ott
@bt —+ b?) b+ (('y-
bzt~ aty?

ar b2y
prebr == <, 0?— = 2,
r y N2
22— @ bq___abzl“""b"“'r'”")'l
b = Daty aty? ’
'on enfin
braj ayi (a?+ b%) 3§

= 0.
er— b2 pt—a? 2 —(a+ b?)

¢yuation qui représente la surface de 'onde dévide de Pellip-
soide
x? a2 3
@ T a

Autres notes de M. H. Brocirn anterieures a la réimpression de
I'cnoncé en 1916,
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1390.

<1882, p. 1i1.)

(‘onsidérons U’équation f(x) = o qui a toutes ses racines
réelles; K désignant un nombre réel arbitraire, supposons
que Uéquation f(x)+ K=o ait m racines imaginaires.
Démontrer que l'équation

S zx)—=fle)f'(®)-Kf'(x)=0

w m racines réelles, toutes les autres étant imaginaires.
LAGUERRE.
SOLUTION
Par M. R. Bricarp.

tCommencons par rappeler un fait bien connu. Soient
@y, ..., ap les racines. supposées distinctes pour simplifier,
de I'équation
S(xr)=o.
n a
S(@)y=Ate —ay)...(x —ayp),

\ ¢tant une constante: d’od, en prenant la dérivée logarith-

mique,
7
1
L3t
J r—a

et en dérivant encore une fois,

L =r* _ :
- —ZTE:_J)—

Les @ dtant véels. il 1ésulte de la que, pour toute valeur
réelle de 2. on a

n 7r=1f o

On voit de méme, P'équation /"= o ayant aussi toutes ses
racines réelles, qu’on a, pour toute valeur réelle de x,
(9 f/:__frfm> 0.

Cela rappelé, ¢erivons I'équation proposéc

¢ =A,
v



en posant

?= /2 f”ﬂ .
On a
w = SIS =S V=SS SRS
T f"2 ’ "y

Il résulte done de Pinégalité (2) que, daus tous les inter-
valles ol ¢ est continue, ¢’ a le signe de f',
Soient alors b, et b,y deux racines consécutives de I'équa-
tion
_f =0

r variant dane I'intervalle (b, by 1), 9 passe de la valeur

. w(bp)=-—/tbp)
a la valeur
i”bh+| )= —fthiii,

en variant toujours dans le méme sens. Ces deux valeurs sont
de signes contraires. .a méme fonction devient une fois infinie,
car P’équation f" = o a une racine ct une seule daun~ l'inter-
valle considéré. Enfin, elle ne s’annule pas, en vertu de Vind-
galité (1),

La courbe y = ¢, dans Uintervalle consideré, o done Pune
des formes représentees ( fig. 1 ¢t fig. o

Fig. 1. Fig. .

\

i
|
1
! |
|
l
I

-

Sur chacune de ces figares, la courbe
V= --‘/'

est représentée en pointillé,
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I résulte de U'inspection de ces tracés que, dans Pintervaile
concidéré, 'une des équations

?:K, —le\’

et unc seule de ces équations, a une racine et une seule. Cette
remaique s'élend Bux intervalles (w0, &) el (byy, ®),
omme on le voit aisément, et le théoréme énoncé s’en déduit
immediatement,

1392

. (1882, p. 142 )
S 'équation

a--br+crrt4...—hat=o0

« toutes ses racines réelles, démontrer que, w étant une
quantité réelle quelconque plus petite que I’unité, l’équa~
ton

a+bwxr+coxrii, .. —Lorr=o.
« également ses racines réelles. LAGUERRE.
1393.
(1882 p 142 )

Sout le polynome
Wog— AT ~+ A2, .. —d,r";

supposons qu'en ajoutant a ce polynome un certain nombre
de termes de degré supérieur a n, on puisse obtenir un
autre polynome f(x), tel que l’équation f(x)= o ait toutes
ses racines réelles; démontrer que l’équation

a ayx Ap—qxit—!
——3+ ! . a " +a,xt=o0
n!  (n—1)! !
“tloutes ses racines réelles. LLAGUERRE.
SoLuTIoN

Par M. R. BRICARD.

Dans son beau Mémoire Sur la théorie des équations
numériques, Laguerre établit le théoréme 4392 (OEucres,
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t. I, p. 35) en s'appuyant sur des considérations d’un ordre
assez élevé. On peut en donner une démonstration plus élé-
mentaire, dont le principe s’applique aussi a la question 1393.
Soit ¢(x) = o0 une équation algébrique ayant toutes ses
racines réelles. En appliquant le théoréme de Rolle a la fonc-

-
tion e “¢(x), a étant un nombre réel quelconque, on recon-
nait immédiatement que I'équation

o(r)—av’(r)=o

a aussi toutes ses racines réelles.

Une double application de ce théoréme, d’ailleurs bien
connu, montre que, a et b étant deux nombres réels quel-
conques, I'équation

9—ag —b(¢—ae")y=0 —(«+ b)) +abs" =0

a aussi toutes ses racines réelles.

Plus généralement, soient a, &, ..., [ des nombres réels
quelconques. L'hypothése sur la réalité des racines de g =o
restant toujours la méme, I'équation

v -Ya.' -Zab.g"—Sabe.y"+...=0

a toutes ses racines réelles.
Supposons que @, b, ..., [ soient les racines de 'équation

(1) Ao+ A1 =+ ...+ A, x" = 0.
Alors
. [ Ap-—»
}. = = — Eab = — ey
a, ay

et 'on parvient a ce résuftat :

Si Uéquation (1) et l'équation o(x) =0 ont toutes leurs
racines réelles, il en est de méme de ’équation

(2) @+ otV @y 19— ang = o.
Cela posé :

1’ Faisons (&) = xr+», p étant un nombre entier nul ou
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positif quelconque. On a

?r=(p+n)1\p+n—l’ el
g =(p+h+1)...p=njzrvh, |
(?(/t)z—_(l;+1),_,(p+ll).’l‘/’.

I.’équation obtenue en rempla¢ant dans (2) ¢ et ses dérivées
par leurs valeurs a p -+ n racines réelles. Le premier nombre
est divisible par xP. En supprimant ce facteur, on voit que
I'équation

QU p 1) . (p+n)-—...
H+upp+h+n.. .(p+n)xh+...
—dp(p )t i+ agat = o,
quon peut écrire

a,
Ayg——.o.+ —m——— _ ph
0 (p+V...(p+h)
A gn—o
(p+1)...p-=n) !

4 toules ses racines réelles.
Si 'on remplace z par pax, 'équation obtenue, qui peut
Véerire

3 ay —. ..+ xrhe— L,

4 encore toutes ses racines réelles.

On sait donc dédmire d’'une équation (1) a racines toutes
rcelles une équation (3) & racines également toutes réelles.
On peut appliquer le méme procédé plusieurs fois de suite, et
I'on voit en définitive que, quels que soient les entiers positifs p
et 7. 'équation .

“n

2 RS
(14_ l) ...{/l..:__f)'
P ' r

-+ U — =0

ey

a toutes ses racines réelles.

...

ag+. ..+
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Faisons maintenant croitre indéfiniment p et ), de telle
. A -
maniére que le rapport; tende vers un nombre positif quel-
conque donué 2. On a, quel que soit le nombre donné £,

P

L\ # NAip
lim (I+ £>A: lim <l+ é‘) e exk,
P p

en sorte que be dénominateur du coefficient de 2/ tend vers

h h+1
eI e2r ) — 2 = i)

en posant

1 .

ex = o< w-Z13.,

-
w?

On voit ainsi que Péquation
A+ aywar ... ah(u"(h"'”.r" A Ay whln-1"rn = ¢

a toutes ses racines réelles.
x . .
Remplagant enfin & par — on ohtient le théoréme 1392,
w

e passage a la limite dont il a ¢té fait usage est légitime,
pavce que les racines d’une équation a coefficients variables
sont des fonctions continues de ceux-ci, et que d’autre part la
limite d'une quantité réelle variable est elle-méme récllc.

Le procédé par lequel on a passé de I'équation (3) a I'équa-
tion proposée est celui méme qu’emploie Laguerre dans le
Mémoire cité. .

»° En faisant v = 2™ (m < n) dans I'équation (2), on obtient
un énoncé qui ne différe que par la notation de 1398.

1402.

T 1882, p. 240, 1916, P g1

La somme des p'emes puissances des diviseurs de n est
égale, en moyenne, a

VY P
7. l—f—m—-—"}m +‘..).

N
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1403.

(1882, p 2,0, 1916, p 104

a.b. ¢, ... étant les diviseurs de n. on a, en moyenne,

P P = L_! L.
« -p b+p c+p 7 YT r"'+1,
K. Crsiro.

4438.

(1883, p 239, 1916, p 22 )

I a différence entre le nombre des diviseurs impairs ct
Lo nombre des diviseurs pairs d’un nombre entier cu
«~ule, cn moyenne, @ l,. E. CrLsano.

1439.

(1883, p. 279, 1916, p 192 )

Ie nombre des diviseurs de n est égal, en moyenne,
il E. Crsiro.

1440.

1883, p 230, 1916, p %0 )

I somme des inverses des p'e*s puissances des diviscurs s
de noest egale, en moyenne.

L
il AR}
E. CEsAro.

1441.

1883, p 239,19816, p. 9> )

Sotent «y b, e, .., les diviseurs de n. L.a somme

a b ¢
1)7 -+ 1)/; p(

N T
‘M ezale. en moyenne, a "
p—
E. CLsARoO.
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1442.

1883, p. 239; 1916, p. 392.)

Jf(n) étant la somme des restes du nombre entier n.
divisé par tous les nombres entiers qui le précédent, on «

_/(ll)_l w2

2

lim

I£. Cesino.

SoLuTION
Par M. R. GOORMAGHTIGI.

Ces théorémes sont démontrés dans le Mémoire de Gesaro
Sur diverses questions d’ Arithmétique (Mémoires de la
Société royale des Sciences de Liége, 1883): n° 1402, p. 118
no 1403, p. 131; n° 1438, p. 133; n° 1439, p. 124; n° 1440, p. 116;
n" 1441, p. 129; n° 1442, p. 183,

Autres Notes de M. L. Pour

1435.

1883, p. 145.)

Ouatre demi-droites A, B, C et D sont données; soient «
le point ou A est touchée par le cycle inscrit dans le
triangle ABC, et d le point ou D est touchée par le cycle
inscrit dans le triangle DBC; démontrer que le point
miliew du segment ad est sur l'azxe radical des cycles
inscrits dans les triangles ABD et ACD.

LAGUERRE.

SoLuTiON
Par R. BRICARD.

[’énoncé 1433 résulte de la rvelation remarquable suivante
entre les distances tangentielles mutueiles des quatre cycles
(ue touchent quatre semi-droites prises trois a trois (la dis-
tance tangentielle de deux cycles étant la longueur de l'une
de leurs tangentes communes) :

La distance tangentielle de deuxr quelconques de ces
cycles est égale «a la distance tangentielle des deux
autres.
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On peut démontrer cela, avec les considérations de signes
qui conviennent en géométrie dirigée, en s’appuyant sur la
formule suivante : soient 2, B, v les sommets du triangle formé
par trois semi-droites A, B, G; @, b, ¢ les points de contact
avec ces semi-droites du cycle qui les touche. On a, en gran-
deur et en signe,

e B2 — By

92

x

les segments ac, a8, ... étant susceptibles de signes, puis-
qu’ils sont portés par des droites dirigées,

On peut aussi procéder comme il suit : partons de ce théo-
reme clémentaire :

B. C, D étant trois points quelconques, le cercle BCD et
{« droite BG, par exemple, se coupent sous le méme angle
que les droctes BD et CD.

En transformant par inversion par rapport a un point A,
en dehors du plan BCD, on a ceci :

Ftant donnés quatre points quelconques d’une sphére,
les quatre cercles qui passent par ces points pris trois a
trois sont tels que deux quelconques de ces cercles se cou-
pent sous le méme angle que les deuxr autres.

Considérons maintenant la figure réciproque de la précé-
dente sur la sphére. A cet eflet, faisons correspondre a un
point de la sphére le grand cercle qui a ce point pour pole,
et dirigeons ce grand cercle de telle maniére qu’il ait le point
en question a sa droite, par exemple. Alors a un cercle quel-
conque correspond un cycle enveloppe de grands cercles diri-
gés, la direction de ce cycle étant donnée par celle de ces
grands cercles. Deux cycles ont deux grands cercles tangents
communs, correspondant aux deux points communs aux
cercles réciproques, et Uangle des cercles se transforme en
lu distance tangentielle des cycles. La proposition précé-
demment énoncée devient alors celle-ci :

.

Etant donnés quatre grands cercles dirigés, il existe
quatre cycles qui les touchent trois a trois, et la distance
langentielle de deux de ces cycles est égale & celle des
deux autres,
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Si maintenant on fait croitre indéfiniment le rayon de la
sphére, on obtient la proposition gque nous avions en vue.

Cela posé, démontrons I'énoncé 1435,

Soient respectivement (a), (B), (y), (8) les cyeles inscrits
dans les triangles BCD, ACD, ABD, ABC. La distance tangea-
tielle des cycles () et (8) est égale a celle des cycles (a)
et (B). Autrement dit la puissance du point a par rapport
a (y) est égale a celle du point d par rapport a (8). De méme
la puissance du point @ par rapport a (8) est égale a celle
de & par rapport a (v). Désignons alers par £, v, Rg et Ry les
centres et les rayous de deux cycles (8) et (v), et soit enfiu }
le milieu de ad. ©n a, comme on vient de le voir,

—_—2 T2
ay — R} =dj — Rév

—_—

dy — R} =af — RZ,

d’ofr, par addition,

p—Y —

2 2 —2  —2
ay +dy —2R} =af +df — lR-l,";.
ce qui, par e théorcme de Stewart, se raméne aisément a

v s _ 137 2
Iy —Rp =15 — R}

Le théoréme est ainsi démontré.

Autre sotutwom par M. R. GOORMAGHTIGH.

1541.

(1880 p gy 1916 @ 394)

On donne an hasard, dans un plan, quatre points, et
l’on en prend un comme centre d’une conique passant par
les trots autres. Démontrer que cette comique est, acec
autant de probabilité. une elfipse ou wne kyperbole.

Cesino.
. SoLuTioN

Par ¥ X, Cosrus.

Prenouns tivis points quelcongues A, B, G dans un plan et
cherchons dans quelle région du plan doit se trouver wa qua—
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rrieme point O pomr que la eonique, de centre ), passant par
\. B, G, soit wune ellipse.

Les trots points quelconques A: B, C déterminent un
wriangle ayant ces points pour sommets. Lorsque le point O se
tiouve sur un des cotés du triangie ABC, la conique de
centre O et passant par A, B, C, se réduit & un systéme de
deux droites. Les cotés du triangle ABC sont donc les fron-
nieres des régions du plan pour lesquelles la conique & eentre
cherehée change de matare (ellipse ou hyperbole).

On voit ainsi que, si le point O se trouve & l'intérieur du
triangle ABC ou & Fintériear des angles formés & partir de
chagque sommet par les prolongements des c¢ités qui s’y eroi-
«ent, la conique cherchée est une ellipse; si le point O est
choisi dans une des trois autres régions du plan, la conique
est une hyperbole.

Geei pose, choisissons un point dans l'intérieur du triangle
ABC. par exemple le centre de gravité G de ce triangle.
¢t de ce paint comme centre décrivons un cercle au rayon
duquel nous donnerons des valeurs de plus en plus grandes.
A la limite, ce cercle comprendra toute la supeificie du plan.

Pour chaque valeur du rayon, construisons la figure a une
cchelle telle que le rayon du cercle soit représenté par une
crandeur constante.

\ la limite, le rayon croissant indéfiniment, le triangle ABC
¢ réduira sur la figure au point G et les régions du plan se
1éduiront A six, deux a deux opposées par le sommet et d’aires
vgales; dans chaque groupe de dewx régions égales, ity en
aura une déterminant une ellipse et l'autre déterminant une
hyperbole. A la limite, les superficies totales des régions du
plan dans lesquelles. le choix d’un point O entrainera la déter—
mination, soit d’une ellipse, soit d'une hyperbole, sont donc
cgales. Il v a donc autant de probabilité & P'obtention, soit
'une ellipse, soit d’une by perbole, lorsqu’on prend au hasard
d’abord kes trois poimis A, B, € puis le point O qui doit servie
de centre & la comigue cherchée.

4582.
(1888, p. 160}

Les coniques semblablement situées qui ont méme cercle
directeur sont inserites au méme carré. Démontrer aussi
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que, st deux telles coniques se coupent en M, les tangentes
au point M font des angles égaux avec un coté du carré.
. K.-W. GENESE.

DEUXIEME SOLUTION (1)
Par M. R. B.

Il faut entendre par « coniques semblablement situées » des
coniques ayant des axes paralléles. et par « cercle directeur»
le cercle lieu des sommets des angles droits circonscrits & la
conique. La question est dés lors facile a traiter.

1° Les coniques dont il s’agit sont nécessairement concen-
triques et coaxiales. Soient a et a', § et B les points ou leurs
axes rencontrent le cercle directeur commun. Les coniques
<ont évidemment inscrites au carré afa’'f'.

2° Le théoréme classique : dew.r coniques homofocales se
coupent orthogonalement se généralise immédiatement, par
une transformation homographique, comme ceci : Les tan-
gentes a deux coniques, en l'un de leurs points de ren-
contre, divisent harmoniquement U'angle formé par les
droites joignant ce point ¢ deux sommets opposés du qua-
drilatére complet circonscrit aux deux coniques. Dans lc
cas actuel, deux tels sommets sont les points a Vinfini des
cOtés du carré 23a'B'. Cela démontre la seconde partie de
P’énoncé.

Autres solutions par M. (. BouLLavp et UN ABONNI.

1647.

1891, p >, 1892, p. i2q, 1915, p. 308.)

(noncé modifi¢ par I'autcur de la question.)

Du point P du plan d’une parabole, on abaisse les trois
normales dont les pieds sont A, B, C : soient A’, B, ' les
seconds points de rencontre de ces normales avec la para-
bole. Les cercles décrits sur PA'; PB', PC' comme dia-
métres déterminent sur BC, CA, AB des couples de points
aa;. BBi, vY1- Les droites A'a, B'B. C'y sont tangentes a la

(') Voir 1916, p. 324.
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,mrabole. Les droites A'ay, B'By, C'yy sont des diamétres

de la courbe en ces points.
M. p'OCAGNE.

SOLUTION
Par E.-N. BARISIEN.

La propriété énoncée pour 'une des normales s'étendra par
cvmétrie aux deux autres. Il suffira done de la vérifier pour
la normale APA’ par exemple. Il est inutile de faire intet venir
le cercle de diamétre PA’: il suffirn de démontrer que les
angles P2 A’ et P2\’ sont droits.

La parabole ayant pour équation y2=2pax, nous allons
utiliser les formules de M. H. Brocard (V. 4., 1892, p. §*-10%).
Les ordonnées de B, C et A étant — b, — ¢, (b + ¢), les coor-
données du point P(E, n) et les ordonnges de A', B, (' sont

m y 2P b2+ be 7r_bc(b—+—c)
S = 2 p ’ [ 2p2
2 p?+ b2 2p+c? 2p2+ (b+c)?
L)) .}'Iz'z%; .)’(‘.’=LC‘—"> A':_&(—b——(f——_c)——'

L'équation de la droite BC est
) 2pr -+ (b +¢)y+ be=o.

l.a tangente a la parabole au point A" a pour équation

-2
’
’

YA
o YYv=pT =

En résolvant (3) et (§), on aura les coordonnées du point .
Il restera & démontrer que Pa est perpendiculaire a la tan-
zente A'a. Si l'on résout (3) et I'équation

l2p*+(b+cply  |2pP+(b+c)]

pr+ b+c 2(b+c)?

= o,

on trouve, pour les coordonnées de a,

[2p2+ (b + c)2] (2 p2+ b2+ c?)
2p[4p2+ (b +c)?] ’
[2p?+ (b +c)P—bc(b +c)?
G+ ) (4p+ (b + o))
Ann. de Mathémat., §° séric, L. NVIIL (lévr. 1918.) 6

N

(3)

| yu=—
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Le coefficient angulaire de a A’ est

(6) por b _plbre)

NaN zp2+(b+c)"

Celui de Px est

-

bc(b+c) [(2pt+(b+c)]2—bc(b+c)?

n"—Ya _ apt | (b+c¢)|4pi+(b+c)]
E—2yq 2pl+bi+citbe  [2p+(b+c)[(2pP+ b2+ c?)
2p 2pl4pr+ (b + )

be(b+c) [ p2+(b+c)]+2p[2p2+ (b+c)22—2p2be(b+c)®
P(b+c)(2pr4-bracri+be)[4p2+ (b+ )2 |—[2p>+(b-+c)?|(2p2+ b2+

En ordonnant le numérateur et le dénominateur par rap-
port a p, on trouve

Vo 8 p6+ B p(b+ )22 p2(b +c)2(b2+c2+3 be)+be(b—+c)
w= (6 ) [4p*+ 2p%(b + C)f+ be(b+ c)F]

Or, si I'on effectue la division du numérateur en pé par le
dénominateur en p*, la division se fait exactement, et le quo-
tient est 2 p?+ (b + ¢)? : de sorte que ' se réduit a

. 2pi+(b+c)?
(7 W= S
po+c)

En comparant (6) et (7), on a immédiatement pu'=—1.
L’angle PaP’ est donc bien droit.
Si A'2y est un diamétre de la parabole, on a pour 'ordonnée
de oy -

o 2pri(b+cp

18} Fa=IA= T T

L’abscisse du point de rencontre de A’z avec BC est donné
par (3)

2pxa,=— (b+¢)ya,—bec=12p?+ (b+c)— be.

Donc

24 b2 4?24 b
(o com IE O A be ¢
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Par conséquent, Pay est bien perpendiculaire 4 A'x,. «, est
done sur le cercle de diamétre PA'.

Remarque. — L’équation du cercle décrit sur PA’ comme
diameétre est

e+ — (o) — (n+ya)y +Exv+nya=o,

ou

(10) @i+ V,_[2p’+b’+ ct+ be) - [2p2+(b+c)2]2]
v 2p 2p(b+c)?

_ [bc(b+ ¢) [2pr+(b+c)]

. 2p? b+c Y

+ (2p*+ b2+ 2+ be) [2p?+ (b + ¢)?]
Gprbc)

_belapt by en]
2 p?

Son intersection avec la droite (3) donne donc les va-
leurs (5), (8) et (g) qu'il serait fort compliqué de calculer en
résolvant (3) et (10).

1629.

(1892, p. 14; 1916, p. 395.)

Soit B le centre de la sphére osculatrice, en A, a la
ligne (A). Soit C le centre de la sphére osculatrice, en B,
ala ligne (B). Deémontrer que AC engendre une surface
développable, et chercher les lignes pour lesquelles AC
pivote autour d’un point fire.

CEsARo.
SoLuTION
Par M. M.-F. EaaN.

1. Soient a, a', a" les cosinus directeurs de la tangente
& (A) an point A(x, y, 3); soient b, b', b"; ¢, ¢', ¢ ceux de
la normale principale et de la binormale, et soient r, ¢ les
rayons de courbure et de torsion. Désignons par «, o', ..., p,
= les éléments correspondants de la courbe (B) au point
B(%, m,%) etpar A ..., R, T, les éléments correspondants
en C(X,Y, Z).
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D’aprés les formules de Frenet, on a

y R

da b db a c de b
o S=2 Z=-9-% =3

ds ~ r ds t r ds
On trouve facilement

dar
2 —x =br—ct—
( ) & ds’
avec deux équations semblables. Sil’on différentie cette équa-
tion, en tenant compte des formules (1) et en désignant par ds
I'élément de I'arc de (B), on trome

dt ds
= — = —cm,

ds ds

me" d td/'
n=1+5 (%)

De I'équation (3) et des deux autres semblables on déduit
que do =% m ds. On peut évidemment disposer du signe de
ds : ds, écrivons done d3 = m ds. Il s’ensuit que

(3)

ou l'on a mis

a =—¢c.

En différentiant encore, on trouve

On peut encore disposer du sens positif de la normale prin-
cipale a (B), nous pouvons écrire

B =—0, e = mlt.

Il s’ensuit que
Y:ﬁ’@”u;@l II=__a’

et en différentiant I'équation 3 =— b, on trouve que

T=mr.



(77)

Passons a la courbe (C). Le méme raisonnement donne

A=—y=a,
B=—p=25,
C=—a=c,
dS = pds = pmds,
o ’m_c+ioﬂ>
Tt T ds\'ds)’
e d [ dp
w= b g (2)
o= m¢, T =mr, de = m ds.

L'équation A = a montre que les tangentes a (A) et (C)
aux points A et G sont paralléles, donc la droite AC engendre
une développable (A).

2. Si(A) est un cone de sommet O, les courbes (A) et (C)
sont visiblement homothétiques par rapport a O, la valeur
de dS ; ds est donc constante, et I'on a

() wm = k.
Cette condition est suffisante. On en tire en effet

dX =AdS =apmds = kdx,

X —ay=k(lx—xy),

avec deux équations semblables pour Y et Z.
Substituons dans (5) la valeur de um en fonction de r et ¢,
on trouve la condition

S ([ (o

pour que (A) soit un céne.

3. Pour exprimer 7 et ¢ en fonction de s, il faut adjoindre
a4 (6) une seconde équation. Supposons par exemple 7 = const.,
on doit avoir A =1; on serait porté a conclure que (A) est un
cylindre lorsque (A) est une courbe de courbure constante.
Ce serait une illusion, puisque dans ce cas les points A et (.
se confondent. Cherchons en effet les cas o cette particu-
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larité se présente. On a

_ dr c dp _ dp
E—l’—.br—-cta—s’ \*;—3‘0—‘{1%’ —-—b‘O+al"d—$'7
donc
do N dr
X —r=arg +b(r——9)——~cl$-

Pour que A se confonde avec G, il faut et il suffit qu’on ait
r =g = const.

Or, si 7 est constante, m=1r.t, p=mt=r, donc les
courbes de courbure constante sont les seules pour les-
quelles A et C se confondent.

Supposons encore que I'on ait ¢ = hr, c’est-a-dire que (A)
soit une hélice sur un cylindre quelconque. Mettons de=ds: r,
I’équation (6) devient

by

d ar
/12—[1—5 —P(l—&-hz)—‘ig +(1—Ak)r=o,

qui donne r en fonction exponentielle de e, On a s :fr ds.,

s sera donc une fonction de ¢ de méme forme.

En mettant £ =1, on tiouve la condition que (A) soit un
cylindre, et en mettant & = o on trouve la condition que (C)
se réduise a un point, c’est-a-dire que (13) soit sphérique.

I’équation (6) s’intégre facilement lorsque » = hs, h étant
une constante.

Mettons en effet

dt

t— =0, s = e, r=he
On trouve
d20
’l’d—)\i—-he=(k~—]——h2)3)‘,

2= 2[8)\0 d).

1657.
(1893, p. o3, 1916, p. 32..)
On projette orthogonalement un ellipsoide sur tous ses
plans tangents. Déterminer : 1° l’équation de la surface
qui limite la région occupée par toutes les ellipses de
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cantour apparent ainsi obtenues; 2° le nombre des points
de contact de cette surface et de U’axe de ces ellipses.
- MANNHEIM.
DEUNIEME soLuTION (1)
Par M. J. SER.

1° Soit C le cone de sommet M circonscrit a l'ellipse E et
«it C' le cone obtenu en menant en M les perpendiculaires
aux plans tangents a (0. Les deux cdnes se coupent suivant
quatre droites. Soit MT l'une d’elles, tangente a I'ellipsoide
en T. Le plan MH qui lui est perpendiculaire est tangent
a l'ellipsoide. Par suite, le point M qui est quelconque est de
quatre maniéres un point de la projection orthogonale de E
sur un plan tangent.

Les droites MT sont réelles ou imaginaires. La surface cher-
chée S sépare ceux des points M qui correspondent & des
droites réelles de ceux qui correspondent a des droites ima-
ginaires; elle est donc le lieu des points tels que C et C’
soient tangents.

€es deux cones ayant mémes plans principaux ne peuvent
¢ toucher que suivant une génératrice MT' située dans un
plan principal: I'autre génératrice MT”, qui est aussi de con-
tact pour les deux cdnes, est alors perpendiculaire a MT'.

Le lieu cherché est donc celui des sommets des cones cir-
conscrits a l'ellipsoide E et qui ont une section principale
tormée de génératrices rectangulaires. C’est une surface des
ondes de Fresnel, d’aprés Mannheim (voir £. S. M., t. 111,
p. 22-32 et les notes).

Mobilisé, je ne puis me rapporter aux références indiquées,
mais 1] est facile de recoustituer le calcul. Soit

A2 Y2 72 xr? 2 32
t — — —— — — —_—
v (e (B )
Xr Yy 11z :
o (’&T T T
le céne circonscrit 3 E et de sommet M(=z, y, z). Si nous

ccrivons cetle équation

AN+ A'Y2 4+ A"22+ 2B"XY +2B'XZ +2BYZ +...= 0,

') Voir 1g16, p. 325.
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I'équation en s est ici
— 3+ 52(A+ A+~ A")—5s (AN —B?2)+ A =o0.

L’une des racines est A+ A'+ \", puisque la somme des
autres est nulle. On a donc

(A+A"+A")S(AN—B?)—A=o.

En développant I'équation (1), on trouve

1 ax? N ) EC
= — —_—— - S ' B —
A= (F az)’ B=-- 20 SAN—Bi= o,
2 . xr? y? 22
P — 4, = — LA ——
A= (Lzl)z(ﬂ, L~—a2+bz —1—02 1,

C=2a?+ )2+ 32— a— b2 — c?,
et le licu apres suppression du facteur K a pour équation

(2) Clrr(b2+c?) + y2(a?+c?) + 32 (a?—+b?)

—a’hr—brcr— ac?| + a?hictll = o,

(Vest une surface du quatriéme degré comme le prévoit
M. H. Brocard (1916, p. 326). Elle est formée de deux nappes
entre lesquelles se trouvent les ellipses de contour apparent.
Les points doubles sont ceux pour lesquels les deux caones (i
et C' sont confondus. G est alors de révolution et ces points
sont a lintersection de S et des focales de K.

2° En un point M de S ne passent que deux ellipses qui sont
situ¢es dans les plans perpendiculaires & MT' et MT”, Si M
est au sommet de 'une d’elles, I'ellipsoide & est inscrit dans
deux quadriques pour lesquelles le plan MT'T" est plan prin-
cipal : le cone G et le cylindre projetant Uellipse. L'ellipsoide
admet donc aussi le plan MT'T” comme plan principal.

Les points cherchés sont donc sur les courbes d’intersection
de S et des trois plans de symétrie de E. Ces courbes se
composent des trois cercles orthoptiques principaux et de
trois ellipses coupant chacune les deux cercles orthuptiques
nou situés dans leur plan. Si nous faisons, en effet, 3 = o, par
exemple, dans I'équation (2), celle-ci devient

(r2+y’—a?— bZ)
X [ (b4 c?) + yr(a?+c?) — (at+c?) (b2 + c?)] = o.

B



