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[M'3i] ]
SUR LES TROISIEME ET QUATRIEHE CENTRES DE COURBURE
DES COURBES DE CESARO;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

1. Soient M un point d'unc courbe de Cesaro T
d’'indice n, dont le cercle directeur a pour centre O et
pour rayon r, et G, G, C;, G; les quatre premiers
centres de courbure successifs de I' correspondant au
point M. La connaissance des éléments n, O, r entraine
celle des deux premiers centres de courbures C et C,.

s c, ¢ R

M [
En effet, si P désigne le point ot la polaire de M par
rapport au cercle directeur rencontre MC, on a
CP =nMC;
d’autre part, si I'on appelle Q le point d’intersection
du rayon vecteur OM avec CC, ona
C—C,:C—Qz(l— n):(1+n).

Proposons-nous de déterminer le troisiéme centre de
courbure C, correspondant au point M de I'. Prenons
comme axes mobiles des x et des y la tangente et la
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normale au point C de la développée I" et T, la direc-
tion positive de I'axe des x ayant le sens de la semi-
droite MC, celle de I'axe des y ayant le sens de la semi-
droite CC,. Soient g et s le rayon de courbure et arc
deI"enC, Vorigine desarcs comptés surI” étant choisie
de maniére que les coordonnées de M soient (—s,0);
désignons encore par a et 3 les coordonnées variables
du pole fixe O et posons A= (1—n): (1+ n). Les
¢quations de OM et G, C, s’écrivent alors

Bx —(a+s)y+Bs=o,
(1) f(z'v.}’vs)i"(“+s))’—‘7‘33=°-

Les coordonnées du point G, ou G, C, touche son
enveloppe s’obtiennent en résolvant le systéme form¢
par (1) et I'équation

of of 9
() V=P gg— T TPo% =9

ot

. da a3 ..
(3) —(a+s)x+p <21—.s +l>_y—)\ps-£_ — i3 =o.

Or, le point O étant fixe, on a, d'apres les formules
de Cesaro,
do
p —
(1) PR

——[’ — I e—

8 dB a
B

L’équation (3) s'écrit donc
(a+s)yx — By + Ao — has = o.
En y faisant j- = g, on trouve l'abscisse de C, et I'on
en déduit facilement la construction suivante :
Si OC et la perpendiculaire abaissée de C sur OM
coupent C,Cy en R et S, le segment RC, vaut

on o
SC,.
n+1
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Le cas des cycloidales correspond &4 n=o0; on
retrouve que le premier et le troisiéme centres de
courbure sont collinéaires avec le pole.

Pour n=— 2, on obtient cette construction du
troisiéme centre de courbure en un point M d’une
conique de centre O, si I'on suppose construits les
deux premiers centres de courbure C et C, :

La droite OC et la perpendiculaire abaissée de C
sur OM coupent C,Cy en R et S; C, est le point

obtenu en portant sur RC, le segment RC; égald
a 45G,.

Remarquons que les considérations qui précédent
sont également applicables au cas limite de la chainette
d’égale résistance; le point O est alors & 'infini et on
ak=—1.

2. La construction généralte obtenue plus haut s’ap-
plique en particulier aux spirales sinusoides et aux
courbes de Ribaucour; rappelons, au sujet de ces
courbes, que Cesaro a donné (') une construction du
troisitme centre de courbure pour une autre classe
générale de courbes qui les comprend égalem'em. comme
cas particuliers; ce sont les courbes définies par Péqua-
tion intrinséque

SR 7116 e

Pour ces courbes, le troisi¢me centre de courbure G,
s’obtient de la maniére suivante :

Soient L le point qui divise CM dans le rapport

(1) Natiirliche Geométrie, p. 75.
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de l a 1—1let K le point qui divise CC, dans le
rapport de (m +1)l a 1— (m—+1)l; la perpendi-
culaire élevée en L sur LK passe par le troisieme
centre de courbure chercheé.

3. Courbes de Cesaro osculatrices. — Une courbe
de Cesivo ' d’indice donné n oscule une courbe quel-
conque v en un point M quand elle a avec celle-ci un
contact quintiponctuel en M; alors les trois premiers
centres de courbure de T et ¥ en M coincident. On a
donc cette construction pour le pole O de la courbe de
Cesaro, d’indice donné n, qui oscule une courbe v
en un point M, connaissant les trois premiers centres
de courbure de y en M :

Soient Q le point qui divise CC, dans le rapport
de 14n a 2n, S le point ot la perpendiculaire
abaissée de C sur MQ coupe G, Cy, R le point obtenu
n( C,S; ladroite CR coupe

n -+

2

en prenant CoR égal a

MQ au péle cherché.

En particulier, quand on construit le centre de la
conique qui oscule une courbe donnée en M, le seg-
ment C. R vaut 4G, S.

%. En dérivant sous la forme (2) 'équation
(a+s)x+pBp —hs=o0 (w=~h—1)
de la parallele & CC, menée par C,, eten tenant compte
des relations (1), on trouve
(a4 (y —p)+px—pagc
+ HBPFP.; —hap — ABs+ hos =o.

5 . dp
En remarquant que G, a pour abscisse —p 7 on

voit (que ce point appartient & la droite

(a+s)y—A=21z—2[(2A +1)2—(A—2)s]=o0.
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On déduit de la cette construction du point Gy :

Soient a et a' les projections de O sur MCet G, C,,
&, h. k les points qui divisent Oa dans le rapport
de 2(1+2n) @ 1+3n, aa' dans le rapport
de 1+3n a 2n, Ma dans le rapport de 3 —n

a1+3n. La paralléle @ Mg menée par Uinter-
section de CC, et kh passe par C;.

3. Quatrieme centre d'une classe de courbes
remarquables. — La construction précédente s'ap-
plique en particulier aux spirales sinusoides et aux
courbes de Ribaucour. On obtient une construction
plus simple pour le quatrieéme centre de courbure de
ces courbes en les considérant comme cas spéciaux
des courbes (3). En dérivant I'équation () trois fois
par rapport & s, on obtient une relation dont on déduit
aisément cette construction du quatritme centre de
courbure d’une courbe (5) :

Le centre de courbure cherché appartient @ la
droite qui joint le point qui divise le premier rayon
de courbure dans le rapport de 2(l+m) asl—1a
celut qui divise le deuxiéme rayon de courbure

dans le rapport de (2l—1) a 2 1.



