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[19] ’
SUR LA DISTRIBUTION DES NOMBRES PREMIERS ABSOLUS;

Par M. E. JABLONSKI,
Professeur honoraire au Lycée Saint-Lonis.

1. La suite des nombres premiers absolus

ay, Ay ..., Qg (ay=12,as=3, ...),

rangés par ordre de grandeurs croissantes, étant sup-
posée connue il existe un nombre premier absolu a,
biendéterminé qui suit immédiatement @,,on peutdonc
dire qu’il est fonction des nombres de cette suite. On
ne connait pas de relationalgébrique ou transcendante
entre @, et @, @, ..., &, donnant explicitement ou
méme implicitement a,,,, il n’est méme pas certain
qu’une pareille relation existe ; mais, en arithmétique,
la loi de dépendance peut prendre une autre forme,
celle d’une re¢gle de calculs permettant de déduire le
nombre inconnu d’un nombre donné ou de plusieurs
nombres donnés. Telles sont, par exemple, celles qui
donnent la racine carrée 4 une unité prés d’'un nombre
connu, ou le quotient & une unité prés de deux nombres
connus. C’est une pareille régle que je me suis pro-
posé d’établir pour le calcul de a@,,,, sans titonne-
ments, en supposant connus @&, da, ..., @,. La mé-
thode repose sur le théoréme suivant :

Le plus petit nombre entier, autre que U’unité,
premier avec le produit N=a,.a,.....an, de tous
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les nombres premiers absolus jusqu'é a,, est le
nombre premier absolu qui suit immédiatement a,,.

Il n’y a pas de nombre entier, autre que 'unité,
moindre que a, et premier avec N, car tout nombre
moindre que a, et autre que I'unité est, ou 'un des
nombres premiers absolus qui précédent a,, ou divi-
sible par I'un au moins d’entre eux et, par conséquent,
il n’est pas premier avec N. Mais il y a une infinité de
nombres entiers supérieurs & @, et premiers avec N :
ce sont tous les nombres premiers absolus supérieurs
a a, dont la suite est illimitée, ou tous les nombres
non premiers décomposables en facteurs premiers
supérieurs & a, et dont la suite est aussi illimitée. Il y
en a un, @,,,, inférieur 4 tous les autres et différent
de l'unité; je dis qu’il est le nombre premier absolu
qui suit immédiatement a,.

En effet, d’abord a,,, est premier absolu, car sinon
il admettrait un diviseur premier absolu 4 moindre
que lui mais supérieur & a,, sans quoi a,,, ne serait
pas premier avec N. Ce nombre b, premier absolu,
serait aussi premier avec N et, par suite, a,,, ne serait
pas le plus petit nombre entier, autre que I"unité, pre-
mier avec N, ce qui est contraire & I’hypothése. D’autre
part, pour les mémes raisons, il n’y a pas de nombre
premier absolu supérieur i @, et moindre que a,,,,
donc a,,, est bien le nombre premier absolu qui suit
immédiatemer_xt A

2. Le nombre a,,,, précédemment défini, est
moindre que N. — En effet, il y a au moins un nombre
premier avec N autre que T'unité et moindre que N, &
savoir N — 1. Il y a exception pour

n=i, dou N—i=1,
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ce cas est sans intérét et nous supposerons par la suite

n2a2, doa N2s.

Il peut arriver qu’il o’y en ait pas d’autre, mais, en
général, il y en a plusieurs; la. méthode développée
plus loin permel de le reconnaitre et, dans tous les
cas, de calculer le plus petit d’entre eux qui est le

nombre cherché a,,,.

3. Soit tanga = B, B étant un nombre donné & vo-
lonté; 1'équation algébrique et enti¢re de degré N qui

donne les N valeurs de tang(—l%) est

(1) @[I—Cﬁ mngz(-;‘i) -+ C§ taag‘(%) ——]
—_ [N tang (%) — G} tang?® (%) “+.. ] =0,

C% désignant, suivant l'usage, le nombre des combi-
naisons simples de N objets distinets de g & ¢. Si Uon
appelle o' le plus petit, en valeur absolue, des arcs
dont la tangente est 3, on a

o=Kn+a,

et les N solutions de {1) sont données par la formule

K o
tang (-N- -+ N> »

ou lentier K prend successivement toutes les va-
leurs o, 1,2, ...,N —1.
Si lon fait § = o, il s’ensuit a’=o0 et les N racines

de (1) sent de la forme tang(%)- L’équation (1) se
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réduit alors & -

(2) N tang(%) — Ch tang? (%)
N—2 .

+ Cf tangs (%) 4et-(—1) * CN'tangh—t (%) =o;

elle est seulement de degré N — 1, parce que N étant
pair, la racine de (1) correspondant & K = g est in-

finie; elle s’abaisse encore au degré N — 2 par la sup-
. "3 LI 3
pression du facteur commun tang(—N> qui répond & la
racine simple nulle donnée par K =o. Les autres
racines finies et non nulles sont deux & deux opposées,
pour 8 = o, car, aux valeurs p et N — p de I'indice K,
répondent deux racines dont les arguments ont une
somme égale am, quel que soit p (sauf p=o et p=N).
a

Donc, aprés suppression du facteur tang (N)’ le pre-

mier membre de (2) ne contient plus que des puis-
sances paires de tang(%) etsi'on ppse  =tang? (%)

on est conduit & 'équation
N—2 N—2

(3) N—Clz+Cia?—...4+(—1) 2 C¥lz * =o

ou f(z)= o, rationnelle et entiére en x. Les racines
de cette équation (3) sont toutes réelles, positives, dis-
. pT\ .

tinctes, de la forme tang? (T\f) ou p prend toutes les

N—o2o
. Leurs valeurs sont

valeurs entiéres 1, 2, 3, ...,
rangées dans le méme ordre que leurs indices, puisque

. T
tous les arguments sont moindres que 7

4. Posons

Ny= —» Ny= —, coay Np= —»
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tous ces nombres sont entiers, le premier impair, tous

les autres pairs. Si l'on fait toujours tang(z) =B,
puis = o, les équations qui donnent les valeurs de

a o o
tang(—ﬁ:), tang(N—’>, eeey tang (N_")

se déduisent de (2) par les changexﬁents respectifs
de N en N|, Na, ooy Nn'

Pour N, qui est impair, si I'on pose

o
x = tang? (N-) )
1

aprés suppression du facteur t,ang(ﬁa:) » on a

Nt Nt
@) fi@)=N,—Chz+C{a*+..+(—1) ? CNz * =o.

Pour N,, N3, ..., N, qui sont pairs, si 'on pose

r = tang? (T&) ou tang? (ﬁ;) ses0u tang’({—) ’

on a les équations
(5) fi("")=°1 f3(x)=°1 ceey f"(z)=°

qui se déduisent de (3) par les changements respectifs
de N en N;, Ny, .... N,. Toutes ces équations (3),
(4), (5) sont rationnelles et entit¢res en x et ont des
coefficients numériques entiers qu’on sait calculer
quand on connait la suite a,, a, ..., @,.

5. Yappelle racine premiére de (3) toute racine
™ N—2
tang’(%—) (\p::l,z,..., > ),

ol l'indice p est premier avec N. Il est aisé de voir que
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toute racine premiére de (3) n’appartient & avcune des
équations (4) et (5) et que toute racine non premiére
de (3) appartient a Pune au moims de ees éguations.
Donc, par de simples divisions algébriques, on sait
former une noavelle équation algébrique et entiére
en x, i coefficients numériques entiers admettant pour
racines toutes les racines premiéres de (3) et rien que
celles-la. Soit

(6) ¢(x) =o,
cette équation.

Elle a pour plus petite racine en valeur absolue
Lang2<§> qui répond &4 p=1 et que je désignerai
par k (pour n22, h§é> - La plus grande racine répond

-2

N . N . .
a une valeur de K, moindre que » qui est entier

pair et par conséquent non premier avec N. Trois cas
peuvent se présenter.

Premier cas. — L’équation (6) est du premier
degré en x. — Cela veut dire que la seule racine pre-
miére de (3) est h, ou que le seul nombre premier

o -—2 e . )
avec N et moindre que est l'unité. Mais, &

I'unique racine % de (6}, c'est-a-dire & Punique racine
premiere de (2), correspondent deux valeurs de K, a
savoir 1 et N —1; il en résulte que le plus petit
nombre premier avec N et aatre que 'unité est N — 1,
c¢’est le nombre a,,, cherché.

Ce cas se présente, par exemple, pour =12 ou
N =6; le nombre premier absolu a,, qui suit immé-
diatement a, ou 3, est bien N —1 ou 5.

Devxieme cks. — L'équation (6) est du second
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degré en x. — Elle admet taujours pour plus petite
racine le nombre h qui répond & p =r1; 'autre ra-
cine z, correspond & l'mnique indice p, autre que

; Cest le

. . ) N —
V'unité, premier avec N et moindre que
nombre cherché a,,,. On sait calculer z, et, au besoin,

1 . .
— avec telle approximation gque l'on veut. Or, on a
Ty

Ay T
xl=tang!(-L'I§'——>;

donc

N — —_
(7) Apiy = ;arc tang /x,,

cet arc étant le plus petit positif répondant a la tan-
gente /z,. Il est facile & calculer avec telle approxi-
mation que 'on veut, quand z, est connu avec une
approximation suffisante. (Je n’insiste pas sur ces
questions classiques.)

Siz,<1,o0na

2l+1

L=+ o t=+w
¥) arctang;/—- 2(—”‘2#;-1 _‘/—Z(_l)‘zt—k;
t=0

(¢ entier positif);

Siz;>1,0na

2
(9) Qa_rctang‘/a=§_ Z( l),( )

2l +1
t=0

Foil)

=——-‘/—-2( 1)'

Ces deux séries sont convergentes.
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Le cas de z, =1 est impossible, car il s’ensuivrait

x

iz
]
|2

Ap+y =

=la

qui est fractionnajire. On peut donc calculer a,,, avec
telle approximation que l'on veut. Il suffit de le cal-
culer & 'unité prés. En effet, soient E la partie entiére
et f la fraction complémentaire positive données par le
calcul; le nombre entier cherché a,,, est Eou E +1,
mais, sur ces deux entiers consécutifs, 'un est pair et,
par suite, & rejeter, 'autre est la valeur de a,,.

TrorsikmEe cas (cas général). — L’équation (6) est
d’un degré (i +1 supérieur ou égal a 3. — Il y a
alors plus d’un indice p, autre que 'unité, premier

, . N— . . .
avec N et moindre que 2: soit P le plus petit qui

2
est le nombre cherché a, . Il correspond a laracine z,

N
ou h, qui est connu et qu’on peut calculer directement
avec telle approximation que I'on veut.

Cela posé, les racines de (6) étant, dans Pordre de
grandeurs croissantes k, z, Z,, ..., Z;, toutes réelles,

de (6) qui suit immédiatement la racine tangﬁ(f)

o .. . . \ N—aomx
positives, distinctes et inférieures & tang? —
2 N

1 ' .
©Ou 7, proposons-nous de calculer z, ou oo et au besoin,
1

tous les deux, avec telleapproximation que I'on voudra.
oo s T
Soit ¢'(z) la dérivée premiére de @(x) par rapport
Ax;ona .
P (x) 1 ! 1 L

= -+ -+ T
x z—h  x—uxz T — Ty X —x;
?

Il est permis, dans cette identité, de supposer

modz < h;
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alors le second membre est développable en série con-
vergente procédant suivant les puissances croissantes
de z, 4 exposants entiers et positifs, dont le terme
général est

1 1 ] 1
-x’n[hllt+l + zp + I +.. z;nﬂ] :
D’autre part, si U'on effectue la division indiquée
dans le premier membre en l'ordonnant par rapport
aux puissances croissantes de z, on a -

A,, est une fraction numérique rationnelle donnée par
le calcul de la division. Il s’ensuit

1 1 I 1

- Am =

+ + i s
hm+1 zl1n+l xlle-l z.;}H'l
d’ou l'on tire aisément
xl m ‘z‘l m
pAmoihmtr ' \z +"’+<ET~
(10) Aphmei o Z1 PGS )\ M+
B ()
X3/ z,

Chacune des fractions ;’-, ceey ;1- étant moindre que
2 3

'unité, il en résulte que, lorsque m croit indéfiniment
par valeurs positives, op a
A hm4

h “m —eee == T4
A, R+ !
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comme toutes les fractions sont positives, on a
Em+1< Em}
donc, quel que soit m > o,

Am-—l hm 41

k A hmHt 4

> x.

Il s’agit de déduire de (10) le calcul de z,, ou de —;
&y

ou de tous les deux, avec telle approximation que 'on
voudra; 'examen attentif de la question montre que,
pour le succes de cette recherche, il convient de com-

1 .
mencer par —- De (10) on tire
1

1 A, hm+14y I I+ €y
h Ap—yhm+1 " 2y 1+4¢€np
d’out
1 1A hmtt g 1 ep—E€
(lO’) ——— "n _ f/u m—+1 > o.

x h Ap—ghmax Ty 1-4-¢em

Il est nécessaire, tout d’abord, de savoir assigner
Ientier m', le plus petit de préférence, tel que sous la
seule condition m2 m/, le premier membre de (10')
reste moindre qu’'un nombre donné positif ¢, aussi
petit que 'on voudra.

Soit A ce premier membre, on a visiblement

1 Em 1 €mn

T, I+ &p h 1+c¢,’

donc, pour que A <, il suffit que

1 tm

- _......_—<5
h 1+4¢, ’
d’ \

ou

he
!
€ ———ou €
m< 1— he ’

nombre positif st e << 3, ce qu’on peut supposer.
p yceq p PP



(371)

Mais les indices p,. ps, .., p; tous premiers avec N
des racines ,, Z;, ..., Z; de I’équation (6) sont tous
supérieurs & p, -+ 1 qui est pair et, par conséquent, non
premier avec N; il en résulte que toutes ces racines

o]

sont supérieures & tang? et, par conséquent,

tang(%-f) T

que
em < (L—4)

d’autre part,

ang (537)  tang (57} r—vamg (£7) vang (5|

tang [(_P._;r__)z] tang (fl_;z) + tang(g)
tang(P—&ﬂ-)
tang (P—I:;—t) -+ tang%

tang [(N : 2) -;-

N—2=x T
tang (_2—_ N') +tangw

<

<

ou enfin
) 4

SR

on a donc

Em<(t'-—1)(—l:_—l',r)‘,—,‘,;;

par suite, pour que A <, il suffit que

(1+ h)rm2 l:la

d’ot il est facile de déduire m'.
Cela posé, si I'on veut avoir ;’T afpres (6>0>0),
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il suffira de faire ¢ = 9, puis, ayant déterminé m/, on
2

calculera h avec une approximation suffisante pour
que, &' étant sa valeur approchée, la différence

1 A hm'+1 4 I Ay A'm'+14
h A hm +1 R Ap_ h'm 4

. . 0 .
soit, en valeur absolue, moindre que 50 e qu’on sait

faire. Le second terme de cette différence sera alors,
quels que soient les sens des erreurs commises, la va-

leur approchée de — a § prés.
PP e de = P
Le calcul de p, ou a,,, s’achéve comme dans le

deuxiéme cas. Soit ! la valeur approchée de xl précé-
1
demment calculée.
Sil <1, on emploiera la formule () en y rempla-

cant ;’- par I, et il sera inutile de calculer z,.
1

Si I>1, il faudra employer la formule (8) en y
remplacant z, par 'll'

Dans ces deux cas, il est clair qu’on peut supposer §
assez petit pour que d,.,, donné par la formule (7),
soit connu & l'unité prés, ce qui suffit pour le déter-
miner complétement.

Le cas de ! =1 est & rejeter, car puisqu’on ne peut
pas avoir rigoureusement z, =1 (voir deuxiéme cas),
on pourra toujours prendre § assez petit pour qu’on
ait £ 1.

En résumé, dams tous les cas possibles, on peut, par
des opérations réguliéres, algébriques ou numériques
en partant des nombres donnés a,, a,, ..., a,, cal-
culer a,,, directement tout aussi bien que si nous
connaissions une équation entre cette inconnue et ces
données. C’est ce que nous nous proposions d’établir.



