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[M!'5b]
SUR I'INPOCYCLOIDE \ TROIS REBROUSSEMENTS ;

Par M | LEMAIRE.

1. Une hypoeyclonde a trors rebroussements. étant
une combe de troisieme classe, admet six tangentes
communes avec une conique, de sorte qu’il existe une
telation et vne seule entre six pareilles tangentes;
cette relation est exprimée parle théoréme suivant que
jar adims, dans une étude precedente (Vo 1., vg1 3,
P- 49 et 113), comme une consequence d'un théoreme
plus general du oM Gl Humbert :

Pour que sir tangentes d'une H, touchent une
méme conique, il faut et il suffit que la somme des
angles gu'elles font avec la tangente T''T « U hypo-
eyclorde en Uun de ses sommnets sout égale a h=
hodesignant un nombre entier (la notation Hj repré-
sentant toute hypocvelowde a trois rebroussements).

Cette proposition peut ¢tie établie de la maniére
suivante :

Rappelons d'abord (u'une tangente & une II, étant
détermince sans ambiguite par I'angle w que fait avec
la direction T'T la demi-tangente qui est du méme
cote que le centre par rapport a T''T, nous pouvons
désigner par la notition @ la tangente correspondant a
Fangle w. suppose compris entre zero et =.

Considerons deux coniques quelconques (C) et ('),
elosotent 9y, a0 ... 7, ety @), ..., o, les angles
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définissant les deux groupes de tangentes communes i
chacune d’elles et & une H, que nous appellerons (I);
démontrons que

(1) Soy = S,

le signe == voulant dire ; égale & b= pres, h entier.

On sait que, si une conique variable passe par quatre
points fixes d'une cubique, la corde qui joint les deux
autres points d’'intersection des deux courbes coupe la
cubique en un troisi¢me point qui est fixe; corrélative-
ment, si une conique variable touche quatre tangente-
fixes d'une courbe de troisi¢me classe, du point comi-
mun aux deux autres tangentes communes, on peul
mener une troisitme tangente & la courbe, qui est
fixe.

St donc (S) désigne la conique tangente aux droites
Ty Oy %g. %q O, €L si 3 est la sixiéme tangente com-
mune & cette conique et  (H), les tangentes a; et
{'une part. o/, et 3 d’aulre part, se coupent sur une
méme tangente 8 & (1), et nous pouvons écrive ( V. /1.,
1913, p. 21)

%, ety 0 = E,
P

ay+ 3 —0= g,
d’on
2

Ay dg=a, 4+ 3

et par suile

Sap==ap - 2+ a3+ o+ 25+ 3

soient de méme (8') la conique tangente aux droites 2,,

,
P2y O3, 9

.2/, et la sixitme tangente commune i cetle
conique et & (H); on a, comme ci-dessus,

2+ p=a+y
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el, par conséquent,
1

Sxp=a o3 — a4, =9,

en continuant de proche cn proche, on arriverait a la

relation
Nap=o) - ah a2 a4,

ol o est la sixiéme tangente commune a (H) et a la
conique Lwgente aux droites o, 7,, ¢, 7, 2" ; comme
il n'existe (qu'une seule conique tangente a ces cing
droites, les sixitmes langentes o et o, comncidenl né-
cessairement, © = 7, el la relation ci-dessus est préci-
sement la relation (1) qu’il s'agissait d’établir.

Ainsi X9, conserve une valeur constante quand la
conique () varie; en considérant en particulier le
cercle tritangent a (), on trouve que celte somme est
bicn de la forme A= (/i cutier), ce qui démontre la
premidre partie du théoréme; la seconde en dérive
immediatenient. a cause de la remarque faite plus haut
relativement & la détermination d une twgente par son
wmele avee T77T.

2. Soit \BC un triangle T forme par trois tangentes
a (1) perpendiculaires aus tangentes issues d'un point
quelconque H: nous svwons que H est Porthocentre de
\BC, et que (1 est enveloppe des droites de Simson
du triangle : considerons le faisceau des hyperboles
cquilatéres (&) circonscrites & ABC. et cherchons le
lieu des points de contact M des tingentes a ces hyper-
holes pacalltles & wne direction donnée D; sur une
puallele quelconque Loa D, il y a deux points tels
que M a distwee finie, les points doubles de I'involu-
tion determinée sur L par les cotés opposes du qua-
drangle orthogonal ABCI, et un point a I'infini qui
correspond a I'hyperbole (h) ayant L pour direction
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asymptotique : le lieu de M est donc une cubique (T'),
laquelle passe aux sommets du quadrangle, et aussi
évidemment aux pieds des hauteurs du triangle T;
cette cubique coupe la droite de 'infini au pointa I'in-
fini sur D ¢t aux deux points doubles de I'involution
déterminée par les hyperboles du faisceau sur cette
droite, c'est-a-dire aux points cycliques.

On voit ainsi que les sommets d’un triangle, Fortho-
centre et les pieds des haateurs appartiennent & une
infinité de cubiques circulaires.

Pour que L soit une asymptote de (T'), il faut et il
suffit que 'un des points P et P’ ou elle coupe la
courbe, P’ par exemple, soit rejeté a 'infini, Paatre P
devenant alors le milicn commun aux segments déter-
minés sur la droite par les ¢otés et les hauteurs corres-
pondantes du triangle T: on sail que c’est ld une pro-
priéLé caractéristique des droites de Simson et que P
est alors sur le cercle des neuf pointsde T, et I'on a ce
théoréme :

Par les sommets, Uorthocentre et les pieds des
hauteurs de tout triungle 'V d’une Hy, passent une
(nfinité de cubiques circulaires, et {'enveloppe des
asymplotes réelles de ces cubiques est U'hypocy-
cloide (M) elle-méme: le licu du point commun a
une cubique et a son asymptote réelle est le cercle
iritangent a (H).

Du mode de génération de (T') il résulte que les tan-
gentes & cette courbe aux quatre points A, B, G, H
sont paralleles i 'asymptote; ces points sont les centres
d'anallagmatie de la cubique.

A’ B, C' désignant les pieds des hauteurs du
iriangle T, les tangentes & (I') aux points A/, B, C en
ligne droite de cette cubique coupent la courbe en
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trois nouveaux points qui sont sur une droite dite
satellite de la premiére. Comme les tangentes en B
et G sont paralléles a 'asymptote, leurs points tangen-
Liels corncident avec le point réel a U'infini sur (T), et
la satellite de A’BC est Pasymptote, d’ott I'on conclut
que la tangente en A" a la cubique coupe cetie courbe
au méme point P que son asywptote, et que les tan-
gentes aux points analogues B' et ¢ passent aussi en I:
done :

Se llon jownt un pornt P du cercle tritungent a
une Hyaux pieds des hauteurs d’un triangle T quel-
conque, tl existe une cubique circulaire tangente en
ces points aux droites ainsi tracees, et contenant les
sommets et LUorthocentre de T et Uasymptote réelle
de cette cubique passe en P et enceloppe {'hy pocy-
clotde, quand T varie et que P se déplace sur le
cercle tritungent.

3. Depuis la publication de etude rappelee plus
haut, j'ai eu connaissance de plusieurs Mémoires sur
UHy, dus & M. Gob, professeur a 1" \ihénée de Lidge
(Memoires de la Societe royale de Liége) qui a donné
en particulier de curicuses proprietés des ellipses
irilangentes a cette courbe.

vJe me bornerai a en extraire 'énonce du théoréme
suivant. donné sans demonstration par Steiner, et établi
par M. Gob, et a en indiquer une antre démonstration

simple :

ABC etant un triungle’l formé par les tangentes
/)erpcu(lu‘u[(urc.s a trots tungentes concourantes
dune My, s Uon inseret @ ce trwungle une conique
parieble (X)) passant par Uorthocentre H. la tan-
sente X a cette contque au poirnt M diamétralement
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oppose a 1 touche Uhypocyclowde considérée (H),
enveloppe des droites de Simson de T.

D'abord il n’existe qu'une droite A de direction don-
née, car cette direction, fisant la tangente en H & (¥,
détermine une conique unique.

Comme par H passent deux pavaboles inserites au
triangle, la droite de linfint est bitangente a lenve-
loppe de A. qui est ainsi une courbe de troisitme
classe (A)

Cette courbe esl mwnifestement tangente aux colés
et aux hauteurs du triangle. SHit N le point o0t A coupe
BC, supposons que la tangente en I a (Z) vienne e
contondie avec fa parallele & BCL qui coupe \Cet \B
en b et ¢, A vienl se conlondre avec BC, et le point de
contact de ce cote avee Fenveloppe (d) est la Limite
de N, c'est-a-dire le pomt de contact v, de BG avec la
conique correspondante. D'apres e ihcoréme de Brian-
chon, Bb, Cc et A I concourent, de sorte que

AC He
NB T IM6

mais, Ddesignant le pied de la hauteur issue de v, on

A ﬂllsai
DB He.
I T
par conséquent,
\,C_ DB
AB T Do

et cette relation est vraie en signe comme les prece-
dentes. On en conclut que A, et D sont symelriques
par rapport au milieu de BC, c’est-a-dire que \, est e
point ou (H) touche ce coté; les courbes (A) et (H)
sont donc tangentes en A, et aux deux autres poinls
analogues By et C,; comme elles touchent aussi les
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hauteurs de 'L et sont bitangentes a la droite de I'infini,
clles coincident. ce qui établit la proposition. M. Gob
démontre que le lieu du point M est l'ellipse tritan-
gente a (H) aax points \ ., By, G;.




