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SIK LIIIPOUICMHIIE \ TROIS REBRffliSSKlIIWTS;

PAR M f LUMMRE.

1. Vmv hypocvcloide à trois lebroussements, étant
une ( uni he de troisième clause, admet six tangente^
(omimiucs a\ec une conique, de sorte qu ' i l existe une
lelation et une ^eule entre six pareilles tangentes;
cette relation est exprimée pa r l e théoième su ixan tque
j'ai admis, (Luis une étude précédente ( \ . i . , i<)i >,
p. 4<) et i i >), connue une conséquence d'un théorème
plus jjeiirial du «t M ( i . l lunibei t :

Pour que sir tangentes tVune H, touchent une
même conique* il faut et il suffit que la somme des
angles qu'elles font avec la tangente T'Y a Vhypo-
cyclotde en Van de ses som/nets soit egale à h~
h destgfiant un nombre entier (la notation H3 repré-
sentant toute Inpocvcloide à trois rebrtfusseinents).

(jette proposition peut cUie établie de L\ manière
suivante :

Rappelons d'abord qu'une tangente à une II^ étant
déterminée san> ambiguïté par l'angle to que fait avec
la direction T ' ï la demi-tangente qui est du même
côte que le centre par rapport à T ;T, nous pou\ons
désigner p ir la not \tion to la tangente correspondant à
Taugle co, suppose compris entre zero et T:.

C msiderons deux coniques quelconques [G) et (C),
et s >ient 7,, a2 y{> et a n a'2, . . . , af les angles



définissant les deux groupes de tangentes communes à
chacune d'elles et à une H3 que nous appellerons (H) ;
démontrons que

(i) 2aA==Sa'A ,

le signe IEEE voulant dire : égale à h~ près, h entier.
On sait que, si une conique'variable passe par quatre

points fixes d'une cubique, la corde qui joint les deux
autres points d'intersection des deux courbes coupe la
cubique en un troisième point qui est fixe; corrélative-
ment, si une conique variable touche quatre tangentes
fixes d'une* courbe de troisième classe, du point com-
mun aux deux' autres tangentes communes, on peul
mener une troisième tangente a la courbe, qui est
fixe.

Si donc (S) désigne la conique tangente aux droites
a,, a2i a3, y.'ts a5, et si (3 est la sixième tangente com-
mune à cette conique et à (H), les tangentes a} et ac

d'une part, a', et JÜ d'autre part, se coupent sur une
même tangente 9 à (II), et nous pouvons écrire ( \ . i.,
i()i3, p. 51)

d'où

et par suite

Sa/ C = a i - ^ a2-+- a3 H- ock-r- a'- -f- p ;

soient de même (S') la conique tangente aux droites a,,
a2, a3, a'r a'p et y la sixième tangente commune à celle
conique et à (H); on a, comme ci-dessus,



el, par conséquent,

S x/r= aj 1- a2 + y , - a^-1- â  ~ • .

en continuant de proche eu proche, on armerait à la
i dation

X a/t — y\ - - a', -*- %\ -+- < -^ a'o -f- a>,

où cp est la sixième tangente commune à (H) et à la
coni(|ue t mgenle aux droites 7J5 or',, </3, ?,,, a' ; comme
il n existe qu'une seule conique tangente à ces cinq
droite*», les dixièmes tangentes o et cf'b coïncident né-
( clairement, <p = yfa, et la relation ci-dessus esl préci-
sément la relation (i) qu'il s'agissait d'établir.

Ainsi 2?4 conserve une \aleur constante quand la
conique (C) \arie; en considérant en particulier le
cercle tritangent à (H), on trome que cette somme e l̂
bien de la foc me /nz [h entier), ce qui démontre la
première partie du théorème; la seconde en dérive
immédiatement, à cause de la îemaique faite plus haut
relativement à la détermination d une l ingénie par son
mule a\ee 1 lT.

4. Soit \BC un triangle T foime par trois tangentes
a C11) perpendiculaires au\ tangentes issues d'un poinl
quelconque If: nous swoiis que II est l'orlhocenlre de
\BC, et que^lf )esl l'enveloppe des droites de Simson

du triangle : considérons le faisceau des hyperboles
equilatères (h) circonscrites à VBC, et cherchons le
lieu des points de contact M des tmgentes a ces h>per-
I) >les pirallèles à Aine direction donnée D; sur une
piralièle quelconque L à D, il > a deux points tels
que M à disiuice tinie, les points doubles de Tinvolu-
tion de toi minée sur L par les côtés opposes du qua-
draiiulc orthogonal Vl̂ CIf, et un point à l'infini qui
correspond à l'inperbole (h) ajant L pour direction
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asymptotique : le lieu de M est donc une cubique (F),
laquelle passe aux sommets du quadrangle, et aussi
évidemment aux pieds des hauteurs du triangle T;
cette cubique coupe la droite de l'infini au pointa l'in-
fini sur D et aux deux points doubles de Finvolution
déterminée par les hyperboles du faisceau sur cette
droite, c'est-à-dire aux points cycliques.

On voit ainsi que les sommets d'un triangle, Fortho-
rentre et les pieds des hauteurs appartiennent à une
infinité de cubiques circulaires.

Pour que L soit une asymptote de (F), il faut et il
suffit que l'un des points P et P' où elle coupe la
courbe, P' par exemple, soit rejeté à F infini, l'autre P
de\enant alors le milieu commun au\ segments déter-
minés sur la droite par les côtés et les hauteurs corres-
pondantes du triangle T; on sait que c'est là une pro-
priété caractéristique des di*oites de Simson et que P
est alors sur le cercle des neuf points de T, et Ton a ce
théorème :

Par les sommets, Vorthocentre et les pieds des
hauteurs de tout triangle T d'une Jï3, passent une
infinité de cubiques circulaires, et Venveloppe des
asymptotes réelles de ces cubiques est Vhypocy-
( loïde (il) elle-même; le lieu du point commun à
fuie cubique et à son asymptote réelle est le cercle
tri tang ent à (H).

Du mode de génération de (F) il résulte que les tan-
i;enles à cette courbe aux quatre points A, B, C, II
sont parallèles à l'asymptote ; ces points sont les centres
d'anallagmatie de la cubique.

À', B', C désignant les pieds des hauteurs du
Iriiingle T, les tangentes à (F) aux points A', B, C en
ligne droite de cette cubique coupent la courbe en



trois nouveaux points qui sont sur une droite dite
satellite de la première. Comme les tangentes en B
et C so»nt parallèles à l'asymptote, leur» points Lmgen-
Uels. coïncident avec le point réel à l'infini sur (Fj, et
la satellite de A'BC est l'asymptote, d'où l'on conclut
,que la tangente en \f à la cubique coupe cette courbe
au înniie ])oint P que son asymptote, et que les ta,n-
^ente^ au\ points analogues B' et G passent aussi en P;
donc :

Si l'on joint un point P du cercle trttangent à
une H ) aux pieds des hauteurs d'un triangle T quel-
unique, il existe une cubique circulaire tangente en
ces points aux droites ainsi tracées-, et contenant les
sommets et Vorthocentre de T, et Vasymptote réelle
de cette cubique passe en P et eiurloppe l'Inpoty-
cloul(\ quand T varie et que P se déplate sur le
t ei ( le tri tangent.

'<\. Depuis la publication de l'élude rappelée plus
haul, j\ii eu connaissance de plusieurs Mémoires sur
r i l j , dus à M. (rob, professeur a ï Vtbénée de Lié^e
(Memoires de la Société royale de Liège) qui a donné
en particulier de curieuses propriétés des ellipses
I rit alimentes à cette courbe.

>,Je nie bornerai à en extraire l énonce du théorème
sui\ aut, (li)iiué sans démontrai ion par bteiner, et établi
par M. (ii)b, et à en indiquer une autre démonstration
simple :

VBC étant un tnangle'Y formé par les tangentes
perpendiculaires à trois tangentes concourantes
d'unt*l{^ si l'on inscrit à ce triangle une conique
nttrifihlf ( ï ) passant par Vorthocentre H. la Lan-
nontt* A à cette conique au point M diamétralement



oppose à II touche Uhypocycloide considérée (H)H

enveloppe des droites de Simson de T.

D'abord il n'existe qu'une droite A de direction don-
née, car cette direction, fixant la tangente en H à (2),
détermine une conique unique.

Comme par H passent deux paraboles inscrites au
triangle, la droite de l'infini est hitangente a l'en\e-
loppe de A, qui est ainsi une courbe de troisième
classe (A)

Cette courbe est manifestement tangente aux côtés
et aux hauteurs du triangle. S )it L\ le point où A coupe
BC, supposons que la tangente en II à (S) \ienne se
contondic a\ec la piralièle à BC, qui < oupe \C et \B
en b et c, A vient se contondre a\ec BC, et le point de
contact de ce côte a\ec ren\c!oppe (A) est la limite
de i \ , c'est-à-dire le point de contact \ , de BCavee la
conique correspondante. D après le ilitoièmc de Brian-
chon, BZ>, Ce et A,JI concourent, de sorte que

\ t r: _ ii r
X 7 B ~~ TFb;

mais, D désignant le pied de \d haulcui i^siie de \ , on
a aussi

DB Uc
T)ïï ~~ W>'

par conséquent,
V j G __ D B

AtB "" W,'

et cette relation est vraie en signe comme les précé-
dentes. On en conclut que A, et I) sont symétriques
par rapport au milieu de BC, c'est-à-dire que \ , est *e
point où (H) touche ce côté; les courbes (A) et (II)
sont donc tangentes en Vr et aux deux autres points
analogues B, et C< ; comme elles louchent au^sj les
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liau leurs de T et sont bitangentes à la droite de l'infini,
elles coïncident, ce qui établit la proposition. M. Gob
démontre que le lieu du point M est l'ellipse tritan-

<i (II) aux points V,, B,, C,.


