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[K'2e]
SUIt L'ORTHOPOLE ET CERTAINS LMAIHWS DE PISCAL

ISSOCIÉS AU TRIANGLE;

P\R M. K. GOORM VGHTIGH.

I. Si Ton projette le-» sommets d'un tri mi* le ABC

ur une droite cl, los perpeiidu'uLiire^ .ih.ih^ce^ de ce^

s sur ie> cot<'^ eorre^pondant^ eonrourent en

i u

un point M, orlhopole de c/. M. Aeuber^ a iin-nliv ( J ;
que, M l«i di'oile d j)i\ote cUilour d'un p >inl P, son
orlliopolr decril uur ( onique. Noih allons délerniinei
le lieu du s\ métrique \ de M p u* rapport à (a droite (L

(piand celle-ci touriie autour du point l).

( ) Sur les certU'ï podauçs i datifs a un tnençlc hxc {Bulle-
lin de l ica teinte i ovale de liel^uju*, juilict-uo'.t iijnO.
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Le point JN peut être défini de la manière simanlc
(Jig- 0 ' soient A', B', G' les projections de A, B, G
sur<i; a, [3, y les points où cl rencontre les hauteurs
AH, BH, GH; a', jî', y' les milieuv de Aar, B% G- ; le
point J\ est à l'intersection des .droites A ;7 r, B'[3', C'y'.
Or ces droites enveloppent le^ cercles Ta, F$, Tc qui
ont leurs centres au\ milieux Prt, p£,,l\ de PA, ÇB,
PC et qui touchent respectivement les hauteurs AJI,
BH, CIL D'autre part, les droites A'or', B'P', C'y'aonl
les ^y\m trique-*, par rapport à <:/, des perpendiculaires
abaissées de V', B', C' >ur BC, CA, AB. Par suite, les
droites V'c', B'j3', C'y' se coupent sous des angles
é«aux à ceux du triangle. Il resuite de là que le point \
décrit un limaçon de Pascal qui est l'isoptique d'angle A
des cercles F̂ , et F,, celle d'angje B de T( et Ta et
celle d'angle C de Ta et F/,,

Lorsqu une droite d pi\ote aitloui d un point fixe,
le s) métrique de Uorlhopôle de d. par rappor t à d,
décrit un limaçon de Pascal.

Cette courbe pisse par les projections de P sur les
côtes.

2. Le linncon de Pascal considère est une conchoide
du cercle \y

a P^ P6 ; déterminons la constmte modulaire.
Menons par P* et l\ les parallèles P,,Y, l\ 3V à p'N
et *'' \ ; li constante cherchée est egale à ]NV.Or il est
aise de \oir que le parallélogramme forme par les
droite-» ^'N, P/,N', y ' \ , P ^ ; est égal «ui parallélo-
gramme détermine p ir les |^erpendi^ulairc^ à \B et AC
menées p ir P et le milieu P' de PII, et l'on a, par
suite, ] \ ]V= PP'.

Le p )int '1 mble Q'lu litm^jn ê t le piinl où N'IS
îcoupe le cercle P^P/JV Les distance QP/>, QP<
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étant proportionnelles aux sinus des angles de AIV
avec IV P^ et IV l \ , l'égalité des parallélogrammes con-
sidérés plus haut montre que les distances de Q à Pw,
Pj, J\ sont proportionnelles aux cosinus des angles
de PH avec les côtés du triangle.

Cela posé, soit cp l'orthopôle du diamètre 8 du cercle
circonscrit parallèle à PH; les distances de cp au\
milieux a, 6, c des côtés du triangle sont aussi pro-
portionnelles aux cosinus des angles de o avec les côtés.
Par conséquent, les distances de Q à Prt, P^, P c sont
respectivement égales à ©a, ob, vc. Or les points Prt,
P^, P, sont les symétriques de #, b, c par rapport au
milieu P' de la droite qui joint P' au centre O du
cercle circonscrit ; le point Q est donc le symétrique
de cp par rapport à P7.

On a donc la proposition sui\anle, qui permet de
déterminer complètement le limaçon correspondant à
un point P donne :

Le limaçon de Pascal correspondant au point P
es/ une conchoide du cercle égal au cercle des neuf
points ayant pour centre le milieu de la distance
de P au centre O du cercle circonscrit, la constante
étant égale à la moitié de la distance de P à Vor-
thocentre II. Le point double est le symétrique de
Vorthopôle du diamètre du cercle circonscrit paral-
lèle à PII, par rapport au milieu du segment com-
pris entre O et le milieu de PH.

De ce qui précède'il résulte encore que les limaçons
correspondant à des points P à égales distances de H
sont égaux entre eux, et que les limaçons considérés
de\ ienaent des cardioides quand P appartient au cercle
de centre H dont le rayon est égal au diamètre du
cercle circonscrit. Quand P se déplace sur une droite



issue de H, le point double du limaçon correspondant
décrit une parallèle à cette droite.

3. Considérons maintenant le cas où P coïncide
avec O. Soient G le centre de gravité du triangle,
'f{ Forthopole de la droite d'Euler, cp't le point com-
plémentaire de cp< (fig. 2). D'après ce qui précède, le

point double Q< du limaçon qui correspond au cas
spécial considéré ebt le symétrique de cp, par rapport
au milieu O' du segment compris entre O et le centre O[}

du cercle des neuf points. Si l'on observe que

O 9 O'- - 7 O«j( i et cpj <p, z=z 3cp'j Ci et qu'on applique le
théorème de Menelaiis au triangle O'cp, G coupé par la
transversale Oycp'j, on voit que O9^', passe par Q< ; en
appliquant ensuite le même théorème au triangle
OgQjO' coupé par la transversale cpjGcp,, on trouve
que Q< est le symétrique de O<> par rapport à <p'r

D'autre part, l'orthopôle d'un diamètre du cercle
circonscrit au triangle ABC est le loyer de la parabole
inscrite au triangle abc dont ce diamètre est la direc-
trice; en remarquant que O est Torthocentre du
triangle abc, et que <p't est, dans ce triangle, l'orlho-
pôle de sa droite d'Euler, on trouve donc le théorème
suivant :
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Le lie(ïdes symétriqUes des foyers des paraboles
inscrites à un triangle, par rapport àlledrs direc-
trices, est un limaçon de Pascal.

Ce limaçon passe par les sommets du triangle; il
est une conchoïde d'un cercle égal au cercle cir-
c ons CJHVayant pour centre l'orthocentre du triangle,
la cohstante étant égale à la distance de Portho-
centre au centre du cercle circonscrit.

Le point double du limaçon est le symétrique du
centre du cercle circonscrit par rapport à lorthopôle
de la droite d'Euler.

\. iS'ous avons signalé dans Mathesis (i()ii>, [). <S i ,

question 1890) la proposition suivante :

Les perpendiculaires abaissées dii/f point va-
riahle II du cercle circonscrit à un triangle sur les
côtés recoupent le cercle circonscrit en \ l 7 B,. C, :
h-*s points où la droite de Simson de R rencontre les
côtés du triangle V,B,C, décrivent trois limaçons
de Pascal Lrt, L/,, Lc..

Ces coiirbes peuvent <Uî e considérée'^ comme des
cas parliculieiN de celles obtenues ci-dessus. 11'est, en'
effet, aisé de îribntrer que le limaçon La est ih podaire,
pàr'rajipoti; à V, du cercle de centre O taiigent à BC ;
cette courbe est donc une conchokle du cercle de dia-
îrictre VO, le jiolë étant le sommet A et la Constante
editie it O a. On obtient donc la même courbe en sup-
posant que, dans la définition des limaçons considérés
plus hnut, le point P coïncide avec! le sommet A.

Vihsi, les limaçons h(n L̂ >. Lc 50/^ aussi les lieux
des symétriques des orthopôles des droites menées
par les sommets, par rapport à ces droites.



5. Il réduite ene >re de ce qui précède que, lorsque
<l p\s*>e p\r l'ortliocentre, le symétrique M de Tortlio-
pole de d, par npp">rl à <7, appartient au cercle de^
neuf punt».. 13 ins ce cis. Ie p nui \I jouit de propriétés
reimrqmhle- qu'on peut déduire de l'étude de l'ortho-
ptie de li nnnière sui\ mte. C )nsidérons la figure
formée j) ir uu tri iai»Lo V^BjC^. ie cercle circonscril.

une droite d^ et le^ droites qui interviennent dans» la

construction de Tortliopole S (\ed{ ; en projetant cette

(igure sur un plan passmt p ir c/n on trou\e la propo

sition suivante : hi Ton mène, pir les projections de^

s )inmets d'un triangle VBC sur une dr)ite d, de>

di\)ites qui ont des directions conjuguée-» a celles des

cotés du triangle par rapport à une ellipse circons-

crite S dont l'ave est parallèle à <i, ce^ droite^ sonl

concourantes. En étendant ensuite, d'après le principe

de continuité, cette propriété au cis où S est remplacée

p\r Phyperb >le équilatère (H) circonscrite à \BC et

dont l'axe est pirallèle à d, on e t̂ amené à considérer

la définition du point N comme intersection des

droites W , B X C'y'.
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Or, dans le triangle A2B2C2, Torthopôle S de la

droite d{ appartient aux droites de Simson des points
où cette droite rencontre le cercle V2B2C2- Si l'on
transforme cette propriété et si Ton observe que, dans
le cas où d passe par II, ce point est une des inter-
jections de (H) et d* on voit que les parallèles menée*»
par II à A'a', B'jï', C*'' renconirent alors les côtés BC
( ] \ , \B en trois points qui appartiennent à une
droite A (•) qui passe par \ ( fig. 'X).

D'autre part, la droite de Simson d'un point du
cercle circonscrit à \2B.»(!o par rapport à ce triangle
est la tangente au commet de la parabole inscrite qui a
ce point pour foyer. En transformant cette propriété,
mi trouve que la parabole TZ inscrite au triangle VBCel
qui est tangente à A est aussi tangente aux droit*1-»
menées par II et inclinées à /[<)° ^ u r d et que Taxe de
cette parabole a une direction symétrique, par rapport
à d, de eellcde la perpendiculaire abaisséede II sur A. H
résulte de là que le symétrique de II par rapport à A
est le foyer de T: el que la projection H' de H Mir A

( ' ) Celte pioposiLion est identique à ce théorème connu, qui est
donc une conséquence directe de celui de Sini^on :

Deux droites rectangulaires menées par Vorthoccnlre déter-
minent sur les côtés (rois segments dont les milieux sont en
ligne droite (Mathesis, if)i3, p. •>)(>. question 19H; Intermédiaire
des Mathématiciens, K J 1 ^ p. ] ) ' | . question 1(350; Journal de
l'uiùert. 1916-1917, p. 5(), question 8482).

Ce théorème peut èlie généralise de la manière sui\anlc :

Les parallèles aux droites de Simson des extrémités d'un dia-
mètre du cercle circonscrit, menées par Vinverse triangulaire i)
(run point quelconque de ce diamètre, detet minent sur les côtes
trois segments dont les milieux sont sur une droite; le symé-
t/'it/ue de O par rapport à cette droite appartient au cercle cir-
conscrit.



appartient au cercle abc) par suite, .\ est la projec-
tion de O sur A.

Le centre h de (H) est à l'intersection des parallèles
à Va', B'^', C'y' menées par a, 6, c; h est donc le
point diamétralement opposé à .N sur le cercle abc et
appartient, par conséquent, à HH'. Or nous avons
montré [_Aote sur Vorthopôle (Watliesis, ic>14)] que
Forthopôle d'une droite d\ par rapport à un triangle
\->B2Cj appartient à la trans\ersale réciproque de la

s> métrique de d{ par rapport au centre du cercle A2B0C2.
Ou en déduit facilement que, dans le triangle ABC,
le point IN appartient à la trans\ersale réciproque d' de
la symétrique d' de d par rapporta h.

En réunissant ces diverses propriétés, on trouve donc
la proposition suivante :

Lorsqu'une droite d passe par Vorthocentre H du
triangle, le symétrique \ de C orthopôle de d, par
rapport à d, appartient au cercle des neuf points ;
dansée cas, les droites qui joignent II aux symé-
triques des sommets, par rapport à (L rencontrent
les côtés correspondants en trois points qui appar-
tiennent à une droite 1 passant par \ : le point ]\ est
la projection du centre du cercle circonscrit sur A:
La perpendiculaire menée de II à A coupe le cercle
circonscrit en deux points ; lun de ces points est le
foyer de la parabole inscrite qui est tangente à A ;
si, par l'autre point, on mène une parallèle à d1 la
transversale réciproque de la droite obtenue passe
par le point A.


