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SUR LES SYSTÈMES LINÉAIRES TiM.IMIELS
DE COMQUES ;

PAR M. R. BRJCARD.

1. Proposons-nous d'abord de chercher les cercles
qui font partie d'un réseau tangentiel (système linéaire
à deux paramètres) de coniques donné.

Soient

( 0 f(uiviw)= au2-h a'v2-h a" w2

-h 2 bvw -h 2 b' wu -h 2 b" uç = o

l'équation tangentielle d'uue conique G et

bon équation ponctuelle en coordonnées cartésiennes
rectangulaires. On sait que les coefficients A, A', . . .
>ont proportionnels aux mineurs correspondants du
déterminant

a b" b'

b" a' b

b' b a"

Pour que G soit un cercle, il faut qu'on ait

B"=o, A — A'=o
ou

(3) bb'—a"b' = o,

(4) a'a"— b2— a a" -+- b'2— o.

Supposons que G fasse partie d'un réseau tangentiel
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défini par l'équation

ou

On a

Cl = CL\ Aj -4- CI<L A 2 -f" # 3 X3,

Cl =^ £Z 2 Àj -f- tto ^2 ~̂ ~ ^ 3 ^ 3 *

Si l'on considère A,, X2 et A3 comme des coordonnées
homogènes, les équations (3) et (4) représentent deux
coniques qui se coupent généralement en quatre points.
On en conclut qu'il existe en général quatre cercles
dans un réseau tangentiel de coniques. On peut pré-
voir des cas où il y en aura une infinité.

2. Cherchons à déterminer, sous une forme aussi
simple que possible, la relation qui existe entre ces
quatre cercles. On pourrait poursuivre à cet effet
l'étude du système (3), (\). Mais il vaut mieux pro-
céder de la manière suivante :

Soient (A), (B), (C) trois cercles donnés, ayant
pour centres les points A, B, C et dont les rayons
sont Rrt, Rj, Rr- Cherchons un quatrième cercle (D),
de centre D et de rayon R,/, appartenant au réseau
tangentiel défini par les trois premiers.

Pour n'aborder que le cas général, je supposerai que
les points A, B, C ne sont pas en ligne droite (*).

Soient J?i, } ' \ les coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires du point A. L'équation tangentielle du cercle A
s'obtient immédiatement en écrivant que la distance

C1) Si les points A, B, G sont en ligne droi te , on t r o m e une
infinité de cercles ( D ) , ] d o n t les cenlres D sont sur la droi te ABC
e t qui sont bi tangenls à la conique b i tangente aux cercles ( A ) ,
( B ) , ( C ) .
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du point A à ime tangente au cercle est égale à Rrt, ce
qui donne

A2 — R2S = o,
en posant

A = X\ u

Les équat ions des cercles (B ) , (G) , ( D ) ont des
formes ana logues .

Si les quat re cercles font part ie d 'un réseau tan-
gentiel, on a l'identité

(5) a(À»

a, (3, y, 3 étant certains coefficients. Or cela peut
s'écrire

oD2 — (aR2-h pR«H_yR*-t- ÔR*)S = — aA2 — pB*—yC*.

Le premier membre, égalé à zéro, donnerait l'équa-
tion tangentielle d'un cercle de centre D; le second
membre, égalé à zéro, celle d'une conique conjuguée
au triangle ABC. Par conséquent D est nécessairement
le centre du cercle conjugué au triangle ABC, c'est-
à-dire i'orthocentre de ce triangle. La relation entre
les points A, B, C, D est symétrique. Disons, pour
abréger, qu'ils forment un système orthocentrique.

Cherchons maintenant une relation entre les
rayons R^, R$, Rc, R^. A cet effet, remarquons
que chacun des points A, B, C, Ü est le centre d'un
cercle conjugué au triangle formé par les trois autres.
Désignons par p#, p ,̂ c o o^ les rayons des quatre
cercles.

On a, entre les points A, B, C, D, la relation

(CX A2 B2 C2 D2



Elle peut en effet s'écrire, par exemple,

et exprime bien que le cercle de centre A et de rayon pa

est conjugué par rapport au triangle BGD.
La relation (5) et la relation (6) doivent être iden-

tiques ( * ). On a donc

Si l'on désigne par K la valeur commune de ces quan-
tités, il vient

__ K Q - K

2 — ~ » p — ~ y ' • * y

p« P/:

d'où

et enfin
(7) pf^rf^pf"1"?!"1"

En résumé :
// existe en général quatre cercles dans un réseau

tangentiel de coniques. Leurs centres forment un
système orthocentrique et leurs rayons Rrt, R$, R6.,
Jft.a satisfont à la relation (7), prt, p ,̂ pr, pa dési-
gnant les rayons des cercles conjugués aux quatre
triangles formés par les quatre points.

On peut encore "donner à la relation entre les quatre
cercles une forme géométrique qui permet de construire

(l ) Si en effet ces deux relations étaient distinctes, on en con-
cluiait, par l'élimination de S, que la conique réduite au point
double l), par exemple, est conjuguée par rapport au triangle ABC,
ce qui n'est pas vrai.
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F un d'eux, étant donnés les trois autres. Pour cela,
remarquons d'abord qu'étant données quatre coniques
(A), (B), (C), (D) appartenant à un même réseau tan-
gentiel, leurs quatre cercles orthoptiques ont même
centre radical. En effet il existe par hypothèse entre
les premiers membres des équations tangentielles des
coniques une relation

aA.4-pB-4-TC-f-8D = o,

qui peut s'interpréter ainsi : il existe une conique (G)
dont Inéquation s'écrit indifféremment

aA + (3B ==o,
yC H- 8 D = o,

et qui appartient par conséquent à la fois au faisceau
tangentiel déterminé par (A) et (B) et au faisceau
tangentiel déterminé par (C) et (D).

En vertu d'un théorème classique, les cercles orthop-
tiques de (A), (Bj, (G) ont même axe radical; de même
les cercles orthoptiques de (G), (D), (G). De là résulte
la proposition énoncée.

Comme le cercle orthoptique d'un cercle de rayon R
est le cercle concentrique de rayon Ry/2, on voit aisé-
ment comment, étant donnés les cercles (A), (B), (G),
on construira le cercle (D) dont on connaît déjà le
centre.

3. Étudions maintenant la correspondance entre les
foyers des coniques du réseau tangentiel. On peut
supposer celui-ci défini par les trois cercles (A), (B)
et (C). L'équation générale des coniques est donc

(8) X(A*—RJS)-hfi(B«— RgS)-f-v(C2 — R?S) = o.

Soient P, Q, R les pieds des hauteurs du triangle



ABC (ce sont aussi les pieds des hauteurs des triangles
BCD, CDA et DAB). Je dirai que le triangle PQR
est le triangle pédal du système orthocentrique
(A, B, C, D) et aussi du réseau tangentiel considéré.
Le point A par exemple est le centre d'un cercle (A')
tangent aux côtés du triangle PQR.

Soient A' le premier membre de l'équation langen-
tielle de ce cercle et ra son rayon, de sorte qu'on a

d'où
A»= A'-hrgS.

Soient de même
B2— B'+rJS,
C2 = C'-f-r^S.

L'équation (8) peut s'écrire

X[A'+(r2-Râ)S]

et l'on voit que la conique représentée par cette équa-
tion est homofocale à la conique

(9) XA'H-|JiB'-f-vC'= o.

Mais, comme A', B', C' sont trois coniques inscrites
au triangle PQR, il en est de même de la conique (9).
Ainsi :

Les coniques d\ui réseau tangentiel sont Iwmofo-
cales aux coniques inscrites au triangle pédal du
réseau.

Il en résulte que la correspondance entre les foyers
des coniques d'un réseau tangentiel quelconque n'est
pas plus générale que la correspondance entre des
foyers des coniques inscrites dans un triangle; on
sait que cette dernière correspondance consiste en ceci :



les deux foyers de l'une quelconque de ces coniques
sont deux points inverses par rapport au triangle.

Enonçons encore la propriété particulière suivante,
qui se déduit immédiatement des développements qui
précédent : les coniques conjuguées par rapport à
un triangle sont homofocales aux coniques inscrites
dans son triangle pédal.

4. Abordons maintenant les systèmes linéaires tan-
gentiels de coniques, à trois paramètres (je dirai plus
brièvement : les S3). Ils contiennent évidemment une
infinité de cercles. Cherchons le lieu de leurs centres,
en nous bornant à l'étude du cas général.

Soient
ƒ, = atu^-T-... = o (*' = i, 2, 3, 4)

les équations tangentielles de quatre coniques quel-
conques, et

ƒ = au*-+-... = Xi/i-f- À2/2•+• hfz-+• X4/4 = o

l'équation d'une conique quelconque du S3 qu'elles
déterminent. Pour que f soit un cercle, on doit avoir,
comme on l'a vu,

(3) ùb'—a"b"=o,
f4) a'a"—^— aa"-h 6'2= o.

L'équation tangentielle du centre de ƒ e^t

ƒ*, = b'ii -\- bv -+- a" w = o.

Ce centre a donc pour coordonnées cartésiennes

h' b

d'où
b' = a" x, b = a" y.



Les équations (3) et (/[) peuvent donc s'écrire

b"

9 f>
1— y*= o.

D'autre part, a", b\ a'—a, bf et b sont cinq fonc-
tions linéaires et homogènes des quatre variables Xt,
X2, X3; X4. Il existe donc entre ces cinq quantités une
relation linéaire et homogène, que l'on peut écrire

— (a'— a) -h kb"'-+- Ib'-h mb -+- na" = o,

/», /, ^/i, 7i étant des constantes, ou

a' — a , b" . b' b
• -V- k — H- / —y, -I- m —7, -+- n — o,

a' a" a" a

ou enfin, d'après les relations précédemment écrite^,

XÏ — j^ 2 - ( - À̂ rjK -\- lx -\~ my -h /i = o,

ce qui représente une hyperbole équilatère. Ainsi :

Le lieu des centres des cercles d'un S3 est une
hyperbole équilatère H.

Si (A), (B), (C) sont trois quelconques de ces
cercles, de centre> V, B, C, ils déterminent un réseau
tangentiel qui contient un quatrième cercle (D) dont
le centre \) est l'orthocentre de ABC. Ce centre appar-
tient bien à II, ce qui concorde avec le fait que le
réseau considéré fait partie du S3.

o. Il existe dans le S3 une infinité de coniques ayant
un foyer donné. Quel est le lieu du second foyer F'
(je veux dire du second foyer réel, si F est réel, du
second foyer imaginaire, si F est imaginaire)? Les co-
niques considérées sont assujetties à quatre conditions



tangentielles linéaires, deux par le fait qu'elles sont
au S3, deux par le fait qu'elles touchent les isotropes
issues de F. Elles forment donc un faisceau tangentiel
et touchent, outre ces isotropes, deux droites MX
et MY. D'après le théorème de Poncelet, MF et MF'
sont également inclinées sur MX et M Y. MF' est donc
une droite fixe, et c'est le lieu demandé.

Ce résultat se précise par la considération de l'hyper-
bole H.

Soient F et F' les deux foyers d?une conique quel-
conque C du S3. Soient A ! et A2 les deux points où FF'
rencontre H. Il existe deux cercles (A<), (A2) de
centres A, et A2, appartenant au S3.

Considérons le faisceau tangentiel déterminé par ces
deux cercles. 11 contient une seule conique ayant son
foyer en F, et cette conique, faisant partie du S3, se
confond nécessairement avec C. Son second foyer F'
est le conjugué harmonique de F par rapport à A1 A2

[car les foyers des coniques du faisceau tangentiel
défini par (A,) et (A2) forment sur A{ A2 une involu-
tion dont A< et A2 sont les points doubles]. F' appar-
tient donc à la polaire de F par rapport à H. Ainsi :

Le lieu des seconds foyers F' des coniques du S a
qui ont un foyer donné F est la polaire de ce point
par rapport à H.

Observons que A,, A2, A3 étant trois points quel-
conques de H, celle des coniques du réseau tangentiel
défini par les cercles (A<), (Aj), (A3) qui a son foyer
en F est l'une des coniques considérées. Or on a vu
au n° 3 que le second foyer F' de cette conique est
l'inverse de F par rapport au triangle pédal de A4 A2A3.
On peut donc énoncer la proposition suivante :

A,, A2, A3 étant trois points quelconques d'une



hyperbole équilatère II et F étant un point quel-
conque de son plan, l'inverse de F par rapport au
triangle pédal de A|A2A3 appartient à la polaire
de ¥ par rapport à H.


