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[L'18]
SUR LES FAISCEAUX DE CONIQUES;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

1. Soient A, B, C, D les points de base d’un faisceau
pouctuel de coniques, et déterminons le lieu des centres
de courbure de ces coniques correspondant au point
de base A..
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Une droite quelconque menée par A coupe en p ety
les droites BD et CD, les perpendiculaires élevées en §
sur AB et AC rencontrent en ¢’ et p’les perpendicu-
laires élevées sur pg en g et p; si P est le point d'in.
tersection de p'q’ avec la perpendiculaire élevée en A
sur pq, le milieu w de AP est le centre de courbure
en A de la conique du faisceau qui touche Pq
en A ('),

Prenons comme axes de coordonnées les droites Ay’
ct AB, et soient

¥y =mr, z+ Ay =20, r+uy=c,

y =", y = ox

les équations de pg, BD, CD et des perpendiculaire,
élevées en A sur AC et AD. On en déduit comme coor-
données de p et ¢

( b mb ( c me
I+ Am l+7\m)’ 1 um’ 1+Ium)’

celles de 7" et ¢' sont

b(m?2+1) by(m2+1)
U+rm)(+vm)’ (t+Am)(1+ym)

et
c(m?+1)
I+ um ’

L’¢quation de p’ ¢' s’écrit, par conséquent,

b+ um)—c(i+ym)(+im)]y
- —by(14+um)x + bey (m2+1) =o.

(') Voir P. SERRET, Geéométrie de direction; Fourer, Comples
rendus Acad. Sc., 1890; MaNNHEIM, Principes et developpements
de Géométrie cinématique, p. 578 ; CEsaro, Natirliche Geometrie.
p- 130: voir answi une Note de M. Bouvvaist, Nouvelles Annales.
1416, p. 345
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On a donc comme équation du lieu

iy —=10)[b(y —ux)—c(y —ha)] + bey(a+ y2) =0,

on. plus simplement,
N ey
V=AY = 07) + g (B2 )) = 0.

Le lieu des centres de courbure des coniques d’un
fuisceau, correspondant a l'un des points de base,
est une cubique ayant ce point pour point isolé et
dont les asymptotes sont perpendiculaires aux
droites qui joignent ce point de base aux trois

autres.

L’équation de la cubique montre que le produit des
distances @ aux droites ) == 0,y =v&,y =10 est

2

proportionnel 4 Aw

Le carré du rayon de courbure d’une conique du
Juisceau en 'un des points de base est proportionnel
aw produit de ses projections sur les droites qui
Joignent ce point de base aux trois autres.

Supposons maintenant que le point A soit un centre
isugone du triangle formé par les points B, C, D; on a
aors ':\/3. 8:——\/§, et I'équation de la cubique
Séerit

bc
b—c

2y (pr—32%) + (2 +y1) V3 =o0;

c'est I'équation d’une trisectrice de G. de Long-
L‘hamps.
Si l'un des points de base d’un Saisceau de

coniques est un centre isogone du triangle formé
par les trois autres, le lieu de leurs centres de cour-
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bure correspondant a ce point de base est une trisec-
trice de G.de Longchamps.

Transformons la figure par une inversion de centre A;
les coniques du faisceau ont pour transformées les
cubiques circulaires unicursales passant par les in-
verses de B, G, D el ayant leur point double en Aj le
cercle osculateur de l'une quelconque des coniques
considérées a pour transformé 'asymptote de la cubique
circulaire correspondante. Le lieu des projections de.\
sur les asymptotes des cubiques considérées est homo-
thétique de I'inverse de la trisectrice; ce lieu est done
un trifolium régulier.

Lenveloppe des asymptotes des cubiques circu-
latres unicursales circonscrites a un triangle ayant
leur point double en Uun des centres isogones est
une hypocycloide a trois rebroussements.

2. Considérons encore un faisceau tangentiel de
coniques ayant pour tangentes communes les droites
«, b,c,d et déterminons le lieu du centre de courbure
de ces coniques correspondant aux points ol elles
touchent la tangente commune a.

Soient B et C les points d’intersection de a avec b
ete, Setyceuxde davec b et ¢; st M est un point
quelcrnque de @ et si 3’ et ' désignent les points ou
les perpendiculaires ¢levées en M sur M3 et M v ren-
contrent celles élevées sur BG en C et B, la droite 3y’
passe par le milieu du rayon de courbure en M de la
conique du faiscean qui touche a en ce point (!).

Prenons comme axes de coordonndées les droites B*."

(") Voir la Note de M. Bouvaist, Sur la détermination du
centre de courbure en un point d'une conique ( Nouvelles Annales.
1916, p 349).
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¢t BC; soient m et ¢ les ordonnées de M et C,

14, 1) les coordonnées de @, (v, ) celles dey. On en
déduit, pour celles de #/,

g

ct, pour celles de v/,

(m—c)(A—m), c

i

I
?m(p—m), o.

L'équation du lieu s’écrit alors
27 (y =) [{(A—y) = B(p—y)] —chyz=o,
ou, en désignant par d I'ordonnée du pdint d’intersec-

tion des droites d et a,
cBy

2y(y —e)(y—d)— z=o0.

Le lieu cherché est donc une parabole cubique de
Wallis passant par les points d’intersection de la tan-
cente commune @ avec les trois autres.

Le lieu des centres de courbure des coniques d’un
Juisceau tangentiel aux points o elles touchent
l'une des tangentes communes est une parabole
cubique.



