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[B12a]

GÉNÉRALISATION DES QUANTITÉS IMAGINAIRES;

PAR M. J.-B. POMEY.

On sait que les quantités imaginaires peuvent être
considérées comme les résidus des fonctions entières
par rapport au module i -{- x2.

Soit de même la fonction

dont les racines sont w4, (o2, o>3, de sorte que l'on a

{x — wj) (x— tx>%)(x — iu3) == x*-— sta?2-h s2x — s3,

identiquement. J'appellerai quantité imaginaire toute
fonction entière de l'indéterminée x, à la condition
d'admettre en même temps l'équivalence de ladite
fonction avec le reste de sa division par

(x — wO (x — w2) (x —

De cette façon, les quantités à considérer seront des
trinômes du second degré en x. La somme de

et de

sera évidemment

(M1H-M1)a?»H-(N1-+-Nî)o?-i-P1-HPî.

Le produit de deux imaginaires se définira naturel-



lement par l'identité

( 5O2 )

Mar*4-N* + P s (Mta?»H-Nta? 4-Pi) ( M , * * + N t a r + P t )

— X(x — tüj) {x — to2) (ar — w3),

identité au moyen de laquelle il est facile de déter-
miner les valeurs à donner à MN et P, sans parler de \,
qui ne nous intéresse pas.

On obtiendra ces valeurs de la façon la plus simple
en faisant x égal successivement à toM à o)2 et à to3. Et
l'on aura les égalités ci-après où Fon a mis /1Wi pour
M{ Wj -+- N i CL)4 4- P et pris pour les quantités similaires
des notations analogues,

(0
i

Soit

A =

Mtof-
P =

N(O3+ P =

— W,)((O2— O>3).

On aura, par exemple,

ƒ.0».

M = l

O)3

On remarquera que ce déterminant s'annule pour
coj = a>2 ou (o3 et pour a>2 = to3 ; il doit donc être divi-
sible par A et, par suite, M est une fonction entière
de (Oj, to2, to3. D'ailleurs, si Ton échange co, et o>2, par
exemple, ce déterminant change de signe, et il en est
de même de A, tout en gardant même valeur absolue.
C'est donc une fonction symétrique des racines to<,
O)a, to3. Par suite, M est une fonction entière symé-
trique de a,, w2, (1)3 ; donc elle s'exprimera d'une
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façon rationnelle et entière en fonction de s,, s2, s3.
Ajoutons que si ces quantités sont des nombres entiers,
il en sera de même de M, pourvu que M{ N4 P | , M2 N2 P2

soient aussi entiers.
Un raisonnement analogue s'applique à chacune des

quantités N et P.
D'ailleurs, on peut vérifier par le calcul ce qui vient

d'être dit: par exemple, de l'équation

on tire
a)4

d'où
(O4== (s\ —

ce qui montre que le déterminant

est égal à (si; — ^2)^-
On obtiendrait des résultats analogues pour les

divers déterminants à considérer au cours du calcul
du déterminant qui figure au numérateur de M.

Mous aurons donc, en multipliant les équations (1),

(2) (Ma>ÏH-Nei),-+-P)(M(DJ-hN(üt-4-P)(Mco|-hNö>3-+- P)

Si l'on appelle module d'une quantité imagi-
naire / \ w la racine carrée (ou cubique si Ton veut)
^ e ƒ««•>! ƒ<*>,ƒ*c«v o n P o u r r a énoncer cette relation en
disant que le module d'un produit est égal au produit
des modules.

Il est facile d'exprimer le produit

P)(Mw|+ Nœ,+ P)(Mwî-+- Nw3+ P),



en fonction de s<, s2, *3- Je l'écrirai d'abord sous la
forme

• OC ) ( (t>i — \i ) ( (A>9 — Ot) ( (l>2 — r ) ( ^ 3 — ^0 ( ^ 3 "

en posant
N n P

ou sous la forme équivalente,

M3 ( a3 — Si a2 -H 5, a — ^ ) ( j33 — ,ç, p* -4- s* -+- j , p _ * s )

= M» f a3
 4fi' — jr, P 3

 a2 _+_ ,s2 ps a __ , 3 ps

— 5, a3 P2 -f- ,çf a2 P2 - s

2 —

-h- ss «J3[(a -H P ) *—

h P ) 2 - 2<%P] 4- « | aP - S%SS(OL -h p) -+- 5» !

p 3 p 2 N P / N * P

(

/ N» , P N \ , P2 P N
3 VM» ~~ M M / + ^ M2 ^ 'Sl^2 M M

N* P \ , P IN ,

= P3 -4- 5 t P
2 N -t- 52 P(N» — o PM) -+- *,( N3 - 3 PMN i

- « { P 2 M + J, «2 PIS M H- Si s3 ( N
2 — 2 PM ) M

- - si PM* -+- s2s3 NM2 - - 5 | M3,

ou, en ordonnant,

s] M3 -h 53 N
3 -4- P3 -h 52 s3 M

2 N -h ( s \ — 2s t s3)M^ P

+. 5 l 5 3 N 2 M -h 52N2P -+- (Sj — 25 2 )P 2 M -+- 5j P»N

-4- (5i 5 , - 3 5 , ) MNP.

Appelons cette fonction de MNP, cp(M, N, P) . Sup-
posons que s{J 52, 53 soient des entiers. Il résulte de
ce qui vient d'être exposé que si deux nombres entiers
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sont de la forme
A1 = cp(M1N1P1),
A,= ?(M2N2P2),

on aura

M, N, P étant des entiers comme M,N{P, et M2N2P2.
En effet, dans l'égalité (2), on aura

<p(M, Ni P,) =:/|W l/i« s/icon

?(MsNsP t)=/ÎWl.AW,/ja>.,

et, par suite,

Un cas particulier intéressant, c'est celui dans
lequel Ü){, O>2, W3 sont les racines cubiques de l'unité;
on a alors s{ = s 2 ~ o, s3 = 1 et la fonction co devient

P3—3MNP =
M N P
P M N
N P M

On peut remarquer que les trois facteurs dont le
produit constitue cp(M, N, P) dans le cas général sont
de la forme

ini n-XN-hP.

Chacun de ces facteurs linéaires égalé à zéro repré-
sente une tangente à la conique

N2—4MP = 0.

Ce qui caractérise ©, c'est donc que cette forme soit
décomposable en trois facteurs représentant des tan-
gentes à cette conique, les trois valeurs de "k corres-
pondantes étant racines d'une équation

^r3— Sja?2— sxx — s 3 = o

ù coefficients entiers.


