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[K'2e]

SUR UNE CURIEUSE; FIGliKR RELATIVE AI! TRIANGLE ;

PAR M. V. THÉBAULT,

Professeur à Ernée (Mayenne).

Dans ce qui va suivre nous considérerons un
triangle ABC dont les côtés sont

BG = a, GA = b, AB = c:

les hauteurs AA', BB', CC'; O, f, I«, I*, \c les» centres
des cercles circonscrit, inscrit et exinscrils de rayons

respectifs R, /•, ra, /^, rc ; J), B, F, Drt, Eö, F a ,
Dè, E*, F^, D r , E r, F c les contacts de ces cercles
avec BC, C \ , AB respectivement; H Torthocentre
(t>o/r la figure).
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1. Sur les prolongements des côtés du IriangleABC,
marquons, extérieurement au triangle, les segments

AB,= BA, AC1=GA, CB2=BC,
CA2=AC, BC3 = CB, BA3=AB.

Nous obtenons ainsi un hexagone B< C< AiB2C3A;{
qui nous paraît intéressant.

Les triangles B1 AC,, A2CB2 , A3BC3 sout respecti-
vement symétriques du triangle ABC par rapport aux
bissectrices extérieures des angles de ce dernier tridngle.
Les droites B,C,, A2B2, A3C3 , antiparallèles des
côtés BC, AB-, CA par rapport aux angles A, C, B res-
pectivement sont donc les secondes tangentes com-
munes extérieures aux cercles exinscrits 1̂  et It., 1̂  et
\(l, \a et \c. D'où cette première propriété :

Les côtés dun triangle ABC prolongés découpent
respectivement sur les tangentes communes exté-
rieures aux ceides exinscrits au triangle des seg-
ments égaux aux côtés de ce triangle.

Considérons le triangle AB, C, par exemple. La bis-
sectrice intérieure I \ de ABC contient aussi le
centre M du cercle inscrit à AB4 C<. Comme A M = IA
et que le point 1 est l'orthocentre du triangle^IrtI^Ic,
M est un point du cercle O< circonscrit à I«I$T6., cercle
homothétique du cercle O circonscrite ABC, le centre
d'homolliétie élant 1 et le rapport

1M ~" i'

Soit alors Df le contact du cercle inscrit M avec BÏ C4 ;
I), 1, pas^e en O{ et

OiD,= O 1 M H - M D , = 2 R + r .
De même

OiEi^ OiF,= 2R4- r = OtDi,



et l'on a ce résultat remarquable :

Le triangle a[3y, formépar les droites B, Cj, A2B2,
C3 A3, c'est-à-dire par les tangentes communes exté-
rieures aux cercles exinscrits Jt,et lc, \aet 1̂ , \aet\c

du triangle ABC, qui est directement homothétique
au triangle orthique A'B'C', est circonscrit à un
cercle de centre Oh et de rayon

Les angles du triangle aj3y, respectivement égaux à
ceux du triangle orlhique A'B'G', sont

7T 2 À , 71 — 2 B, 71 — 2 G.

Par suite les côtés (3y, va, a [3 font respectivement
avec BC, CA, AB trois angles

(C-B) , (C-A), (A-B),

Le triangle J3B|B2, par exemple, est isoscèle et le
milieu de la base B, B2 est le contact E# du cercle
exinscrit 1̂  avec CA, car

B i Kfy = C -h p — C — p =
B,B2

esl donc bissectrice intérieure du triangle a(3y, de
même que aDrt et yFc et le centre du cercle inscrit au
triangle a(3y est OK.

Le triangle rectangle (30<D| donne immédiatement

= OtjicosB

= i R cos B -h r/>

= 2 R (i — cos B ) -h rt, — /- -h 2 R H- r = a R -+- r.



Nous avons ainsi une vérification Irigonomélrique de
la propriété précédente.

Soient P, et Q, les contacts du côlé (3y avec les
cercles 1$ et lc. Ces deux cercles étant aussi exinscrits
au triangle ÀB, C n

Pi Cj =/>-«, BiQ^/^-a

et
PiQt = PiCiH-GjBt+BjQ^Ô +c.

De même
P2Q2= a-f-6, P3Q3 = a + c;

et :

Les segments compris entre les contacts des
tangentes communes extérieures aux cercles \(,
et \ey \c et ln, \,i et U sont respectivement égaux
à la somme des deux côtés correspondants du
triangle ABC

On en déduit que Ton peu! toujours construire un
triangle 0 a\ec les droites I ' iQi, IM^a? ^ Q - v

Par rapport aux éléments de ABC, ce triangle a pour
périmclre

•2 ( a -h b -+- c ) = 4 P ;
pour surface

S = y/ip abc = \f(îbc(a -h b -h c ).

Le cercle inscrit a pour rayon

= K2— ( j ï \

Ce rayon n'est autre que la perpendiculaire Ow à 01
en l et limitée au cercle circonscrit O au triangle ABC.
Le cercle inscrit à ce triangle 6 détermine sur les
côtés des segments égaux aux côtés a, b, c du
triangle ABC.

Le rapport d'homolliélie du triangle ajay et du



triangle orthique A'B'C' de ABC est

'2 R cos A cos B cos G '

2Rcos A cos B cos C étant en eftVi le rayon du cercle
inscrit à A'B'C' en fonction des éléments de ABC.

En désignant par #,, bt1 cf les côtés de afiy, on a

__ Q ' f TR + Z- _ (>. R -+- /Uin A
1 ~~ '2 R cos A cos B cos G ~ cos B cos G

de m ê m e

(*R-+-/•) sin B
O\ = ~-~ ycos A cosC l cosÂcosB

On tîro de là le demi-périmètre/?,, la surface Sf et le
rayon R, du cercle circonscrit, de afly :

p{ = (2 R -f- r) tangxV tangB tangG,

S1 = (o.R -h r)2 tang A tangB tangG,

R l = •**•+>• .

4 cos A cosB cosC

Comme d'autre part a< peut s'écrire

a{ = r/, tangB 4- rc tangG -+- b •+- c,

ou
ci\ = /*i( tang B -I- tangG),

et que
/ D A . B G

r £ = 4 R c o s - sin —cos—->
2 '2 '2

A B . G
r c = 4 R cos — cos — sin — >

2 • 2 2

il résulte que
/ R \

rj = R ( i -4- c o s A -h c o s B -+- c o s C ) = R ( n ) •



D'où une troisième façon d'obtenir ce rayon r{ du
cercle inscrit au triangle a[3y ( f ) .

2. Les symétriques des points B1 e t C , , À2 et B2,
C3 et A3 par rapport aux sommets A, B, C détermi-
nent aussi un triangle yJfi'v' dont les côtés sont respec-
tivement antiparallèles de ceux du triangle ABC dans
les angles A, B, C. Ces côtés de a'j^y' sont les lan-
genles communes intérieures aux groupes de cercles 1
et lrt, I et 1 ,̂ 1 et Ic . Ces tangentes sont les symétriques
des côtés BC, CA, AB par rapport aux bissectrices
intérieures des angles du triangle ABC.

Par conséquent :

Les tangentes communes intérieures aux cercles I
et Irt, 1 et 1̂ , I et\c forment un triangle a' (3'y' inver-
sement homothétique aux triangles a{3y et A'B'C' et
découpent sur les côtés du triangle ABC des seg-
ments respectivement égaux aux côtés de ce
triangle ABC.

Le triangle a'[3'y' a pour cercle inscrit le cercle I

(l) Ces formules ont été signalées déjà, dans Mathesis notam-
ment, 1911, p. 208-?O(), par MM. Neuberg et Oéprez à propos d'une
communication de M. Hayashi, professeur au Collège des Sciences
près de l'Université de Tokio : Sur un théorème japonais. Nous
renvoyons à cet intéressant article les lecteurs que pourrait inté-
resser l'historique de la question que proposa dans Mathesis, en
1896, p. itp, M. Neuberg :

Soient O, I, ïa, I,,, lc tes centres du cercle circonscrit et des
cercles inscrits et exinscrits à un triangle ABC, et soient R, r,
raJ rM rc les rayons de ces cercles. Les quatrièmes tangentes
communes à deux des cercles Ia, IM Ic forment un triangle Kx E^C,.
Démontrer que le cercle inscrit à A,BjC, a même cent/e que le
cercle circonscrit au triangle \alhTc et qu'il a pour rayon

/'j — 2 H + /' = 2 •



inscrit au triangle ABC. Ses angles sont encore

71 — î A , TU — î B , 71 — 2G,

et les côtés font respectivement avec BC, CA, AB les
angles

(G —B), (G—A), ( A - B ) .

Si Pj et Qj , P'2 et Q'2, P'3 et Q'3 désignent les contacts
des côtés du triangle a'Jî'y' avec I et Iô, I et la, I et \c

respectivement,

et :

Les segments compris entre les contact'; des tan-
gentes communes intérieures aux cercles I et Irt,
I et 1$, I et lc sont respectivement égaux aux
différences des deux côtés correspondants du
triangle ABC.

Le rapport d'homothétie des triangles OL' fty' et A'B'C'
est

r
1 R cos A cos B cosG

En désignant par a\, b\, c\ les côtés du triangle a'[3V,
on a

t rsinC
1 ~ c o s B c o s C > J cosAcosG ] ~~ cosA cosB

11 en résulte immédiatement le périmètre p'K, )a sur-
face S\ et le rayon R̂  du cercle circonscrit à a'jS'y' :

/?'j = /• tang A tangB tangG,

S', = r2 tang À tangB tangC,

R =
1 4 cosA cosB cosG

En se reportant aux formules du précédent para-



graphe, on obtient par exemple

ax — a, =1
sin A

>
cosB cosC

d'où
sin ? A •+- sin i B -+- sin i G \

)= i K tang A tangB tangG,

a',) — 4(B -+- /•) tang A langB tang G

= ritangAtangBtangG(acotA4-^cotB-f-ccot G).

l). Les triangles apy et J ^vMiomothéliques à A'B'C'
sont inversement honiolhétiqiies entre eux. Le centre
d'homothélie L, est un point situé sur 10, , entre l
et O,, et tel que

LiO, _ <i\\-h r

d'où
IOi _ a ( R - f - y ) _ •>. H — ra — r

xs étant la distance de L, à BC.
On déduit

r(i'i,-+- /y.) _ r(ru->~ /y )

ai R

y, et ^, étant les distances de L, à CA et AB.
Les coordonnées normales de L, par rapport au

triangle VHC sont donc

OU
A B G

COs 2 —> COS2 —» C O S 2 — >
2 '1 '1

ou encore
i H-cos A, i-hcosB, i-f-cosG.

Nous reviendrons sur ce point tout à l'heure.



4. Les bissectrices Aï, BI, Cl lenconlrent respecti-
\ement le cercle O{ circonscrit à lr il^Ie en M, N, P.
Les tangentes en ces points an cercle O< déterminent
le triangle tangenlieTÏ du triangle MNP. Ce triangle T
est inversement homoihélique du triangle a'JÏV. Le
centre d'homothétie L., est un point de 1O, tel que

Les distances x.,,c)*l, z'o de ce point aux côtés du

triangle ABC sont

, r(4 R — ra ) , / ( \ R — /•/, ) , _
~'l~ > R - w ' Ji~- 2 R - W ' ~ 2 ~ 2 R - + - /

L.', a pour conjugué harmonique par rapport à I et O<
un point L2, centre de similitude externe des cercles I
et O, circonscrit à lrtl/,Ir, que nous allons déterminer
par ses coordonnées normales par rapport à ABC.

Cherchons l'intersection L2 des droites 1,,D et UE.
Les coordonnées normales des points D, E, F sont

o, cos2—? cos 2—; cos2—> o, cos2 — y
2 2 2 'l

COS2— y COS 8 —, O,
2 2

celles de ]ai 1̂>, \c sont

( — i , i , i ) , ( i , — i , i ) , ( i , i , - i ) .

Les équations des droites I a D , I^E sont donc

T

o

—

a

COS2

i

G
2

GCOS2 —
2

I

O

COS2

1

Y

COS2

B
'2

A
2

= o,



OU

/ , G , B \ o , B , G

l ( COS2 COS2 — ) — S COS2 h Y COS2 — = O,
\ 2 1/ r 2 ' 2

, A Q / A . C \ 9 G
a cos2 h p I cos2 cos2 — 1 — v cos2 — = o.

2 r \ 2 2 / ' 2

Les coordonnées normales de L2 sont donc propor-
tionnelles aux déterminants tirés de la matrice

, G , B

cos2 cos2 —
2 2

COS2 —
2

— COS2 —
2

COS2 —
2

cos2 cos2 — — cos2 —
2 2 2

ou, après suppression d'un facteur cos2 —> aux quan-
tités

ou enfin

COS2 h COS2 COS2 — ,
2 2 2

o G , A , B

COS2 h COS2 COS2 — »
2 2 2
A B C

COS2 h COS2 COS2 — y
1 1 1

. A B G
sin — cos — cos —,

2 2 2

. B G A
sin— cos— cos — y

2 2 2

. G A B
sin — cos — cos — y

'1 2 2

A B C
tang — , tang — , tang—.

Ce sont ces coordonnées auxquelles nous sommes
arrivé géométriquement dans notre Mémoire : Sur
quatre triangles homothétiques (Nouvelles Annales,
mai 1915, p. 193), en obtenant les distances x2, y2j 2̂



de L2 aux côtés BC, CA, AB :

Nous devons ici ajouter une curieuse propriété de ce
point.

Il est Vinverse triangulaire, par rapport au
triangle ABC, du point de Lemoine YJ du triangle

K/ a en effet pour coordonnées normales, par rapport
au triangle ABC,

A B C
cot — > cot —, cot— (M.

i i i v

Cetle remarque donne quelques propriétés du point
de Lemoine d'un triangle.

L2 est à l'intersection des trois droites lrtD, I$E, IC.F.
Il est de plus le point de concours des droites \D',
BE', CF, D', F7, F étant les pieds des hauteurs du
triangle DEF, car V, B, C et Ü, E, F sont des points
homologues dans les triangles semblables ABC
et D'E'F'.

Les symétriques AD", BE", CF" des droites AD', BE\
CF' par rapport aux bissectrices Al, BT, CI détermi-
nent par leur intersection l'inverse triangulaire, par
rapport à ABC, de L2, c'est-à-dire le point K' de
Lemoine du triangle I«I/,1C.

Donc d'une manière générale :

Le point K de Lemoine s'obtient en joignant les
pieds des hauteurs d'un triangle aux symétriques

(l) J. NKUBERG, Sur /'hyperbole de Feuerbach (Mathesis,
avril 1893, p. 81-89).
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des pieds des hauteurs du triangle des contacts du
cercle inscrit au triangle orthiqiie par rapport aux
milieux des cotés de ce dernier triangle.

On peut toujours tracer trois cercles ion, t.)/,, ioc

tangents respectivement aux cotés B'A' et A'C',
A' IV et C'B', C'B' et A'G' du triangle oiihique et inté-
rieurement au cercle circonscrit O au triangle \BG.
Soient V', B', C' les contacts de ces cercles avec le
cercle 0 .

Les cercles H, inscrit au triangle VB'G', et wfl, par
exemple, ont pour centre de similitude externe le som-
met V; les cercles O et (o(i ont pour centre de simili-
tude externe A"; L2 est le centre de similitude externe
des cercles O et H. Ges trois points \ \ L2 et A" sont
en ligne droite. Par conséquent :

Si dans un triangle VBG on trace les cercles (o„,
(o/M (o,., respectivement tangents, intérieurement, au
cercle circonscrit O et aux côtés \VM et A'C', A'B'
et C'B', C'B' et A'G' du triangle orthique, les
droites A'A", B'B% C'C" qui joignent les pieds des
hauteurs aux contacts avec le cercle circonscrit, con-
courent au point L2 inverse triangulaire, par
rapport à A'B'C', du point R de Lemoine du
triangle ABG.

Ou encore, les triangles A'B'C' et VB"C" sont
homologiques et le centre dJhomologie est le centre
de similitude externe des cercles O circonscrit à ABC
et H inscrit à A'B'C', c'est-à-dire l'inverse triangu-
laire du point K de Lemoine du triangle ABC par
rapport au triangle orthiqiie A'B'C'.

Les cercles O< et I, qui correspondent aux cercles
précédents O et H d'un triangle ABC, ont pour centre
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de similitude interne un point L, de IO< qui n'est autre
que le centre d'homothétie interne des triangles aJ3y
et a'jî'y' du paragraphe 3.

L, a pour inverse triangulaire par rapport à ABC le
point )v de coordonnées normales

IH-COSA i-f-cosB i-i-cosC

Nous appellerons À le correspondant du point YJ de
Lemoine de lrtl^lc.; il est situé sur Vhyperbole de
Feuerbach, inverse triangulaire de la droite l O O j .

On peut construire aussi trois cercles o>'rt, to'b, M'C res-
pectivement tangents aux côtés BA et AC, AB et CB,
CB et VC, et extérieurement au cercle circonscrit O,
de ] , JAIC en A",, B"n C"r On démontre comme précé-
demment que les droites AA"f, BB'j, CC'J concourent
à Vinverse triangulaire \JK de A par rapport à ABC
ou que les triangles homologiques \BC et X\)S\CJ\
ont pour centre d'homologie L<.

5. Considérons aussi le triangle langenliel T' à ABC
par rapport au cercle circonscrit O. Il est inversement
homothétique au triangle a'rp!'y'; le centre d'homo-
tliétie 1̂3 Cist encore un point de IO tel que

hll - '' •

autrement dit L3 est le centre de similitude interne des
cercles inscrit et circonscrit au triangle \ B C

Les droites (jui joignent les sommets du triangle \BC
aux contacts homologues du cercle inscrit avec les
côtés du triangle a'3'y' se coupent enL ;{. Comme cha-
cune de ces droites est symétrique de AD, BE, CF, par
rapport aux bissectrices intérieures des angles du
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Iriangle ABC, on obtient ici une autre démonstration
de cette propriété que nous avons donnée dans cette
Revue (•) :

Dans un triangle, Vinverse triangulaire du point
de Gergonne J est le centre de similitude interne des
cercles inscrit et circonscrit.

Les trois triangles homothétiqwes aj3y, otlfi'r' et Tont
pour droites homologues

st R -h r, /* et 2R.

D'où cette propriété remarquable que l'on peut rap-
procher de celle contenue dans noire Mémoire : Sur
quatre triangles homo thé tiques (Nouvelles Annales*
mai 1910, p. 206) :

Toute droite du triangle a(3y égale la somme des
droites homologues dans les triangles T et a'P'y'.

En particulier, les côtés du triangle aj3y égalent
respectivement la somme des côtés homologues dans
les triangles T et a'[3'y'.

6. Les triangles a[3y et A/B'C des pieds des hauteurs
de ABC ont pour centre d'homothélie un point L4

de O4 H tel que

L4 H ') R 00s A cosB cosC
_ _ _ = 2 R + /,

Les coordonnées normales de ce point, par rapport à
l'un ou à l'autre des triangles VB'C' et a3y, sont

A B C
COt — y COt —y COt — •

2 2 2

(') R. GooRMAGHTiGH et V. THEBAULT, Sur une question de
Mannheim et ses applications à la geometrie du triangle (Nou-
velles Annales, t. XVI, 1916, p. io4).
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De même a'jî'y' et A'B'C', inversement homothé-
tiques, ont leur centre d'homothétie h\ sur IH de telle
façon que

L'4 H 2 R cos A cos B cos G

R sin A sin B sin G R
= ^cosAcosBcosC = ^
__ tangA -+- tangB -+- tangC

sin A •+- sin B -h sin G

tangC

7. Dans le cas particulier où le triangle ABC eslrec-
tangle en A, le précédent paragraphe présente quelque
curiosité.

Le triangle orthique A'B'C' étant dans ce cas aplati
suivant la hauteur A A' relative à l'hypoténuse, deux
cotés de chacun des triangles a|3y et a'^'y' deviennent
parallèles et perpendiculaires à l'hypoténuse.

On a, par suite,
ra = r -h rb + rc

ou
/-/,-f- vc— 'iR,

et dans un triangle rectangle la somme des rayons
des cercles exinscrits dans les angles aigus égale
Vhypoténuse.

8. Formons les triangles D{ E{ F{ etD^ E\ F[ des con-
tacts des côtés des triangles aJ3y et a;p'y' avec leurs
cercles inscrits O4 el I. Ces triangles sont, le premier
directement, le second inversement homothétiques au
triangle ABC.

On a en effet, par exemple,

Les droites AD, et AD', sont du reste symétriques
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de AD par rapport à \t,\c. Les trois points D,, A et D',
sont par suite en ligne droite. 11 en est de même de E«
BeiE, , F,, C et F't.

Ces trois droites D, VD't, E,BE'{, F,CF'4, symé-
triques respectivement de AD, HE, CF par rapport aux
bissectrices Aï, Bl, Cl, sont concourantes au point L3

inverse triangulaire du point de Gergonne J
de ABC.

L3 est par suite le centre de similitude commun aux
deux groupes de cercles O\ circonscrit à ï)t E, F, et (),
O e i l .

De plus, en nous rappelant noire Mémoire précé-
demment cité : Sttr une question de Mannheim et
ses applications à la géométrie du triangle* nous
obtenons ce résultat :

Les droites D, AD'nE, BE',, \<\ CF', rencontrent res-
pectivement le cercle O circonscrit au triangle ABC
aux points de contact des cercles tangents extérieu-
rement à O et respectivement aux côtés B V et VC,
\Cct CB, CU et B \ .

9. Les triangles a[Üy et ABC sont homologiques ; car
la droite Aa, par exemple, qui joint les centres de simi-
litude externes V et a des groupes de cercles I et I,,,
1̂  et O, inscrit au triangle £|3y, contient aussi le centre
de similitude externe des cercles O, el J, c'est-à-dire
un point R de 10, lel que

Hf _ _r__
ROi ~~ ÎR^w-"

Les dislances xu yA, zs de ce point aux côtés du
triangle \BC sont

. r(r-v-rtt) __ /•(/•-+- r/,) _ _ r(r-\-rc)
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Les coordonnées normales de ce point par rapport
à ABC sont donc

r -4- f\ , /• -h rb, r -+- />,
OU

A B — C . B A — C . G A — B
sin — cos , sin —cos , sin — cos

' 1 2 2 2 '1 x

Le centre d'homologie des triangles ajüy et ABC est
donc ce point R; Taxe d'homologie est la droite A
qui joint les pieds des bissectrices extérieures du
triangle ABC.

Les triangles a[3y et lalb^c sont aussi homologiques ;
le centre est O< et l'axe la droite A précédente.

D'où cette propriété :

Les triangles ajây, ABC et laUIc sont homologiques
entre eux ; r axe commun dliomologie est la droite A
des pieds des bissectrices extérieures du triangle ABC
et les centres respectifs sont le centre de similitude
externe des cercles I et O, de rayon 2R + /1, le
point Oj et le centre I.


