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[M36ba]

NOTE SUR LA COURBE BE VIVIAN ;

PAR UN ANONYME.

Les théorèmes énoncés par Mlie Anne de Préhyr,
sur la courbe de Viviani, dans le numéro d'août sep-
tembre 1914 des Nouvelles Annales de Mathéma-
tiques, se démontrent aisément par la Géométrie ana-
lytique.

Soient

(i) x2-^-y2-\-z2—a-— o.

( } ) x- -h y'2 — a x = o

les équations de la sphère et du cylindre dont l'in-
tersection constitue la courbe de Viviani. Désignons
par A. l'extrémité du diamètre du cercle (2) dirigé sui-
vant Ox, par M un point quelconque de ce cercle,
par o l'angle MO A. Les coordonnées du point M
sont #cos2o et asinescoso. Si l'on cherche l'intersec-
tion de la verticale menée par ce point avec la sphère,
on trouve que l'ordonnée du point P, ainsi obtenu, est
égale à a s in» . Les coordonnées de P sont donc

(3 ) a? = <7 coss'.p, y = a sin'-p costp, £ = asinc>.

La dernière montre que l'ordonnée MP est égale à MA.
Donc les triangles OMP et OMA sont égaux et, par

suite, aussi les angles MOA et MOP.
On peut encore dire que le lieu du point P s'obtient

en faisant tourner les triangles MOA, autour de OM,
de manière à les amener dans le plan vertical M.Oz.



( ' 7 ' )

Si, sur MP, on prend un point \\ tel que MP4 = MO,
le lieu du point P< est une courbe dont l'étude peut
utilement être associée à celle de la courbe de Viviani.
Le triangle OMP, étant rectangle et isoscèle, on voit
que la courbe en question résulte de l'intersection du
cylindre (%) et du cône de révolution

x2-hy2— -s2 = o.

Des formules (3) on déduit sans peine

. dy dz
= — a sinaœ, -—• = ci cos? c, —r- = a coso ;

' do T d(0 '
dx . dy dz
— = — a sinaœ, -—• = ci cos? c, —r-
d

puis

d*y . d*~z
d'f2 ' do2 T do1

Appelons A, B, C les coefficients de l'équation du plan
oscillateur en P ù la courbe: on sait qu'on a

. __ dy d%z dz d~y
do d'^'1 dy dv-

et les formules analogues. En effectuant les calculs, on
trouve

A = a2 sincp(i -+-1 cos2cpj, B = — 2a - co3
3cp, G = 2 a 2 .

Le plan tangent en P à la sphère (1) a pour équation

(f\) x cos2cp + j si M o cos o -f- z Mncp — a = o.

Sa trace sur le plan xOy est représentée par

(3) a?cos2o -+-y sincp cos9 —- a = o.

Appelons T le point d'inierseclion de OM avec Ia
tangente en A au cercle (2). La droite représentée
par (5) passe en T et est perpendiculaire à OT. Elle



enveloppe donc une parabole qui a pour sommet le
point A et pour foyer le point O.

Pour trouver les coordonnées du point de l'arête de
rebroussement de la surface développable enveloppée
par les plans tangents à la sphère aux points de la
courbe de Viviani, différenlions deux fois l'équa-
tion (4), nous obtenons

( 6) :rsiii2<f—y cosi'z— s cos o = o ,

( 7 ) 2 x cos T. 'f •+• '2 y si n i o -h z si n o = o.

La première de ces équations représente le plan
normal en P à la courbe de Viviani ; l'arête de rebrous-
semenl esl donc bien une développée de celle courbe.

Les coefficients de l'équation (6) sont proportionnels
à dx, dy, dz et ceux de l'équation (7) à d'2x, d2j\ d2z.
La droite qu'elles représentent est donc parallèle à la
binormale. Ainsi, Taiête de rebroussement de la sur-
face développable est située sur le cône obtenu en
menant par le centre de la sphère des parallèles aux
binormales de la courbe de Viviani.

Des équations (4), (Ö), (7) on lire, pour les coor-
données d'un point de l'arête de rehaussement, les
valeurs suivantes :

a s i n o ( i -1- 1 cos2cp) _ ,

~ S i l l 9 ( ' 2 -H COS'2Cp)

— l Cl COi53C2

y = ^— — A B,
^ sincp( 'i - j - c o v y )

>. a
Ch! Il O('2 -h COS-O)

en posant

a Mno('i -f- cos-cp)'

d'où il résulte que la dislance de ce point à l'origine



est égale à

(8) r = \/x* H-jr2 -f- 32 == X y/A2 -f- B2 -f- C2.

Le plan osculateur en P a pour équation

x0, jKo? ̂ o étant les coordonnées de P. Le centre de
courbure, d'après le théorème de Meusnier, est situé
sur la perpendiculaire abaissée de O sur ce plan. Sa
dislance à l'origine est égale a

A x0 -+- ByQ - - C z0
[i

\/\'2-
On a donc

H r = À ( A .r0 — Bjo -f- G z0 )

et, si l'on fait les calculs, on Iroinc

La tangente en P a pour équations

x — acos2cp y — «sincpcoscp z — asincp
— tfsinj&cp «cos 2©

Elle perce le plan xOy en un point Q dont les coor-
données sont

, . _ a sin3c$

Ce point est naturellement situé sur Ja tangente en M
au cercle (2) et la distance MQ est égale à a tang y;
c'est-à-dire à MT. De plus, le calcul du coefficient
angulaire montre que AQ est parallèle à O ï . La
figure MTAQ est un rectangle et le lieu du point Q
est la cissoïcie, podaire de la parabole enveloppée
par TQ, par rapport à son sommet.

Puisqu'on sait tracer, avec la règle et le compas, la



( '74 )
tangente à cette courbe qui, avec le point P, détermine
le plan osculateur à la courbe de Viviani ; on sait, par
cela même, construire ce plan et par suite le centre du
cercle osculateur qui s'obtient en projetant sur lui le
point O.

La droite qui joint le point P au point (o, o, a) a
pour équations

x __ y __ z — a
acos2cp ~~ asincpcostp ~ asincp — a

Sa trace sur xOy est déterminée par les relations

a cos2 ©

d'où l'on déduit

X' -+- y2 — a x x x2 -*- y2 — a x
si 119 = ^ — t eus 9 = ^ —T x2-±-y'2 T y x-^y-

et par suite

Si l'on transporte l'origine des coordonnées au point A,
cette équation devient

x(x<2-^yi) -4- a(x2 — y2) = 0 ,

équation d'une strophoVde droite dont le sommet est
en O et le point double en A.

Les équations de la droite qui joint P au point
(— #, o, 0) sont

x ~h a y z

c o - ^ ç ^ ! sinepeosep sincp

Sa trace sur le plan ƒ Os, quand o varie, est la courbe

c'est une lemniscate.
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On trouve de même sans difficulté que la droite

x — a ___ y __ z
cos'cp — i ~~ sinocoscp ~~ sincp

qui joint P au point (a, o, o), a pour trace sur ce plan
l'hyperbole équilatère

Enfin, la droite horizontale, qui rencontre à la fois
Taxe des z et la courbe de Viviani, a pour équations

y = x

Elle engendre le conoïde représenté par

Celui-ci coupe le cylindre

x~ -+• y2 — « 2 = o

suivant deux courbes planes situées dans les plans


