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[K'13a]

SUR UNE CONFIGURATION CONNUE (9 POINTS, 12 DROITES);
POINTS D'INFLEXION D'UNE CUBIQUE PLANE;

Par M. G. FONTENE,

I.

1. Dans une Note précédente ('), j'ai considéré une
configuration connue (g points, g droites). Les neuf
points étant ceux du Tableau

A A A
B B B
jo oo

chacune des neuf droites qui joignent un point de la
premiére ligne & un point de la seconde passe par un
point de la troisieme (fig. 1). Si Uon veut que la
droite joignant deux quelconques des neuf points
passe par un troisiéme, il faudra que chaque ligne
horizontale du Tableau donne encore trois points
alignés (on verra que lafigure ne peutalors étre réelle).
Les douze droites sont :

(1) (ABC, A'B'C/, A"B'C"),
(2) (AB'C’, A'B'C, A"B C'),
(3) (AB'C', A'B C", A"B'C ),
(4) (AA’A", BB'B, C C'C’);

elles correspondent aux colonnesdu Tableau ci-dessus,
a ses lignes, aux lermes positifs du déterminant symho-

(') Méme numéro, p. 64.
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lique donné par ce Tableau 4 ses termes négatifs

(régle de Clebsch pour les neuf points d’inflexion d’une
cubique plane).

Les neuf conditions relatives a la configuration précé-
demment étudiée se réduisent & huit, comme on I'a vu.

Fig. 1.

A"

Les trois conditions nouvelles qu’on impose ici se rédui-
sent & deux, et ce [ail est une conséquence du premier.
En effet, sil'on considére le Tableau

A B C
AI B’ C,,
Aﬂ B Cil

il arrive déja que.chacun des six alignements

AB'C", BC'A’, CA'B",
AB"C’, BC'A’, CA"B'

est réalisé ; dés lors, deux des alignements

AA’A", BB'B", cC'C



(71)
entrainent le troisiéme. Ainsi, les douze conditions
apparentes se réduisent & dix conditions distinctes;
le systéme dépend de huit paramétres.

2. Avant d’aller plus loin, il nous sera commode de
modifier pour un certain temps la notation. On aremar-
qué précédemment que, dans la configuration primitive,
les trois triangles

A"BC, AB'C', A'B"CY,
par exemple, sont tels que le premier est circonscrit
au second, le second au troisiéme, le troisiéme au pre-

mier. Si I'on remplace les notations A”, A, A’ par les
notations A; A’; A’/ les trois triangles

ABC, A'B'C’, A"B"C”

seront tels ( fig. 2) que le premier est circonscrit au

second, etc. On aura de plus ici les alignements AA’A’,
BB'B", CC'C’. Clest cette notation qui va se présenter
naturellement a nous dans la recherche suivante.
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Proposons-nous a priori de déterminer un systéeme
de neuf points tel que la droite joignant deux quel-
conques de ces points passe par un troisiéme.

Comme il doit passer quatre droites par chaque

. . X 4 .
point, le nombre de ces droites sera 3 2 2 —=12.Si A,

B, C sont trois des neuf points qui ne sont pas en ligne
droite, chacun des cotés BC, CA, AB doit porter un
troisi¢éme point du systéme ; soient A', B', G les points
en question. Les trois derniers points A”, B’, C" doi-
vent étre d’une part sur les droites B'C/, C'A’, A'B/,
d’autre part sur les droites AA/, BB/, CC/, puisque
chacune de ces six droites ne porte jusqu’a présent que
deux points du systeme; par suite A", B’, C" sont
les intersections respectives des droites B'C’ et AA’,
C'A’ et BB, A’B’ et CC/. Mais onn’a, jusqu’a présent,
que neuf droites, etil faut encore que le triangle A"B’C”
soit circonscrit au triangle ABC, car la droite AB", par
exemple, ne peut contenir aucun des points B, G, B,
C’, A/, A", et cetledroite doit passer en C’. Finalement,
les trois triangles ABC, A'B'C/; A”B"(” sont tels que
le premier est circonscrit au second, etc. et 'on a en
outre les alignements AA’A” BB'B", CC' (7 ; le sys-
téeme indiqué au début de cette Note est le seul qui
réponde a la question.

3. Conservons les mémes notations. Le triangle ABC
étant pris comme triangle de référence, les coordonnées
des points A/, B’y C' seront

(o, a, 1), (1,0, b), (c, 1.0).
Celles des points A”, B, (! seront de la forme
(m, a, 1), (1, n, ), (e, 1, p),

en lenant comple desalignements AA’A", BB'B’, CC'CY,
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et I’on aura les conditions

abec +1 . abe +1
= b

m =

abc+1
-, n= ——— = —)
b c a

en exprimant que le triangle A"B"C" est inscrit au
triangle A’B’C/; la premiére condition exprime, par
exemple, que les points A", B/, (! sont en ligne droite
m a 1

o b|=o.

c I o

I

Sil'on pose
abc +1=w,

on a pour les coordonnées des points A", B”, ¢/,

[0) w w
(Z,a,l), <1,;, b); <c, 1,;)-

On a jusqu’ici nenf conditions. 1l faut maintenant
que le triangle A”B” (" soit circonscrit au triangle ABC,
et nous savons déja que les trois conditions impliquées
par cet énoncé se réduisent a une seule.

On le vérifie aisément. Supposonsque les points A,
B’, C" soient en ligne droite, et considérons le Tableau

B G A
B C A
i/ Bl/ Cr A/;

les huit alignements autres que P'alignement C, A", B’
ayant lien par hypothése, ce dernier a lieu aussi. En
considérant le Tableau

C A" B
¢ A B
lc A B,
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on voit de méme que les points BC"A” sont en ligne
droite.

Analytiquement, le [ait que les points A, B’, C* sont
en ligne droite, se traduit par I'égalité

gl

w w
—-—tb=1:—) ou _—
c a be

on doit donc avoir, en se rappelant la définition de w,
(5) abc = w?, wl—w-+1=o0,

w étant ainsi une racine cubique imaginaire de
Uunité négative. On peut écrire pour les coordonnées
des points A", B", C’

w b c o, /v a
(I,-Eywy :)) ,;a K-I;v;’l

Les huit paramétres du systeéme sont les six para-
metres des points A, B, C, et deux des trois quantités
a, b, c liées par la relation (5).

LLes quatre droites ABC', AB'C, AB"C’, AA’A"issues
da point A, ont pour équations

g

a
s =0, _}'=0, ;:a,

=a,

Y
¥4
des six rapports anharmoniques fournis par ces quatre
droites, trois sont égaux a P'une des racines cubiques
imaginaires de 'unité négative, et les trois autres a la
racine conjuguée : un tel faisceau de quatre droites est
dit éguianharmanique (*).

4. Les neul points considérés sont les pivots d’un

(') Avec des axes de coordonnées quelconques Az, Ay, les coef-
ficients angulaires des quatre droites sont racines d’une équation
du quatriéme degré dont Vinvariant S est nul (SaLMoN, Algébre
superieure, p. 269).
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faisceau de cubiques planes, puisque ce sont les inter-
sections de trois droites par trois autres (et cela de six
maniéres ) ; toutes ces cubiques ont pour pointd’ in-
Jflexion les points en question. Le triangle ABCétant
pris comme triangle de référence, I'équation

(6) Acys(y—az)+Bazx(z —bx)+Chxy(x—cy)—zyz=o

représente en effet des cubiques qui passent par les
points A, B, C et par les points A’, B, C'; si 'on écrit
qu’elles passent par les points A’, B", C, on ales condi-
tions

+C=1, -g A
lesquelles se réduisent a deux. On constate facilement
que le point A, par exemple, est un point d’inflexion,
la tangente étant Cy =Baz; il en est de méme des
points B et C; comme les trois triangles ABC, A'B'C/,
A"B'C’ jouent le méme role, les neuf points sont des
points d’inflexion. On retrouve bien les neuf para-
métres d’'une cubique, puisque a, b, ¢ doivent vérifier
la relation abc = w?.

Le résultat précédent ne difféere que par la forme de
celui-ci qui est dia 4 Hesse : toute cubique menée par
les neuf points d’inflexion d’une cubique a aussi ces
points pour points d’inflexion. (En particulier, la
hessienne d’une cubique a les mémes points d’inflexion
que la courbe elle-méme.)

II.

5. Nous reprendrons ici les notations primitives.
Prenons comme triangle de référence I'un des quatre
triangles qui ont pour cotés les quatre groupes de trois



droites :

(1) (ABC, A'B'C/, AB"C"),
(2) (e s e )
(3) (cevnnn ) eeeaeay seeaaen )y
4) (AA'A", BB'B’, C C'C");

ces triangles, dont chacun porte sur ses c6tés les neuf
points considérés, sont appelés triangles inflexionnels
dans la théorie des cubiques. Prenons, par exemple, le
triangle LMN dont les cités portent respectivement
les points A, A/, A”, les points B, B/, B’, les points C,
a, C.

Si 6 est une racine cubique imaginaire de 'unité
positive, on peut réprésenter les neuf points par les

relations
AM A'M A™M
= g . =02
AN AN aw e
BN B'N B'N
_— — — = 02
sp =% T =% gL =98
CL C'L 'L
— —_— = 0“ —_ = 02
cM-0" Tm 0 o = 1
avec
(7) afy=1;

on a bien huit parameétres.
Voici la démonstration. On a pour les coordonnées
du point A, par exemple,

N
sin M

z
x =o, Z=—2 ’
Y

AN
. sin N
. | ’ BovoA
ou, en remplacant a, {, v par VYR
LA e
xr = o, wsinM.y = —vsinN.z;
en posant

X = Asin f.x, Y= psin/ﬁl.y,
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les coordonnées X, Y, Z des neuf points sont :

( o, I, _I)y ( o, I, _6)1 ( 0, I, _02)1
(—I, o, 1)7 (_07 o, ')7 (_eza o, l)’
( 1, —1, 0), ¢ 1, —9 0), ( 1, —02, 0).

Conformément au Tableau de Clebsch
AATA"
BB'B”
ccer,
les quatre systémes de trois droites auxquels donnent
lieu les douze points sont :

(1) X+Y+Z=o0, X+02Y+0Z=0, X+ 0Y+4082Z=o0,
(2) 2X+Y+Z=0, X+ Y~+02Z=0, X+602Y+ Z=o,
(3) 6X+Y+Z=o0, X+0Y+ Z=o, X+ Y+ 0HZ=o,
(4) X =o, Y =o, Z=o.

6. L’équation générale des cubiques passant par les
neuf points est
(X4 Y Z) (X 4 02Y 4 0Z) (X +0Y + 02Z) -+ = XYZ =o,
ou
(%) X3 Y3+ Z3— 3k XYZ =0

c’est I’équation canonique habituelle. On vérifie que la
droite X = o contient trois points d’inflexion en met-
tant I’équation sous la forme

(kX + Y+ Z) (kX +&¥+0Z)(kx +0Y +62Z) = (A® —1) X3;

les tangentes aux points d'inflexion A, A’, A" sont en
¢vidence.



(78)
IIl.

7. Le Tableau de Clebsch peut étre écrit sous la

forme
00 o1 02

10 II 1I2

20 21 22,

chacun des neuf points étant désigné par deux nombres
(comme un élément d’un déterminant). I'rois des neuf
points sont alorsen ligne droite si la somme des pre-
miers indices, aussi bien que celle des seconds, est
multiple de 3. Les couples numériques oo, o1, ...
acquiérentun sensréel par la théorie des fonctions ellip-
tiques, et 'énoncé précédent se présente alors de lui-
méme.

1V.

8. Les seize points d’une biquadratique gauche en
lesquels le plan osculateur est surosculateur sont tels
que le plan qui passe par trois quelconques de ces points
passe par un quatriéme. Comme il passe cinq plans par
chaque point, le nombre de ces plans est

16 <5

A

20.



