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DETERMINATION DE LA TANGENTE ET DU RAYON DE
COURBURE EN UN POINT DE CERTAINES COURBES
PLANES;

PAR M. R. BOUVAIST.

PREMIÈRE PARTIE.

THÉORÈME. —• Soient f-{-"k® = o un faisceau
linéaire de courbes algébriques planes, les courbes
de base f et cp étant de degrés m et n, et F la courbe
du faisceau passant par un point O du plan.

i° La tangente à F en O passe par Vintersection
des droites polaires de O par rapport à f et cp.

2° Si Q et QM Q' et Q, sont les intersections de
la tangente en O avec les coniques polaires de O
par rapport à f et cp, P et P' les intersections de la
normale en O avec les droites polaires de ce point
par rapport à f et cp, le rayon de courbure de la
courbe F au point O est donné par la f or mule

m n
OP ~~ ÜF

r m (m — i ) n ( ri — i )
OQ.OQ' ~ OQt.OQ;

i° Les droites polaires du point O par rapport à
toutes les courbes du faisceau f-\- Xcp passent par un
point fixe, qui doit être sur la tangente en O à F, tan-
gente qui est la polaire de O par rapport à F.

2° Soient

ƒ =fm -+-ƒ,«-! + . . .
-h A x2 H- 2 B xy + G / 2 + 2 D ^ + 2 E / + F =o,

- C'y*-h iD'cc -h sE> -+- F'= o
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les courbes de base du faisceau^ les axes étant la tan-
gente et la normale en O à la courbe F. Si p est le
rayon de courbure de F en O, on a

ou, puisque

Les droites

fy-\
H / : • - •

F + )*F' =

P

polaires de

2D x -4-

2 D'à? -+•

-Xcp ' r

" H*
• 0 ,

E

A

0 par

2E74
2 E> -i

E-+-
A-f-

E'
F
A'

' F

XE'
• X A ' " 1

rapport à

- m¥
- nF'

= 0,

= 0 ;

les coniques polaires sont

on

i

en

f)O

déduit

Of

(m —
2

m F

1) F

A

n F

d'où

P = — m (m — i) n(n — i)

OQ.OQ' OQt.OQ',

REMARQUF. — Si Ton désigne par A ,̂ A2, . . . , Am les
points d'intersection d'une droite OA4A2 . . . avec / ,
la droite polaire de O par rapport à f est le lieu des
points P, tels que

m
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la conique polaire de O par rapport à ƒ est de même
le lieu des points Q tels que

öQ~~OÂJ VÖQ ~~WTj) = o ;

on voit donc que, si Ton peut déterminer les points
d'intersection de deux droites passant par O avec ƒ
et o, on peut construire la tangente en O à F, et si de
plus on peut déterminer les intersections de cette tan-
gente avec ƒ et cp, on peut construire le rayon de cour-
bure de F en O.

Construction de la formule

OP
n

' ÜP7

m ( m — i ) n ( n — i )

La droite
OQ.OQ' OQi.OQ;

x
OQ.OQ.

OQ'.OQ',)

y
OQ.OQ,

(m-i)OP
OQ'.OQ',

n(/î —i) (n-i)OP'

coupe visiblement la normale Oy au point d'ordon-
née p. Le cercle PQQi coupe Oy enP<; le cercle PP»A,
A étant un point quelconque de Ox, coupe Ox en R;
on a

OQ.OQi „ OR OP.OPi_OQ.OQ,._ et OK= -OP,=

de P4 et R on déduit le point S de coordonnées

OR OPt

m ( m — î ) ? m — i'

on construit de même le point S' en partant des



points P', Q', Q', ; la droile TS' coupe O y en T et
Ton a

CAS PARTICULIERS. — i° Courbes A4 A2 . . . Aw = K".
— Nous supposons que A,= .r cos a;-f-y si na/—/?,;
les courbes considérées sont donc les courbes n'ayant
pas de points communs à distances finies avec leurs
asymptotes.

Détermination de la tangente. — Dans le cas
actuel, la courbe cp est la droite de l'infini; la tangente
en un point O de la courbe considérée est donc paral-
lèle à sa droite polaire par rapport aux asymptotes.

Détermination du rayon de courbure. — La for-
mulegénéraledonne(/i— i ) p = è\v> > ^e cercle PQQ'
coupe la normale en N et ON = ( / i — i ) p . Les
points Q et Q' sont d'ailleurs symétriques par rapport
à O. Dans le cas des coniques, on a les propositions
suivantes :

La tangente en un pointM d'une hyperbole coupe
les asymptotes en Ae^B; la parallèle à AB, menée
par le centre de la courbe, coupe la normale en M au
point N; le cercle ABN coupe la normale en un
point N' tel que MN' est égal au rayon de courbure
en M.

Et encore :

O A et OB étant un couple de diamètres conjugués
d'une ellipse de centre O, la perpendiculaire
abaissée de O sur la tangente en A coupe cette tan-
gente en P, la perpendiculaire élevée en B à la
droite PB coupe OP en P', PP' est égal au rayon
de courbure ou point A.

Remarquons aussi que la méthode ci-dessus s'ap-
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pliquc à la conchoïde de Külp x2 (y2 -+- a2) — a* = o
(Nouvelles Annales, igi3, p. 193).

20 Courbes du troisième ordre. — L'équation
d'une courbe de degré m peut s'écrire sous la forme
A, A2...Aw + ©m_2 = o, A,, A2, ..., Am étant les asymp-
totes de la courbe, <pm_2

 UI* polynôme de degré m — 2
en x et y\ la méthode générale s'appliquera donc à
toutes les courbes, telles qu'on puisse déterminer la
droite et la conique polaire d'un point par rapport à la
courbe com_2 = o : c'est le cas des courbes du troisième
ordre pour lesquelles on a A< A2 A3 + a2 A4 = o ; on voit
donc que :

La tangente en un point quelconque d'une courbe
du troisième ordre passe par l'intersection de la
droite polaire de ce point par rapport aux asymp-
totes, et de la droite joignant les points d'inter-
section de la courbe et des asymptotes.

La formule générale donne pour expression du rayon
de courbure

OQ.OQ' OQ.OQ'
P = • 2OP 6OP'

expression qui se construit immédiatement.
Remarquons enfin que la détermination de la droite

et de la conique polaire d'un point par rapport à trois
droites est particulièrement simple; on sait en effet que
si O est le point donné et ABC le triangle des trois
droites, les droites AO, BO, GO coupent BC, C A, AB
en a, (3, y; les droites j3y, ya, a (3 coupent BC, CA, AB
en L, M, N; la droite LMN est la droite polaire de O,
et la conique polaire est circonscrite au triangle ABC
et admet pour tangentes en A, B, G les droites LA,
MB, NC.
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3° Courbes du quatrième ordre. — Pour ces
courbes on a

A! A2A3A4-+- a 2 c p 2 = o,

la courbe <22 = ° étant une conique ; donc :

La tangente en un point d'une courbe du qua-
trième ordre passe par Vintersection des droites
polaires de ce point par rapport aux asymptotes, et
par rapport à la conique passant par les points
d'intersection à distance finie de la courbe et de ses
asymptotes.

Le rayon de courbure s'obtiendra en construisant,
comme il a été dit plus haut, la formule générale.

REMARQUE. — Pour obtenir la droite et la conique
polaire d'un point par rapport à quatre droites A<, A2,
A3, A4, on remarquera que la droite et la conique
cherchées coupent A., par exemple aux points d'inter-
section de cette droite avec la droite et Ja conique
polaire du point donné par rapport à Al5 A2, A3. On
construirait de même la droite et la conique polaire
d'un point par rapport à un système de n droites.

4° Courbes d'ordre supérieur au quatrième. —
Pour ces courbes A< A2... A^-hcp^o^o la méthode ne
s'appliquera que si la courbe ®p_2 — o se décompose en
un système de droites et de coniques, tout au moins
dans le cas général. Remarquons encore que la méthode
générale s'applique aux courbes

Aj A2 . . . Aw -4- X A ; A2 . . . Mp == o
ou

A, == x cos &£ -hy sin 0̂  — /?,;

elle conduit en particulier à une solution très simple du
problème suivant : Construire le rayon de courbure
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en un point d'une conique déterminée par cinq
points.

REMARQUE. — La nature des points à l'infini d'une
courbe pouvant modifier à la fois la construction de la
droite et de la conique polaire d'un point par rapport
aux asymptotes, et la courbe ®p-.2î o n aurait, en envisa-
geant les divers cas qui peuvent se présenter, un grand
nombre de propositions particulières qui ne peuvent
trouver place dans un exposé aussi sommaire.

En voici quelques exemples :

Soient F une cubique admettant une asymptote
simple D coupant la courbe en À, et une asymptote
de rebroussement A, M un point de la courbe, la
parallèle à D menée par M coupe A en M,; si Von
prend sur O M, le point M\ tel que OM, = 3 OMh la
droite passant par M'4 et rintersection de D et de A,
coupe la parallèle à A menée par A en T ; TM est la
tangente à F en M.

Soit F une cubique circulaire passant par son
foyer singulier F et d'asymptote D; soient M un
point de la courbe, A la perpendiculaire menée à
MF en F, les parallèles à D et A menées par M cou-
pent A en M|, D en M_; si Von prend sur O M, et

______ o _______

OM2 les points M̂  et M', tels que O M ' ^ - O M , ,
ÔM'2 = 3OM2, la droite M't M2 coupe la tangente
en F à T en T, TM est la tangente à T en M.

Soit F une quartiqiie bicirculaire à asymptotes
d'inflexion; soient M un point de cette courbe,, F et F/

les foyers singuliers; la tangente en M à Y est paral-
lèle à la polaire de M par rapport aux perpendicu-
laires en ¥ et¥' àU¥ et MF'.
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DEUXIÈME PARTIE.

Considérons dans le plan n points fixes P4, P 2 , . . . , P^,
et supposons que les distances r4, r2, ..., rn d'un point
variable O à ces points fixes soient liées par la relation
ƒ ( r n r2, ..., rn) = o ; dans ces conditions le point O
décrit une courbe C ; déterminons la tangente et le rayon
de courbure en O à cette courbe.

Prenons pour axes la tangente et la normale
en O à C; nous avons

& = o, d'où fx = V / ; y t t = o,

ou, en désignant par a,-l'angle xOP,-,

donc : la normale au point O de la courbe C est la
résultante des vecteurs OSi=f'ri portés sur OP/.

Cette construction est bien connue.
Le rayon p en O est donné par la formule

d'où, en remarquant que
, ,, sin2 a,

rix = cos %t et rix% = ,

r'iy = sin a/ :

P= ~

(A c°s2a,-f- 2/;.r.cosa/cosay)

Cette formule conduit à des constructions géomé-
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triques simples dans un certain nombre de cas que
nous allons étudier rapidement.

i° Courbes nK rK + /?2>*2-K • •+ nnr,, = K. — Nous
aurons

%t s i n a .

la perpendiculaire élevée en P, à la droite OP* coupe la
normale en O au point N, et Ton a

sina,

d'où

Pour déterminer la normale en O nous avons porté
sur les droites OP, des segments OS*— nl et nous avons
pris leur résultante, la longueur de cette résultante est
égale à S ̂ sin ao et si T, est la projection de Sf sur la
normale, OT\ = nt sin a,. Nous sommes donc ramenés
à construire un segment p déterminé par la relation

m -4- n -4-.. .-4- A. H- / m n l
4 4 *

connaissant les quantités m, /i, . . . , / et les points
N<, N2, ..., N/|. La construction est immédiate, il suffit
de déterminer les points N', tels que ON,. ON', = K2, de
construire le point G tels que

et enfin le point C tel que 00 .00 '== K2; le point C
sera le centre de courbure cherché.
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REMARQUE. — Parmi les courbes étudiées se trouvent
les quarliques bicirculaires pour lesquelles, /*,, r2, r3

désignant les dislances d'un point de la courbe à trois
foyers, on a lr{ -\-mr2 -+-nr3 = o, et les cubiques
circulaires qui correspondent au cas où l±m±n = o.

CAS PARTICULIER. —• Un cas particulièrement simple
est celui des cartésiennes pour lesquelles on a
ns r< + n2r2 = K.

Supposons par exemple /i, et n2 de même signe, la
normale sera comprise entre les droites FO, F'O, F et
F' étant les foyers (cette supposition ne diminue
d'ailleurs en rien la généralité du raisonnement quiv.i
suivre); soit xOxf la tangente en O; posons

FO^ = a, F'()*•'= S;
nous aurons

rii sin2a /i2 sin2 £>

r2
p 7ii s i n a -+- n-2 s i n Ö '

nous avons aussi nK cosa:=:/i2 cos J3 et en désignant par
N l'intersection de la normale avec FF ; :

O N ( / ' i cos a 4 - r2 cos 43) = ;*i r2 s in ( a - H 3 ) ,

d'où

/*i c o s a - f - / ' 9 cos B „ p i n 2 a sin2 3
^ = r C 0 S * J ^ r c o s a

la perpendiculaire élevée à ON en N coupe OF en A,
OF' en A'; les pecpendiculaires à ces droites en A et A'
coupent ON en B et B'; on a

s i n - a
ON

r*j cos a -+-

i

OB'

COS (3

sin* p
ON

7*2 COS 3

I
= OB' '

7*1 cosa
d'où

r, cosa -f- 7*2 cos (3 __ r
~~ ^ÖB r ~ÖBr
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relation qui montre que le rapport anharmonique

7TK7 •* TTD7 est égal a - = -TT"* Lt désignant le centre
OB GB ° rj cos a O 9 b

de courbure en O, cp et <p' les projections de F et F' sur
la tangente xOx\ d'où la construction suivante :

Soit O un point d'une cartésienne de foyers F
et F', soitN le point d'intersection de la normale en O
avec FF7, soient <p et cp' les projections de F et F' sur
la tangente en O; la perpendiculaire à ON en N
coupe OF, OF' en A e£ A', les perpendiculaires à
ces droites en A et kl coupent ON en B e£ B', /es
droites Bç/ ££ B'o se coupent en K, /a projection du
point K s«r ON est le centre de courbure en O.

REMARQUE. — Si ni = dz 1, n2 = =b 1, on retrouve la
construction classique du centre de courbure en un
point d'une conique.

2° Courbes

i

0

ƒ 'i >'2 •

i=n

i=l

. . r n z

COS 01/

rt

= K».

cosay
rJ

i —n

— Ona

^çi sin2oc;
1 2mÀ r'2

2 sin a/
~rT

ou, en désignant par T, et N/ les points d'intersection
de la perpendiculaire en Ptà OPf avec la tangente et la
normale en O,

i

l ON',-
Posons

OT/.OTy=ÖM,2, OM;.OM;-= l*, ON/.ONJ=r ,



( 348 )

nous aurons

une suite de moyennes proportionnelles donnera donc
Je segment p.

Cassiniennes. — L'équation des cassiniennes est
rt /\j = K2; en employant les notations qui nous ont
servi dans le cas des cartésiennes, nous aurons

i z'2 sin2a -+- r 2 sin2 |J — ir\ i\ cosa cos j3
p r 1 r 2 ( s i n a r 2 - h s inp/ ' i )

d'où, en tenant compte des relations

/*2 cosa = r i cos[3,

ON(/ ' ! cosa -H r2 cos^) = f\r^ s in(a -+- p ) :

r2 cos 3 -+- r^ cosa

P
> Q COS(iT — 2 a ) COS(7T — 2

et le raisonnement employé dans le cas des cartésiennes
nous conduit à la construction suivante :

Soient O un point d1 une cassinienne de foyers
F et F', N le point d) intersection de la normale en O
avec FF', <p et o' les projections de F et F' sur la
tangente en O ; la perpendiculaire à ON enN ren-
contre les droites O A et O A' symétriques de la
normale ON par rapport à OF, OF' e/i A d h!)
si Von porte sur ON les segments OB = OA,
OB':=: OA' et que Von joigne les points B, ©', Br, çp,
/es droites Bcp;, Bcp se coupent en K, /a projection
de K 5W/' ON es£ /e centre de courbure en O.
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REMARQUE. — Précisons la construction précédente;

elle se déduit immédiatement de la formule (a), qui

peut s'écrire

Ocp'-t-Ocp Oo' Ocp
ÖG = ~ÔB ~¥"ÔW9

avec
i _ cos(it — si a)

ÖB "~ ON '
ï COS(7T — 2 0 )

OB' "" ON

l'équation de la courbe étant rK r2 = Ka, la normale est
toujours située dans l'angle F O F', et l'on a a-h[3<Tc,
un seul des cosinus, cos («re—2a), COS(TT—2J3) peut
être négatif; la construction précédente sera absolument
générale, si l'on porte le segment OB correspondant
au cosinus positif dans le sens ON, le segment OB'
correspondant au cosinus négatif dans le sens
opposé.

GÉNÉRALISATION. — Considérons d'une façon plus
générale la courbe r^r /* = KTO+/i; la formule générale
appliquée à ce cas particulier donne, si l'on tient
compte de la relation mr2 cos a = n r{ cos (3,

rt cos a -h r2 cos ,3

p
COS(TT — 2a ) cos(7T — 2 fi)

m + r, cosa m ,

formule identique à celle trouvée dans le cas des cassi-
niennes ; la construction donnée du centre de courbure
en un point de ces courbes s'applique donc aux courbes
r™ r\ = K.m+n quels que soient les exposants m et n.

3° Courbes ph r
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Nous aurons
i=n

\ X//>/r].'-2[(Xi— i)cos2a/-4- sin2a/]

_ -__ . _ .
P

ou, en posant

y — (A/—i) cos2a,--4- sin2az-
^ 7 ^ LV / IA

on obtiendra donc p par une série de quatrièmes
proportionnelles.

CAS PARTICULIER. — Dans le cas de la courbe
prïl-hqr" =K?, on a

T] cosa - t - r 2 cosS / - 2 c o s S r / .
- ! — ? C = 0 N ^ [ ( m —i)cos ' a -4 -s in»a]

formule qui conduit à une conslruction identique à
celle donnée pour les cartésiennes et les cassiniennes,
après avoir construit les segments

i _ (m — i) cos2a-h sin2a
ÖB = ON '

i __ (n — i) cos2 3 -f- sin2[3_ _ _

TROISIÈME PARTIE.

Considérons dans le plan un certain nombre n de
droites fixes A<, A2, ..., An, et supposons que les
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distances d'un point O variable du plan à ces droites
soient liées par la relation ƒ(A«, A2, ..., Aw) = o
(A| = x cos ait -f-jKsin a,— pi)\ le point O décrit une
courbe C, dont nous allons déterminer la tangente et le
rayon de courbure en O.

Si les axes sont la tangente et la normale en O, nous
aurons

yx~o, d'où

donc la tangente en O est la résultante des vecteurs
O S / = / A . portés sur les perpendiculaires abaissées
de O sur les droites fixes.

Quant au rayon de courbure en O, il est donné par
la formule

, = £ =
cos2a//A2

Appliquons cette formule à quelques cas particuliers.

i° Courbes nK A" -\- n2 A" —f—...H— ̂ /̂7 Â  = KW. —Nous
aurons

V ^ 71-1 •
y riiAi sin «/

(n —

d'où, en posant AI/A""2 = an~3 ui,

Ui COS* OLi

formule que l'on construira par une série de quatrièmes
proportionnelles.



Cas particulier. — Supposons ni= i , n = 2,

A/sina/

cos2az-
1

La parallèle à une droite A,-, menée par O, coupe
en M/la parallèle à la tangente, menée par l'extrémité
du vecteur résultant des distances du point O aux
droites A/; la perpendiculaire à OM/ en M/ coupe la
normale en N/, et l'on a

construction qui s'appliquera en particulier pour
l'ellipse A2-{-A* = K2 qui admet A< et A2 pour dia-
mètres conjugués égaux.

20 Courbes

Ai A, . . . A» = K", Ai Aj . . . A„ -h X A', A; . . . A^ = K«.

L'application à ces courbes de la méthode ci-dessus
conduirait aux mêmes résultats que celle exposée dans
la première partie.

QUATRIÈME PARTIE.

Considérons, dans le plan, n points fixes et p droites
fixes, et supposons que les distances d'un point
variable O du plan à ces points et droites fixes soient
liées par la relation ƒ ( r o /*2, ..., rn\ A4, A2, ..., A/?) = o;
le point O décrit une courbe C; nous allons déterminer
la tangente et le rayon de courbure à C en ce point.

Prenons comme axes la tangente et la normale à G
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en O. Nous auronsy'^ = o ou, en désignant par a, et 0/
les angles que la direction positive de l'axe des po fait
avec la droite joignant l'origine au point fixe P/, et avec
la normale menée de l'origine à la droite A,,

n p

^cosa^.-h^/; . cos6/= o.
î i

La tangente est donc la résultante des vecteurs
OA/=/,', : portés sur les droites OP/etdes vecteurs
O B / = /A, portés sur les normales issues de O aux
droites A/.

Le rayon de courbure en O sera donné par la
formule

ri

Jy _

l V
! i

n,p

-+- 'iSfl
1

«az-f-a/^.

^,.. cosaf- C(

^. cosaf- cosa/)

)s0y-4-\ ƒ,% COS2 6/ 1

CAS PARTICULIERS. — i° Courbe r\ — eA( = o ,
conique de foyer F, de directrice A et d'excen-
tricité e. — Des formules précédentes on déduit immé-
diatement que :

La tangente en un point Ai dune conique de
foyer F et de directrice A passe par le point d'inter-
section de la directrice avec la perpendiculaire
élevée en Y à la droite MF.

La directrice A et la perpendiculaire élevée
en F à MF coupent la tangente et la normale,
en A et B, P et Q; /'antiparallèle à AB, menée par
A, coupe la normale en B'; l antiparallèle à BP,

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Août-Sept. 1914.) 23
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menée par B', coupe la tangente en A'; la parallèle à
la tangente menée par B' coupe la parallèle à la
normale menée par A' en N, la droite FN coupe la
normale en N', ON7 est égal au rayon de courbure
enO.

2° Considérons comme deuxième et dernier exemple
les cubiques circulaires r]Ai — a2 A2 = o ; l'application
des formules données montre que :

La symétrique de Vasymptote par rapport à un
point M d'une cubique circulaire de foyer singu-
lier F coupe la droite joignant les points d'inter-
section de la cubique et de ses asymptotes en P) la
conjuguée harmonique de MP par rapport à ces
deux droites coupe la perpendiculaire élevée en F
à MF en Q, MQ est la tangente en M.

La formule du rayon de courbure nous conduirait à
une construction identique à celle indiquée dans Ja
première Partie.


