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[C2a]
EXPRESSION SIMPLE DE L'INTEGRALE f——x—p—— dx
' , (1= z)m+t
POUR ¢ QUELCONQUE ET p ENTIER;

Par M. G. FONTENE.

Cette Note contient les expressions de quelques inté-

grales de la forme [U zPdz, p étant entier. Le résultat
]

[
Tzt (m quelconque) est sur-
toul intéressant, parce que l'intégration par parties ne

le donnerait pas aisément, au moins d’'une maniére

obtenu pour U=

formelle; et 'on remarquera le cas singulier oit m est
entier, avec p< m.

1. On a, d’une part,

xlP
(1) (—1)P.[l+mdx

x x? 24
:‘L([‘*‘x)‘—(—l—?—i—...—(——l)l 7,
x?pP
(z) (_x)P[l+xzdx
3 2p—1
:arctangz—(f—f—-q-.,__(_[)p z°P );
1 3 2p —1
2P+
(172) (—I)szjo‘-l:-ﬁdx

= L1+ 2?) -(w—2 -z +...——(—I)Pz’p>;
i 2 P
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une intégration par parties conduirait aux intégrales

fz'P"" L(1 + z) dz, fx’l"‘ arctangz dz,

0 0

/z“ arc tangz dz.

0

On a, d’autre part,

, m(m—1)....m—p) xP
p! [(l—#—.z)"“‘“ d

1+Ayx+...+ AP

=TI
(1+x)n ’
3) pour m quelconque, en posant
n m(m—1
A=", M_g .
1 2!
A = m(m —1)...(m—p-+1),
»= P' 3
cette formule est illusoire si, m ¢étant entier, on
apzZm;
aP
== - —
D [ =im P,
4 17 ox - ex >
p=rq. p=2qg—I.
—1
( ) [.z'l'cosr(/x
. x? ’ x?
s Slﬂ.l‘(l ——‘+...> s COSZ‘(I __T““"')
) 2! \ 2!
xr  xd 3 = . x a3
—cosZ( —— — ... +sinz (= — =+...
(3) 1 3! I 3!
—1)7 .
g—-% xP sinz dx
P Uy
’ pors L 2?2
\ cosx(l ——,+...> —-5!1‘1@‘(1———--1—...)
\ 2! 2
=1—
. r xd /x  x3
+ sing | —— o +COST (= — z5+...
1 3! I 3!
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ou le degré de chaque polynome en z est le degré de
la puissance de z qui figure sous le signe f, ou ce
degré moins 1; onremarquera la forme des expressions
placées dans les deux diagonales du Tableau.

Dans celles de ces formules qui contiennent des
fonctions circulaires, on peut introduire des fonctions
hyperboliques en changeant 2 en z¢; dans la for-
mule (1, 2) on peut remplacer 2? par — x2.

Les intégrales (1,3, 4, 5), par exemple, sont a
priori des infiniment petits d’ordre p +1 si z est
infiniment petit principal; c’est pour cela que, aun
second membre de la formule (3), 'expression

(1 —9—.2‘)'"—— (r+Ayx—+.. ,+Ap.z'l’),

aprés qu'on a développé (1 + z)™ par la formule du
binome, commence au terme en zP*!,

Pour m entier et p< m,la formule (3) est illusoire.
On a alors, en désignant par M le produit

m(m—1)...(m-—p)
débarrassé du facteur égal a zéro,

ar M b
SO Rt
Az + A2+, ..+ Apzp

=Li+z)— T ’
avec
1 m(m—ru)} m(m—i)...1]
R e
ou
, I ,  m(m—u1)[1 1
Al="’ A2= — + ’ coey
I 2! m  m—i

et, pour p >m,

' A ' A
Am+1 = Am+h Am«)-z == A/n+2, vy
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le trait indiquant que l'on supprime le facteur égal
a zéro.

2. On vérifierait directement ces diverses formules,
a I'exception de la formule (3'), par dérivation; nous
obtiendrons chacune d’elles par une intégration, simple
quadrature pour les formules (1) et (2), intégration
d’une équation différentielle linéaire du premier ordre
a partir de la formule (3).

La formule (1) s’obtient en écrivant

y=L+x),

=1—2+ 22— ..+ (—1)p-1gr=1 4 (—1)P
1+ 1+

et en intégrant; on a réellement ainsi le développe-
ment de L(1 + x), le terme complémentaire étant sous
forme d’intégrale (Varrks, Des formes imaginaires
en Algébre, Chap. X); au point de vue o nous nous
plagons, on déduit au contraire de la I'expression de
celte inlégrale.

Pour la formule (2), on considére arc tang z.

La formule (1, 2) n’est pas autre chose que la for-
mule (1) ot I'on remplace x par z2; elle complete la
formule (2).

Pour la formule (3), on pose (VarLris, loc. cit.)

y=(+rym=A~+Az+...+A,zP+ R(x),

les A étant des coefficients indéterminés, et ’on se sert
de I'équation différentielle

(1+2z)y' —my =o,

qui donne pour R(z) une équation différentielle
linéaire. On la simplifie, endisposant des A de maniére
que le polynome en z obtenu se réduise au terme de
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degré p; cela revient, en supposant que I'on a écrit
(+z)y'=my,

a identifier dans la mesure du possible les polynomes
placés dans les deux membres. On obtient Ay=1,

m , . . , . , (Y
A, = <o et I’équation différentielle se réduit a

(1+2z)R(z)—mR(z)= m(m—l)l;;.(m—p)mp;

I’équation sans second membre admettant la solution
R(z)= (14 2)™, on pose R(z)=(1+z)">x v, et
I’on arrive a la formule

m(m—1)...(m--p)

(I—|—1-)m=]+A,z‘+...+A1,J,‘F+ Pl

(1+2x)m

xP
X [ ————dx.
Jo (l 4 Z-)/u—fl

On en déduit la formule (3).

Pour m entier et p<m, le calcul précédent ne peut
rien donner relativement a l'intégrale considérée; nous
reviendrons sur ce cas singulier.

La formule (4) est un cas limite de la formule (3);

. x .
on |'obtient en remplagant z par — et en faisant m

infini. Le traitement direct est d’ailleurs plus aisé.

Les formules (5) se déduisent de la formule (4) en
remplacant z par zf, et en meltant cosz — (sinz au
lieu de e=%i. Au premier membre de la formule (4), on
a alors le facteur (P*) et il faut distinguer deux cas,

p=2q,p=2q —1 [colonnes du Tableau (3)].

3. On obtient directement les formules (5), sous une
forme plus condensée, en opérant comme 1l suit. Con-
sidérons les fonctions

y=cosr, y=sinx,
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qui satisfont a ’équation différentielle du second ordre
y'+y=o

Prenons, par exemple,
2

l’
}/=COS.’1‘=1—§! +...+(——1)’I%+R(x),

avec p = 2q; nous aurons ainsi les deux formules de
la premiére colonne du Tableau (5). On a pour R(x)

R'(z) + R(z) = — (— 1 2.
P.

L’équation sans second membre admellant les solu-
tions R(r) = cosz, R(x) = sinz, posons, par exemple,

R(xr) = cosx v,
ce qui donne

. xP
o' cosx — oy sing =— (—1)7 —-
p!

Ainsi la fonction

, 1— — ...
weoo (ROY _ 2"
cosx . cosx

satisfait a ’équation différentielle linéaire du premier
ordre

' . xP
W COST — 200 SINT = — (—1)7 —>
p!

et c’est cette fonction w qui fournira une intégrale.
L’équation sans second membre admettant la solution

t
(V' == ———, POSONns
cosiz’ P

w = r,

cos?x
ce qui donne

r (—()(l

xP cosx;
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d’ailleurs, la fonction ¢ étant paire, on a ¢'(0) =o,
ou (o) =o0. On a par suite, avec p =24,

(— 1)

-——fz‘l'cosxdx-:—r:—cos’xx w
0

7
p!
z? !
[— — ...
2!
=cosz\ —— /,
cosT

formule équivalente 4 la premiére des formules (5). Si
Von pose R(z) =sinz < ¢, on obtient

x? !
b— 4.
(—1)7 . . 1+
—— | xPsinrdr =1+ sin2z\ —— J,
rt o, sinx

avec p = 2q.

Pour y = sinz, on obtient les deux formules de la
seconde colonne du Tableau (5) lue en remontant,
sous les formes suivantes :

zr oz’ !
—— ...
(—1)7 . . 1 3!
—_— zpsiny dr =—sin2g\ ——M———— |,
P () sinz

’

x .z'3+
—1)7 T 31T
i—)[z'l’cos.rdx_—.l—cos?x _ ],
/o

P! \ cosx
avec p=2q — 1.

4. L’application réitérée du procédé d’intégration
par parties donne généralement

foP dr =VazP—par-1Vy+p(p—1)zP=2Vy—, ..
+ (—1)Pp(p—1)...1V,+ G,

V étant une primitive de U, V, étant une primitive
de V, ... Cela permet d’obtenir trés aisément les for-
mules (4) et (5). Mais il n’en est pas de méme de la
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SJormule (3), les intégrales V, V,, ..., V, étant alors
— .
mG+z)»’ m(m—1)(1+z)m1’
— (___])p .
m(m—1)...(m—p)(1+z)m>r’

on a ainsi

xP
[3] [(l+x)rn+i dz
- zP pxr!

- m(1+ z)m - m(m —1)(1+ z)m1 -
— p(p—1)...22x
m(m—i1)...(m—p-+1)(1-+ z)m—p+t
plp—n...1
m(m—u)...(m —p)(1+ x)m=r

pp—i)... .
m(m—1u)...(m—p)’

il faudrait, pour arriver a la formule (3), connaitre
a priori {'identité

m(m-—1)...(m—p)

p!
% ﬁ+pzl'*‘(l+z)_l_”._,_p(p—l)...l(x—v—x)P
m m(m—r) m(m —=n...(m—p)

=0+Ax+...+ AyzP).

On pourrait dire toutefois que la formule [3] peut
prendre la forme (3) avec des valeurs convenables des
coefficients A, et déterminer ces coefficients par la
condition que le second membre de la formule (3) soit
un infiniment petit d’ordre p+1 si z est infiniment
pelit principal.

5. Reprenons la formule (3), pour en déduire la
formule (3') dans le cas ou, m étant entier, on a pSm.
Soit pour cela un entier ., et supposons que m
tende vers ., avec pSp. En appelant 9% le produit
m(m—1)...(m — p), débarrassé du facteur m —p
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qui tend vers zéro, la formule (3) peut s’écrire

M(m—up) [ (Q+z)"—(+Az+...+A,zP),
P! A (14 z)m ’
pour m = i, en désignant par a,, ..., ap les valeurs cor-

respondantesde A, ..., A, on peut écrire, avec (1 + z)™
au dénominateur,

0= (+x)—(1+a1z+...+a,xP)
- (1+z)m ’

on a donc, en retranchant membre & membre et en
divisant par m — p,

(1+z)m — (14 )™ (A,—a,)w+

L m—p m—p "
P Jy - (14 x)m (1+x)m

Le premier terme du second membre peut s’écrire

1—(1+ )
—€

et a pour limite L(1 + ), quand m tend vers p.
Le second terme a pour limite

Atz + Ayx?+.. ..+ Ajzp
(1+ o)™

les accents indiquent des dérivées par rapport & m, et
ces dérivées étant calculées pour m = . On a d’ailleurs,

pour p > u,
A/y.+i = Xpu—l-. A£J-+2 = Ap.+2y KRS}

le trait indiquant que l'on supprime le facteur égal a
q q PP . g

, . Ap+1— Qpy . .
zéro; en effet, les fractions __"_,_n___;‘i_, ..« se réduisent
A ..

a —2, ... On a ainsi la formule (3’).
m—p

Ce calcul revient d’ailleurs a multiplier les deux
membres de la formule (3) par (1 + z)™, 4 prendre les
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dérivées des deux membres par rapport & m pour faire
ensuile m = ., et a diviser par (1 4 z)*.

6. Cherchons ce que devient la formule [3], résultat
d’une intégration par parties, quand m tend vers une
valeur entiére p, avec pSu. Silon fait, par exemple,
m=3+¢, p=>5, la formule [ 3] peut s’écrire

(e+3)(e+2)(e+1)e(e—1)(s—2)

><j(;=-—(—1%;}375(8-!-2)(24-1)6(6—1)(5——2)—--
5.428
—a—_ffi%s(s —-—1)(e—2)

—5.4.3x2(1+z) ¢ (e—1)(e—2)
—5.43.22(1+2)(1+2) (e —2)
—5.4.3.2.1(14+2)2(+2)¢
+5.4.3.2.1;

en retranchant de cette formule celle que I'on obtient
pour ¢ = o, en divisant par ¢, en faisant tendre ¢ vers
zéro et en divisant par 3.2.1.—1.— 2, il vient

_ x5 5.4
‘A‘_ﬂ3(l+z‘)3_'”— 3.2.1(1+r)

5.4.322 . [+x)te—1)(e—2)—(—1)(—2)

BEEER hm[ (—1)(—2)c ]
5.4.3.2x(1+z) .. (t+x) (e —2)—(—2)

T3 (—) hm[ (—2)e ]
5.4’.3.2.1(1—+—x)’|. (1+z)t—1],

T 3= n(=2) [ € ]’

les limites en question sont des dérivées par rapport
a ¢, dérivées prises pour € = o, savoir
I 1

—LOi+2x)— (—+7>:

I 2

—(1+x)— (%>,

— L+ x),
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en se rappelant que

()

uy

u v
= —_ 4 -
u [4

D’une maniére générale, on a

, P
[3 ] ‘[< I+ 1-)/”4—1 dz
— P

- m(1+ z)m -

p(p—1)..(p— m— 2)gp—m+i
- m(m—i)...1(14+x)
pp—1)...(p —l)l—i—l).z‘l""”

-+

m{m—1)..
X | LO+2)+ (% —~...+P_'m)]
p(p =1)...(p—m)zr=m=1 (14 2)

—+

m(m—~l) 1(—1)

X |L(t+a)+ é—;—...—&— ! )]

plp—i)...t(1+z)r—m
-+ m(m—i)...1(—1)...[— (P___m)]L(l+x).

Le calcul précédent revient a multiplier les deux
membres de la formule [3] par m(m —1)... (m — p),
a prendre les dérivées des deux membres par rapport
4 m pour faire ensuite m =y, et a diviser par IN.

Pour p = m, on a simplement

xm
A (,+x)1n+l z
xm xm—1
T mOxz)n T (m—1) (a1

l+w+L(1+z‘).



( 300 )

7. D’aprés la formule (3'), le facteur qui multiplie
1

L(1+ x) dans la formule [3'] doit se réduire a %;

et, en effet, ce facleur est

P(p "‘l). . '(P'—M"Fl) [Ip—:n_uzp—m_l(l_*_z-),\;_“.],

m! 1
ou
p— p— £_'. J— ) —
(= Lo — (1)),
ou
p!
M

.

D’autre part, la comparaison des formules (3') et [3']
donne I'identité

M P pari(1+ x)
o T T m =
p! m m(m—1)
- pPp—0...(p—m~ 2 rpr M) 4 pymn-1
m(m—ui)...1

;n(rn—l)...l 1

pp—1)..(p—m)xp—m-1(14-g)m+l [} I

- m(m—u)...1(—1) < o >

_ pP(p—1)...2ax(1+ 2)P 1 < 1 )E

m(m—i)...1(—1)...[—(p—m—1)]\p y
=Alr+.. ..+ ALar,

pour m entier et pSm. Avec p=m, le premier
membre se réduit a la premiére ligne.

On déduirait cette identité de celle du n° 4 en faisant
d’abord entrer le facteur m(m—1) ... (m—p)
dans la parenthése, etc., comme au n° 6.

-

8. Si I'on fait directement l'intégration par parties
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dans le cas actuel, on a

_ (__ l)’"
Vmo = =)’

Vi = (_,n”’ L(1+.r),

(_',)m l—_’_—{[L(l—&—z)—-],
m! 1! i

Ve = (—i)m (1+z)? [L(H—z)—— <_: + l)],

m! 2!

On obtient ainsi une formule qui différe de la for-
male [3] en ce que

l,(1+x)+<l+...+ ! >
1 p—m

est remplacé par L(1 + z), le dernier terme étant

pp—n)...1(1+ax)p-m
m(m—i)...1(—1)...[—(p—m)]

X [L(H‘l‘) — <T —‘1—...+])—_'7>];

mais il faut ajouler une constante

- pp—1). ' ;
L NP Y *"*m)
= —Inp(p_ "'(P‘m+l)/l I )
=(—1nP m(m—1)... (v+ -—_m>

Voici la raison de cette différence. Dans la formule
générale d’intégration par parties données au début du
n° 4, on peut remplacer V, V,, ... par

V—I—C, V1+C%+C|, ceey

et, & partir de V, les intégrales V écrites au début du
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n° 7 ne sont pas les limites des intégrales correspon-
dantes du n° 4. On avait

v _ (— 1) — (14 1)
YT m(m =) (m—p+1) m—p

el 1l faut considérer

— (14 2)*=m 41
m— u

pour avoir comme limite L(1+ z); etc. On serait

arrivé a la formule [3'] en remplacant, au débutdun°8,
\

)a comme

L+ z) par L(1 +~2) + <—: + o+ plm)
on le pouvait.
Pour passer de la formule [3'] & celle que 'on vient

d’obtenir, on pose
| 1 -
La+z)+ <I + e —m m> =X;

le facteur qui multiplie X est, d’aprés ce qu'on a vu

au début du n° 7,

!
(___ 1)p—m PM [_,; — (l -+ T)][J——lll,

ou
p!
Mt

on retrouve ainsi la constante C. Inversement, si 'on
multiplie la constante C par le développement de

Pexpression
[{(1+2z)—2]p—m

qui est égale a 1, afin de rendre le second membre de
la formule actuelle homogéne par rapport & z et 1+ z,
et si 'on réduit les termes semblables, on obtient la
formule [ 3'] qui présente cette homogénéité.



