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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES.

804.
(1867, p. !88.)

Etant donnés m nombres en progression arithmétique,
trouver le nombre de leurs combinaisons n à n, ayant la
propriété que la somme des n nombres composant chaque
combinaison ne dépasse pas le plus grand des nombres
donnés.

J. SACCHI.

Soient

SOLUTION.

Par M. T. ONO, à Kagoshima.

a, a-hd, a -+- id, . . . , a -+- (« .— i)of, . . . ,

a-{-(s — \)d, . . . , a-+-(m — i)<f,

m nombres en progression arithmétique, et F(m, n) le
nombre cherché.

Supposons qu'on ait

a -h (s — i)d < û + (a+fl() + ( c + id) -H...



( 28a )

si m = s, on a
F(*,n) = i;

mais, si m > $, on constate aisément les relations suivantes

F($-f- i, n) = F(5, n) -h i,

F(s-}-2, 7l) = F(s-+- 1, /i) -+- 2,

F (s-h 3, AI) = F (5 H- 2, n)-+- 3,

F ( /n, n) = F {s -+- /n — 5, n) = F ( m — i, n) -h m — s ;

on a donc

F ( m , n ) = i-f-i-r-2-f-3-h...-+-( m — 5)
(m — s) (m — s -f-1 )

'2
Or

c'est à-dire

— [ 2 a

(ia~¥-nd)(n — i) ^

Donc, si l'on pose :

('xa -H nd)(n — i)
= £-+-ƒ,

où E désigne la partie entière et ƒ la partie fractionnaire, on a

F(m, n) = i -h (casou ƒ=(>),

(m — E — 2) (m — E — i) ,
= H — (cas ou ƒ ^ o).

1969.
( 1903, p . 192.)

Soit PQ une corde d'une ellipse de centre O. Montrer
que, lorsque la corde PQ tend vers zéro, Vorthocentre II
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du triangle OPQ a une limite. Le lieu de ce point limite
est une sextique unicursale dont l'aire est équivalente à
la somme des- aires de r ellipse et de sa développée.

E.-N. BARISIEN.

SOLUTION.

Par M. W. GAEDECKE.

Soient M (a, (3) le pôle de la corde PQ par rapport à l'ellipse,
G, G, H le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit et
l'orthocentre de OPQ. On calcule d'abord les coordonnées
de G et G, et Ton en déduira celles de H, sachant que G, G, H
sont en ligne droite et que HG = aGC.

Calcul du centre de gravité G. — La combinaison des
équations de l'ellipse b2x2 -+- a2y% = a262 et de sa seconde
polaire PQ m

donne les relations suivantes entre les coordonnées de
et Q(a?,, y2) :

Or

Donc

__

Calcul du centre du cercle circonscrit G. — Le cercle cir-
conscrit au triangle OPQ a une équation de la forme

Pour que cette équation représente un cercle passant par
x = o, y = O, il faut avoir

a*b*c* _ Ma2-)-a4P2 / _ f
"~ 6 * a 2 - h ^ ? 2 ' P ~~ a*b*c* \ k
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Par suite, l'équation du cercle considéré sera

a 2

Le centre de ce cercle a donc pour coordonnées

a2 3*

Calcul de l'orthocentre H. — On voit facilement qu'on a

xn — 3 xG — 2 :rc, JKH = 3 JKG — 2 JKC ;

donc

2 ~ bi *' 1

r„ _ _____
Lorsque la corde PQ tend vers zéro, le point M vient sur

l'ellipse; par conséquent, il faut poser a = acos?p, (3 = 6sin <p-
Alors les coordonnées du point limite H sont, en fonction de
sincp et eoscp,

Ci) #11= i-(62-4-c2 cos*<p), j r n = —~-(a2— c* sin2cp).

Si M parcourt l'ellipse, le point limite H décrit une courbe
unicursale du sixième degré, ce que l'on voit en posant

o
tang - = t. L'équation-cartésienne de H est facile à déduire;

elle est

Aire du lieu H. — Les équations (1) ont la forme générale

x = A coscp -h B cos3cp, y = G sincp -4- D sin3o.



La différentielle d\j de l'aire est

—- = x — -~ = (A coscp-(-B cos3cp) (G coscp-h3D sin2cp coscp)

= AG cos2cp -h BG cosvcp -h 3 AD sin2cp cos2cp

-h 3 BD sin2cp cos4cp.

Donc, l'aire totale de la courbe est

~27T ^,27C

U = AC / c o s 2 cp rfcp-f- BG ƒ cos*cpö?cp

, ,27: ~2TC

-+- AD / sin2cp cos2cp dy -j- 3BD / sin2cp cos4

«" 0 *^0" 0

Or
. 271.271 ^ 2

/ C O S 2 Cp £/cp = 7T, /

0 *- 0 ^

/ sin2cp cos2cp do = —., / sin2cp cos4cp ö?cp = —.

Donc

4

En portant dans cette relation les ïaleurs de A, B, G, D, on
obtient

TI A 3 C'

Or, l'aire de l'ellipse donnée est E = r^ab, celle de sa déve-
loppée

8 ab
donc

U = E -h D.

REMARQUE. — Sur des questions semblables, voir E.-N. BA-
RISIEN, Sur certains points remarquables d'une conique
(Association française pour l'Avancement des Sciences :
Congrès d'Angers, 1904, t. 12, p. 111-127, e t Mathesis,
3' série, t. VIJI, 1908, Question 1087, p. 219-221.
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2095.

(1908, p a4o )

Si deux quadriques ont en commun deux généra-
trices Oxy Oy, le long desquelles elles se raccordent, elles
ont en O un contact du troisième ordre, c'est-à-dire qu'une
perpendiculaire au plan xOy rencontre les deux qua~
dnques en deux points M et M' dont la distance est un
infiniment petit du quatrième ordre en prenant OM comme
infiniment petit pr mcipal

G F.

SECOINDE SOLUTION (1).

(Par 1 auteur )

Les deux quadriques et le plan double tangent en O font
partie d'un faisceau ponctuel de quadriques Les axes de
coordonnées étant deux droites quelconques menées pai le
point 0 dans le plan tangent en ce point et la normale en O,
les équations des deux quadriques sont de la forme

z = ax*-h by*-f- ) zi-+- ifyz -+- igzx -+- ihxj ,
z = a 72 -f- by2 -h fJLz2 -J- 'ifyz -+- ? g~zx -+- ihxy,

on a donc, poui les points M et M' lelatifs aux mêmes \aleurs
des coordonnées x et y ,

A\ec OM comme infiniment petit puncipal, z et z' ont pour
paitie pnncipale commune ax*- -+- by2 -\-ihxy, et l'on voit que
z' — : a pour partie piincipale

(}x — r\)(ax2-+• by2-f- ihxy)2,

ce qui demontie la proposition

(*) Voir une premiere solution, 1909, p 55. Voir aussi la Note
qui accompagnait l'énonce 1908, p. 240, et qui montre l'intérêt de
la question.



2200.
( 1 9 1 3 , p . 4 8 . )

Soient ABCD un carré de centre 0, M un point quel-
conque du cercle circonscrit au carré, E le point où la
tangente en M au cercle rencontre la diagonale BD. Mon-
trer que les centres des cercles tritangents au triangle
OME sont chacun sur un des côtés du carré ABGD.

E.-N. BARISIEN.

SOLUTION.

Par M. PARROD.

Supposons Je point M sur l'arc AB et considérons Je triangle
symétrique de OME par rapport à la bissectrice intérieure de
l'angle MOE; on obtient Je triangle OBE', le côté BE' est
tangent au cercle; le cercle inscrit dans le triangle OBE' est
le même que celui qui est inscrit dans le triangle OME et la
la bissectrice de l'angle OBE' est BA; donc le centre de ce
cercle inscrit est sur le côté AB du carré.

On voit de même que les deux cercles exinscrits dans
l'angle EOE' sont les mêmes et par suite le centre est situé sur
le côté BG qui est la bissectrice extérieure de J'angle E'BE.

Par le même procédé, à l'aide de la bissectrice extérieure
de l'angle MOE; on montrerait que les deux autres centres
sont sur les côtés AD et CD.

Autres solutions, de MM. R. BOUVAIST, R. GOORMAGHTIGH, L. KLUG
et T. ONO.

2201.
( 1 9 1 3 , p . 4*.)

Démontrer la relation

7T

r2

Jo (a2 sin*6cos4Ô
O* sin2ö-h

= al? f
(a2 sin26 -+- b* cos20) (a6 sin2 Ö -h è6cos20)2

E.-N. BARISIEN.
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SOLUTION.

Par M. T. ONO, à Kagoshima.

X
2 sin^O cos40

(a2 cos20 -h 62 sin26)* (a* sin26 H- b* cos26)2

2 tan^0ö?O .
.t taog6 =

~V0

aba-da

62-h a2 tang2 O)
ZE

C " s in4 O cos^O d§
~ a J ( a 2 sin2O -+- &2 cos 2Ô) ( a 6 sin2O -+- ^ 6 c o s 2 0 ) 2 '

a1

N. B. — Dans le calcul ci-dessus, si l'on pose t = j-u, on

obtiendra aussi

/V*cos20 -H 6* sin20)2(«*siii26 -+-6* cos26;*

sin^O cos*ôc?67 , 2

= a2 6*•r(a* cos20-+- 64 sin20)(a6 cos2ö + è« sin20)2

De plus, d'après la méthode des résidus, on trouve pour
valeur des deux intégrales :

a(a*— 62)2(a*—64)2 ^ 4(a2 — 62)2(a6— A«)*
__ a262(3a4—6M a ! 6 ( f l " + a 5 ^ + | i " ) l


