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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[L'19d]
SUR QUELQUES PROPRIETES DES CONIQUES HOMOFOCALES;
Par M. F. BALITRAND.

Nous nous proposons de démontrer analytiquement
quelques propriétés des coniques homofocales énoncée
par Laguerve (OF ucres compleétes, t. 2, p. 56¢). Pour
cela, nous ferons intervenir la parabole de Chasles qui
parait jouer un role important dans la théorie des
coniques homofocales, Pour plus de clarté, nous
conserverons entiérement les notations de Laguerre.

Etant donné un systeme de coniques homofocales.
ayant pour axes Oz et Oy, pour foyers réels F et F/,
pour {oyers imaginaires ® et ®', nous appellerons
conique du systéme, toute conique ayant pourfosers les
points F et F/, @ eL @',

Par un point quelconque M du plan passent deux
coniques du systéme; soient N et N’ les centres des
cercles osculateurs de ces deux coniques, au point M, el
 la droite qui les joint. Cette droite est parfaitement
déterminée quand on se donne le point M et les deux
foyers F et F': nous I'appellerons 'aze du point M.
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Réciproquement, étant donnée une droite p. du plan,
nous démontrerons qu’il existe, dans ce plan, trois
points M, M’ et M" pour lesquels elle est un axe.

Il existe une seule conique du systéme qui touche la
droite p.. Nous désignerons par o et 3 les points ou la
normale au point de contact coupe les axes Oz et Oy.

Cela posé, nous rappellerons que les points N et N’
sont les points de contact de la parabole de Chasles
relative au point M, avec les tangentes & cetle parabole,
issues de ce point.

[’équation ponctuelle de cette parabole (P), » et %
désignant les coordonnées de M, est

(1) (e — By —e2)2+ fafxy = o.

Son équation tangentielle, beaucoup plus simple, est

(2) ctuy + Pfu—av = o.
Soient
(3) ur +vy —1=o0

) . .
I'équation de ladroite p, et
(4) 0T — uy —ctup = o

I'équation de la normale a la conique du systéme qui
touche la droite ., au point de contact dont les coor-
données (z, y,) sont

{+ c2o2
‘1' :u—-——-—-,
! ut + v?
(5)
1— c2u?
(= — .
r u? - o?

En écrivant que le pole de la droite ., par rapport a
la parabole de Chasles, coincide avec le point (a, ),



(3)
on a les relations
a2 — uafl —  — c2¢ = o,
(6)
uf2—eaf — a+clu=o.

Ces deux équations représentent, o et 3 désignant
pour l'instant les coordonnées courantes, deux hyper-
boles ayant une direction asymptotique commune
perpendiculaire i u. Elles se coupent donc en trois
points a distance finie seulement M, M’ et M”. Ainsi les
points pour lesquels la droite p est un axe sontal’inter-
section de deux hyperboles :

La premiére passe par le point 3, par les foyers
réels F et F' et admet pour directions asy mptotiques
l’axe Oy et la direction perpendiculaire a p.

La seconde passe par le point «, par les foyers ®
et O et admet, pour directions asymptotiques, l'axe
Oz et la direction perpendiculaire a p.

(LAcuERRE.)

Laguerre dit par erreur, asymptotes, au lieu
de directions asymptotiques. Les asymploles sont
d’ailleurs faciles & mettre en évidence en écrivant les
équations (6) sous la forme

\
u(ua +1) <va—uﬁ— £)+V(l—c2u?) =o,
. u
"("P+')(va—u§+ ;—> — (14 c?p?) =o0.

Reprenons les équations (6) en désignant toutefois
par z et y les coordonnées courantes. On vérifie aisé-
ment 1'égalité suivante :

a(vxt— ury —y —co) + B(uyt—vay — xr + 2u)
=(ax—By+c)(ve —uy + Bu—av),

pourvu que le point (a, 8) soit un point commun M



(4)

anx deux coniques. La droite qui a pour équation
(7) ax — By +ct=o0

représente alors la corde qui joint les deux aulres
points M’ et M". Elle est symétrique, par rapport a
Porigine O, de la corde de contact de la parabole de
Chasles (P). relative au point M, avec les axes Oz
et Oy. Ainsi :

Le triangle MM'M" est symétrique, par rapport
a lorigine O, du triangle formé par les cordes de
contact, avec les axes Ox et Oy, des paraboles
de Chasles (P), (P') et (P"), relatives a ses sommets.

Soit M, M, M le triangle formé par ces cordes de
contact. Les foyers o, o’ et o” des paraboles (P), (P') et
(P") s’obtiennent, soit en projetant les points M, M’
et M’ sur la droite u, soit en projetant Iorigine O sur
les trois cordes de contact. Donc les projections du
point O surles cotés du triangle M, M| M sont en ligne
droite, et il en est évidemment de méme pour le
triangle M M’ M". D’ol ce théoréme :

Les projections de lorigine O sur les cdtés du
triangle formé par les points M, M';, M", pour
lesquels la droite y est un axe, sont sur une droite,
symétrique de la droite v par rapport a l’origine O.

Nous appellerons @, cette droite. On voit, d’apres
le théoréme de Simpson, que le cercle circonscrit au
triangle M M' M’ passe par l'origine O, et aussi qu'il
existe une parabole, tangente a ses trois cOlés, ayant
pour foyer le point O et pour tangente au sommet la
droite u. Nous reviendrons plus loin analvtiquement
sur ces propriétés.

La droite

ar —By—+ct=o



(5)
est la polaire du point M(« 3) par rapport a hyper-
bole équilatére qui a pour équation

(8) 2?— y2+ ct=o,

et que nous désignerons par (H). Ainsi :

Le triangle MM'M" est conjugué par rapport é
Uhyperbole équilatére (H) qui a pour centre le
point O, et dont ’axe transverse, dirigé suivant Oy,
« pour longueur FF'.

(LacuEerre.)

Reprenons les équations (6 ). Multiplions la premiére
par 3, la seconde par « et ajoutons. Nous obtenons

(9) a2+ B2 c2(¢vB—ua) =o.

Clest I'équation du cercle circonscrit au triangle O «f3.
Multiplions la preniére des équations (6) par ¢, la
seconde par u et retranchons. En tenant compte de (9),
on a
1 c29? 1— c2u?

(10 a? —+ 82 —ct=o0
\ ) p ur—+ p? ’

C’est I’équation d’une conique qui a pour sommets les
points de rebroussement de la développée de la
conique (C) du systéme qui touche la droite . Nous
la désignerons par (K). Ainsi :

Les points M, M' et M’ sont a U'intersection du
cercle OafB et de la conique qui a pour sommets les
points de rebroussement de la développée de la
conique du systéme qui touche la droite u. Le qua-
trieme point commun & ces deux courbes est le
point O'; du cercle O3, diamétralement opposé
au point O. (LAcuERze.)

Multiplions a nouveau la premiére des équations (6)



(6)
par u«, la seconde par ¢ et ajoutons. 11 vient

1 —c?u? 1+ c2o?
2L
u?+ v? u?—+ o2

al o B=o

ou, en introduisant les coordonnées (z,, y,) du point
de contact de la conique (C) du systeme, qui touche la
droite i, avec cette droite,

(11) af + ay;+ Bay= o.

C’est Iéquation d’une hyperbole équilatére qui
admet Oz et Oy pour directions asymptoliques, qui
Y ¥ ymptoliques, ¢
asse a l'origine, et qui a pour cenltre le symétrique du
P gine, et q P Yy q
point (z,, y,) par rapport a l'origine O.

Si 'on désigne par O] le symétrique du point O’
ar rapport a origine O, on peut encore dire que
I pp g ’ P q
I'hyperbole précédente est ’hyperbole d’Apollonius

1 p yp P
du point O’ relativement a la conique (C). Ainsi :

p \ que (

Les points M, M' etM" sont sur Uhyperbole
d’Apollonius du point O, relativement « la
conique (C). Le centre de cette hyperbole est le point
de la conique (C) diamétralement opposé au
point (xy, ¥1).

Jusqu'ict le triangle MM'M’ a été défini par ses
sommets; comme points d'intersection de deux coniques
ayant, en dehors d’eux, un quatriéme point commun
connu. Mais on peut aussi le définir par ses cotés, qui
seront alors les langentes communes a deux coniques,
ayanlL en oulre une quatriéme langente commune
connue a ’avance.

Si I'on observe que le triangle MM'M” est autopolaire
par rapport a I'hyperbole équilatére (H), et par suite
ue change pas, sil’on fait une transformation par polaires
réciproques, en prenant cette hyperbole pour figure de
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référence, on voit que les transformées des coniques
passant par les sommels fourniront des coniques
tangentes aux co6tés.

Analytiquement, cela revient & remplacer, dans les
équations ponctuelles des coniques, a et 3, supposées
coordonnées courantes, par —c*U et ¢2V; U et V
désignant les coordonnées tangentielles courantes. Nous
avons vu, en effet, que le c61é M'M’, polaire du
point M(a, 3), par rapport & I’hyperbole (H), a pour
équation ax — 3y + ¢?=o. Les coordonnées de cette
droite sont donc

Celte transformation, appliquée au cercle (), donne

(12) U2-V24+Uu—+ Vo =o.

¢’est I’équation tangentielle d'une parabole qui a pour
foyer V'origine et pour langente au sommet la tangente
a la conique (C) au point diamétralement opposé au
point (z, ¥y ).

Appliquée a 'hyperbole équilatére (11), cette méme
trausformation donne

(13 20UV -9 U — 5y V=o.

c¢'est I’équation tangentielle de la parabole de Chasles
du point (zy, y,) relativement & la conique (C).
Ainsi :

Les cotés du triangle MM'M’ sont les tangentes
rommunes ¢ deux paraboles. La premiére a pour
Joyer Uorigine et pour tangente au sommet, la
tangente a la conique (G) au point diamétralement
opposé au point (xy, y,); la seconde est la parabole
de Chasles, du point (x,, y,) relativement a la
conique (C).
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Appliquons - encore cette transformation 4 la
conigue (10). Nous trouvons
1—c2p? 1 —c?u?
= L

—i= Yi—i1=o.

() -
u?+4v? u?+ o

qui n’est autre chose que I'équation tangentielle de la
conigque (C) elle-méme. Les c6tés du triangle MM'M’
touchent donc cette conique, et si la droite p. roule sur
elle, les sommets du triangle décrivent la conique (K.),
pendant que les ¢ftés enveloppent la conique (C) et

que le triangle reste autopolaire par 1apport a (H).
Donc :

Le triangle formé par les trois points M, M'; M
qui ont pour axe une droite p. est : inscrit a la
conique (K ), circonscrit ala conique (C), autopolaire
par rapport & U'hyperbole (). S¢ la droite p. roule
sur (G), le triangle varie; mais ses cdtés et ses
sommelts jouissent toujours des mémes propriétés
relativement auzx trois coniques.

(Lacukgre.)

La droite M'M’, qui a pour équation
2x — By - cr=o,

est donc tangentle a la conique (). Les coordonnées
de son point de contact sont faciles & trouver. En les
désignant par§ et 1, on a

1+ c2o2 q P—clu? §

- = (= — D
ut+ v2 ¢t ! ut 4 ot ¢t

Fe=--

ou, si lon fait intervenir les coordonnées du

poinl (x|)'|),
r___axl’ ‘3‘)’1
s ctu :

En tenant compte de la relation (11), on vérifie



(9)
aisément qu’elles satisfont a Péquation

ctuvxy +~uytx —vriy =o,

c’est-a-dire a I’équation de 'hyperbole d’Apollopius du
point (x4, 1) relativement & la conique (C). Ainsi :

Le triangle MM'M' est formé par les tangentes a
la conique (C) aux pieds des mormales & cette
conique issues du point (z,y,).

Cest cette propriété qui nous parait fournir la défi-
nition la plus nette dy triangle des trois points qui ont
pour axe une dyoite donnée.

Le iriangle MM'M" est encore susceplible d’une
autre définition simple. A cet effet, appelons, avec
Laguerre, centre d’une droite le point de rencontre
des perpendiculaires élevées aux axes Oz et Oy aux
points ou ils sont coupés par la droite et désignons
par P et P/ le point (z,,)() et le point qui lui est
diamétralement opposé sur Uellipse ((i). Nous aurons
lethéoréme suivant :

Le triangle MM'M" et le triangle formé par les
centres des trois normalesissues de P, a Uellipse (C),
sont symétriques par rapport a lorigine O.

les éléments remarquables du triangle MM'M" sont
aisés a déterminer. Nous avons déja vu que le centre G
du cercle circonscrit est au milieu de of.

Lecentredes hauteurs H s’obtient en prolongeant OP’
d’une longueur égale. On a donc OH = 2 0P,

En effet le point H se trouve sur la droite POP’,
directrice de la parabole (13)inscrite au triangle MM'M".
Il se trouve également sur la paralléle & la tangente a
Pellipse (C) en P’ et & une distance double du centre,
puisque cette paralléle est la directrice de la paro-
bole (12) également inscrite 8 MM'M".
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Le centre de gravité G se trouve par cela méme
déterminé, et on 'obtient, soit en prenant!lintersection
des droites HC et P'O’; soit en menant par O une
parallele & la normale en P jusqu'a sa rencontre
avec HC. Mais le point ainsi oblenu coincide avec le
centre de gravité du triangle HOO'; d’ou ce théoréme :

Les triangles MM'M” et HOO' ont méme centre de
gravité.

Le centre du cercle des neuf points, w, est au milieu
de HC. Ce cercle passe par le point P, puisque P’ est
le centre d'une hyperbole équilatére circonscrite
aMM'M”. 1l est donc complétement déterminé. Les
coordonnées de ces quatre points sont les suivantes:

. c?ary c2y, )
(;( za2’ hamd Q.b'l)’ ]](—Z.Z'b ——‘2)’1),

R2x, R2y,* ., iz ctyy
G(—_W,—W)’ (o(—J]—:— /'azy—}’x—n';)y

R désigne le rayon du cercle de Monge de I'ellipse (C).

Le triangle AA’A”, formé par les points de contact
avec P'ellipse (CG) des cotés du triangle MM'M"; c’est-
a-dire le triangle des pieds des normales a I'ellipse (C)
issues de P, jouit également de nombreuses propriétés.
Mais comme les deux triangles sont polaires P'un de
I'autre par rapport a la conique (C), les propriéiés
descriptives du premier ne sont que les transformées
des propriétés correspondantes du second, nous nous
contenterons de les énoncer.

On sait que les points A, A’; A” sont sur I'hyperbole
d’Apollonius du point P et aussi sur un cercle, dit
cercle de Joachimsthal, quipasse par le point P’ et par
la projection du centre O sur la tangente en P’. Son
équation est

b2 a?
a2 2 Pridh i b—gy,y——(a’—a— b2) = o.



(1)
Il rencontre le cercle de Monge de la conmique (C)
suivant un diamétre de cette conique.
Son centre est au milieu de la droite PO
En dehors de 'hyperbole d’Apollonius et du cercle
de Joachimsthal, les points A, A/, A” sont sur une
conique définie de la facon suivante -

Elle a pour centre le milieude OP', pour axes les
paralléles a Ox et Oy menées par ce point; elle
passe par le centre O, par le point P' et par les
projections de ce dernier sur les axes Ox et Oy.

Si, au lieu des sommets, on considére les cotés du
triangle A A’ A”, on trouve qu’ils peuvent éire définis
comme tangentes communes des courbes suivantes :

1° Une parabole qui touche lesaxes Ox et Oy aux
points ow ils sont coupés par la tangente en P' a la
conique (C). Cette parabole a pour foyer la projec-
tion de O sur la tangente en P’ et pour directrice la
droite O'O). C’est la parabole de Chasles du
point O,

2° Une autre parabole qui touche les paralléles
auzx axes Ox et Oy menées par le péle de la normale
en P aux points ow elles sont coupées par OP. Son
Sfoyer est a l'intersection de OP avec la perpendicu-
laire abaissée sur cette droite du péle de la normale.
C’est le réciprogue de P par rapport au cercle de
Monge. Son axe est paralléle a la droite symétrique
de OP par rapport a Oz.

3° Une ellipse ayant méme centre et méme direc-
tion d'axes que U'ellipse (C). Les longueurs de ses

3

3

a
ares sont — et — -
c? c?

Enfin le triangle AA’A’ est conjugué par rapport &
une hyperbole définie de la facon suivante :
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FElle a méme centre et mémes divections d’axes

que Uellipse (C). Ses sommets réels situés sur Oy
s b?
ont pour ordonnées = —.

Ces denx derniéres coniques ont pour équations

ct 2 cty2
(15) s 2 TI=0
22 o2y
(10) —L—i—l:o.

Tat T TRt
Elles sont indépendantes de (z,, y,). Donc:

Lorsque le point P(z,, v,) décrit Uellipse (C), le
triangle AA'A" varie en restant inscrit a la
conique (G), circonscrit a Uellipse (15), conjugué
par rapport & U hyperbole (16).

Les éléments remarquables de ce triangle se déter-
minent aisément. Nous avons vu que le centredu cercle
circonscrit ¢, est au milieu de PO). Le centre des
hauteurs H, est a I'intersection de O’ O/, directrice de
la parabole de Chaslesde O/, et de la droite menée par
le pole de la normale perpendiculairement a la droite
symétrique de OP par rapport 4 Oz.

Le centre de gravité G, et le centre du cercle des
neuf poinls se trouvent par cela méme déterminés.

Les coordonnées de ces points sont les suivantes :

. [ brxy ay, a*+ bt ab+ b+
(T SR) (e - )
G R2z, R2y,
M\ Ber’ T TBer )’

R désignant le rayon du cercle de Monge.

Ces formules et les formules analogues pour le
triangle M M/ M’ permettent de trouver les hieux décrits
par les éléments remarquables de ces triangles, quand
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le point P décrit Uellipse (C). On voit que tous ces

lieux sont des ellipses ayant méme centre et mémes
directions d’axes que Dellipse (C).



