NOUVELLES ANNALES DE MATHEMATIQUES

F. GOMES TEIXEIRA
Sur les courbes isoptiques et les podaires

Nouvelles annales de mathématiques 4¢ série, tome 14
(1914), p. 161-166

<http://www.numdam.org/item?id=NAM_1914_4 14 161_1>

© Nouvelles annales de mathématiques, 1914, tous droits
réserves.

L’acces aux archives de la revue « Nouvelles annales de
mathématiques » implique ’accord avec les conditions
générales d’utilisation (http://www.numdam.org/conditions).
Toute utilisation commerciale ou impression systématique
est constitutive d’une infraction pénale. Toute copie ou
impression de ce fichier doit contenir la présente men-
tion de copyright.

‘NuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Numérisation de documents anciens mathématiques
http://www.numdam.org/


http://www.numdam.org/item?id=NAM_1914_4_14__161_1
http://www.numdam.org/conditions
http://www.numdam.org/
http://www.numdam.org/

[0'24q]
SUR LES COURBES ISOPTIQUES ET LES PODAIRES;
Par M. F. Gomes TEIXEIRA.

1. On désigne sous le nom de courbe isoptique
d’une autre courbe (Cy) et d’un point O le lien (C)
décrit par le sommet d’un angle constant dont un des
cotés est tangent & (C,) et 'autre passe par le point
donné O. Si 'angle est droit, la courbe (C) est dite
orthoptique el clle est identique 4 la podaire de (C,)
par rapport a O.

Prenons pour origine des coordonnées orthogonales
le point O etreprésentons la courbe (C,) par les équa-
tions paramétriques

z=29(t), y=4%(),

I'angle donné par a, et les coordonnées de son sommet

par (X,Y). On a

(Y—p)a'=(X—z)y'.
Y — _y,’ cOS % —+ 17’, s-in;zX

' cosa — y'sina

Donc la courbe (C) peut étre représentée par les
équations paramétriques

yx'—xy' ' cosa — y'sina
= T )
- z'r+ y'2 sina
I .
) Y y&' —xy' y' cosx+ x'sina
ozt sina
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. T . L.
Sia= -, etsi X,, Y, désignent les valeurs qu’alors
> ) g
prennent X, Y, on a les équations de la courbe orthop-

tique de (C,) et O, savoir :

X, XE=2Yy oy (yE —ay)a
1 x12+y,2 1 zl2+ylz

Donc on a

Xsinx = Y, cosx + X; sina,

Y sina = Y, sina — X, cosa,

ou
(2) X = Y, cosa+ X, singa,
2
Y=Y, sina— X, cosa,
ou
(3) X, = X,sinx, Y, = Y,sina.

Quand le point (X, Y,) décrit la podaire de (C,)
par rapport & O, le point (X,, Y,) décrit une courbe
semblable & celle-la. Le point (X, Y), déterminé par les
équations (2 ), décrit la courbe isoptique de (C,) et O.
Mais, en désignant par (0, o) et (62, p2) les coordon~
nées polaires des points (X,Y) et (X,,Y,),ona

tangh = -Y{, tang b, = %,
P, 2

et, par conséquent, e¢n tenant comple des formules (2),

0\
tang (0 — 8,) = tang (ac — ;),
d’oit il résulte

| ™
0—9,=G—Z~

Comme on a aussi p=p,, nous avons le théoréme
suivant :

La courbe isoptique de C, et O est semblable a la
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podaire de (C,) par ravport a O. On détermine la
nature de cette courbe, quand la podaire est connue,
aw moyen des équations (3), et 'on en obtient la
position dans le plan de (C,) en faisant tourner le
lieu de (X,,Y,) autour du point O d’un angle égal

T . .
a - —adans le sens du mouvement des aiguilles

2

d’'une montre.

2. Nous allons nous occuper maintenant de la ques-
tion inverse de celle qui précéde, c’est-a-dire du pro-
bléme suivant :

Déterminer une courbe (C,) sur laquelle doit
rouler un cété d’un angle donné a, dont l'autre
cdté passe par un point fixe O, pour que le sommet M
décrive une ligne donnée (C).

Prenons encore pour origine des coordonnées ortho-
gonales le point O. L’équation d’une tangente a la
courbe (C,) est

z cosw+ ysinw=p= f(w),

w désignant I'angle que la normale correspondante fait
avec l'axe des abscisses et p =f(w) la distance de
Porigine a la tangente considérée. La courbe (C,) est
I’enveloppe des positions que cette langente prend
quand o varie, et elle peut donc étre représentée par
les équations paramétriques

z=f (w)cosw— f'(w)sinw,
y=f"(w)cosw—+ f (w)sinw,

Mais, en représentant par p, la distance de l'origine
au sommet M de I'angle a et par § 'angle de OM et de
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I’axe des abscisses, nous avons

p1= P =M7 0:(.!)—{—&—1‘;'

sina sina

Donc la courbe (C) peut étre représentée par

f<?+6—a>'

2
sin a

I'équation polaire
P = Pl —

Si 5 =F () est I'équation donnée de la courbe C,
on a

et, par suile,

Sf(w)=sinaF <w + a2 — ;) = F(6)sina.

Donc la courbe (C,) peut étre représentée par les
équations paramétriques

, % x =sina [F(0)sin(a —8) —F'(0) cos(a— 0)],
(4) ¥ =sina[F(0)cos(z—0) + F'(8) sin(a — 0)],
ou

z=sina; [F(6)cos8—TF'(0)sinf] sina
s — [F (6) sin® + F'(6) cosf] cosa |,
(%)

) y=sina! [F'(0)cosd+F (0)sinb] sinx
{ +[F (0)c050—F’(G)sine]cosag.

En désignant maintenant par X etY les coordonnées
de la podaire négative de (C) par rapport a O, nous
. ™
avons, en faisant o = 3

X =F (8)cos® —F'(0)sinb,

(6) Y =F'(8)cosb + F (6)sin6.
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' Donc,
2 = sina [X sina — Y cosa],
¥ =sina[Y sina + X cosa],
ou
) x = X sina — Y, cosa,
7 ¥ = Y;sina + X cosa,
ou
(8) X; = Xsina, Y, = Ysina.

Quand le point (X, Y) décrit la podaire négative
de (G), le point (X, Y,), déterminé par les équa-
tions (8), décrit une courbe semblable, etle point (z, ),
déterminé par les équations (), décrit la ligne dont (C)
est la courbe i1soptique.

Ces équations donnent, comme dans la question
précédente, le théoréme suivant :

St (C) est la podaire de (C,) par rapport a O
et (Cy) est une courbe isoptique de (C) et O, les
courbes (Cy) et (Cy) sont semblables. St ’on connait
(Cy), on détermine la nature de (C,) au moyen des
Sformules (8) et l’on en obtient la position dans le
plan de (C) en faisant tourner le liew de (X, Y,)
autour du point O d’un angle égal & o — :—t dans le

sens du mouvement des aiguilles d’une montre.

Appliquons cette doctrine au cas ou la ligne (C) est
une droite.

Nous pouvons prendre pour axe des abscisses la
paralléle a la droite donnée passant par O, et alors
I'équation de cette droite est

a
cosf

p:

Les équations de sa podaire négative sont

cos20 sin20
=a——:) =a—r-
cos20 r cos?0
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11 en résulte, en faisant

r = pq cosfy, ¥ = pysinfy,

I’équation polaire de la méme courbe

2a

fr= cos0;, + 1

et ensuile son équation cartésienne
y*=ja(a—ux).

La podaire négative de la droite dounnée est donc
une parabole a laquelle cette droite est tangente au
sommel, et le point O coincide avec le foyer de cette
parabole. Ce théoréme est bien connu.

[I résulte maintenant, du théoréme général énoncé
ci-dessus, que 'équation de la courbe qui satisfait a la
condition d’avoir pour ligne isoptique d’elle-méme et
du point O la droite donnée est

2a

PSR = (e —0y) + 1

Cette courbe est encore une parabole dont le foyer
coincide avec le point O.



