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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

[L'19d] }
SUR QUELQUES PROPRIETES DES CONIQUES (HOMOFOCALES:
Par M. F. BALITRAND.

Nous nous proposons de démontrer analytiquement
quelques propriétés des coniques homofocales énoncées
par Laguerve (OF uvres complétes, t. 2, p. 569). Pour
cela, nous ferons intervenir la parabole de Chasles qui
parait jouer un rdle important dans la théorie des
coniques homofocales. Pour plus de clarté, nous
conserverons entierement les notations de Laguerre.

Etant donné un systéme de coniques homofocales,
ayant pour axes Oz et Oy, pour foyers réels F et F/,
pour foyers imaginaires ® et @', nous appellerons
conique du systéme, toute conique ayantpourfoyers les
points F et I/, & et @',

Par un point quelconque M du plan passent deux
coniques du systéme; soient N et N’ les centres des
cercles osculateurs de ces deux coniques, au point M, el
« la droite qui les joint. Cette droite est parfaitement
déterminée quand on se donne le point M et les deux
foyers F et F'; nous l'appellerons I'aze du point M.

Ann. de Mathémat., 4° série, t. X1V, (Janvier 1914.) 1



(2)
Réciproquement, étant donnée une droite p. du plan,
nous démontrerons qu'il existe, dans ce plan, trois
points M, M’ et M" pour lesquels elle est un axe.

Il existe une seule conique du systéme qui touche la
droite .. Nous désignerons par o et 3 les points ou la
normale au point de contact coupe les axes Oz et Oy.

Cela posé, nous rappellerons que les points N et N’
sont les points de contact de la parabole de Chasles
relative au point M, avecles tangentes & cette parabole,
issues de ce point.

[’équation ponctuelle de cette parabole (P), » et
désignant les coordonnées de M, est

(1) (0 — By — 22 + jafia y = o.

Son équation tangentielle, beaucoup plus simple, est

(2) ctuy + fu—av = o.
Soient
(3) Uur +vy —1=0

I'équation de ladroite p, et
(4) 0x — uy —ctup =o

I’équation de la normale a la conique du systéme qui
touche la droite ., au point de contact dont les coor-
données (x, y,) sont

1+ c?p?

(5) T
1— c2u?

(=P —_—

4 u?+ o2

En écrivant que le pdle de la droite p, par rapport a
la parabole de Chasles, coincide avec le point (a, ),
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on a les relations

va? — uafl —f — ¢ = o,

6
18) uBr—oaf — a—+c?u=o.

Ces deux équations représentent, o et 3 désignant
pour 'instant les coordonnées courantes, deux hyper-
boles ayant une direction asymptotique commune
perpendiculaire 4 . Elles se coupent donc en trois
points a distance finie seulement M, M’ et M”. Ainsi les
points pour lesquels la droite . est un axe sontal’inter-
section de deux hyperboles :

La premiére passe par le point 3, par les foyers
réels F et F' et admet pour directions asymptotiques
Uazxe Oy et la direction perpendiculaire a .

La seconde passe par le point o, par les foyers ®
et ' et admet, pour directions asymptotiques, l'axe
Oz et la direction perpendiculaire a p.

(LAGUERRE.)

Laguerre dit par erreur, asymptotes, au lieu
de directions asymptotiques. Les asymploles sonl
d’ailleurs faciles & mettre en évidence en écrivant les
équations (6) sous la forme

o\
w(ua +1) <vz—-uﬁ- ;)—%v(p——c%ﬂ):o,
"("@+')(va—u?+ Z) —(1+er0?) =o.
\ 4 )

Reprenons les équations (6) en désignant toutefois
par z et y les coordonnées courantes. On vérifie aisé-
ment 1'égalilé suivante :

a(vxt— uxry —y —co) + B(uyt—vay —r + c2u)
=(ax— By +c?)(ve —uy + Bu —av),

pourvu que le point («, 3) soit un point commun M
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anx deux coniques. La droite qui a pour équation
(7) az — By +ct=o0

représente alors la corde qui joint les deax autlres
points M’ et M". Elle est symétrique, par rapport a
Porigine O, de la corde de contact de la parabole de
Chasles (P), relative au point M, avec les axes Oz
et Oy. Ainsi : ,
Le triangle MM'M’ est symétrique, par rapport
a lorigine O, du triangle formé par les cordes de
contact, avec les axes Ox et Oy, des paraboles
de Chasles (P), (P') et (P"), relatives & ses sommets.

Soit M, M, M’ le triangle formé par ces cordes de
contact. Les foyers o, o’ et o des paraboles (P), (P') et
(P") s’obtiennent, soit en projetant les points M, M’
et M" sur la droite u, soit en projetant Porigine O sur
les trois cordes de contact. Donc les projections du
point O surles cOtés du triangle M, M| M sont en ligne
droite, et il en est évidemment de méme pour le
triangle M M’ M". D’ou ce théoréme :

Les projections de lorigine O sur les cdtés du
triangle formé par les points M, M';, M", pour
lesquels la droite p est un axe, sont sur une droite,
symétrique de la droite w par rapport al’origine O.

Nous appellerons u, cette droite. On voit, d’apres
le théoréme de Simpson, que le cercle circonscrit au
triangle M M'M" passe par l'origine O, et aussi qu’il
existe une parabole, tangente a ses trois cOlés, ayant
pour foyer le point O et pour tangente au sommet la
droite u. Nous reviendrons plus loin analvtiqguement
sur ces propriétés,

La droite

ar—By+c=o
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est la polaire du point M(« B) par rapport a 'hyper-
bole équilatére qui a pour équation

(8) 72— y2+ct=o,

et que nous désignerons par (H). Ainsi :

Le triangle MM'M" est conjugué par rapport é
Uhyperbole équilatére (H) qui a pour centre le
point O, et dont ’axe transverse, dirigé suivant Oy,

« pour longueur FF'.
(LacuEerrE.)

Reprenons les équations (6 ). Multiplions la premiére
par 3, la seconde par « et ajoutons. Nous obtenons

(9) e+ 24 c2(¢P—ua) =o.

Clest 'équation du eercle circonscrit au triangle O af3.

Multiplions la premiére des équations (6) par ¢, la
seconde par u et retranchons. En tenant compte de (g),
on a

1--c29? 1— ctu?
2 + f —cb=o,
ut—+ v

(10) Wi ot
C’est Iéquation d’une conique qui a pour sommets les
points de rebroussement de la développée de la
conique (C) du systéme qui touche la droite u. Nous
la désignerons par (K). Ainsi :

Les points M, M' et M" sont a l’intersection du
cercle OaB et de la conique qui a pour sommets les
points de rebroussement de la développée de la
conique du systéme qui touche la droite .. Le qua-
triéme point commun & ces deux courbes est le
point O, du cercle 043, diamétralement opposé
au point O. (LAcUERRE.)

Multiplions 4 nouveau la premiére des équations (6)
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par u, la seconde par ¢ et ajoutons. Il vient

1—c?u? 1+cfv’B o
l—l—u =
u?+ 2 u? + o2

a4+

ou, en introduisant les coordonnées (z;, y,) du point
de contact de la conique (C) du systeme, qui touche la
droite 1, avec cette droite,

(11) afl + ay;+ Bay= o.

C'est Iéquation d’une hyperbole équilatére qui
q yp ur
admet Ox et Oy pour directions asymptotiques, qui
passe a l'origine, et qui a pour centre le symétrique du
point (2, y,) par rapport a I'origine O.

Si l'on désigne par O le syméirique du point O’
par rapport & I'origine O, on peut encore dire que
I'hyperbole précédente est P’hyperbole d’Apollonius
du point O relativement & la conique (C). Ainsi:

Les points M, M' et M" sont sur Uhyperbole
d’Apollonius du point O relativement a la
conique (G). Le centre de cette hyperbole est le point
de la conique (C) diamétralement opposé au
point (z, yy)-

Jusquict le triangle MM'M’ a été défini par ses
sommels; comme points d'intersection de deux coniques
ayant, en dehors d’eux, un quatriéme point commun
connu. Mais on peut aussi le délinir par ses cotés, qui
seront alors les langentes communes & deux coniques,
ayanl en oulre une quatriéme langente commune
connue a 'avance.

Si l'on observe que le triangle MM'M” est autopolaire
par rapport a ’hyperbole équilatére (H), et par suite
ue change pas, si l'on fait une transformation par polaires
réciproques, en prenant cette hyperbole pour figure de
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référence, on voit que les transformées des coniques
passant par les sommels fourniront des coniques
tangentes aux cotés.

Analytiquement, cela revient & remplacer, dans les
équations ponctuelles des coniques, a et 3, supposées
coordonnées courantes, par —c2U et ¢2V; U et V
désignant les coordonnées tangentielles courantes. Nous
avons vu, en effet, que le c6té M'M’, polaire du
point M(a, 3), par rapport & I’hyperbole (H), a pour
équation az — By + ¢?= 0. Les coordonnées de cette
droite sont donc

U=— 2, v B,

Celte transformation, appliquée au cercle (), donne

(12) U2--V2+Uu—+ Ve =o.

c¢’est 'équation tangentielle d’une parabole qui a pour
foyer I'origine et pour langente au sommet la tangente
a la conique (C) au point diamétralement opposé au
point (2, ¥).

Appliquée a 'hyperbole équilatére (11), cette méme
transformation donne
(13) 2UV -y U —2;V=o.

c¢’est I’équation Langentielle de la parabole de Chasles
du point (z, y,) relativement & la conique (C).
Ainsi :

Les cotés du triangle MM'M” sont les tangentes
communes « deux paraboles. La premiére a pour
Joyer lorigine et pour tangente au sommet, la
tangente a la conique (C) au point diamétralement
opposé au point (x, y.), la seconde est la parabole
de Chasles, du point (z,, y.) relativement a la
conique (C).
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~Appliquons - encore cette transformation 4 la
conique (10). Nous trouvons
1+ 29 1 —c?ul

2o Y¢—1=o,

(14) ———U
ur-p? U+ o2

qui n’est autre chose que I'équation tangentielle de la
conigue (C) elle-méme. Les cotés du triangle MM'M"
touchent donc cette conique, et si la droite . roule sur
elle, lessommets du triangle décrivent la conique (K‘)/,'
pendant que les cftés enveloppent la conique (C) et
que le triangle reste autopolaire par rapport & (H).
Donc :

Le triangle formé par les trois points M, M/, M’
qui ont pour azxe une droite p. est : inscrit a la
contque (K ), circonscrit a la conique (C), autopolaire
par rapport a 'hyperbole (). S¢ la droite p. roule
sur (C), le triangle varie; mais ses cdtés et ses
sommets jouissent toujours des mémes propriétés
relativement aux trois coniques.

(Lacurgne.)

La droite M'M’, qui a pour équation
ax — By +-c?=o,
est donc tangentle a la conique (C). Les coordonnées

de son point de contact sont faciles i trouver. En les,
désignant par§ et 1, on a

1+ c2o2 a P—ciu? §
—_— Y T — ey
u?+ v c? ! w2+ vt c?

£ =

ou, si lon fait intervenir les coordonnées du
poin.l (x|)'|),

r o __a.‘xl’ " = ‘3‘)’1_
§ ctu P oere

En tenant compte de la relation (11), on vérifie



(9)
aisément qu’elles satisfont a I'équation

ctuvzy +uyyr —oxrly =o,

c’est-a-dire & I’équation de 'hyperbole d’Apollonius du
point (Z, 1) relativement & la conique (G). Ainsi :

Le triangle MM'M' est formé par les tangentes a
la conique (C) aux pieds des mormales a cette
conique issues du point (z, y,).

Cest cette propriété qui nous parait fournir la défi-
nition la plus nette du triangle des trois points qui ont
pour axe une droite donnée.

Le iriangle MM'M" est encore susceptible d’une
autre définition simple. A cet effet, appelons, avec
Laguerre, centre d’une droite le point de rencontre
des perpendiculaires élevées aux axes Oz et Oy aux
points ou ils sont coupés par la droite et désignons
par P et P’ le point (z,,y) et le point qui lui est
diamétralement opposé sur Uellipse (Ci). Nous aurons
le théoréme suivant :

Le triangle MM'M" et le triangle formé par les
centres des trois normalesissues de P, a Uellipse (C),
sont symétriques par rapport a Uorigine O.

Les éléments remarquables du triangle MM'M" sont
aisés & déterminer. Nous avons déja vu que le centre C
du cercle circonscrit est au milieu de af.

Lecentre des hauteurs H s’obtient en prolongeant OP'
d’une longueur égale. On a donc OH = 20P'.

En effet le point H se trouve sur la droite POP/,
directrice de la parabole (13)inscrite au triangle MM'M".
Il se teouve également sur la paralléle a la tangente a
Uellipse (C) en P’ et & une distance double du centre,
puisque cette paralléle est la directrice de la para-
bole (12) également inscrite. a MM'M’.
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Le centre de gravité (3 se trouve par cela méme
déterminé, et on ’obtient, soit en prenant!intersection
des droites HC et P'O’; soit en menant par O une
parallele & la normale en P jusqu'a sa rencontre
avec HC. Mais le point ainsi oblenu coincide avec le
centre de gravité du triangle HOO'; d’ou ce théoréme :

Les triangles MM'M" et HOO' ont méme centre de
gravite.

Le centre du cercle des neuf points, w, est au milieu
de HC. Ce cercle passe par le point P’, puisque P’ est
le centre d’une hyperbole équilatére circonscrite
aMM'M”. 1l est donc complétement déterminé. Les
coordonnées de ces quatre points sont les suivantes:

. c?ry cly, .
o T@-SH) e

Rz, R2yn L ez A\
O e T O R 1)L

R désigne le rayon du cercle de Monge de Uellipse (C).

Le triangle AA’A’, formé par les points de contact
avec I'ellipse (C) des cotés du triangle MM'M’; c’est-
a-dire le triangle des pieds des normales a I'ellipse (C)
issues de P, jouit également de nombreuses propriéiés.
Mais comme les deux triangles sont polaires 'un de
Pautre par rapport a la conique (C), les propriétés
descriptives du premier ne sont que les transformées
des propriétés correspondantes du second, nous nous
contenterons de les énoncer.

On sait que les.points A, A, A” sont sur 'hyperbole
d’Apollonius du point P et aussi sur un cercle, dit
cercle de Joachimsthal, quipasse par le point P’ et par
la projection du centre O sur la tangente en P'. Son
équation est

b2

a?
X2 2 AT T Y — (a2+ b2) =o.
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Il rencontre le cercle de Monge de la comque (C)
suivant un diamétre de cette conique.
Son centre est au milieu de la droite PO/.
En dehors de 'hyperbole d’Apollonius et du cercle
de Joachimsthal, les points A, A/, A” sont sur une
conique définie de la fagon suivante -

Elle a pour centre le milieude OP', pour axes les
paralléles a Ox et Oy menées par ce point; elle
passe par le centre O, par le point P' et par les
projections de ce dernier sur les axes Oz et Oy.

Si, au lieu des sommets, on considére les cotés du
triangle A A’ A”, on trouve qu’ils peuvent éire définis
comme tangentes communes des courbes suivantes :

1° Une parabole qui touche lesaxes Oz et Oy aux
points ow ils sont coupés par la tangente en P' a la
conique (C). Cette parabole a pour foyer la projec-
tion de O sur la tangente en P' et pour directrice la
droite O'O). C’est la parabole de Chasles du
point O,

2° Une autre parabole qui touche les paralléles
aux axes Ox et Oy menées par le péle de la normale
en P aux points ot elles sont coupées par OP. Son
Sfoyer est a l'intersection de OP avec la perpendicu-
laire abaissée sur cette droite du péle de la normale.
C’est le réciproque de P par rapport au cercle de
Monge. Son axe est paralléle & la droite symétrique
de OP par rapport a Oz.

3° Une ellipse ayant méme centre et méme direc-
tion d'axes que U'ellipse (C). Les longueurs de ses

3

a b3
axes sont — et — -
c? c?

Enfin le triangle AA’A’ est conjugué par rapport a
une hyperbole définie de la facon suivante :
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Elle a méme centre et mémes divections d'azxes
que Uellipse (C). Ses sommets réels situés sur Oy

s b2
ont pour ordonnées = —.

Ces denx derniéres coniques ont pour équations

ct a2 cty?
IPT N T

(15)

—1=o0,

. c2x? cty?
(I‘J) 7—-b—‘-+120.

Elles sonl indépendantes de (2., y,). Donc:

Lorsque le point P(z,, y,) décrit ellipse (C), le
triangle AA'A" wvarie en restant inscrit a la
conique (G), circonscrit a Pellipse (15), conjugué
par rapport & U’ hyperbole (16).

Les éléments remarquables de ce triangle se déter-
minent aisément. Nous avons vu que le centre du cercle
circonscrit ¢, est au milien de PO). Le centre des
hauteurs H, est a 'intersection de O’ O/, directrice de
la parabole de Chaslesde O, et de la droite menée par
le pole de la normale perpendiculairement a la droite
symétrique de OP par rapport 4 O .

Le centre de gravité G, et le centre du cercle des
neuf points se trouvent par cela méme déterminés.

Les coordonnées de ces points sont les suivantes :

. [ b2xy atyy’ at+ bt ab+ b+
Cl(zaz’ 2b2>’ H‘( atet 0T g )’1)»

Gi <R2x1‘y —_ R’y,))

3c? 3c?

R désignant le rayon du cercle de Monge.

Ces formules et les formules analogues pour le
triangle M M/ M’ permettent de trouver les lieux décrits
par les éléments remarquables de ces triangles, quand
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le point P décrit Uellipse (C). On voit que tous ces
lieux sont des ellipses ayant méme centre et mémes
directions d’axes que lellipse (C).

[A3g]
LIMITATION DE L’ERREUR COMMISE DANS L’APPROXIMATION
D'UNE RACINE PAR LA METHODE DES PARTIES PROPOR-

TIONNELLES ;
Par M. G. MILHAUD,

Professeur au Lycée de Nimes.

Je me propose dans cette Note d'indiquer une méthode
qui me semble nouvelle pour limiter supérieurement
I'erreur commise dans le calcul d'une racine d’une équa-
tion par la méthode des parties proportionnelles. La
limite obtenue me parait d’un calcul assez facile pour
rendre des services dans la pratique.

Soit
Sf(z)=0

I'équation considérée possédant une racine z, dont a
et b sont deux valeurs approchées (a <z, <<b). On
saitque la méthode d’approximation revient & remplacer
'avc T' de la courbe y = f(x) par la corde AB joignant
les points d’abscisses a et 0. L’équation de AB peut
s'écrire

(1) y—Jfla)=L(z—a)
ou
(2) Yy —J[f(b)=L(z—10),
. avec
L f(b)—f(a),

b—a
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Je suppose la fonction f développable dans Uinter-

valle (a, &) par la formule de Taylor jusqu’au terme
en f" inclusivement.

Si 'on considére 'ensemble de tous les segments

rectilignes paralléles a I'axe des x et limités a la

courbe I et &4 la corde AB, il existe en vertu des hypo-

théses faites au moins un de ces segments, soit CD, plus
grand que tous les autres et il rencontre la courbe en un
point C ot la tangente est paralléle & AB. On a par suite

S'(¢)=L.

CD donne une limite supérieure de lerreur com-
mise C, D,.
[ abscisse d de D est donnée par

f(e)— f(a)= L(d— a).
La limite supérieure est donc
e=|c—d|= f(a)l;f(c)_(a_c) .

Mais
f@y—fley=(a—e)f (e)+ 2L pr(p,
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v étant un nombre compris entre a et ¢. On a donc

(a—c)?

= T.f”(Y) .

En reprenant le méme raisonnement en faisant jouer
au nombre b le role de a et en prenant I'équation de
la corde AB sous la forme (2), on obtient

- (b—c)zfr/(s) ,

2L
o désignant un nombre compris entre ¢ et b.
Soit M un nombre supérieur ou égal a toutes les
valeurs absolues de f”(x) dans I'intervalle (a, ), ona

55(a—(')‘-‘ M, . (b—cp M

2 L] 2 Iy’

[IVAY

et commel'un des nombres [a — ¢, |6 — ¢ | ne dépasse

pas

—a P
l, on a en définitive

(b—a)yM < (b—ay M _
8] L] -8 1f(b) —f(a)l

HA

Telle est la formule que je me proposais d’établir.
En remplacant L par sa valeur f(¢), on montre que
Perreur est du méme ordre que (b — a)2.

Jobserve, en terminant, que contrairement a ce qui
se passe dans la limitation de I’erreur dans la méthode
de Newton, cette limite supérieure peul étre égale
exactement & I'erreur commise, puisque, dans des cas
trés particuliers, les inégalités peuvent toutes se changer
en égalités. Ce mode de limitation semble donc a priori
au moins aussi avantageux que n'importe quel autre.
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[I113Db«]
SUR LES NOMBRES QUI SONT SOMMES DE DEUX CARRES;

Par UN ANONYME.

Cette Note est relative & un fait bien connu, mais la
distinction élablie ici entre deux cas n'a peut-étre pas
¢1¢ remarquée.

1. Un nombre naturcl A est triangulaire si I'équa-
tion
z(x +1
g:z\, 224+ — 2 A = o,
2

a ses racines enlicres; a el @’ étant ces racines, on a

a+a=—1;

‘une étant a, autre est — (@ -+ 1). Si a est la racine
1 tant a, l'autre est -+ S tl
positive ou nulle, le nombre @ est la base du nombre
triangulaire
a(a—+1).
2 b

bien que ce nombre puisse encore s’écrire
q p

onu

—(a+1)zx--a a'(a'+1)
S S Ao jadh S
2 2

on ne dit pas que le nombre négatif — (@ —+ 1) est une
base du nombre triangulaire considéré; de cette fagon,
on peut parler de la parité de la base d’un nombve
triangulaire.

Ainsi, quand un nombre ttiangulaire se présente
ala +1)

sous la forme » a étant négatif, il faut le mettre
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sous la forme

r r
—(a+1)x—a ou a(a+l)’
2 2
et sa base est le nombre positif ou nul @'=— (a +1).

Nous considérons zéro comme un nombre trian-
gulaire de base zéro.

2. Soit N un nombre impair qui est somme de deux

carrés,
N=a?+ b= (2h+1)2+ (2k)2.
Comme on a simultanément
N = a2+ b2, 2N=(a+b)?+(a-—-b’)‘-’,
on peut écrire
aN=(2h--2k-+1024+ (2h — 2k +1)2
SiT'oa pose
h-+k=c, h—k=d,

de sorte que ¢ ct ¢ sont deux nombres de méme
parité, on obtient

oaN = (2¢+ 12+ (2d +1)2,
2(N—1)=(4c2+4ec) + (42 + 4d),
N — v/l[c(c-}-x) + d((l+|)]
2

—+1I.
2

Ainsi, dans Pégalité
N=4n-1,
qui a lieu @ priori, n est dela forme

4 {
v((‘:—:) + d((‘)-f— 1)’

Ann. de Mathémat., §* série, t. XIV. (Janvier 1915.) 2
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c et d élant de méme parité. Mais d peut étre négatif,
et deux cas se présentent :

1° Dans Uégalité N =a*+ b2, celui des deuz
nombres a et b qui est impair est le plus grand;

on a
o2l +1> 2%k, 2h 22k, dzo;

alors, dans la formule N= 4n 1, le nombre n est
la somme de deux nombres triangulaires dont les
bases c et d sont de méme parité; pour h=1Fk, nestle
nombre triangulaire de base 2k (Pautre nombre trian-
gulaire étant o).

2° Dans Uégalité N=a*—+ b, celui des deux
nombres a et b qui est impair est le plus petit; on a

oh+1< 2k, 2h 4229k, dsi—r1;
en posant d'=— (d +1), n est de la forme

c((‘—4—|)+ d(d—i—l),
2 2

de sorte que n est alors la somme de deux nombres
triangulaires dont les bases ¢ et d' sont de parités
différentes; pour h =k —1, n est le nombre trian-
gulaire de base 2k — 1 (l'autre nombre triangulaire
élant 0).

Exemples :

29 =52+22 =4 X741, 7

N

17=1244?2=4X§{+1,

E=N
Il
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[0'1]
THEOREMES SUR LES COURBES ET LES SURFACES FERMEES;
Par M. R. BRICARD.

1. Appelons élongation d’une courbe ou d’une
surface fermée le maximum de la distance de deux
points de cette courbe ou de cette surface. J’établirai
les théorémes suivants :

o

1° Toute courbe plane fermée d’élongation

donnée E peut étre enferméedans un cercle de rayon
; . E
au plus égal a Wl

2° Toute surface fermée, d’élongation donnéeE,
peut étre enfermée dans une sphére de rayon égal

au plus a \/% E.

Par exemple, il résultera du premier théoréme que,
si 'on sait d’'une contrée que la distance maximum de
deux points de sa frontiere est de 1ooo*™, on peut

affirmer qu’il existe un point dont la distance a tous
1000 5k
V3 )

2. Démontrons d’abord le premier théoréme. Une
courbe fermée plane C peut étre définie analytique-

ment par deux équations :

les points de cette frontiére est au plus de

z=f(t), y=g({),

¢t étant un parameétre qu’on peut supposer varier de
oa 1, fet g étant deux fonctions continues dans cet
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intervalle et satisfaisant aux conditions :
JS)=f(1), g(o)=g().

Si (a, ) est un point quelconque du plan, I'expres-
sion \/(z — o)+ (y — B)?atteintun maximum R(a, §)
pour un point (z, y) de la courbe C, et cette derniére
est tout entiére contenue (au sens large) a I'intérieur
du cercle

(x —a)+ (y — B)*= R2(, f).

R(«, 8) est lui-méme une fonction continue de 2, 3 (*).
Ce rayon a donc un minimum R, atteint pour un
certain point (ag, 3¢) du plan. R, est le rayon du plus
petit cercle G, contenant C. Il faut montrer qu’on a

Ros 2,
\/7'3
E étantV’élongation de la courbe C.

Considérons a cet effet un cercle G, de rayon R (voir
la figure), contenant & son intérieur, au sens large, la
courbe C. Supposons d’abord que les points communs
a Cet a G appartiennent tous & un arc AA’ de G,
inférieur & une demi-circonférence. Je vais moutrer
qu'il existe un cercle G/, plus petit que G, et contenant
C ason intérieur.

Prenons pour origine le centre O du cercle G,
I'axe des z élant perpendiculaire 3 la corde AA/, et
cette derni¢re ayant une abscisse Ol positive. Cons-
traisons une corde BB’, paralléle & AA’ et d’abscisse
positive OK << Ol. Les points de la courbe G, appar-

(') D'aprés ce théoréme général, facile a démontrer :si f(¢, , 3)
est une fonction continue des trois variables indépendantes ¢, «, 8,
le maximum M(a, B) de cette fonction, quand « et § sont donnés,
est lui-méme une fonction continue de o et f.
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tenant & BB’ ou bien situés 4 gauche de BB/, sont tous
a I'intérieur, au sens étroit, du cercle G, en vertu de

Dp

>A

N

//\f\
— ——
I
R

|

‘B

I'hypothése. Il existe donc un segment de longueur ¢
tel qu’on ait, pour tout point M de 'une ou I'autre des
deux catégories considérées,

() OM <R —¢,
I'égalité étant exclue.
Marquons sur Oz un point w d’abscisse positive A,

4 la fois inférieure 4 c et 4 20K, de telle sorte quela
droite DD', d’équation

est & gauche de BB'.
Pour tout point M de C, a4 gauche de DD’ ou situé
sur DD’, on écrira

OMSOM +-0w=0M+4h < OM ¢,
et par conséquent, d’aprés (1),
oM <R,

I'égalité étant exclue.
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Pour tout point N de C situé a droite de DD’, on
peut écrire simplement

wN < ON, ONZR,
d’ou
wN < R,

Pégalité étant encore exclue.

On voit donc, en résumé, que tous les points de G
sont & I'intérieur d’un cercle de centre w et de rayon
inférieur a R.

Il résulte de Ia que les points que C a en commun
avec le cercle minimum G, ne sont pas répartis sur un
arc plus petit qu’'une demi-circonférence. Deux cas
sont possibles :

1° Deux de ces points sont diamétralement opposés;
I'élongation de C est alors égale au diametre de Gy. On
a donc

Ro= E < -—E:,

2 ¢3
et le théoréme est démontiré dans ce cas.

2° Parmi les points considérés, il n’en existe pas
deux qui soient diamétralement opposés. Ces points
sont alors au moins au nombre de trois (cardeux points
non diamétralement opposés appartiennent toujours a
un arc plus petit qu'une demi-circonférence).

Soient donc sur le cercle Gy trois points o, 3,
satisfaisant aux conditions énoncées. Les trois arcs Py,
vo, of sont tous inférieurs a 180°. D’autre part, comme
leur somme estde 360°,’'un d’eux au moins atteint 120°.
Supposons que ce soit l'arc Jy. La corde By est au
moins égale au c6té du triangle équilatéral inscrit dans
le cercle. On a donc

8v2R, V3.
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D’autre part, P'élongation E de la courbe C est au
moins égale a By. On a finalement

E2 R, y3,

et le théoréme est démontré.

On voit quela limite fournie par I’énoncé de ce théo-
réme est précise. Par exemple, si la courbe C est cons-
tituée par le contour d’un triangle équilatéral, on a

exactement
E

-5

Rq

3. Le théoréme de I'espace se démontre d’une facon
analogue. Soient S une surface fermée d’élongation
donnéc E, ¥, la sphére minimum qui la contient et R,
le rayon de celte sphére. On reconnait tout d’abord
(ue les points communs & S et & Z, ne peuvent étre
répartis sur une calotte inférienre 4 un hémispheére.
Donc : 1° ou bien parmi ces points, on peut en trouver
deux qui soient diamétralement opposés, et alors on a

Ry= E < i E;

2 8
2° ou bien il n’existe pas dec tels points. Les points
communs 4 S et 4 5, sont alors au nombre de quatre
au moins, car trois points d’une sphére, dont deux
quelconques ne sont pas diamétralement opposés,
appartiennent toujours & une calotte plus petite qu’un
hémisphere. 11 reste alors a établir la proposition

suivante :

Si quatre points d’une sphére de rayon R, sont

tels qu'il n'existe pas d’hémisphere les contenant
tous, l'une de leurs six distances mutuelles est au

moins égale a \/g R,.
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Pour démontrer cela, nous nous appuierons sur le
théoréme suivant: Siles cdtés d’un triangle sphé-
rique sont au plus égaux a un arc donnél plus petit
gu’un demi-grand cercle, l'aire de ce triangle est
au plus égale a celle du triangle équilatéral de
coté égal a l.

Soient en effet @, b, ¢ les cotés du triangle, supposé
tracé sur une sphére de rayon égal a I'unité. On a,
par hypothese,

asi, bl =l
Si 'on pose

a—+b+c=ap,

I'aire ¢ du triangle est donnée, comme on sait, par la
formule

tang%q=\/tang§tangp:atangpjb tangp:C

Si, p restant d’abord fixe, a, b, ¢ varient de maniére
a satisfaire & la relation (2), on reconnait facilement

1 . .
que lang - ¢ atteint son maximum quand on a
4

a=b=c= L (1).

3
(') Par exemple, si I'on pose
p—a_ . p=b_, p—c__
2 2 2
on a
R &
XAy +a=o <o

etaussi z, ¥, £ > o (ces inégalités résultant des propriéiés fonda-
mentales des triangles sphériques). On a donc & démontrer que le
produit des tangentes de trois arcs positifs, de somme donnée infé-

. T . . .
rieure 2 =1 est maximum quand ces arcs sont égaux, ce qui est

élémentaire.
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. . I \
On voit ensuite que tang - ¢ augmente avec p, d’om

I'on conclut le résultat énoncé.

Cela posé, soient A, B, C, D quatre points d’une
sphere, dont trois quelconques n’appartiennent pas a
une méme hémisphére. On peut les joindre deux a
deux par six arcs de grand cercle, tous inférieurs a un
demi-grand cercle, et 'on divise ainsi la surface de la
sphére en quatre triangles sphériques. L'un deux au
moins, le triangle ABC par exemple, a nécessairement
une aire au moins égale au quart de I'aire de la spheére,
c'est-a-dire a D'aire du triangle équilatéral ayant pour
sommets trois des sommets d’un tétraédre régulier a3y3
inscrit dans lasphére. Sil’unau moins des ares BC, CA,
AB n’était pas au moins égal a 'arc a3, l'aire du
triangle ABC ne pourrait, d’aprés ce que nous avons
vu, satisfaire a la condition qu’on vient d’énoncer.

On aura donc, par exemple,

arc AB Z arca,
. e C pes . .
et par suite, puisqu’il s’agit d’arcs inférieurs & un demi-
cercle,

AB2af:

Mais I'aréte aB d’un tétraédre régulier est donnée, en
fonction du rayon R, de la sphére circonscrite, par la

formule
8
15 = \/E Ro,

E2af.

et I'on a, de plus,

Le théoréme que nous avions en vue est donc
complétement démontré.
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GONCOURS D'AGREGATION DE 1913.
SOLUTION DE LA QUESTION D’ANALYSE;

Psr M. C. CLAPIER.

SUJET.

Les axes ox, oy, 0z étant rectangulaires, on donne
un cylindre de révolution (C) ayant pour axe la
droite oz et pour rayon a.

Soient u et v deux paramétres angulaires déter-
minant les plans tangents au cylindre (C) menés
par un point M de U’espace.

Le point M décrivant une surface, sa coordonnée =
sera une fonction de w et v, soit z = a.f(u, v), défi-
nissant cette surface.

On méne, par le point M, dans le plan tangent
en M a la surface, les deux tangentes au cylindre
(C), soient MT et MT".

1° Former Uéquation aux dérivées partielles, soit
(E), a laquelle doit satisfaire la fonction f(u, v),
pour que les deux directions M'T et MT' soient conju-
guées sur la sur’ace correspondante, soit (S).

Quelle propriété ont les deux familles de courbes,
w = const., ¢ = consl., sur la surface (S)?

2° Montrer qu’on peut trouver plusieurs expres-
sions linéaires de la forme

f f

r.g(u,v):A(u,v)-gﬁ—»—B(u, v')-g—v—q—C.f, C = const.

telles que ’équation
9o o
du.de
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admette toutes les solutions de U'équation du second
ordre (E).

Déterminer, en utilisant ce résultat, toutes les
solutions de I’équation (E).

3° Les solutions de U'équation (E) dépendent de
deux fonctions arbitraires, l'une de u, Uautre de ¢.

Montrer que les surfaces (S) particuliéres obte-
nues en annulant successivement l'une ou U'autre
de ces fonctions arbitraires sont développables. Les
arétes de rebroussement de ces développables sont-
elles arbitraires sur la surface qui les porte ?

Représenter la solution générale f(u,v), ou la
surface (S) générale, a [l'aide de ces arétes de
rebroussement, et indiquer une génération de la
surface.

SOLUTION.

J. La projection m du point M sur le plan Oxy est
déterminée par les deux tangentes

Il

o Z cosu —+y sinu
1

ZCosy +ysiny =a

On peut en déduire z et ) a 'aide des deux para-
métres angulaires u et ¢, de sorte que la surface (S)
lieu du point M peut étre définie par les expressions des
coordonnées

u-—+v
cos
2
X =
uw—v
cos
2
(2) L u+e
sin ——
2,
=a >
Y u—v
cos
2
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Les plans mMT et mM’'T’ sont tangents au cylindre
et coupent la surface (S) suivant deux courbes passant
en M et dont les tangentes en ce point sont conjuguées
par rapport & la surface.

On peut donc dire que les deux familles de courbes
u = const., ¢ =const., sont conjuguées sur la sur-
face (S). Les coordonnées z, y et 5 de celle-ci devront
donc satisfaire 2 une méme équation aux dérivées par-
tielles de la forme

rf ot ot
duoe = %o TR

(3)

Les deux premiéres expressions (2) vont nous
permettre de déterminer « et 8. Nous en déduisons

!

dr = (sinv du + sinu dv),
2 cos?
(4) @
dy = ” - (cos¢ du + cosudv);
2 cos?
cosu+v
sz 9 —asiny \ a 2 —z
Judy  0p 77 - u—y
2 cos? cos3 2 cos?
oty -
ouode u—
2 cos?

Substituant z et ) au lieu de / dans I'équation (3), nous
obtenons

. . x
oo-smv—k—[ismu:z:

acose + Pcosu = _;}’__;

d’oti, en tenant compte des égalités (1), on déduit

asin(v —u)=1, Bsin(u—v)=1.
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EL I'équation aux dérivées partielles cherchée est

af ot dt

(E) s‘"(“_")auov"‘&?_%

= 0.

Les courbes v = const., ¢ = const., font partie d’'une
méme série constitnée par les sections de la surface (S)
par les plans tangents au cylindre. Soit M, le point de
rencontre de 'une d’elles avec la génératrice corres-
pondante du cylindre ; la tangenle en ce point est
conjuguée par rapporta elle-méme, c’est-a-dire asymp-
totique.

2. On peut intégrer I'équation (E), en remarquant
que les coordonnées x et y du point m peuvents’obtenir
par projections, sur les axes du contour Otm et se
mettre sous la forme

z = (cosu—+Asinu)a

(5) <7\=tangu_o)-

¥ = (sinu— Acosu)a 2

Chacun des seconds membres est tel que sil'on pose

G 5= [F(u)— AF'(w)]a,

F étant une fonction arbitraire de u, les expres-
sions (5) se déduisent de (5') en prenant successi-
vement :

F(u)=cosu et F(u)=sinu.

x, y et z vérifiant I'équation (E), on est donc conduit
a poser

f(u, v) = F(u)'—)\F,(u)y
qui nous donne en effet une solution de cette équation
avec une fonction arbitraire. Comme l'intégrale générale
dépend de deux fonctions arbitraires, elle aura la
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forme

(6) F(u)+F (¢)—AF'(u) + AFi(¢).

Nous allons la retrouver en cherchantles expressions

ot ot
¢(u,v)=A(u, V)E -+ B(u, ) 5% +Cf,

09
— o admette toutes les sola-
du oy

tions de I’équation (E):
Sil'on remplace § par z et y successivement, nous
devrons avoir

telles que I'équation

0
Au, "):_3 + B(u, v)g—v + C.0 = ®y(u)+ Py(v),

@, et ®, étant deux fonctions arbitraires.
Des expressions (2) et (4) on déduit, pour les
premiers membres :

. . u—+ ¢ u—y

Asine 4+ Bsinu—2C cos S cos

2 2
u—¢
cos?
el

LU u—v

A cosv+ B cosu + 2Csin cos

— 0
cos?

La maniére la plus simple de satisfaire a la condition
demandée est de les égaler a zéro, ce qui donne

Asing+Bsinu=  C(cosu—+ cosv),
A cosv—+ Bcosu=—C(sin u + sinv),
d’ou
u—v
(7) —A=B=Ccot .

Pour montrer que ces valeurs conviennent, nous
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allons essayer de déterminer A (u, ¢), B(u, ¢) et C,
de maniére qu’on ait
02 03 0z
d_uov(\AJL; +B*L—,;+Ca>—-0,
5 satisfaisant a D'équation aux dérivées partielles

trouvée,
023 0z 03

(%) sin(u—¢) 5o oa "o = °

3z
Or, en effectuant les calculs et remplagantm
03 L1 . P .o
et 22 par leurs valeurs déduites par différentiation
Jdu dv?

de (8), on trouve

02z 1 0?23
A<)\ ouodv  sin(u—v¢) 5717>
023 1 0z
+B (—)\du o sin(u—v) W)
C 92z JA  dB\ 0%z
- du dv 5&—{_% du dv

oA Qs Bz 9z 0A 95 OB _
T o0 our ow 0vf T ou ouoe T 9v dmoe

Et pour que cette équation soit identique a I'équa-
tion (8), il faudra que A et B satisfassent aux condi-

tions
—A oA _ B 0B _
sin(u—v) oy =9 sin(u—v)_'_??;—o’
On déduit
A=——c,cotu_v, B=c2cotu_v;

¢y el ¢, étant des conslantes que nous déterminerons
de maniére a rendre I'identification compléte; nous
retrouvons ainsi la condition (7).
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Ainsi, les solutions de I’équation (E) satisfont a
’équation linéaire du premier ordre,

— ) a
(9) cotu v( 0z 3

— st $>_-,_:,=¢,(u,)+¢g(v).

Les équations des caractéristiques nous donnent

u—+ e ¢ du dz
=a € = .
2 —cot(u—a) —z+P+ P

Supposons ®, =0 etposons ®, =F + F".
[.’équation précédente peut s’écrire

gg =(z—F—F")tang (u — 2);

c’est une équation différentielle linéaire qui s’intégre
en posant

c
cos( — a)’

c :~f(F+ F")sin(« — a) du = F cos(u —2)— F'sin (u —2).

Z =

On en déduit, pour la partie de Vintégrale corres-
pondante a ®,(v) = o,

z=F(u)—AF'(u).
Et I'intégrale générale de (E) a bien la forme

(10)  f(u,¢)=F(u)—=AF'(u)+F;(¢)+ AF/|(0).

3. Les solutions de I'équation (E) dépendent des
deux fonctions ‘arbitraires F(u) et F,(¢). Si nous
annulons la seconde, I(¢) est aussi nul etil reste
les surfaces particulicres représentées par les équa-
tions (5) et (3°). On peut les écrire

r—acosu y—asinu z—aF(u)
sinu —  —cosu  —F(u)

(11)
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Sous cette forme, elles représentent les tangentes a la

courbe tracée sur le cylindre et déterminée par

I = acosu,
(R) y =asinu,
z = aF(u).
Nous avons donc des surfaces développables dont les
arétes de rebroussement sont des courbes gauches
quelconques portées sur le cylindre.

Nous pouvons écrire les équations de la surface géné-
rale (S) sous la forme

a . . -
o= —=[cosu-+ Asinu -+ cos¢ — Asing],
2 '
a. . .
y = a[smu — Ahcosu + sine —+ Acose],

3= %[F(u)—kF'(u)—f— Fy(e)+ MF, (o)),

¢ui nous donne une représentation de la surface a I'aide
des deux arétes de rebroussement (R) et (R,),

s=aF(u) et s=aF, ().

Sil'on prend deux points M, et M, se correspondant
sur les deux développables, on aura

M. miliea de M, M,, décritla surface (S).

Remarque. — On aurait pu obtenir I'équation (E)
par la méthode de M. Jamet, qui consiste a introduire
les coordonnées homogenes (cf. Nouvelles Annales,
1913, p. 388).

Si on pose

u [%
1=tang;, p: Lang;:

Ann. de Mathémat., 4* série, t. X1V. (Janvier 1914.) 3
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on est conduit a 'équation aux dérivées partielles
q p

026 o db
‘ — 8y — —_— — — = 0,
(12) (a—8) dzdﬁ+da a8 °
Si, pour revenir aux coordonnées cartésiennes, nous
posons

6 =(1+28)f,

on retrouve, aprés le changement de variables (o, 8)
en (u, ¢), Péqnation (E)

. 9 f ot ot
sin (U =) G T T

M. Jamet trouve, comme intégrale de I’'équation (12
8 q )

b=a¢(a)+(p—a)¢'(a)
+201(8) + (2 =B i (B +a(x+ )+ b.

Il serait intéressant d’en déduire I'intégrale de (1),

u—v .., u—y
‘.l*’(u)—s—F,(v)—s— tang —

z=F(u)—tang

-Fi(e).

GERTIFICATS DE CALCUL DIFFERENTIEL ET INTEGRAL.

Rennes.

EpreuvE THEORIQUE. — I. Partie analytique. — 1° Intégrer
Uéquation différenticlle

. d
N .s‘lnt?{—};—i—‘scost.}‘zf;;

déterminer la solution de cette équation qui prend la

o

l' AR ¢ T
vateur —/.— pour = :‘~
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2° Dans l’équation différentielle (1), faire le change-
ment de variable défini par la relation

14

=sin? -

(1II) x =sin® -

et montrer que l’équation transformée [équation (11)]
admet une solution de la forme

Y=l4+ T+ axd+., .+ 2,2 +...

les coefficients ay, dg, ..., %y, ... étant des constantes.
Déterminer ces coefficients et le rayon de convergence de
la série. ‘

Vérifier que, si lon différentie l’équation (II), on
obtient une équation du second ordre

2 .
(111) 2.r(|~x)éd—z—’;—:~('3—loz)%—-Gy:o.

3 Dans Uéquation (111) faire successivement le chan-
gement de fonction inconnue et le changement de variable
dé finis par les relations

3
y=z 'z,

xr=1—2x.

Montrer que léquation différentielle ainsi obtenue
wdmet une solution de la forme

s =at,
n étant un exposant constant convenablement déterminé.

Il. Partie géométrique. — On appelle s Uarc d’une
courbe (C); #, y, sz les coordonnées, par rapport a un
{riédre trirectangle donné Owxyz, d’un point courant M
de la courbe (C); a, 8, v les cosinus directeurs de la tan-
sente en M, dans le sens des arcs croissants; o, 8', v
2"y B, v, les cosinus directeurs de la normale principale
et de la binormale; R et T les rayons de courbure ct de

torsion <R essentiellement positif, T positif ou négatif

dunné par les relations da’ _ &
! / ds ~ T
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Si lU'on a la relation R=T on a aussi les relations
suivantes :
a—a"=A, Aa +Bf +Cy =1,
8—@"=B, Ax"+Bf+Cy=—1,
1—1=0G

A, B, C étant des constantes liées par la relation
A2+ B2 4 C2= 9.

Déduire de la que la courbe est une hélice tracée sur
un cylindre dont les génératrices ont pour paramétres
directeurs A, B, C.

En choisissant convenablement l’axe Oz, on pourra
supposer

St l'on donne, outre R =T, la relation R = s, on aché-
vera la détermination de la courbe (C) en posant
cos ¢ sin
9§ = _‘f ) p = _(? y
Va Va .
et l'on exprimera successivement s, z, y et 3 au moyen de
la variable o.

KEPREUVE PRATIQUE. — Soit la courbe

r= 6t+62+ 213,
y= 2 20,
r3=—3 —6¢,

Varcde la courbe sexprime rationnellement en t par la
Sformule
ds =651+t +2)dt.

Les coordonnées d’un point quelconque de l’indicatrice
des courbures s’expriment aussi rationnellement en
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L’arc o de cette indicatrice s'obtient par la formule

dt

dV:-———-
14+ ¢+ 12

Calculer les cosinus directeurs a, B, y de la tangente,
les cosinus directeurs o', 8', y' de la normale principale,
le rayon de courbure.

Vérifier la relation

at+B—y=yo

(Novembre 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — Partie analytique. — On donne le
systéeme d’équations différentielles
% — ykcosb = f(1),
% —+ k(2 cos® — zsinb) = o,
%-I; -+ y ksinb = o,

ou k et 6 désignent des constantes et f(t) une fonction
connue de t.

1° On suppose d’abord f(t) = o.

Le systéeme admet une solution pour laquelle la fonc-
tion y est identiquement nulle : quelle est cette solution?

Trouver les trois solutions des équations sans second
membre telles que, pour t = o, on ait :

xry=o0, Yi=—1 z31=o0 (1" solution ),
re= cost, Ya=o0, %y =—sinf (2° solution),
3= sinh. Y3=o0, 23=cosf (3¢ solution).

2° On suppose que f(t) n'est pas identiquement nulle.

Indiquer les quadratures a effectuer pour obtenir une
solution particuliére du systéme donné.

Effectuer les calculs en supposant :

(=) f(t)=—-c—‘:?k6 (a constant).

(8 SJ(t)=—aehrt (a et h constants).
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‘Parlie géométrique. — On donne, en axes rectangulaires,
Uexpression des coordonnées x, y, z d’un point quel-
conque M d’une courbe C en fonction de U’arc s de cette
courbe; MTest la tangente dans le sens des arcs s croissants,
MN la normale principale orientée de M vers le centre de
courbure, MB la binormale orientée, de sorte que le
triedre MTNB ait méme disposition que le triédre de coor-
données Ozxys.

Dans le plan normal en M a la courbe C on méne une
paralléle a la binormale, définic par la valeur I du
segment Mm, m désignant le point ou elle perce MN. On
suppose que [ est une fonction connue de s, de sorte que
cette paralléle engendre une surface réglée £. On définit
un point P de la génératrice par le segment mP = u.

1* Equation ppr rapport aux axes Oxyz du-plan tan-
gent a X en P.

2" Il suffira de supposer que le triédre Ox)yz coincide

=

B1 P

Y

avec le triedre de Serret relatif au point particulier M
pour déduire de ce qui précéde l’équation du méme plan
tangent par rapport au triéedre MTNB, qui est

/

(lq-%\)x'—(x_ %)(Y——l):o,

R et T désignant le rayon de courbure et le rayon de
torsion, !' étant la dérivée de 1, -Z—g
s
3° Quelle fonction de s faut-il prendre pourl, pour que
la surface T soit développable ?



(39)
Plan tangent a la surface développable, aréte de
rebroussement de cette surface.

¥ EPREUVE PRATIQUE. — 1° Intégrer l’équation aux dérivées
partielles du premier ordre

pPx 9y _
2(xty?) - 350 "

(1)

Vérifier, par un calcul direct, que l’équation (1) et
l’équation

(2) pPTx—+—qy =3
admettent comme solution commune

2 2)2
(3) z:u.
x2y

2° On considére la surface (S) qui, rapportée a trois axes
rectangulaires, est représentée par léquation (3) et le
solide (£) limité par la sur;fac.e (S) et par les plans

s=o0, z=c (e >o0).
Calculer :
L’aire de la section de () par le plan z = z,;
Le volume de 3,
Le moment d’inertie, par rapport a Oz, du solide (X
supposé homogéne. (Juin 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — . Partie analytique. — 1" Intégrer
U’équation différentielle de Lagrange

(1) r+py =aypr+i,

dy
dz’ :

Exprimer les coordonnées x et y d’un point variable
d’une courbe intégrale quelconque (v) en fonction de
langle a, tel que tanga = p.

2° Former [’équation différentielle (2) des trajectoires
orthogonales des courbes (y). Intégrer cette équation (2.)
et trouver son intégrale singuliére.

3° L'équation différentielle (1) peut se mettre sous la

ot a déstgne une constante et p =
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Jorme
rdr = ads,

ds étant un arc infiniment petit d’une courbe (y) et rle
rayon vecteur de l'origine de l'arc ds.
Vérifier que, si l’on fait tourner une courbe (y) dans le

plan (zOy) autour du point () on obtient une nouvelle
courbe intégrale.

4" Former léquation dyfférentielle des courbes (y) en
coordonnées.polaires etintégrer cette équation en prenant
pour variable l'angle V tel que cosV = %-

II. Partie géométrique. — Sur une courbe plane (C) on
Sixe un sens posttif arbitraire pour les arcs croissanis et
Uon appelle » l'angle de la direction positive Ox avec la
tangente menée dans le sens des arcs s croissants.

On prend pour expression algébrique du rayon de
courbure le nombre 2 o,
ds
a:

pour expression algébrique de la distance de l'origine a
la tangente, le nombre 2 o,

p = xsinx = y cosa.
1" On vérifie immédiatement que

(x cosa + ysina)da = d(xrsina — ycosa).
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En déduire la formule
rdr
ap ’

R =

en posant
r2 =2+ y2,

2° On sait que l'aire élémentaire OMM' comprise entre
le rayon vecteur OM, U’arc MM’ et OM’ a pour valeur

dA :%(mdy -y dx).

Sur chaque tangente on porte, dans le sens positif, une
longueur constante a : sott . le point correspondant a M;
. décrit une courbe () et a pour coordonnées k. 7.

Vérifier que l’élément d’aire dB, analogue & dA, relatif
a la courbe (v), a pour expression

2
dB = dA — Sdp - = da.

3° On suppose la courbe (C) ovale et fermée; il en estde
méme de (y); l’aire comprise entre (C) et (y) a pour
valeur ma?.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére un arc de courbe AB
de longueur (S) ne présentant pas d’inflexion. Sur chaque
normale on porte, du coté opposé a la développée, une
longueur constante L. On définit ainsi un quadrilatére
curviligne ABA'B’.

Un point quelconque M de cette aire peut étre défini

B’ N
v
B A

par la longueur s de U'arc Am et la distance Mm =1,
m désignant le pied de la normale abaissée de M sur
U’arc AB.
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Les courbes s = const., [ = const. forment un réseau
orthogonal.

1° Evaluer la longueur de la courbe | = const.; vérifier
qu'elle est égale & S+ 1V, V désignant l’angle des nor-
males extrémes.

2° Evaluer Uaire du rectangle infiniment petit compris
entre les courbes (1), (1 + dl), s, (s + ds); Uaire infiniment
petite comprise entre la courbe (1) et la courbe (I+ dl);
l’aire infiniment petite comprise entre la courbe (s) et la
courbe (s + ds).

3° Aire du quadrilatére ABA'B'.

Vérifier les formules obtenues en supposant que l’arc AB
est un arc de circonférence. (Novembre 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1° T'rouver une solution du systéme
d’équations différentielles

xdr+ ydy
zdy —ydr=""C—" " — (r2--y2)dt
(1) \edy—y k S (k constant),
' dz = kzdt
telle que, pour t = o, on ait
x = «. VY=o, 3=c.

Les formules ainsi obtenues dé finissent une courbe (C).
Les axes étant rectangulaires, calculer, en fonction du
paramétre t, l'arc s de la courbe (C); les cosinus direc-
teurs ay, %2, 23 de la tangente; les dérivées ‘2—:‘, %—?; %?;
le rayon de courbure, les cosinus directeurs de la normale
principale, Uangle de la binormale avec O z, le rayon de
torsion pour un point variable de (C).

20 On donne le systéme d’équations différentielles

\ s-:—;%—mﬁ:u
ap

(2) L S—Ema-ny=o0 (m et n constants).

K -
(sa?—;zp_o
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Former Uéquation différentielle qui définit B en fonc-
tion de s. Faire dans cette équation le changement de

variable
ds = ks dt <I\—‘? = m?+ n?>.

Trouver les intégrales By, Bs, 33 de Uéquation différen-
tielle ainst obtenue, telles que, pour t = o, on ait

Bi=o, Be=1. fs=o,
ag, _ dps _ ass _
T @ T T T

Calculer les fonctions ay, 2y, a3 de t, qui correspondent
2 ces intégrales B, B2, B3, et qui, pour t = o, prennent les
valeurs

2y = mk, %9 = 0, a3 =y 1 — m2k2.

Calculer x, y, s en fonction de t par les formules
x = | ayds, ¥y = [asds, 2= fayds.

Les formules ainsi obtenues définissent une courbe (().
Vérifier que le systéme donné (2) représente les formules
de Serret et Frenet pour la courbe (C').

EPREUVE PRATIQUE. — E'tant donnés trois axes rectangu—
laires Oz, Oy, O3, on considére la surface (S) définie
par les formules

xr = acosb y/cos2b,

(S .
) y=a§5'HOVcoszO,

o a et c désignent des constantes, et § un paramétre qui
. T, =
varie de — i a + 7
1° Montrer que le lieu des points de (S) pour lesquels 6 a
une valeur constante est une droite, que la surface (S) est
un conoide d’axe Oz et que la section de (S) par le
plan z = c est une lemniscate.
2° Calculer l'aire A de la section de (S) par un
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plan z = coust. et l’aire A, de la section de (S) par un
plan x = const.

3° Soit (T) le solide homogéne limité par la surface (S)

&

et par les plans 3 =o0, 5 = c. Calculer le moment d’inertie

de (T):

(&) par rapport au plan 20y ;
(B) par rapport au plan y O z:

() par rapport a l’axe O y. (Juin 1913.)
Toulouse.
EPREUVE THEORIQUE. — [. 1° En Sfaisant usage du déve-

.o r —
loppement en série de cot

a . .
sutvant les puissances

de eix, calculer U'intégrale définie

m xr—«
[ x cot dr

0 :

ou l'on a
a=a+18.

2° Montrer qu’on peut calculer l’intégrale définie

2w
[ R(sinz, cosx)zr dx,

o

ou R désigne une fonction rationnelle quelconque.
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I1. 1° L'éguation aux dérivées partielles
(1) 3+ f(a, 8) =o,
ot l’on a posé
1=pr+qy, B=py—g=

a toujours des solutions communes avec une équation
(2) F (L;, z, y) = const.
A

dont le premier membre est une fraction du premier degré
en B; déterminer ces solutions communes en formant, puis
intégrant U’équation (2). En conclure l’intégrale géné-
rale de (1).

2" Condition que doit remplir la fonction f(«, B) pour
que les caractéristiques de (1) sotent lignes asymptotiques
sur les surfaces intégrales. Exemples simples.

(Novembre 1909.)

EPREUVE THEORIQUE. — . On considére l’équation aux
dérivées partielles

(1) pr+q2= f2(z, y).

«. Quelles sont sur chaque surface intégrale : 1° les
courbes trajectoires orthogonales des caractéristiques;
2° les courbes conjuguées des caractéristiques.

Dans quels cas ces deux systémes de courbes coin-
cident-ils?

(Interpréter géométriquement la condition trouvée.)

b. Intégrer l’équation dans le cas ou l'on a

1
z? yz.

c. Indiqguer comment il faudrait choisir f(x,y) pour
qu’il existe une équation

(2) a(x, y)p + b(x, y)gq = const.

linéaire en p et q et possédant en commun avec l'équation
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donnée (1) une solution z dépendant d’une nouvelle
constante.
1. Quelles sont les diverses déterminations de l’intégrale

f; dsz
o (3—a)y1—a?

quand on ne précise pas le chemin qui conduit du point o
au point 3 dans le plan complexe ?

EPREUVE PRATIQUE. — Calculer par lu théorie des résidus
Dintégrale définie

[+’°(az+b)dt

(P t+1)3’

ot « et bsont deux paramétres réels arbitraires.
Retrouver le résultat par Uemploi de l'intégrale
indéfinie (décomposition en fractions simples).
(Juillet 1g910.)

liPREUVE THEORIQUE. — L. On considére les surfaces S
dont l’équation en coordonnées cartésiennes rectangu-
laires est

sxme 2} = const.,
pe

m désignant un entier positif et ¢ une fonction arbitraire .
1° Déterminer, autant qu'on le peut en laissant ¢ arbi-
traire, leurs trajectoires orthogonales.

2° Peut-on grouper une simple infinité de ces courbes de
maniére & engendrer des coénes ayant pour sommet
Lorigine des coordopnées ? Trouver ces cones.

3° Comment se déterminent les lignes asymptotiques des
surfaces S.

II. L'angle solide sous lequel on voit d’un point P de
coordonnées(a, b, c) une portion de surface S, entiérement
limitée par une courbe T, ne dépend que de la courbe.
On demande de lexprimer par une intégrale curviligne
étendue a cette courbe T'. (Novembre 1910.)
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EPREUVE THEORIQUE. — Soient

X =aZ + «a,
Y=0Z+ 3}

les équations d’une droite en coordonnées cartésiennes
rectangulaires.

1> Montrer qu’il existe pour tous les complexes
(1 B=2/f(a, b)+g(a, b),

quelles que soient les fonctions arbitraires f et g, des
surfaces développables dont les normales appartiennent
au complexe. )

2° Comment pourrait-on déterminer ces surfaces déve-
loppables?

3° Trouver les surfaces développables dont les normales
appartiennent au complexe
afl—bo+1

(2)

L — const.
Vi+ ar+ b2

3° Trouver toutes les surfaces (S) dont les normales
appartiennent au complexe précédent.

[On transformera, a défaut d’autre methode, l'équation
aux dérivées partielles des surfaces (S) en introduisant
au lieu des coordonnées cartésiennes (x, y ) les coordonnées
polaires (p, w).]

5° Montrer que ces surfaces (S)sont égales aur surfaces
qut leur sont paralléles.

Que peut-on en conclure relativement a leurs lignes de
courbure? (Novembre 1g11.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1. On considére la Samille de
surfaces représentée en coordonnées cartésiennes rectan-
gulaires par l’équation

zrm=ac¢ -}_, ’
x

ot ¢ est une fonction donnée el a une constante arbitraire :
1° Montrer que les lignes asymptotiques de ces surfaces
peuvent s'obtenir par une quadrature.
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2° Montrer que les trajectoires orthogonales de ces
surfaces s'obtiennent aussi par une quadrature. (On
établira d’abord que ces trajectoires sont placées sur des
surfaces de révolution autour de 03.)
3° Déterminer la fonction ¢ de maniére que s satis-
fasse a Uéquation aux dérivées partielles

(p—+ q?)ar? = 3t

et intégrer celle équation.
[I. Exposer sommairement quelles sont les diverses
déterminations de l’intégrale

[ (e e

suivant le chemin adopté pour aller, dans le plan com-
plexe, du point zy au point s.

KPREUVE PRATIQUE. — On considére la surface de révo-
lution représentée par les équations

T = 0 coswm, ¥y = psinw, s = f(p),

otv x, y, 3 sont les coordonnées d'un point M de la surface.

Quelles courbes G doit décrire le point M pour que l’arc
décrit par sa projection m sur le plan Oy soit égal
a adw.

Former explicitement les deux expressions dont la qua-
drature donnerait :

1° Les trajectoires orthogonales des courbes C, sur la
surface de révolution;

2° L'arc de l'une de ces trajectoires, compté a partir du
point o elle rencontre xQy.

Exécuter ces quadratures dans ’hypothése

3?2+ p?=a’.
‘(Juillet 1912.)
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{D1a]

SUR UNE GENERALISATION DE LA DEFINITION DE LIMITE
ET DU CRITERIUM DE BOLZANO-CAUCHY (*);

Par M. DMITRY KRYJANOWSKY.

Les limites employées dans I’Analyse infinitésimale
peuvent étre réparties en deux catégories : d’une part,
nous avons les limites des fonctions d’'un nombre fini
de variables; d’autre part, les limites des expressions
telles que

() A, Ef(Gnmi) oy, L,

qui servent & la définition des intégrales définies sim-
ples, doubles, etc. Les définitions de ces deux espéces
de limites, si rapprochées qu’elles soient, ne sont pas
identiques. Cela présente cet inconvénient que les
théorémes démontrés pour la premiére catégorie de
limites ne sont pas eo ipso démontrés pour la seconde
catégorie. Comme exemple trés important, on peut
citer la régle fondamentale de convergence, autrement
nommée le critére d'existence de Bolzano-Cauchy
(ou bien encore principe général de convergence)
qui s’énonce de la facon suivante pour les fonctions
d’une variable :

Soit f(x) une fonction quelconque définie pour tous
les nombres # d’'un ensemble E qui posséde un point
d’accumulation a. Pour que cette fonction tende vers

(1) Le contenu de cet article a été l'objet d’une communication
faite par Pauteur dans la séance de la Société mathématique de
Gottingue, le 20 juin 1911,

Aan. de Mathémat., §* série, t. XIV. ( Février 1914.) 4
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une limite déterminée quand la variable z, prenant des
valeurs de E, tend elle-méme vers a, il faut et il suffit
qu’a tout nombre posilif ¢, corresponde un nombre &
positif tel quon ait

f(#)—f(2") | <e,

toutes les fois que les nombres ', 2", empruntés a
P’ensemble E, satisfont aux conditions suivantes :

ol |2 —a| <3, oL |2'—al<i.

Un criterium analogue peuat étre établi pour la
deuxiéme catégorie des limites, mais cela exige une
démonstration spéciale.

Pour éviter cette incommodité (de démontrer deux
fois la méme chose), j’ai cherché a généraliser la défi-
nition de limite de telle fagon qu’elle embrasse les
définitions employées en Analyse comme cas particu-
liers. Cela aurait cette importance que chaque propo-
sition démontrée pour la notion de limite généralisée
serait par 1a méme établie pour tous les cas particuliers.
Pour donner un exemple, je démontredans ce qui suit,
la validité de la régle de Cauchy-Bolzano pour les
limites généralisées. Puis, je cite un exemple ou cette
régle s'applique aux limites de la deuxiéme catégorie.

1. DEFINITION DE LIMITE GENERALISEE. — Soit E, un
ensemble quelconque de nombres (réels ou com-
plexes). Supposons que nous pouvons, a tout nombre
positif &, faire correspondre d’une fagon univoque un
ensemble tel E(9) faisant partie de E,, que 'ensemble
E(3,) contienne tous les éléments de ’ensemble E(8,)
éhaque fois que 8,28,. Donc & un nombre plus petit
correspond un ensemble qui fait partie de I'ensemble
correspondant 2 un nombre plus grand. A l'ensemble
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E(2,) nous donnons le nom de « ensemble conjugué
avec la valeur paramétrique 8, ». Quant aux éléments
de E(8,), nous les appelons « éléments conjugués avec
la valeur paramétrique 8, » et les désignons par les
symboles ¢(8,) ou encore par e;(3,).

En adoptant ces notalions, nous pouvons énoncer la
définition suivante :

" Définition de limite. — « Un nombre A est limite
des éléments e(3) quand le paramétre 3 tend vers zéro,
symboliquement
A =1lime(3d),
=0
si a tout nombre positif ¢ correspond une valeur para-
métrique o, telle qu’on ait

le(8)—A]<e

pour chaque élément ¢(¢,) conjugué avec cetle va-
leur 8,. »

2. Exempres. — Quand il est donné un ensemble de
nombres E,, la séparation paramétrique des ensembles
partiels E(8) telle qu’elle est décrite au paragraphe 1,
est un probléme indéterminé. Cest le but spécial que
Pon poursuit qui détermine le choix entre les solutions
possibles.

Dans ce qui suit, on verra comment il faul faire ce
choix pour obtenir les définitions ordinaires de limite
comme cas particuliers de la définition générale du
paragraphe 1.

1° Limite d’une suite. — Soit (u,, uz, us,...)
une suite indéfinie de nombres. Désignant par E, I'en-
semble de tous les éléments de cette suite, faisons
correspondre & toute valeur paramétrique (> o0)
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Pensemble partiel E(2) formé par tous les éléments u,
de cette suite qui ont I'indice n > é .

Soit §,> 8, ou < «. Un indice n qui est >4

8 T3 02

sera par force > 8—‘; donc tout élément u, de '’ensemble
1

E(3,) appartiendra nécessairement a ’ensemble E(3,).

Ainsi, la correspondance paramétrique cherchée est
établie et nous pouvons appliquer la définition de
limite généralisée.

En remarquant que ¢(3) désigne un terme quel-
conque u, de la suite avec un indice n>é, nous
dirons :

Iaim e(3) existe et esL égale & A si & tout nombre

=0

€ >0 correspond un nombre &,>o0 tel qu'on ait
|un — A| < ¢ pour tout indice n > SL
0

Or, c’est la définition usuelle de lim «,,.
r=w

2° Limite de fonction d’une variable. — Soit f(x)
une fonction définie pour toute valeurd’un ensemble D
ayant @ pour point d’accumulation.

Soit E, I'ensemble de toutes ces valeurs de f(x) et
E(2) 'ensemble de celles d’entre elles qui corres-
pondent aux valeurs x de D satisfaisant & I'inégalité

oLz —al <.

On voit que E(8,) contient E(3,), dés que 8, > 8,.

Selon notre définition, 1’égalité
A =lime(9)
8=0
signifie qu'a tout ¢ > o correspond un 3,>>o0 tel qu’on.

ait
le(3) — A <5,
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ou bien qu’on ait
[f(z)—Al<e,
toutes les fois que
ol |z —al| <.
Or, c’est la définition donnée en analyse a I'égalité :

A =lim f(x).
xr=a

3° Limite d’une fonction de plusieurs varia-
bles. — Soit f(z, y, 5) une fonction définie pour tout
systéme de valeurs de z, y, 5 prises, respectivement,
dans les ensembles D, D,, D; tels que D, a le point
d’accumulation @, D, a le point d’accumulation & et
D; contient des nombres plus grands que tout nombre
positif donné N. Désignons par E, 'ensemble de toutes
ces valeurs de f(z,y, z) et par E(8) I'ensemble de
celles d’entre elles qui correspondent aux nombres

z, y, 5 satisfaisant aux inégalités

|z —a|<8. ly—20]<3, z>-§--
Si & > & on aura a fortiori
le—al<® |r—bl<¥® 2>g;
donc E(&') contient tous les éléments de E(8) si &' est

plus grand que 8.
Notre définition fait correspondre la notation

lime(8) =A
=0

avec ce f(ait qu’a tout ¢ >o0 correspond un §>o tel
qu’on ait
[e(3)—Al<E,

c’est-a-dire qu’on ait

lf(‘?y}’y‘)—5|<5
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chaque fois que

1
lo—al<3, |y—bl<3 s>y

Mais dans ces mémes conditions, on dit que

lim f(z,y,3)=A.
=6
s=+®
4° Limite de la somme T f(&;)A;. — Soit f(x) une
fonction définie dans l'intervalle ab (a < b). Divisons
cet intervalle en n parties par des nombres croissants

Zy, X3, L3, ..., Xp_y lul appartenant, et formons la

i=n
somme Zf(i,) A;, désignant par A; la longueur de
i=1
Iintervalle partiel z; (z; (zo=a, z,= b) et par &;
un nombre quelcorique lui appartenant.

On dit que cette somme tend vers une limite déter-
minée J quand tous les intervalles A; tendent vers
zéro :

lim = f(8:) & = J,

Ai=o
si 4 lout € > o correspond un ¢ > o tel que, pour choix
arbitraire du nombre n — 1 des points de division, de
ces points z,, 3, &3, ..., L,_, mémes et des points
Ei, &2y -.., £, dans les intervalles correspondants, on

ait toujours
l'] _Ef(éi)Ai|<57

a la seule condilipn que tous les intervalles A; soient
moindres que .

Cest la définition riemanienne de lintégrale

b
définie f J(z)dz dans sa forme rigoureuse (').

(1) Tandis que tous les Traités modernes d’Analyse donnent la
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Voyons maintenant comment il faut établir la cor-
respondance paramétrique des parties de I’ensemble
dessommes S f (E;)A; pour que la définition généralisée
de limite nous conduise a la définition précédente.

Soit E, 'ensemble de toutes les sommes Zf(E;)A;
qui correspondent a un choix tout & fait arbitraire des
intervalles A; constituant l'intervalle ab et des nom-
bres & apparlenant a ces intervalles. A une valeur
paramétrique & (> o), conjuguons I'ensemble E(3) de
celles de ces sommes chez lesquelles Lous les inter-
valles A; sont moindres que 3.

Si &, >39,, chaque somme ¢(8,) a tous les A; plus
petits que 8,; donc A; << 8,, si bien que cette somme
fera partie de E(¢,) aussi.

Par définition (§ 1) pour qu’il existe all_nz e(d) =A,
c’est-a-dire hm Sf(E) A=A, il faut et il suffit qu’'a

tout € >o conesponde un 3, >o tel qu’on ait
(e(ao)_AI<51
ou bien qu’on ait
[SfEHA—A|<ce

aussitot que tous les A; sont <C 8.
Mais c’est la définition usuelle mentionnée plus haut

de
;j:‘ozf( §) A

Nous voyons donc que les définitions usuelles (*) des

définition rigoureuse de lim f(x) (définition ¢, 3), j'ai trouvé la
xr=a

définition précédente de limZ f(§;)A; seulement chez O. SroLz
(Grundsiige, etc.); les autres auteurs se contentent toujours en-
core de la définition verbale vieillie.

(') Nous pourrions augmenter le nombre des exemples, mais cela
serait inutile.
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différentes espéces de limiles sont en effet contenues
dans la définition du paragraphe 1. Il ne faut qu’établir
chaque fois une correspondance paramétrique conve-
nable entre les quantités dont on définit la limite etles
valeurs du paramétre positif 8.

3. Crrrire p’Existence Cavcny-Borzano. — « Pour
qu'il existe lim ¢(8), il faut et il suffit qu'a tout
0=0

nombre positif ¢ corresponde une valeur paramé-
trique G, > o telle que pour deux éléments quelconques
e, (%), €2(0o) de 'ensemble E(8,), on ait toujours

le1(B0) —e2(8p) | <eu»
Démonstration. — Ce critere se démontre de la

méme maniére que le critere de Cauchy ordinaire
comme on s’assurera tout de suite.

1° La condition est nécessaire. — Si la limite en
question existe el est égale & A, on peut, élant donné
€ b ~
le nombre ;>o, trouver une valeur paramétrique 6,
telle qu’on ait

A—e(@)] < JA—ea@) <

ol e,(8,) et €,(3,) sont deux éléments quelconques de
’ensemble E(8,) conjugué avec la valeur trouvée 3,.
Ces deux inégalités donnent

Tes(80) —ex(8o) | <.
2° La condition est suffisante. — Soit (gy,¢2,¢3,...)

une suite indéfinie quelconque de nombres décrois-
sants, convergente vers zéro :

g > >e>..., lime,=o.

n=awo
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A ces nombres, on peut faire correspondre, par sup-
position, des nombres positifs 3, 8,, 33, ..., tels qu'on
ait
(A) ler(8r) —ea(Br) | < e (k=1,2,...),

e,(Sk) et ex(3x) étant deux éléments quelconques de
I’ensemble E(d%).
Si les nombres 84 ne vérifient pas les inégalités

81 >8:>8>...,

nous pouvons les remplacer parles nombres 8% < 34 tels

qu’'on aura
>8> >...,

parce que l'ensemble E(3,) est contenu dans I'en-
semble E(8;). Dans la suite, j’écrirai 8,, 8,, ..., sans
accents, en supposant qu’r)n ait

S >8>0 >....

Soit o, un des éléments de ’ensemble E(3,). La
premiére des inégalités (A) montre que prenant pour
e,(8,) cet élément a,, on aura

Jay—ex(8) ] < ey

donc tous les éléments de E (3,) se trouvent a I'inté-
rieur du cercle K, décrit autour du point a; comme
centre avec le rayon ¢,.

Soit @, un des éléments de E(8;) distinct de a,. En
vertu de (A) (pour k =2), nous pouvons écrire

| s — es(83) | <.

En continuant ainsi, nous pouvons constraire une
suite indéfinie de points distincts entre eux a,, s, o3, - - «
qui se trouvent tous a 'intérieur du cercle K, [a, étant
un des éléments (8, ) et 'ensemble E(G,) étant contenu
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dans E(3,)] et satisfont aux inégalités
(B) |zk——e(8,‘)|<a/, (k=1,2,3,...),

e(3x) étant un élément quelconque de lensemble
E(3%).

Il existe au moins un point d'accumulation A de
ces points a.

Il nous reste & montrer que ce nombre A est la

limite cherchée llm e(9).
=0

Soit donc un nombre positif ¢ aussi petitqu’on veut.
On peut toujours trouver un index N assez grand pour
qu’on ait simultanément :

E €
(C) |A—°‘N]<;; 5N<;‘

L’inégalité (B) pour A =N nous donne
fax—e(Sn) | < ex,
ce qui entraine, en vertu des inégalités (C), 'inégalité
JA—e(@n) ]| <.

Donc nous avons trouvé une valeur paramétrique oy
telle qu'on ait
A —e(dN)] <e,
ou ¢ est un nombre positif quelconque donné d’avance.
Ainsi, 'existence de llm e(S) égalea A, est démontrée.

On démontre lnen alsement que le point d’accumu-
lation A est unique.

4. ConpITIONS D'EXISTENCE DE L'INTEGRALE DEFINIE.
— Enappliquant larégle de Cauchy-Bolzano généralisée
a I'ensemble des expressions de la forme

Ef(Ei)Ai

i=1
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(voir § 2, n° 4), nous pouvons énoncer la condition
suivante de I'existence de ff(z) dx :

« Pour qu’il existe

b
Jim 2f () o f f(z)dz,

il faut et il suffit qu'a toul nombre positif ¢ on puisse
faive correspondre un nombre 8, > o tel qu’on ait

[ei(8o) —ea(8)| <,
c’est-a-dire qu’on ait
| 21 - “:?I < €,

I, et I, étant deux éléments quelconques de notre
ensemble des sommes X f(£;)A;, a la seule condition
que tous les intervalles partiels A; soient moindre
que 8. »

Cetle proposition permet d’établir dans certains cas
I'existence de l'intégrale définie, ce qui offre, outre
I'intérét théorique, I'avantage méthodique de 1'unifor-
mité des procédés de démonstration, surtout si I'on
compare avec les méthodes de démonstration usuelles.
Par exemple, pour démontrer I'existence de I'intégrale
définie d’une fonction continue et, pour établir les con-
ditions d’intégrabilité dites de Riemann, on introduit
les notions des sommes supérieures et inférieures :

-S-=‘2MiAi, §= Im;h,,

M; étant la limite supérieure, et ny; la limite inférieure
de f(zx) dans A;.

Puis on démontre le théoréme de Darboux sur ['exis-
tence des limites de ces sommes, nommées l'intégrale
supérieure et 'intégrale mfe/ leure, pour toute fonc-
tion bornée.
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Pourtant, toutes ces notions auxiliaires sont super-
flues si I'on utilise le critére de Cauchy, énoncé plus
haut.

En effet, pour une fonction continue f(x), il suffit
de démontrer de la maniére bien connue (en comparant
deux systemes d'intervalles a un troisitme systéme
combiné d’eux) qu'a tout nombre ¢ > o correspond
un nombre § >0 tel qu'on ait |, — 2| <e toutes
les fois que dans les sommes X, et X, tous les
intervalles partiels A; sont plus petits que ¢. Alors,

b
Pexistence de f S (x)dx est une conséquence immé-
a

diate en vertu du criterium de Cauchy.
D’une maniére aussi immédiate, on peut obtenir la
condition d’intégrabilité de Riemann.

3. ConnITION D’EXISTENCE DES INTEGRALES DEFINIES
GENEraLisEEs. — Pour donner encore un exemple de
Papplication de la régle Bolzano-Cauchy, j'indiquerai
la démonstration exacte d’une condition d’existence
relative aux intégrales définies généralisées (impropres,
uneigentlich). On trouve cetle condition dans le
Cours d’Analyse de C. Jordan (t. II, 2¢ édition,
p. 50-51).

Rappelons la définition donnée par M. Jordan :

Soit f(x) une fonction intégrable (au sens ordinaire
du mot) daos tout I'intervalle ab, sauf aux environs des
points ¢y, ¢z, €3, ..., en nombre infini. L’ensemble M
de ces points singuliers est fermé (ou parfait selon la
terminologie de M. Jordan).

En effet, si un de ses points d’accumulation z était
point ordinaire de l'intervalle ab, la fonction f(x)
serait intégrable dans l'intervalle z — A ... 2+ h,si &
est suffisamment petit. Mais, dans ce dernier intervalle,
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se trouveraient des points singuliers; donc, aux envi-
rons de ces points, f(z) serait intégrable, contradic-
toirement a la supposition.

En décomposant le champ ab en intervalles partiels
-de longueur moindre qu'une quantité donnéed’avance g,
considérons ceux de ces intervalles qui ne contiennent,
ni a leur intérieur, ni a leurs extrémités, aucun des
points singuliers.

Ils formeront par réunion un domaine jouissant des
propriétés suivantes :

1° Il contient Lous les points de l'intervalle ab dont
’écart & 'ensemble fermé M est égal ou supérieur a &;

2° Il est formé d'un nombre fini de portions
ay by, axbs, ..., d'un seul tenant, séparées les unes des
autres par des points singuliers.

Il est donc établi l'existence des domaines satis-
faisant a4 ces deux conditions, ou & est un nombre
positif arbitraire donné d’avance.

Soit D un domaine guelconque satisfaisant a ces
conditions pour une valeur déterminée de &. Nous
Pappelons domaine D correspondant a 3.

Comme les intervalles a, b,, @y b, .. .,ne contiennent
pas de points singuliers, nous pouvons déterminer les

intégrales
by

by
fdx, fdz, ....

a, ay

Nous représenterons leur somme 2 f fdx par le

signe ffdx et V'appelons V'intégrale de f(x) prise

dans le domaine D.

Faisons & décroitre indéfiniment et, pour toute sa
valeur, prenons un domaine D quelconque corres-
ippondant a lui. Ce domaine variable englobera progres-
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sivement lous les points de l'intervalle ab qui ne sont
pas singuliers. En effet, un point ordinaire z ne peut
étre un point d’accumulation de I'ensemble M; donc
son ¢cart 4 cet ensemble est une quantité déter-
minée ¥ (z) différente de zéro. Il sera donc englobé
nécessairement par D (en vertu de la condition 1°) dés
que & sera devenu moindre que ¥ ().

Cela posé, M. Jordan donne la définition suivante de

Vintégrale généralisée fbf dz :
a
« Si Pintégrale ff(d.r) tend vers une limite déter-
)i}
minée quand & tend vers zéro, cette limite sera désignée
pal'/bfdx. »
a
Donnons a cette définition une forme plus précise :
« L'intégrale généralisée /bfdz exisle et est égale
a

a A, si & tout nombre positif ¢ on peut faire corres-
pondre un nombre positif ¢ tel qu’on ait

|£fdx——A

pour tout domaine D, correspondant & ce nombre 8. »

<e

Aprés cela, M. Jordan donne la condition suivante
de l'existence de 'intégrale définie généralisée (n°54):

« Pour que cette limite existe, il faut et il suffit
évidemment qu’on puisse trouver, pour chaque valeur
de ¢, une quantité correspondante 7 telle que, en appe-
lant D, et D, deux domaines quelconques correspondant
a des valeurs de la variable 8 moindres que 7, on ait

toujours
l/fdz—ffdxl<s.»
. b,
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Mais cela serait évident ou plutdt serait une consé-
quence de la régle de convergence de Cauchy, démon-
trée dans le Cours de M. Jordan cité plus haut
(t. I', p. g) pour les suites des nombres, si, & toute
valeur de la variable &, correspondrait un seul

domaine D déterminé. Alors I'intégrale ffd.z‘ repré-

senterait une fonction uniforme de la varable 3 et la
conclusion serait légitime.

Mais ici, & toute valeur de 3, correspond une infinité
de domaines D et de valeurs de D'intégrale corres-
pondante. Donc, pour pouvoir faire la conclusion
désirée, il faut auparavant généraliser la régle de
Cauchy. C’est ce que nous avons fait plus haut (§ 3). 11
reste a établir Ja correspondance paramétrique pour les

intégrales ffdx
D
Soit E(8,) 'ensemble de toutes les intégrales ffdx
b

chez lesquelles les domaines D correspondent a la
valeur prise 8, de ¢.

Si &, >8,, 'ensemble E(3,) contiendra 'ensemble
E(8,) parce qu'un domaine D, correspondant a la
valeur ¢,, satisfera_a fortiori aux conditions 1° et 2°
pour la valeur &, ; en effet, un ensemble contenant fous
les points dontl’écart 4 ’'ensemble M est2 8, contiendra
par force tous les points dont I’écart est 23, si 8, > 8,.

On voit que laimoe(S) estidentique a la limite désignée

b
plus hautparf fdx.

Maintenant nous pouvons appliquer le criterium de
Cauchy-Bolzano généralisé (§ 3), ce qui nous donne la
proposition suivante :

: b
« Pour que Vintégrale généralisée.f JSdx existe, 1l
a
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Jaut et il suffit qu'a tout nombre e >o0 corresponde
un nombre 8, > o tel qu'on ait

ffdx— fde <e,
D, D,

D, et D, étant deux domaines quelconques corres-
pondant a ce nombre 3,. »

Donc cette proposition, identique a la condition
donnée par M. C. Jordan, peut étre regardée maintenant
comme rigoureusement démontrée.

Le dernier exemple montre I'utilité, méme la néces-
sité, de la généralisation du critére de Bolzano. Il nous
semble que son application directe doit fournir des
simplifications importantes, sinon des résultats nou-
veaux, dans diverses questions d’Analyse se rapportant
aussi aux intégrales multiples et curvilignes.

Quant a la définition de limite généralisée, elle
pourra étre appliquée & tous les ensembles ayant des
points d’accumulation. Il suffit, en effet, de transformer
un point d’accumulation (notion slatique) en un
point limite (notion dynamique) en établissant une
correspondance paramétrique convenable décrite plus
haut (§ 1) entre les parties de 'ensemble considéré et
les valeurs positives du paramétre 9.

[K!13a]
SUR UNE CONFIGURATION CONNUE (9 POINTS, 9 DROITES);
Par M. G. FONTENE,

[y

Cette Note est relative a une configuration connue,
dont il m’a paru intéressant d’étudier I'agencement; la
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figure 1 est empruntée aux Questions de Géométrie élé-
mentaire de Desboves.

1. Etant donnés deux points A et A’ (fig. 1), si 'on

Fig. 1.

méne par A trois droites «, 3, v, et par A’ trois droites
', &9, les six droites «, ¥, v, @, B, 7/, sont les six
coLés consécutifs d’un hexagone BCB'C'B'C’ dont les
trois diagonales 2, 3", ¥' concourent en un point A’;
c’est le théoréme de Brianchon pour la conique formée
des deux points A, A’.

u encore : Etan nné eux droites « ol st
(6] : Etant données d droit et o,

o

I'on prend sur « trois points A, B, C, et sur o trois
points A/, B/, C/, les six points A, B/, C, A/, B, €’ sont
les six sommets consécutifs d’un hexagone dans lequel
les points de rencontre A”, B”, C” des couples de cotés
opposés sont sur une méme droite a”; c’est le théoreme
de Pascal pour la conique formée des deux droites o, o
[La droite o étant définie comme joignant les points
B” et C’, le point A’ étant défini comme le point de
rencontre des droites 2" et Y/, le théoréme consiste en
Ann. de Mathémat., k¢ série, t. XIV. (Février 1914.) 5
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ceci : la droite o’ passe au point A’, ou encore le
point A” est sur la droite o’; sous la premiére forme,
cela résulte de ce que toutes les courbes du troisiéme
ordre qui passent par huit points donnés passent par
un neuviéme point et, sous la seconde forme, cela
résulte du fait corrélatif. C'est I'application a des cas
particuliers de démonstrations bien connues pour les
théorémes de Pascal et de Brianchon.]

On a trois ternes de points et trois lernes de droites

(A, A, A"), (2, &'y a"),
(1) { (B, B, B"), (2) (B, B, B
(Cr Cly C”); \ (‘(v ‘{’a ‘(,/);

st 'on part des points, chacune des neuf droites
qui joignent un point du premier terne a un point
du second passe par un point du troisiéme, et ces
neuf droites sur celle du tableau (2); on a un énoncé

corrélatif. Les neufs alignements sont :

(AB C, A'B'C’, A"B"("), droites (=, o', a"),
(AB'C", A'B"C, A"BC’), droites (8, 8, B),
(AB"C’, A’BC", A"B'C), droites (v, ¥/, ¥"):

les trois lettres A, B, C sont affectées du méme accent,
ou de trois accents différents. Ces neuf alignements
correspondent aux colonnes du tableau (1), aux termes
positifs du déterminant symbolique donné par ce
tableau, aux temmes négatiis de ce méme déterminant.

L'existence de neuf droites comprenant chacune
trois points du tableau (1), ou corrélativement U’ exis-
tence de neuf points appartenant chacun a trois
droites du tableau (2), forme neuf conditions qui se
trouvent réduites a huit. La figure dépend de dix
parameétres.
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2. Les trois triangles
BCA/, B'C’A", B"C"A

sont tels que le premier est inscrit au second, le
second au troisiéme, le troisiéme au premier, attendu
que le point B est sur la droite C'A", le point C sur la
droite B'A”, le point A’ sur la droite B'CY, etc.; il en
est de méme des triangles

CAB, CA’'B", C'A"B,
ou

ABC/, A'B'C", A"B"C".

Les trois triangles
BCA”, B'C'A, B'CA

sont tels que le premier est circonscrit au second, ...;
il en est de méme des triangles

CAB", C'A'B, C'A’B,
ou

ABC’, A'B'C, AB'C.

Sil'onsedonne les deux triangles BCA' et B'C'A

dont le second est inscrit au premier, ce qui fait
neuf paramétres, un triangle B'C'A" peut varier en
restant circonscrit aw premier des deux triangles
donnés et inscrit au second.

Ce théoréme est bien connu sous une autre forme,
pour laquelle nous adopterons la disposition de la
figure (2) :

On donne deux droites 3, v, et deux points B, C,
lels que la droite a joignant les deux points passe
par le point A commun aux deux droites, et I'on
considére un triangle variable B'C'A" dont deuzx
sommets B' et C' décrivent les deux droites fixes et
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dont les c6tés opposés & ces sommets passent par les
deux points fixes. Si le troisiéme cété o passe par

Fig. a.

un point fize A, le troisiéme sommet A" décrit une
droite fize o'; toutefois, quand le coté o passe en A,
le point A” s’indétermine sur la droite «, qui est ainsi
une partie parasite du lieu de ce point. La démonstra-
tion directe est aisée. On obtient deux points B’, C’ de
la droite o’ en faisant passer la droite @' par Uun des
points C, B; on a ainsi (le lieu ci-dessus étant étudié
directement) une démonstration bien connue du théo-
réme de Pascal pour la conique formée des deux droites
a et o, la droite de Pascal élant «'. ,

Corrélativement, si le sommet A" du triangle
variable décrit la droite o', le troisiéme c6té o' passe
par un point fixe A'; toutefois, quand le sommet A"
vient sur a, le c6té o' s’indétermine autour du
point A. Etc.

Le triangle qui a pour coOtés les droites B, v, o’
décrites par les trois sommets du triangle variable est,
comme on l'a déja observé, inscrit au triangle qui a
pour sommets les trois pivots B, C, A'.
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[K'13a]

SUR UNE GONFIGURATION CONNUE (9 POINTS, 12 DROITES);
POINTS D'INFLEXION D'UNE CUBIQUE PLANE;

Par M. G. FONTENE,

I.

1. Dans une Note précédente (), j'ai considéré une
configuration connue (g points, g droites). Les neuf
points étant ceux du Tableau

A AI AI/
B B B
jo o o

chacune des neuf droites qui joignent un point de la
premiére ligne & un point de la seconde passe par un
point de la troisieme (fig. 1). Si U'on veut que la
droite joignant deux quelconques des neuf points
passe par un troisiéme, il faudra que chaque ligne
horizontale du Tableau donne encore trois points
alignés (on verra que lafigure ne peutalors étre réelle).
Les douze droites sont :

(1 (ABC, A'B'C/, A"B"C"),
(2) (AB'C", A'B'C, A"B C'),
(3) (AB"C’, A'B C", A"B'C ),
(4) (AA’A", BB'B", C C'C’);

elles correspondent aux colonnesdu Tableau ci-dessus,
a ses lignes, aux termes positifs du déterminant symbo-

(') Méme numéro, p. 64.
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lique donné par ce Tableau a ses termes négatifs

(régle de Clebsch pour les neuf points d'inflexion d’une
cubique plane).

Les neuf conditions relatives a la configuration précé-
demment étudiée se réduisent & huit, comme on I'a vu.

Fig. 1.

A"

Les trois conditions nouvelles qu’on impose ici se rédui-
sent & deux, et ce [ait est une conséquence du premier.
En effet, sil’on considére le Tableau

A B C
A B C,
AII B/! Cll

il arrive déja que, chacun des six alignements

AB'C", BC'A’, CA'B",
AB’C', BC'A’, CA"B'

est réalisé ; dés lors, deux des alignements

AA'A", BB'B’, CC'C’
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entrainent le troisiéme. Ainsi, les douze conditions
apparentes se réduisent & dix conditions distinctes;
le systéme dépend de huit paramétres.

2. Avant d’aller plus loin, il nous sera commode de
modifier pour un certain temps la notation. On a remar-
qué précédemment que, dans la configuration primitive,
les trois triangles

A’BC, AB'C, A'B'C’,
par exemple, sont tels que le premier est circonscrit
au second, le second au troisiéme, le troisiéme au pre-

mier. Si I'on remplace les notations A”, A, A’ par les
notations A; A’; A"/ les trois triangles

ABC, A'B'C’, A"B"Cf

seront tels ( fig. 2) que le premier est circonscrit au

second, etc. On aura de plus ici les alignements AA’A",
BB'B", CC'C’. Clest cette notation qui va se présenter
naturellement & nous dans la recherche suivante.



(72)

Proposons-nous a priori dc déterminer un systeme
de neuf points tel que la droite joignant deux quel-
conques de ces points passe par un troisiéme.

Comme il doit passer quatre droites par chaque

. . > 4 .
point, le nombre de ces droites sera 3 3 2 —12. Si A,

B, C sont trois des neuf points qui ne sont pas en ligne
droite, chacun des c6tés BC, CA, AB doit porter un
troisiéme point du systéme ; soient A, B/, C' les points
en question. Les trois derniers points A”, B”, C" doi-
vent étre d'une part sur les droites B'C/; C’A’, A’B/,
d’autre part sur les droites AA/, BB, CC/, puisque
chacune de ces six droites ne porte jusqu’a présent que
deux points du systeme; par saite A", B, C" sont
les intersections respectives des droites B'C/ et AA/,
C’A’ et BB, A’B' et CC'. Mais on n’a, jusqu’a présent,
que nenf droites, etil faut encore que le triangle A"B'C”
soit circonscrit au triangle ABC, car la droite AB", par
exemple, ne peut contenir aucun des points B, C, B/,
C', A’, A", et cetledroite doit passer en C’. Finalement,
les trois triangles ABC, A’B'C/; A"B"(’ sont tels que
le premier est civconscrit au second, etc. et 'on aen
outre les alignements AA’A” BB'B", CC/C7; le sys-
téeme indiqué au début de cette Note est le seul qui
réponde a la question.

3. Conservons les mémes notations. Le triangle ABC
étant pris comme triangle de référence, les coordonnées
des points A/, B, C' seront

(o, @, 1), (1,0,b) (c 1,0).
Celles des poinis A”, B, (! seront de la forme
(m, a, 1), (1, n, b), (c, 1, p),

en lenant comple desalignements AA’A” BB'B", CC'C,
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et 'on aura les conditions

abc+1 abc+1 abc—+1
m = ——— n= —  ——, = —_—

b c a
en exprimant que le triangle A"B"C" est inscril au
triangle A’B'C/; la premiére condition exprime, par
exemple, que les points A", B’, (' sont en ligne droite
m a 1

o b|=o.

c 1 (¢}

1

Sil'on pose
abc +1=w,

on a pour les coordonnées des points A”, B, (7,

[0) w ®\
() (o) (ans)

On a jusqu’ici neuf conditions. 1l faut maintenant
que le triangle A”B”C"soit circonscritau triangle ABC,
et nous savons déja que les trois conditions impliquées
par cet énoncé se réduisent & une seule.

On le vérifie aisément. Supposonsque les points A,
B’, C" soient en ligne droite, et considérons le Tableau

B C" A"
B C A
¢ BII Cl AI;

les huit alignements autres que I'alignement C, A", B’
ayant lieu par hypothése, ce dernier a lieu aussi. En
considérant le Tableau

C A" B
C A B
lc A B,
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on voit de méme que les points BC"A’ sont en ligne
droite.

Analytiquement, le fait que les points A, B’, C* sont
en ligne droite, se traduit par I'égalité

w w
—tb=1:— ou
c a

gla

W
be
on doit donc avoir, en se rappelant la définition de w,
(5) abec = w?, w—w+1=o0,

w étant ainsi une racine cubique imaginaire de
lunité négative. On peut écrire pour les coordonnées

des points A", B, C’

w b c w /w a
(I"E’w ’ <B’ ha) QZ’B” )

Les huit parameétres du systéme sont les six para-
metres des points A, B, C, et deux des trois quantités
a, b, c liées par la relation (5).

Les quatre droites ABC/, AB'C, AB"C’, AA’A"issues
dua point A, ont pour équations

Y

a
% = 0, Yy =o0, Z oo

a;

Y =
F4
des six rapports anharmoniques fournis par ces quatre
droites, trois sont égaux a 'une des racines cubiques
imaginaires de 'unité négative, et les trois aulres a la
racine conjuguée : un tel faisceau de quatre droites est
dit équianharmanique (*).

4. Les neul points considérés sont les pivots d’un

(') Avec des axes de coordonnées quelconques Az, Ay, les coef-
ficients angulaires des quatre droites sont racines d’une équation
du quatrieme degré dont Pinvariant S est nul (SaLvoN, Algébre
supérieure, p. 269 ).
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faisceau de cubiques planes, puisque ce sont les inter-
sections de trois droites par trois autres (et cela de six
maniéres) ; toutes ces cubiques ont pour pointd in-
Sflexion les points en question. Le triangle ABCétant
pris comme triangle de référence, I’équation

(6) Acys(y—az)+Baszz(z—bxr)+Chxy(x—cy)—zyz=o0

représente en effet des cubiques qui passent par les
points A, B, C et par les points A/, B, C'; si I'on écrit
qu’elles passent par les points A”, B, C’, on a les condi-
tions
g—i—C:l, +A =1, g+B=r,

lesquelles se réduisent & deux. On constate facilement
que le point A, par exemple, est un point d’inflexion,
la tangente étant Cy =Baz; il en est de méme des
points B et C; comme les trois triangles ABC, A’B'C/,
A"B"C’ jouent le méme réle, les neuf points sont des
points d'inflexion. On retrouve bien les neuf para-
métres d’une cubique, puisque a, b, ¢ doivent vérifier
la relation abc = w?.

Le résultat précédent ne différe que par la forme de
celui-ci qui est dd a Hesse : toute cubique menée par
les neuf points d’inflexion d’une cubique a aussi ces
points pour points d’inflexion. (En particulier, la
hessienne d’une cubique a les mémes points d’inflexion
que la courbe elle-méme.)

II.

3. Nous reprendrons ici les notations primitives.
Prenons comme triangle de référence I'un des quatre
triangles qui ont pour cétés les quatre groupes de trois



droites :

(1)
(2)
(3)
(4)

(eeenn. Y ey el )
(AA’A", BB'B", C C'C");

ces triangles, dont chacun porte sur ses c6tés les neuf
points considérés, sont appelés triangles inflexionnels
dans la théorie des cubiques. Prenons, par exemple, le

triangle LMN dont les cités portent respeclivement
les points A, A’; A", les points B, B/, B’, les points C,

a4
c,C.

Si 6 est une racine cubique imaginaire de 'unité

positive, on peut réprésenter les neuf points par les

relations

avec

(7)

AM A'M

* AN T AN

B'N B'N

B FT=% F

. L _,. 'L

- {’ C/hl - {7 C//M
afy=1;

on a bien huit paramétres.

= 02q,

= 028,

= 02"{,

Voici la démonstration. On a pour les coordonnées

du point A, par exemple,

[
ou, en remplacant «, g, Y par >

en posant

X = Mhsin i:.:v, Y = psin /ﬂ.y,

A
z sin M
xr = o0, -_—=—2 /\’
. 7 sin N
v A
7\’ .II’
. “o . <
z =o, wsinM.y = —v sinN.z;
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les coordonnées X, Y, Z des neuf points sont :

( o, 1, —1I1), ( o, 1, —6), ( o, 1, —02),
(—’I: o, I)a (_e, o, ')7 (_027 o, 1)7
( I, —I, 0)) ( I, — 01 0); ( I, —021 0)'

Conformément au Tableau de Clebsch
AA'A
BB'B”
cca,
les quatre systémes de trois droites auxquels donnent
lieu les douze points sont :

(1) X+Y+Z=o0, X+02Y+0Z=0, X+ 0Y+02Z=o,
(2) 2X+Y+Z=0, X+ Y+602Z=o0, X+02Y+ Z=o,
3) 0X+Y+Z=o0, X+0Y+ Z=o0, X+ Y+ 0Z=o,
(4) X=o, Y=o, Z =o.

6. L’équation générale des cubiques passant par les
neuf points est
(X Y Z) (X 4 02Y 4 0Z) (X +0Y + 02Z) + 2 XYZ =o,
ou
(8) X34 Y34+ Z23—3kXYZ =0,

c’est I’équation canonique habituelle. On vérifie que la
droite X = o contient trois points d’inflexion en met-
tant I’équation sous la forme

(kX +Y +Z) (kX +Q¥+OZ)(/cX +0Y 402 Z) = (k3 —1) X3;

les tangentes aux points d'inflexion A, A’, A" sont en
évidence.
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I1l.

7. Le Tableau de Clebsch peut étre écrit sous la
forme
00 01 02

0 11 I2
20 21 22,

chacun des neuf points étant désigné par deux nombres
(comme un élément d’un déterminant). Trois des neuf
points sont alorsen ligne droite si la somme des pre-
miers indices, aussi bien que celle des seconds, est
multiple de 3. les couples numériques oo, o1, ...
acquiérentun sensréel par la théorie des fonctions ellip-
tiques, et I'énoncé précédent se présente alors de lui-
méme.

1V.

8. Les seize points d’une biquadratique gauche en
lesquels le plan osculateur est surosculateur sont tels
que le plan qui passe par trois quelconques de ces points
passe par un quatriéme. Comme il passe cinq plans par
chaque point, le nombre de ces plans est

16 <5

i

20.

[R3a]

SUR LE MOMENT D'UN VECTEUR PAR RAPPORT
A UNE DROITE;

Par M. A. PAILL;}%RD.

"

Dans la théorie des vecteurs, on définit en général
le moment par rapport & un azxe. Il y a cependant
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avantage, semble-t-il, a introduire tout d’abord la
notion plus générale de moment par rapport a une
droite, sur laquelle aucun sens n’aurait été choisi au
préalable pour étre appelé positif. L’exposition de la
théorie se trouve ainsi légérement simplifiée. Il faut aussi
remarquer que, dans la plupart des applications, on
considére des moments par rapport a des droites, et
non par rapport i des axes.

On trouvera dans cetle courte Note une esquisse de
la théorie classique des moments, modifiée dans 'ordre

d'idées que je viens d’indiquer.

Rappelons d’abord quelques propriétés.

On dit qu'un vecteur CD est de sens positif par
rapport a un vecteur AB, lorsqu’un observateur, placé
les pieds en A et la téte en B, et regardant G, voit CD
a la droite du plan ABC.

Cette définition ne dépend, ni des grandeurs de AB
et CD, ni des positions de ces vecteurs sur leurs sup-
ports. Elle suppose que les deux vecteurs ne sont pas
dans un méme plan.

S¢ deuz vecteurs CD, CE, dont l’un est perpendi-
culaire au plan ABC, forment entre euzx un angle
aigu, ils sont du méme cété de ce plan et, par
conséquent, ils ont méme sens par rapport @ AB.

Réciproquement, si deux vecteurs CD, CE, dont
I'un est perpendiculaire au plan ABC, sont de méme
sens par rapport au vecteur AB, ils forment entre eux
un angle aigu.

Le sens de AB par rapport a CD est le méme que
celui de CD par rapport @ AB. (Ce sens commun
sera dit sens relatif des deux vecteurs.)

D’apreés la définition, on peut, sans changer ces deux
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sens, amener les deux origines A et B des vecteurs aux
pieds de la perpendiculaire commune aux supports 1
et 2 de ces vecteurs, et donner des grandeurs égales
aux deux vecteurs. Le tétraédre ABCD admet alors
un axe de symétrie, qui est la bissectrice A de l'angle
formé par les projections des deux vecteurs sur
le plan médiateur de AC, et une rotation de 180°
autour de A améne AB sur CD, en méme temps que
CD sur AB. Il résulte de 1a que ce qu’on peut dire
du vecteur situé sur la droite 2 par rapport au vecteur
situé sur la droite 1, se dit, selon I'instant, de AB par
rapport & CD, ou de CD par rapport a AB, ce qui
démontre la propriété.

Par définition, le moment du vecteur AB par rapport
a la droite D est le moment, par rapport 4 un point O
de la droite D, du vecteur ab, projection de AB surle
, . LU . ,
plan P mené par O perpendiculaire a la droite D; c’est
un vecteur porté par D.
On montre aisément que ce moment ne dépend pas

du choix de O sur D.

Tukorkme. — Quel que soit le point O choisi
sur D, le moment OH de AB par rapport a D est la
projection sur D du moment OG de AB par rapport
a 0.

On voit aisément que OH a méme grandeur que la
projection de OG sur D. 1l est donc, ou cette projection,
ou opposé i celte projection. Pour démontrer le
théoréme, il suffit de montrer que I’angle des vecteurs
OG, OH est aigu.

Or, par définition, OH et ab sont de sens relatif
positif; Pobservaleur OH regardant a, voit ab a sa
droite. Il voit en méme temps A devant lui, Aa étant
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parallele & D; il voit par suite AB 4 sa droite en méme
temps que ab; Bb étant paralléle au plan DAa, parce
que paralléle a D. 1l résulte de la que OH et AB sont
aussi de sens relatif positif.

OH et OG sont donc tous deux de sens positif par
rapport 3 AB; et comme OG est perpendiculaire au
plan OAB, l'angle GOH est aigu, et OH est bien la
projection de OG.

On déduit de 12 la définition du moment d’un sys-
teme de vecteurs par rapport a une droite D. Clest un
vecteur parfaitement déterminé.

Dans le cas particulier ou la droite D devient un aze,
c’est-a-dire lorsqu’on choisit sur D un sens positif, les
mesures des vecteurs portés par 1) deviennent des nom-
bres algébriques. Maisle moment par rapport &4 D d'un
systeme de vecteurs est un vecteur, complétement indé-
pendant du sens qu’on peut choisir sur D.

AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES
(GONCOURS DE 1913)-

Mathématiques élémentaires.

Soit T un triangle dont les sommets sont A, B, C;
soit T le cercle circonscrit a T. On sait qu'il y a
deux cercles tangents a T en A et qui touchent BC:
Uun, en un point A, situé entre B et C, ’autre en
un point A, extérieur au segment BC.

1° Construire le triangle T connaissant les lon-
gueurs AA,, AA, et le cété BC, )
2° Soit A’ le milieu de A(A,. Calculer la lon-

Ann. de Mathémat., {* série, t. XIV. (Février 1914.) 6
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gueur AA’ en fonction des longueurs a, b, ¢, des
cotés de T (on supposera a>b>c). Trouver la,
relation qui existe entre la longueur AA' et les deux
autres longueurs analogues BB' et CC/.

3° Calculer en fonction de a, b, c, les distances
des points ', B, C, deux & deux.

4° Soit T, le cercle décrit de A' comme centre
avec AA' comme rayon; soient Ty et T'; les deux
autres cercles analogues. Démontrer que ces trois
cercles se coupent en deux points 1 et J. Calculer les
angles sous lesquels ces cercles se coupent deux a
deux. Indigquer la situation précise des centres de
similitude de ces cercles deux a deux. Quelles sont
les particularités du triangle A"B’'C' dont les
sommets sont les pointk homologues de A, B, C, dans
une inversion de péle 1?

5° Calculer-la longueur de la corde 1J et la
distance du centre O de T a la droite A'B', en fonc-
tion de a, b, c. . ‘ .
_ 6 On donne les points A, B, . Démontrer qu’il‘

B
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existe une infinité de trian ales T correspondants.et
construire ceux de ces triangles qui repondent a.
une valeur donnée du rayon deT. )

i

SoLuTioN Ak M. THIE. —
1° Considérons par exemple le cercle tangent a T
en A et qui touche BC en A,. Ce cercle rencontre AB
et AC respecllvement en deux points 3 et y tels que ﬁY
soit paralléle 4 BG, puisque A est un centre de simi-
litude deT et du cercle dont il s’agit. A, estdonc miliew
de 'arc By et 'on en conclut que AA, estla bissectrice
intérieure de ’angle BAC.
On reconnait de méme que AA, est la bissectrice
extérieure de I'angle ‘BAC.
e pomt de rencontre A’ de BCavecla lanvente en A
aTl est le milieu de A,A,, puisque I'on a

A A'=A'A = A'A.

Sil’on se donne les longueurs AA, et AA,, on peut
construire le triangle AA,A,, rectangle en A. On a
ensuite

. —_—2
A'B.A'C=A'A,y, A'C—A'B=BC. "

. v
On est donc ramené au probléme classique : cons-

truire deux segments connaissant leur différence et
leur produit. On peut aussi donnerla solution suivante:
Comme B et C. divisent harmomquement le” seg-
ment A, A,, le cercle de diamétre BC coupe orthogo—
nalement le cercle de diamétre A, A,. Le sysiéme de
ces deux cercles, tous deux de grandeur cdnnue, s
construit aisément, et la construction s'achéveimmédia-
tement.. Le probléme esttoujours possible, Il n’a
qu'une solution, s'il est bien spécifié que le p nit,aw
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doit étre intérieur, et le point A extérieur 2 BC. Il en
aurait deux dans I’hypothése contraire.

2° On a AA':-;-A,A,. Or, la longueur du seg-

kY

ment Az A, est facile & évaluer, les points A, et A,
divisant BC, extérieurement et intérieurement, dans le

(4
rapport - On a

b ab
A, C= l—y AC=——,
doi b—c b+c
2abc
AyAy= bt ot
el
, abe
(l) AA' = 32—-———__(,".

On trouvera de méme, en ayant égard aux hypothéses
faites dans!’énoncé sur les grandeurs relatives de a, b, c,

, abe
(‘2) BB = aT‘——(,‘i’

, abce
(3) CC' = o

Au moyen de ces expressions, on forme aisément la

relation
I 1 1
4) BE —AA TGO

On reconnait encore que les points A/, B/, T sont
en ligne droite (théoréme connu). Signalons aussi les
relations
(5 A'B ¢ B'C _ a? C'A

) XCcTw PBA- & B

8|
ol e

’

qm résultent des propriétés connues des dmslons
harmoniques. -

.
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3¢ Calculons B'C’. On peut appliquer le théoréme
de Stewart. On peut aussi procéder comme il suit:
posons pour un moment

B'A = Kb, CA=K'e.
On a
B’C" = K252+ K'2c?— 2KK'bc cosA;
mais
2bc cos A = b2+ c?— a?.

On en tire, par élimination de cos A,

BC = KK'a+ (K — K') (Kb?— K'c?)
Mais

c2 , b2
K =

K=

at—c?

On trouve, tous calculs faits,

abce

(6) B’CI=(a2_bz)(a=_cz) ’

en posant
P =\a*+ b*+ c*— bct—c?a?— a?b?.

On trouvera de méme

e “abc
@) M= mmme—e

abe

(8) A= e P

B'C/, A’C’ et A'B' sont positifs, et 'ona A'C'> A'B,
ce qui prouve que le point B’ est entre les points A’ et C'.
En comparant les formules (1), (2), (3) et (6), (7);

(8), on voit encore qu'on a
(9) AA' B'C'= BB’.A'C'= CC'.A'B'.
4° Le cercle T est le lieu des points M tels qu’on ait

MB ¢
MC = b’
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AL O ’ dMB = cMC. i o -
Les cercles T'; et T, sont suscept'ibles de définitions
analogues. Si donc I est’'un des points de rencontre de
ces deux derniers cercles, ona '

alA = bIB =cIC,

d’ot I’on conclut que le point1 appai‘lient au cercle T,.
De méme, le second point d'intersection J. des deux
cercles Ty et T. On verra plus Iom que les points I etJ
sont réels.

On peut remarquer aussi que, By, B, G;, C, étant
les points analoguesaux points A, et A,, les trois cercles
Iz, Ts, T ontpourdiamétres reapecufs les diagonalesdu
quadrilatérecomplet formé parlesquatredroites B,C,A,,
CiAB;, AB{Cy, A;B,C,. Il en résulte, en vertu
d’un théoréme bien conni‘u', qu’ils ont deux points
communs. .

Comme les trois cercles T., T, I‘ coupent ortho-
gonalement le cercle T, le :centre 'O de celui-ci
appartient a leur axe radical commun. Les trois points
0, 1, J sont donc en ligne droite.

Considérons maintenant une inversion de podle Alet

de puissance EU 01'1-, plus briévement, une inversion
par rapport au cercle: I',. Cherchons Vinverse du
cercle' I';.  C’est un cercle qui doit passer par les
point{I et J; communs: a T, et a T, et par le point G,
homologue du point B. Ce cercle se confond donc
avec I'z. On voit de méme que: .

Deuz quelconques des cer cles I‘a, I‘b, T, sont in-

-

vérses par rapport au troisiéme. .5 -

Il résulte de la que deux de ces cercles coupent le
troisiéme sous le méme anglé. Autrement dit, leurs
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tangentes, en 'un deleurs .points communs, sont telles

que chacune est la bissectrice de l’an’gle;formé par les

deux autres. Cela exige nécessairement que : »

Les trois cerclesT,, Ty, T se coupent mutuellement
sous des angles de 60°.

On voitaussi que le centre de chacun des Lrois cercles
est 'un des centres de similitude des deux antres [cela
résultait déja des formules (g)]. I’examen de la dispo-
sition des trois points A’, B, C' montre que le premier
etle troisieme sont des centres de similitude externes,
et que le second est un centre de similitude interne.
Les autres centres de similitude se trouvent aisément.
Par exemple, le centre de similitude interne des
cercles I'y et T, est le conjugué harmonique de A’ par
rapport a B'C'. 1l est donc sur la polaire du 'poim A/
par rapport & I’angle formé par les denx droites BB’ et
CC’ (polaire qui se confond avec celle du point A’ par
vapporl au cercle I'). Cette polaire est la droite qui
joint le point A au point qui divise intérieurement BC

c? N
dans le rapport 35+ Cest donc, en vertu d’une pro-

priété connue, une symédiane du triangle ABC.
Remarquons maintenant que le cercle BIC, de
méme que tout cercle passant par les points B et C,
coupe orthogonalement le cercle T',. Les cercles CIA,
AlB jouissent de plopnetes analogues. Ils se coupent
donc mutuellement sous des angles de 60°. Si l'on fait
une inversion de pole I, transformant les pomts A, B
C en A’, B', C, la droite B'C’ est linverse du
cercle BIC, etc. Lés trois.droites B'C/, C'A”, A"B’ se
coupent donc mutuellement sous des angles de 60", et

vy b

le tr‘ziaiz trle A” B'CY est equzlateral R

* 5° Les points I & J sont symétriques’ f)ar rapport’
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a B'C'. Donc IJ est le double de la hauteur du
triangle IB'C/. En évaluant de deux maniéres diffé-
rentes l'aire de ce triangle, et en se rappelant que
P’angle B'IC/ est de 60°, on a
Ipca= ipc.
4 4
Mais 1B'=B'B, 1C’'=C'C. On a donc, en Llenant
compte des valeurs (2), (3) et (6),

_ abe abc (a?—b%)(at—c?) - abc
I=y3 — ¢ a*— b2 abcP - ST’—

a?

1J étant réel, les deux points I et J sont aussi réels
(cas, s’ils étaient imaginaires, leur dislance serait
une imaginaire pure).

Soit D Ja distance du point O a la droite A'B'C.

Ona
2D = Ol + 0J.

mais Ol,0J = Rz, R étant le rayon de.T, et

)01_0J|=u=‘/§"$.
Donc
3ab
4D?= ;,C + {R2.
Or
abce
R=.4_S.,

S étant I'aire du triangle abc.
Finalement ’
3 J
4D2= abc(ﬁ -+ 3—3;>‘
6° Etant donnés les points A’, B, C', le point I, tel
que les angles B'IC’ et A'IB' soient de 60° se construit
aisément. Qo coonait donc les cercles T4, Ty, To.
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Proposoas-nous alors de canstruire le triangle ABC,
connaissant le rayon R du cercle I'. Le centre O de ce
cercle doit appartenir a 1J, et étre tel qu'on ait

Ol.0J =Re.

On peut donc construire le point O de deux
maniéres.

Le cercle I' étant comnu, il coupe chacun des
cercles Ty, T, I'e en deux points. Ces points, associés
convenablemeut, donnent deux triangles ABC satis-
faisants. En effet, soit B l'un des points on T
rencontre I';. Dans une inversion par rapport au
cercle Ty, T se transforme en lui-méme et T'y se trans-
forme en T.. Donc, au point B correspond l'un des
deux points G ou I rencontre Tc. De méme, le point B
détermine sans ambiguité le point A. Il reste a vérifier
que AC passe bien parB'. Or celarésulte immédiatement
de ce que AA’, CC/, BB sont les tangentes en A, C, B
au cercle T. Les deux premiéres rencontrant les
cotés BC et AB respectivement aux points A’ et C/, le
pointde rencontre B’ de la tangente en B et de A'C/
doit nécessairement appartenira AC.

En résumé, étant donné le rayon du cercle T, on
trouve quatre triangles satisfaisants, deux a deux
symétriques par rapport 8 A’B’C/. Si I'on fait varier R,
on trouve une infinité de triangles répondant a la
question.

BIBLIOGRAPIHIE,

LECONS SUR LA DYNAMIQUE DES SYSTEMES MATERIELS, par
Et. Delassus. — Grand in-8 de 421 pages et
15 figures. Paris, A. Hermann et fils, 1g13. Prix : 14".
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. Qe Cours, que M. E. Delassus a professé pendant plusieurs
-années a 'Université de Bordeaux, comprend « l'exposition
systématique, avec les perfectionnements résultant de travaux
récents, des théories élémentaires de la Mécanique analy-
tique, c’est-a-dire des conséquences de I'équation de Dalem-
bert, a la fois au point de vue théorique et au point de vue
‘pratique de la résolution effective des probléemes de dyna-
mique ». Mais sous cette apparence modeste, c’est une euvre
didactique originale et forte, appelée a devenir rapidement et
a rester classique.

La Mécanique analytique est essentiellement I'étude des
systémes matériels a liaisons ; mais la notion de liaison a été
laissée pendant un siécle dans certain vague, jusqu’a ce que la
considération des mouvements de roulement edl amené a
‘reconnaitre que les liaisons ne pouvaient pas toutes étre
exprimées par des équations finies entre les paramétres et que
certaines se traduisaient par des relations diftérentielles non
mlevrables. On distingue alors, selon le mot de Hertz, les
systémes matériels en systémes holonomes et non holonomes,
les équations de liaison des derniers étant linéaires par rapport
aux différentielles des paramétres. Il était toutindiqué d’envi-
sager des liaisons analogues, mais analytiquement plus com—
plexes. Du méme coup se posait, plus impérativement, la ques-
tion de la réalisation matérielle de ces liaisons, laquelle peut se
faire sans adjoindre, au systéme donné, des corps auxiliaires
(réalisation directe) ou en introduisant de tels corps (réalisa-
tion indirecte, ol le systéme proposé devient une portion d’un
systéme plus étendu soumis a des liaisons directes). En admet-
tant que le systéme auxiliaire soit sans masse, on arrive fina-
Iemem a des équations du mouvement dans lesquelles le pro-
cédé de réalisation des liaisons n’a pas laissé de traces. Mais la
maniéredonton écritces équationsimplique cette définition : les
liajsons sont réalisées matériellement quand les déplacements
virtuels du systéme considéré comme partie d’un systéme plus
complexe sont les mémes que ceux définis par ses équations
de liaisons.

C’est la un point de départ qui introduit évidemment un
élément étranger & la notion immédiate et intuitive de liaison.
Aussi M. Delassus ne 'admet-il pas :_pour. lui,. ¢ les liaisons
sont, reahsees par l’adjoncuon d’un systéme S, quand, des
relations entre les paramétres de S et S, qui éxpriment les
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liaisons du systéme total, ne résultent éntre les paramétres
de S que les'relations qui expriment lesliaisons de ce systéme ».
Cette définition naturelle (qui peut étre en désaccord avec la
précédente) se traduit sous forme analytique générale, et elle
permet d’obtenir une exposition tout a fan logique, évitant les
paradoxes.

" A un autre point de vue, dans I'étude des liaisons unilaté-
rales, on admet d’ordinaire « comme évidente la cessation
effective et simultanée de plusieurs contacts dont les réactions
sont négatives ».” C’est 13 un postulat inadmissible, ainsi que
le montre M. Delassus qui rectifie ainsi toute une importante
théorie.

11 fallait’commencer par indiquer ces choses de fondation,
qui caractérisent le présent Livre, quoique 'Ouvrage entier
fit trés personnel. C’est un cours de Licence qui s’adresse &
des étudiants sortant du cours de Mathématiques générales,
et qui comprend, groupées autour de la Mécanique analytique,,
toutes les notions, théories et questions qui figurent au pro-
gramme traditionnel de Mécanique rationnelle.

L.es dix-huit Chapitres pourraient former quatre Parties.

La premiére Partie comprend des compléments de cinéma-
tique, des généralités sur les systémes matériels (liaisons,
quantités de mouvement, forces d’inertie, travail, forces vives),
I’établissement des équations générales du mouvement des
systémes holonomeset non holonomes (principe de Dalembert,
équations de Lagrange, de M. Appell, canoniques, équation de
Jacobi, généralisations ; équations spéciales du mouvement
d’un corps solide ), I'étude de I'équilibre et des petits mouve-
ments de ces systémes.

La seconde Partie aurait pour objet I'intégration des équa-
tions obtenues : elle n’est pas tout a fait du domaine del’Ana-
lyse, & cause de caractéres spéciaux a ces équations. On- envi-
sage: successivement les procédés d’obtention . d’intégrales.
premiéres (intégraleslinéaires, intégrale des forces vives géné~
ralisée ), les principaux cas de réduction et d’intégration par
quadratures'des équations du mouvement d’un systéme holo-
nome, et-enfin I'’étude approfondie du cas régulier d’intégra-.
gration par quadratures. .

La troisiéme Partie est formée de divers complemenls dont
certains montrent bien la destination de I’Ouvrage, : l'impor—
tante question des liaisons unilatérales, les moivements en'
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tenant compte de la rotation de la terre, les percussions et
chocs, Péquilibre des fils flexibles et inextensibles, et enfin la
bréve synthése des beaux travaux de 'Auteur sur la dyna—
mique et la statique des systémes soumis & des liaisons
d’ordre différentiel quelconque.

Enfin la quatriéme Partie a un caractére essentiellement
pratique : une série habilement graduée d’une quarantaine
d’exercices, la plupart nouveaux, apprend al'étudiant comment
onaborde et I'on creuse un probléme de Mécanique : le lecteur
est mené jusqu’au seuil du Concours d’Agrégation. Par ce
report des applications a la fin du Livre, I'exposition des
théories a gagné en unité et en clarté.

Nous ne saurions trop recommander aux étudiants en
Mathématiques des Facultés de lire et de méditer cet Ouvrage
alapensée forte, quiles fera sortir des sentiers de la Tradition.

A. BouLANGER.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Caen.

EpREUVE THEORIQUE. — [. Un triangle pesant homo-
géne ABC, rectangle en A et isoscéle, est assujetti a se
mouvoir de facon que la droite AB glisse sans frattement
sur une droite horizontale fire OX. Un point matériel
pesant M est mobile sur I’hypoténuse BC.

1° Equations générales du mouvement du systéme.

2° Cas particulier ot les vitesses initiales sont toutes
nulles, le triangle ABC étant placé au début du mouve-
mentdans un planvertical et au-dessus de Uhorizontale OX,
et le point matériel M étant alors en C. Temps mis par M
pour atteindre B,

3" Reprendre l’étude du cas particulier spécifié dans 2*
en supposant qu’il y ait frottement du triangle sur la
droite OX.

II. Petits mouvements d’une barre AB autour de sa
position d’équilibre.
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La barre est mobile dans un plan vertical V autour de
son extrémité A, supposée fixe; son extrémité B est attirée.
proportionnellement & la distance par une horizontale zy
située dans le plan V et au-dessus de A; un point déter-
miné G de la barre est attiré proportionnellement ¢ la
distance par un point fixe D situé sur la droite d’inter-
section du plan V avec le plan horizontal passant par A.
La barre est pesante et homogéne.

On donne :

1° Le poids de lda barre, égal & 60*¢;

2° La valeur de la force attractive exercée par D sur G:
cette attraction est de 40*¢ quand la barre AB est verticale;

3° L'angle de la barre avec !’horizontale zy dans sa
position d’équilibre : cet angle est de 30°;

4° Les longueurs

AD = o™, 60; AC =1™ 20; CB = 2™, 80,

et la distance, égale a 1™, 80, du point A & l'horizontale xy.
Cas ou les divers points de la barre subissent en outre
une résistance proportionnelle aux masses et aux vitesses.

EPREUVE PRATIQUE. — Dans une poutre ayant la forme
d’un triangle isoscéle ABC, on désigne par B le sommet
d’ot partent les deux cotés égaux, et par D le milieu de
la base AC; les cbtés égauxr BA, BC sont constitués chacun
par une tige, la base AC par deux tiges en prolongement
articulées en D, et les points B et D se trouvent reliés par
une cinquiéme tige.

Cela étant, on suppose qu’'une grue est formée de la
poutre ABCD, mobile dans un plan vertical autour du
point fize D, et rattachée par une chaine AE au point
Size E, situé au-dessous du point D sur la verticale passant
par D. La poutre est munie d’un systéme de trois poulies,
la premiére au point fixre D, la deuxiéme au sommet C,
la troisiéme formant avec la poulie C un palan et égale
a la poulie C. La charge, égale & 20008, s'exerce en G
par lintermédiaire du palan, et la puissance sexerce
verticalement sur la poulie D; on néglige le frottement
et le poids de la grue. Les dimensions de l’appareil sont :

DA = DC = DE = 3", 6o,
AE = 4™, BD = 1™ 8o.
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1° Déterminer la charge totale de U’articulation G, du
point fixe D, et la tension de la chaine AE. .
2° Déterminer les tensions et compressions des dtﬁ”erentes
barres constituant la poutre (BA, BC, DB, DC, DB).
Epure a Uéchelle de %5 pour les longueurs, et de 1™
par 25% pour les forces.
Une feuille d’explications devra étre jointe a U'épure.
(Juin 1913.)

Clermont.

EPREUVE THEORIQUE. — Un disque circulaire homogéne
pesant est attaché, par deux points C et C' diamétralement
opposés, a deux fils élastiques identiques CAB et C'A'B'.
Le premier fil passe en A entre deux petites poulies sans
frottement que U'on considére comme sensiblement réduites
au point A. Son autre extrémité est firée au point B tel
que la longueur naturelle du fil soit AB. Il en va de
méme pour le second fil, A et B étant seulement remplacés
par les points A', B' symétriques des précédents par rapport
a 0, les cing points A, B, A’, B', O étant d’ailleurs sur une
méme horizontale Ox. La tension de chaque fil pour un
allongement r & partir de la longueur naturelle est < kr,
k désignant un coefficient constant. Cela posé :

° On abandonne le disque sans vitesse initiale & partir
d’une position quelconque située dans le plan vertical qui
passe par Oz. Trouver et étudier son mouvement.

2° Quelle doit étre la position initiale du disque pour
que son orientation ne change pas dans le cours du mou-
vement ? Pour une position initiale convenable, le disque
effectue de petites oscillations autour de son centre. Quel

doit étre le rapport A Powr gielles aient méme période

que le mouvement du centre? Ou doit alors se trouver
primitivement ce centre pour que le disque ne rencontre &
aucun moment “les poulies A et A'? Peut-on toujours
trouver une telle position ?

3° Trouver les deux positions d’e’quilibre du disque.
Prouver que l’une est stable et l’autre instable. La position
initiale étant supposée trés voisine de la position d’équi=
libre stable, étudier les petits mouvements du disque.
Montrer que chaque point est animé sensiblement d’un
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mouvement vibratoire simple et rectiligne. Enfin, prouver
que ces petits mouvements peuvent étre réalisés par le:

roulement infiniment petit périodique d’un cercle concen-:
trique au disque sur une droite.

N. B. — On supposera les points C et C', od viennent’
s'attacher les fils, de part et d’autre du plan du disque,
mais trés voisins de celui-ci, de maniére que les fils ne se
génent pas dans les mouvements du disque.

Epreuve PRATIQUE. — Un plan incliné fait 10° avec le,
plan horizontal. Un point pesant est lancé sur ce plan.
avec une vitesse de 1™ par seconde dans une direction
Jaisant Uangle ¢ avec la ligne de plus grande pente
descendante. Il frotte suivant un coefficient de frottement:

s L1
egala-g—-

1° Calculer en fonction de ¢ la durée T du mouvement
et la position du point d’arrét P.

2° Etudier les variations de T et construire le lieu de P .
quand ¢ croit de o a =. On calculera, en particulier, les.
positions la plus haute et la plus basse de P, a 1°™ prés, et
Uangle ¢ pour lequel le point P est au méme niveau que
la position initiale, & 1 minute prés. On calculera égale-
ment, @ T4y de seconde prés, le maximum et le minimum’
de T.

N. B. — L’accélération de la pesanteur est g™, 8o.

(Juin 1912.)

QUESTIONS.

2214. Démontrer l'identité suivante, oll p est entier et m
quelconque

[x_p+1’xp"(‘+“')+H.+P(p——1)...1.(‘|+x)p] ,
m m(m—1) . m(m—1)...(m—p)}. .
m(m—i)...(m—p)

>

. =14+ Az +...+ A, 2P,
V&
avec .
mm—1
A"" A,:—(—-——),
1 1.2
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Pour m entier et p Sm, il faut faire entrer le facteur m —m
dans la parenthése, simplifier comme si ce facteur n’était pas
nul, et faire ensuite m — m = o.

Quel résultat obtient-on en supposant que m, d’abord quel-
conque, tend vers le nombre entier u, avecpS . ?

G. FoNTENE.

2213. Les tangentes communes intérieures a trois cercles
d’'un méme plan, pris deux a deux, sont tangentes a une
conique, homofocale a une conique inscrite au triangle qui a
pour sommets les centres des trois cercles. Tuik.

2216. On sait que I'on appelle anneau le volume engendré
par le segment compris entre un arc de courbe AB et sa
corde, tournant autour d’un axe X situé dans son plan et ne le
rencontrant pas; la distance des projections orthogonales des
points A et B sur Paxe X est la hauteur de cet anneau.
Démontrer que, si I'arc AB appartient a une conique admet-
tant X pour axe de symétrie, le centre de gravité de I'anncau
est le milieu de sa hauteur. M. p’OCAGNE.

2217. Soit PP’ un diamétre variable d’'une ellipse de foyers
F, F'. PF et PF' rencontrent 'ellipse en M et M’; MF' et M'F
se rencontrent en Q; PQ rencontre FF' en K et MM’ en L.
Montrer que :

1° La tangente en P’ et MM’ se rencontrenten R sur FF';

2° La droite MM’ enveloppe une ellipse, et L est le point ou
MM’ touche son enveloppe;

3° Le lieu de Q est une ellipse de foyer F et F';

4° Chacune des droites PQ et P'Q est normale a une ellipse
fixe. E.-N. BARISIEN.

2218. Quand deux normales MP, MQ a une ellipse abaissées
d’un point M sont rectangulaires : 1° la droite RS, qui joint
les pieds R et S des deux autres normales issues de M,
est telle que les axes interceptent sur cette droite une longueur
constante égale au rayon du cercle orthoptique & I'ellipse;
2° la droite PQ enveloppe une ellipse et la touche en son point
de rencontre avec RS. E.-N. BARISIEN.
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[O0'2e]
SUR LES COURBES DE DUPORCQ ET DE MANNHEIM (');
Par M. F. BALITRAND

Les courbes de Duporcq sont caractérisées par la
propriété suivante :
Leurs normales découpent sur une droite fize des

segments proportionnels aux arcs décrits par leurs
points d’incidence.

Les courbes de Mannheim par celle-ci :

Le rapport entre le rayon vecteur issu d’un pdle
fixe et le rayon de courbure est constant pour tous
les points d’une telle courbe.

La liaison cinématique entre les deux familles de
courbes s’établit par le théoréme ci-apres :

Si une courbe de Mannheim roule sur une de ses
tangentes, son pdle décrit une courbe de Duporcq.

Cetteproposition résulte immédiatement de la cons-
traction, donnée par Mannheim, du centre de courbure
d’une courbe de Duporcq ; mais on peut aussi ’établir
géométriquement d’une fagon directe.

A cet effet, soit O le pole d’une courbe de Mannheim
et M un de ses points. Menons la tangente MT en ce
point. Prenons sur la courbe un point M, infiniment
voisin du point M, et sur la tangente un point M, tel que
MM, = arc MM'. Si la courbe roule sur la droite, le

(*) Voir Nouvelles Annales, 1902, p. 181-184,337-343 et 481-482.
Ann. de M athémat., 4° série, t. XIV. (Mars 1914.) 7
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point M, aprés un déplacement infiniment petit, vien-
dra en M, et, en méme temps, le point O viendraenO,.
On a
TN
arc OO[ = O0OM x OMO‘

. y //\ y /\
Mais I'angle OMO, n’est autre que l'angle M'MM, ;
c’est-a-dire que I'angle de contingence de la courbe au
point M. Il est donc égal a

ds MM _ MM,
= —

g e P

o désignant le vayon de courbure de¢ la courbe au
00,
MM,
'est aussi. D’autre part, O, M, est la normale en O, &
la courbe lieu du point O, qui, par suite, est bien une
courbe de Duporeq.

Cela posé, prenons comme axes de coordonnées

mobiles la tangente Ox et la normale Oy a la courbe,
lieu du point O et rappelons les formules de Cesaro :

. \ oM
point M. Par hypothese, —P—esL constant ; donc

Sz _ dz Y Sy_({y+z
ds ~ ds ds ~ ds ' p

- = ‘ b

z et y désignant les coordonnées d’un point du plan
par rapporl aux axes mobiles; les caractéristiques &
et d se rapportent au déplacement absolu et au dépla-
cement relatif du point (&, y); P'arc s dela courbe (O)
a été choisi pour variable indépendante.

Soit P le point ou la normale Oy rencontre la droite
fixe que nous appellerons désormais directrice. Dési-
gnons par A le segment OP. Les formules précédentes
appliquées au point P (o, A) donnent

=N=rksin,

Sr ko oy
Z;—I—F—LCOSO, TS



(99)
auxquelles il faut joindre, puisque le point P décrit
une droite,

db

(2) $=3'=—

b

O -

k désigne le rapport, constant par hypothése, des arcs
décrits par les points P et O; § représente 'angle de
la directrice avec la tangente Oz.

Ces formules suffisent pour I'étude des courbes de
Duporeq. La premiére des relations (1) conduit immé-
diatement a la construction du centre de courbure
donnée par Mannheim (Nouvelles Annales, 1902,
p. 337).

Sur la perpendiculaire élevée en P a la direc-
trice prenons PQ=£~k.0P. La droite OQ coupe
en R la paralléle & Ox menée par P; la paralléle
a PQ, menée par R, rencontre la normale Oy au
centre de courbure C.

Soit (x la projection du point Q sur OP. On a

Az
(3) OG=)\—/&‘)\0056=?,

d’ou une nouvelle construction du centre de courbure.

Sur GQ prenons Q, tel que OQ,= OP; la perpen-
diculaire élevée en Q, a OQ, passe au centre de cour-
bure C.

On peut encore remarquer qu’en appelant I’y le
symétrique de P par rapport & O, les quatre points Py,
G, P, C forment une division harmonique.

En difiérentiant la premiére des relations (1) et tenant
compte de la seconde, on arrive a I'équation
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ou bien
= a2,

o désignant une constante. Cette formule est due a
Duporeg. Il estintéressant de rechercher la signification
géométrique de la constante a. La formule (3) montre
que 2. = OG et par conséquent que OG est une cons-
tante. Ainsi :

La projection du point Q) sur la normale décrit

N

une courbe paralléle a la courbe (O).
Les coordonnées du point Q sont :
z = kAsin 0 =N, y=a
De la relation 22 = 2p on déduit

2l = ap' = z&,
P

et, par suite, la droite OQ a pour équation

=2
Yy = Plx’
p+ désignant le rayon de courbure de la développée
de O. La droite OQ passe donc par le milieu de ce
rayon de courbure et par suite :

Le rayon de courbure de la développée de (O)
s’obtient en doublant le segment déterminé sur la
normale a cette déeveloppée par la droite OQ.

En additionnant les formules (1) apres les avoir
élevées au carré, et tenant compte de A2=ap, on

arrive a
dh\2 o\2
. (F)+(=5)'=r,
ou bien
) ds=—2dh |
VER— (h —a)
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Cette relation est due & Duporeq. Elle peut toujours

étre intégrée et en y remplacant ensuite A par y/ap on
obtient I’équation intrinséque des courbes en question
sous forme finie. Le résultat est assez compliqué. La
marche suivie icia I'avantage de mettre en évidence la
signification géométrique des constantes de l'équa-
tion (4).

Par un point fixe I menons des rayons vecteurs égaux
et paralléles aux segments de normales d’une courbe de
Duporcq, compris entre la courbe et sa directrice, et
proposons-nous d’étudier la courbe lieu des extrémités
de ces segments.

Nous emploierons des coordonnées polaires; le point I
étant le péle, I'axe polaire étant paralléle a la directrice,
et nous désignerons par  ’angle polaire.

Il est commode d’employer les valeursde A, X, X', ...,
@y 01, 2 en fonction de I'angle 6.

Ces valeurs sont les suivantes :

db 1—kcosf

& =V=——
a d\ , .
)\:m’ E;:X:ksmﬂ,
d'z)\__)\,,_ kcosO(1—kcosh)
=N == z ’
_ a dp ,  2ksin8
P"—(1—lccos())2’ ds =~ P T T—kcos6’
_ 2kasin0 _2ka(/c——c056+zk2sinze)
P = T —"Xcost)p’ P2 = 1— k cosf)*
( ) )
On a aussi
d\ d\ k asinb

dw P:iTs:_(l—-/ccosO)?'

Cela posé, I'angle que fait la tangente en un point de
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la courbe avec le rayon vecteur est dooné par la

formule
kdw 1— kcos@

tang V= = =~ "Fsmo

Mais si I'on appelle ¢ I'angle que la normale de la
courbe de Duporcq correspondantefaitavecla droite OQ,

le triangle OGQ donne

GQ _ ksind -t )
GO = T—kocosd — '2N8 %S

donc

tangV = — cot¢ = lang <qp — %>

et la tangente cherchée est perpendiculaire a la
droite OQ.

Le rayon de courbure est donné par la formule

dh\2

[+ (@)]
d\\? an’
)\1+2<-——> —)\m

3
2

R=

dw

Le numérateur et le dénominateur de cette expres-
sion se calculent aisément en fonction de 0, et, aprés
quelques réductions, on arrive a la valeur suivante
pour R :

a

(5) R= s
Par suite, si I'on projette G en G, sur OQ, puis G,
en G, sur OP, etenfin G, en G, sur OQ, lesegmentOG;,
est égal au rayon de courbure R.

Passons maintenant aux courbes de Mannheim.
Soient O le pole et M un point de la courbe (M). Prenons
pour axes de coordonnées mobiles la tangente Mz et la
normale My en M a la courbe (M).

Des formules de Cesaro on déduit, pour exprimer
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les conditions de fixité du point (z, ), les conditions

dz _y _, v __ =
ds ¢ ds ~ o’
ou en coordonnées polaires (r, 0)
dr c0sh sinf  db 41
ds — 7 r T ds o

En les appliquant au péle O, et en tenant compte de
la relation p = k7, on oblient successivement :

g% =k;—g=——/{cose,
dd  ksin0—1
dr kpcosh ’
do  kcos0dl .
o T ksno—1 ¥

d’ou, parintégration de cette derniére,
(6) o (ksinf—1)=a,

a désignant une constante.
On arrive aussi aisément a la relation

5 2
(d‘—->2= /(2—<l-1—g-> ’
ds Iy

\

ou bien
o d
(7) ([s::-—____——l_——_p____——,
Vker—(p+ay

qui n’est autre que I'équation différentielle intrinséque
des courbes de Mannheim. Elle peut toujours se mettre
sous forme finie, mais elle est alors assez compliquée.
Elle se simplifie lorsque & =1. En faisant le change-

. I . <, N
-ment de variable {25+ a = 3 on arrive aisément 2
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Pexpression
s — (o —a Va2 o +a
3Y—a
On peut encore remarquer que 'équation (7) estiden-
tique a celle qui, pour les courbes de Duporcq, relie

l'arc de la courbe au segment de normale compris entre
la directrice et le point d’incidence.

Les développées des courbes de Mannheim ont une
équation intrinséque remarquable. Les formules qui

permettent de passer d’une courbe & sa développée sont
les suivantes :

do
$y=29, PizPa;Q

en les appliquant 4 I’équation (7), on obtient :
pi=(k2—1)s}—2as;— a’

Ces courbes sontdes épicycloides ou des hypocycloides.
Pour £ =1, on a unc développante de cercle. Ainsi:

Les courbes de Mannheim sont des développantes
d’épi- ou d’hypocycloides.
. dp ye e
La formule - = — £ cos § peut s’écrire
ds
p1-+~kpcos0=o.

Or, si I'on projette le centre de courbure C en y sur
le rayon vecteur, on a Cy =g cosf; le rayon de cour-
bure de la développée de (M) est doncégal a & fois Cy.

La relation ¢ (ksinf —1)=a peut se mettre sous
la forme

(8) k(psin—r)=a.

Elle nous montre que le point y décrit un cercle de
centre O et de rayon a. Ce théoréme est dia Mann-



( 105)

heim et1’équation (8) fournit une interprétation géomé-
trique de la constante d’intégration a.
La méme relation peut encore s’écrire

krsinO———r:-?—»

i

ou, en appelant p la distance du péle a la tangente

en M,
a
r=kp— —.
L= %
Les courbes de Mannheim sont donc caractérisées par
la propriété suivante :

Il existe une relation linéaire entre les distances

du péle & un point de la courbe et & la tangente en
ce point.

Cela va nous permettre de trouver I’équation diffé-
rentielle de ces courbes en coordonnées polaires.

Prenons pour origine le péle et pour axe polaire une
droite quelconque passant par ce point. Soit w I'angle
polaire. En remarquant que § désigne P’angle de la tan-
gente 4 la courbe avec le rayon vecteur, on a

rdw

p=rsin, smﬂ:m-

On en déduit sans peine

. k2 rvdw? a\?
2 172 — 292 2 — p— r —

k2p2= k2r sm(}————dr2 r2dw2_<l+ >;
d’ou

d/'(l'—ﬁ—%)

c’est I’équation différentielle cherchée.
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Il est, d’autre part, évident que, pourtoute courbe de
Mannheim :

Il existe une relation linéaire, en chacun de ses
points, entre le rayon de courbure et la distance de
la tangente a un pole fize.

Divisons (g) par (%), aprés avoir remplacé r par ®

%’
nous obtenons

Les courbes de Mannheim sont donc un cas particu-
lier de celles qui ont été étudiées par M. Haag (Nou-
velles Annales, 1913, p. 397 et suiv.). Elles corres-

\ 1
pondent au cas ot f (o) = - + —-

[K!2c]
SUR LE POINT DE FEUERBACH;

Par M. V. THEBAULT,
Professeur 4 Ernée (Mayenne).

’'une des plus anciennes constructions du point @
de contactdes cercles inscrit I et des neuf points d’un
triangle est due au géometre Hamilton. Elle est bien
connue et deux démonstrations géomélriques enont été
données dans ce journal par Gérono en 1865 et Canon
(Mannheim) en 19o3.

Entre ces deux démonstrations sont parues dans
diverses Revues des propriétés fondamentales du point
. » dont les deux plus importantes qui, & notre avis,
constituent I'essentiel actuellement connu sur la ques-
tion, sont les suivantes : . '
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1° Le point de Feuerbach est le centre de U'hyper-
bole équilatére qui passe par les sommets d'un
triangle ABC et le centre 1 du cercle inscrit (V).

2° Le point de Feuerbach est le foyer de la para-
bole qui admet le triangle ABC comme triangle
conjugué et qui admet pour directrice la droite Ol
qui joint les centres des cercles circonscrit et inscrit.
Cette parabole est d’ailleurs inscrite dans le triangle
qui a pour sommets les milieux A, B,, C, des cdtés

du triangle ABC (2).

Nous nous proposons d’utiliser ces deux théorémes
pour donner de la construction d’Hamilton deux
démonstrations élémentaires qui  sont peut-étre
nouvelles et qui ont I'avantage d’étre plus simples que
celles rappelées ci-dessus. Ces démonstrations nous
conduiront de plus & quelques propriétés qui n’ont
peut-étre pas éLé présentées aux lecleurs de cette Revue,

1. Rappelonscethéoréme énoncé par M. Th. Lemoyne
(Nouvelles Annales, 1go4) :

Si, étant donné un triangle ABC inscrit & une
conique X, on projette un point quelconque P de cette
conique sur les cétés du triangle, en Q, R, S, le
cercle QRS est orthogonal & un cercle fize, réel ou
imaginaire. Quand, en particulier, la conique X est
une hyperbole équilatére, le cercle QRS passe par
le centre de cette hyperbole.

(') LEMOINE, Association francaise pour l’Avancement des
Sciences, 1889, p. 203. — Cu. MicHEL, Journal de Mathématigues
speciales de G. de Longchamps, janvier 18g5.

(?) Cu. MicHEL, Journal de Matheématiques speciales de G.
de Longchamps, janvier 1893. — Bouvarst, Nouvelles Annales,
1906, p. 510. — V. THEBAULT, Nouvelles Annales, 1g10, p. 275.
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Dans un triangle ABC (fig. 1), tracons les perpen-
diculaires AmM et AnN sur les bissectrices Bl et CI,
m, n, M, N étant les intersections de ces perpendicu-

Fig. 1.

¥

laires avec BI, CI et BC. Soient A’, B, (! les pieds des
hauteurs, D, E, F les contacts du cercle inscrit avec
BC, CA, AB.

D’aprés le théoréme de M. Lemoyne, le cercle des
neufs points w' du triangle AMN passe aupoint o de
Feuerbach du triangle ABC. 1l contient aussi le
point de contact D qui, visiblement, est milieu de MN.

Le cercle a circonscrit au triangle Amn, de diamétre
Al passeen E el F ; il est d’ailleurs égal a w'. Ces deux
cercles a et o', passanl en m et n, sont symétriques par
rapport & B, G, qui est leur axe radical.

Or EF étant I’axe radical des cercles I et a, le point
H, commun a B,"C, et EF, a méme puissance par
rapport a [, o' et a. C’est leur centre radical, et Do,
corde commune a I et w', passe par ce point H. D’ou la
construction d’Hamilton :

Ladrotte,qui jointlespointsdecontact avec (1) des
cotés AB, AC du triangle, et la droite qui joint les
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milieuz de ces cdtés se coupent en un point H : la

droite DH rencontre le cercle (1) au point o de
Feuerbach.

RemarQuEs. — a. On peut obtenir directement que
le cercle des neuf points du triangle AMN passe au
point ¢, sans se servir du théoréeme de M. Lemoyne.

On sait, en effet, que DE contient le milieu m de AM

et que
B—-C
2

angle DoA'=

Il suffit donc d’obtenir
B — C.

)

angle DmA' =

Or,

2

P s N J —
DmA'=mA'B— mDB = go° — g- — (90"———B> = B > ¢

b. Le triangle AMN donne quelques propriétés inté-
ressantes. L'orthocentre K de ce triangle est tel que
AK = 21D = 27, r étant lerayon du cercleI (car I est
aussi le centre du cercle circonscrit 8 AMN). La droite
d’Euler 1K rencontre doncBC en un point Pde l'azxe
radical du cercle inscrit et des neuf points du
triangle ABC.

La figure DIyK (y milieu de AK)), étant en effet un
parallélogramme,

PD PK PA’

., .
PR, = Pr =pp’ dod PD =PA;x PA’;

A.I passanl, comme I'on sait, en v miliea de AK.

c. Soit G le point de concours des médianes du
iriangle ABC; tragons AD'D,, D' étant Pextrémité du
diamétre DI. On sait que DA, = A, D,.

IG et IK rencontrant AD, respectivementen S et K.,
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et comme Al est parallele a AD,,

G 1 _ IG

1
GS ™ 2 G K’

G, étant lintersection de 1K et de AD; SK est donc
parallele & GG, c’est-a-dire a BC, et

SD,= DK = AD'= D'K,.
Comme I est le milieu de DD’ :

La droite d’Euler 1K du triangle AMN est la
transversale réciproque, dans le triangle DD'D,, de
la droite qui joint le centre de gravité G au centre |
du cercle inscrit du triangle ABC.

2. Nous avons donné en octobre 1grr, dans le
Journal de Vuibert, le théoréme qui suit et qui
compléte celui énoncé au début de cette Note :

Les cotés du triangle quia pour sommets les points
de contact D, E, F, du cercle inscrit et des cétés du
triangle ABC, sont tangents & une parabole dont le
Soyer estlepoint ode Feuerbach et la directrice, Ol.

Considérons la droite oD ; elle est bissectrice de
Uangle AypA'. Eneflet, le cercle des neaf points de ABC
étant tangent en @ au cercle inscrit I, oD coupe le pre-
mier au point homologue de D, c’est-a-dire au point de
contactde la tangente parall¢le 8 BC. Or, cette tangente
touche le cercle d'Euler au milieu de 'arc A, A’.

Nous allons alors ¢tablir les intéressantes propriétés
ci-dessous :

a. Les droites quijoignent les pieds des hauteurs
du triangle ABC au point de Feuerbach rencontrent
pespectivement les cotés du triangle AB,C, en leurs
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points de contact avec la parabole de foyer ¢ et de
directrice Ol.

Tragons o3 perpendiculaire sur B,C, jusqu’a Ia
rencontre avec la directrice Ol, soit K, (fig. 2) inter-

B

section de B,C, et vA'. Il suffit de prouver que Pangle
OBK, estdroit, c’est-d-dire que K 8o =K M3, M étant
intersection de OI et B,C, ; car ( étant symétrique
de © par rapport a B,C,, K,@:K.ﬁp, de sorte que si
OBK, estdvoit, K,appartient & la parabole de foyer «
et de directrice OI.

Or, nous savons que

angle K, 8o = K ;o8 = ¢ A’A = AA'x = MPA'= K, M3,

A’a étant perpendiculaire & OI.

Voir notre article, Sur quelques théorémes de
géométrie élémentaire (Nouvelles Annales, 1910,
p. 271), ot nous avons établi la symétrie de A’s et A'a
par rapport & AA’. K' est donc le point de contact de
BG, et de la parabole précédente.
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b. Les droites qui joignent le point de IFeuerbach
aux milieux des cdtés du triangle ABC rencontrent
respectivement les cétés du triangle DEF aux points

de contact avec la parabole précédente de foyer ¢ et
de directrice Ol.

Soit J intersection de Al et ®A, ; tracons gy perpen-
diculaire sur EF et joignons y au point K, derencontre
de EF et 0A, ; v est symétrique de p parrapport a EF,
donc K,y =XKyo. Il suffit, par suite, de montrer que
'angle OYK, est droit, soit que

angle oy K; = yo Ky = AJK,.

Or 9DA’=PIN. De plus, oD étant hissectrice de A ;0 A/,
A.? coupe le cercle I en D; symétrique de D par
rapport a Al, car

angle DIN = AID, = j B _ AjoD.

On a donc, dans la circonférence I,

mes. AJK; = mes. o DD';
d’ou
angle AJK; = D'D¢ = go*— o DA’
= 90°— PIN = 9o°—AIL = ELI = yLK,,

I. étant I'intersection de Ol et KF.

Alors, (B, et EF étant tangentes a la parabole de
foyer © et de directrice OI, d’aprés un théoréme
classique, oH qui joint le foyer a Pintersection des
tangentes est bissectrice de I'angle K 9K, ou de son
opposé par le sommet A,;0A’; ¢H est donc le prolon-
gement de Do et la construction d’Hamilton cst a
nouveau établie.

Remarques. — la propriété (a) se généralise pour
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une parabole quelconque tangente aux c¢6tés d'un
triangle. ' :

Les points de contact des cétés d'un triangle
tangent a une parabole sont situés sur les droites
qui joignent respectivement le foyer aux pieds des
hauteurs du triangle obtenu en menant, par les
sommets, les paralléles aux cétés du premier.

La proposition @ ne dépend en eftet que de la symé-
trie de oA’ et A'a par rapport 3 lahautear AA’. Or, nous
avons prouvé (/Nouvelles Annales, 1910, p. 274) que
cette propriété est générale.

La propriété b n’est d’ailleurs pas différente de a,
car on monlre, sans difficulté, que le pied de la hauteur
du triangle D,E\F,, obtenu en menant les paralléles
aux cotés du triangle DEF par ses sommets, n’est autre
que l'intersection de ©A, avec le cercle I.

3. Soit P,P; la portion de I'axe radical du cercle
inscrit et des neuf points comprise entre BA et AC.
Dans le quadrilatére circonscrit au cercle I, BCP,P,,
le point de concours des diagonales BP; et CP, est le
point H commun aux droites EF et oD des points de
contact, c’est-a-dire le point d’'Hamilton.

En utilisant le théoréme que M. Van Aubel a donné
dans Mathesis, sous le n® 128, on obtient:

PsA APy _ AH _
= waa — "

P,B T P,C Q

Q étant le point ou AH rencontre BC (fig. 2).

P,P; estdonc la transversale réciproque d’une droite
A qui contient le point de concours G des médianes du
triangle ABC.

Nous monirerons tout & I'heure que A estla droite IG

Ann. de Mathémat., e série, t. XIV. (Mars 1914.) 8
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qui joint le centre I du cercle inscrit au centre de
gravité G du triangle. D’ou cette propriété :

Les droites quijoignent deux sommetsB et C, par
exemple, au point H correspondant d’Hamilton,
coupent A,C, et BJA, sur la droite 1G qui joint le
centre de gravité au centre du cercle inscrit du
triangle ABC. o

4. Il résulte delaremarque b du premier paragraphe
que le point © de Feuerbach est le symétrique du
contact D par rapport a la droite d’Euler IK du
teiangle AMN (fig. 1).

Mannheim, quai fit cette remarque aprés sa démons-
tration de la construction d’Hamilton (Nouvelles
Annales, 1903), en déduisit la construction suivante
de o (Bulletin des Sciences mathématiques et phy-
siques élémentaires, décembre 1912, question 1200):

" La droite qui joint le point D' diamétralement
opposé au contact D, sur le cercle inscrit, au miliew
de Al, coupe le cercle inscrit au point ou celui-ci est
touché par le cercle des neuf points du triangle ABC.

D% quiest en effet perpendiculaire sur Do est paral-
lele a IK (fig. 1) et rencontre par suite KA en v tel
que

Ky =1ID'= Av,

v étant milieu de AK, D’cp est alors diagonale du paral-
lélogramme AvID' et passe au milieu « de Al
Joignons © aux milieux A,, B,, G, des cétés du
triangle ABC (fig. 3). Les longueurs oA,, ¢B,, oC,
sontrespectivement en fonction des cotés et des rayons
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des cercles inscrit et circonscrit ;-
b—c ar
oAy = 5 v 1I— ®’

a—c¢ ar : g ! -
L 2 ! . R’ N , oy

‘FC',:‘, I‘——ﬁ’-"l" ‘-::,,gl

D’z est bissectrice intérieure de l'angle B 3G, et le’

Fig. 3.
y
‘I
2
D/ !
/ a
Il
[ ! B, K/
i
F I K;
TG N :
N ‘P
B/ X

point d’intersection M avec B,C, est tel que

B,M _ oB; AP_a-—c'

LIS S .

W MG TeG T QAT a—b
De méme la.droite analogue oF’ reacontre ;A en N,

et
AN q;A,'~ c—b

(2) th - ’?Ct
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d’ot I'on tire, en additionnant (1) et (2),

BM AN
MC, = NG, _©

ce qui, d’aprés une propriété connue, nous indique
que MN contient G, point de concours des médianes
de A,B,C,, c’est-a-dire de ABC.

Les triangles AB,C, et ABC étant semblables, le
centre de similitude étant G,

BiM _BM; a—c et AyN AN, c¢—-0
MG, MG a—0b o

NGy :W—a—b'

Les points M, N, sont donc les intersections de la
droite IG, qui joint le centre du cercle inscrit au point
de concours des médianes, avec les cotés AC et CB.
D’olt cette intéressante propriété des droites de
Mannheim, D'a, E'y, F'8, que nous croyons nouvelle :

Les droites de Mannheim rencontrent les cétés du
triangle formé en joignant les milieux A,, B,, C,,
des cotés du triangle ABC, en trois points qui sont
situés sur la droite 1G joignant le centre du cercle
inscrit au point de concours des médianes.

Joignons AMK', M étant milicu de AK’ ; 1K' est
paralléle a D', par suite perpendiculaire sur Do en son
milieu. K'o est donc tangente en ¢ au cercle I et n’est
autre que l'axe radical du cercle inscrit et des neuf
points de ABC. . ‘

Mais BM, = 2 ByM = CK' et K’ est le symétrique de
M, parrapportaumilieu A; de BC. La méme propriété
subsiste évidemment pour les points analogues a K’
par rapport aux c6tés AC et BA. Par suite :

La transversale réciproque de la droite qui joint
le centre de gravité d’un triangle au centre de son
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cercle inscrit est la tangente au point de Feuerbach.
Cette belle propriété a été publiée dans le Journal
de Vuibert, 36° année (p. 132).

Remarques. — a. Ce dernier théoréme est d’ailleurs
également donné par la remarque ¢ du paragraphe 1,
en observant que PA, = AP, (fig. 1).

b. Soient H et H, les points d’Hamilton situés sur
C,B; et A,C, (fig. 3). On trouve sans difficulté

HB| " H1A1 _ ?Bl +9A| _
HC, TH, G, 9C; oGy !

Si l'on porte sur C,B, et A,C,, HB,=HB, et
H\A, =H,A,, on a, par exemple, cetle propriété :

La droite HH, qui joint deux points d' Hamilton
du triangle ABC contient le point de concours des
médianes du triangle A,C,B,.

5. La propriété relative a la tangente au cercle
inscrit au point ¢ de Feuerbach n’est qu’un cas parti-
culier du théoréme général : '

Quand une droite tourne autour d'un point quel-
conque P, sa transversale réciprogue par rapport a
un triangle ABC enveloppe une conique inscrite au
triangle et qui touche U'un quelconque de ses cétés,
BC par exemple, au point P isotomique du point P,
ot la droite AP qui joint P au sommet opposé
rencontre ce coté.

1° Cette conique devient le cercle inscrit I au triangle
quand P{, P,, P, sont les contacts D, E, F, avec
les cotés. Le point P n’est autre que le point de Nagel
du triangle ABC. Ce point est donc tel que la trans-
versale réciproque de toute droite A qui le contient,
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par rapport au triangle ABC, enveloppe le cercle
inscrie 1. ' ’ '

En remarquant que le centre 1 n’est autre que le
point de Nagel du triangle A,B,C,, on obtient cette
propriété : ‘ ' »

La transversale réciproque, par rapport au
triangle A\B\C, de toute droite A passant au centre
du cercle inscrit du triangle ABC, enveloppev un
cercle fixe, inscrit a A\B,C,, dont le centre est milieu
de 1P, P étant le point de Nagel du triangle ABC

(fig.3).

On saitque le point de Nagel est le point de concours
des droites Y'X, X'Z, 7Y, telles que

A_Z':(?—-Il, ﬁ:a—c, ﬁ:b——a.

Il est évident, en effet, que les transversales réci-
proques de ces droites par rapport au triangle sont
tangentes au cercle I, les triangles ABC et X,CY, par
exemple, étant égaux.

2° Rappelons le point K du cercle des neuf points
relatif & un diamétre quelconque A du cercle ¢irconscrit
a'un triangle ABC, dont nous avons donné ici-méme
(juin 1910, p. 271) quelques propriétés.

M. Neuberg, le savant professeur de I'Université de
Liege, appelle d’ailleurs ce point K orthopile de A et
A orthopolaire de K.

Le théoréeme précédent nous permet alors d’énoncer
que : ’

L'enveloppe de la transversale réciproque A' par
rapport & un triangle ABC, d’un diametre mobile A
du cercle circonscrit a ce triangle est la conique qui
apour foyers Uorthocentre H et le centre O du cercle
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circonscrit et qui est inscrite au triangle ABC.
D’ ailleurs A’ passe par Uorthopdle K de A.

En particulier :

La transversale réciproque A' de la ligne Ol des
centres des cercles circonscrit et inscrit au triangle,
touche cette conique. A passe, de plus, par le
point o de Feuerbach.

3° Enfin, il est bien connu que :

Lorsgu’une droite A tourne autour du centre de
gravité G d’'untriangle, sa transversale réciproque
enveloppe la conique tangente aux -trois cdétés du
triangle en leurs milieux.

[D2Dbf]
SUR L'EQUATION DE FERMETURE
POUR LES SERIES TRIGONOMETRIQUES;

Par M. Nicoras KRYLOFF,

a Saint-Pétersbourg.

Dans la théorie des séries de Fourier, ou plut6t dans
la théorie des constantes de Fourier, la relation sui-
vante joue un rdle tout a fait fondamental :

W P hoid
W L re@a=Ge S n),
n=1
ou
[ 2T 1 2T .
anz—f Sf(x)cosnz dz, b,,:—f f(z)sinnzaxz,
T T Jo o

S (z) étant une fonction quelconque, bornée et inté--
grable dans 'intervalle (a, ). i
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~ Cette formule (1) nommée équation de fermeture par
M. W. Stekloff, a été généralisée par ce savant pour
bien d’autres fonctions, rencontrées dans la Physique
mathématique et I’Analyse pure.

Vu son importance, le théoréme, exprimé par la
relation (1), a recu dans ce dernier temps plusieurs
démonstrations ('), basées, presque toutes, sur
diverses formules de sommation des séries trigonomé-
triques divergentes.

Il est donc naturel d’essayer d’appliquer a la démons-
tration du théoréme susdit une méthode plus directe
de sommation, fondée sur cette remarque bien connue
que toute série trigonométrique peut étre intégrée terme
a terme; autrement dit, en partant de la série de
Fourier d’une fonction f(z), série généralement
divergente, on forme, par I'intégration terme i terme,
une fonction bien déterminée,

(2) Fa) = [ fla)dz

* x x
ayx .
=_°2_.+ E <a,,f cosnxdx+b,.f smnxdz);
0 0

n=1

on est donc réellement en possession d’'un procédé de
sommation de la série, car, grace & la formule (2) qui
donne F(z), on obtient évidemment la fonction cor-
respondant a la série de Fourier considérée, c’est-
a-dire f(z) partout ou f(x) est la dérivée de son inté-
grale indéfinie.

(') Ainsi, diverses démonstrations ont été données par M. Ulysse
Dini (cette démonstration date de 1873, mais elle n’a pas été publiée
par son auteur), M. V. Poussin (1893), M. Liapounoff (18g6),
M. Stekloff (1go4, 1gr1), M. Hurwitz, (1go3), M. Fatou (1905),
M. Moore (1g08), M. Westfall (1go8).
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Cela étant, remarquons que la série obtenue par
I'intégration terme a terme sera, comme il est bien
connu, uniformément convergente, si les extrémités de
Vintervalle de 'intégration sont variables; par suite, la
valeur de & étant donnée, on peut trouver, si petit que
soit ¢, une valeur N de n telle que, pour »2N, on

ait

as . s x4h
(3) Jn— T+-2—/;Za,~f . cositdt
i=1 r—=h
x+h
-+ b;f sin it dt <,
x—h
en POSHnt

¥ x+h
= f(t)dt.
In 2N £_h

Désignons par S(n, &) la somme entre crochets dans
le premier membre de la formule (3); alors, en inté-
grant entre o et 2w, on obtient, pour n2N (%), le
résultat suivant :

27
fo [fa— S(n, )2 dz < &,

otulime, =o.
En formant, 4 présent, la différence

27

[ =St am

A=

27
ot WA AV ARN VSIS

kg

on s’assure bien facilement qu’on a
2 27 2 27
<2 [ (f—farde [ 1fumS(n n) dr;
™ 0 ™ o

donc, pour une valeur suffisamment petite de % et
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pour une valeur suffisamment grande de n, on aura

2€9 261'

In<_+ 3
U3 ™

par conséquent, I, sera infiniment petit, car, d’aprés
un lemme établi par M. W. Stekloff ('), on peut
trouver une valeur de / assez petite pour que l'on ait

T

(5) f (f —fa)t da < e,

quelle que soit le petitesse de ¢,.
Ecrivons maintenant la formule (4) sous une forme
plus développée :

. 27 " 2T 1 2T
_—— . . — 2
1,,_11“,{ frde ﬂfo £S(n, h)dz ﬂfo S(n, h)dz,

et remarquons que

T+h .. .
I * . sinih cosix
— cosit dt = ————
2h ] th
Jr—h
x+h T
i R sinthsiniz
—_ sinitdt = —————-
2hJ,._, th

On adonc

n

S(n,h)= "—; +2 s";iih (aicostx + b;sinix);

]
par conséquent,

. : i "
(6) ln_;fo Jrdz —» Y (a}+b})

i=1

sinth
th
\ 2

- n . -
g_,’,_ 0 R sinih\?,
R 2(“i+b')< W)

i=1

(') W. STEKLOFF et TAMARKINE, Probléme des vibrations trans-
versales d’une verge élastique homogéne ( Rendiconti del Circolo
Matematico di Palermo, 1g91r). ' . . :
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augmentons et diminuons le second membre de la for-
mule (6) de la quantité
n
Za? -+ b};

Ti=1

cela ne change pas évidemment le résultat et I'on
obtient ainsi

n \

e a2
I YA a%+b?)
" i=1
) T _smzi_t L
- E(al v bl)<[ h > ’

=1

chacune des expressions entre parenthéses dans le
second membre de (7) est positive : le fait est évident
pour la seconde et, pour la premiére, il résulte de ce
qu’on a toujours

2T

@

a‘l

o 23 bisz [ rida
_ 0

donc, chacune d’elles peut étre rendue aussi petite

A=

qu’'on veut pour une valeur suffisamment petite de A
et une valeur suffisamment grande de n, puisqu’il en
est ainsi pour I,, comme on I'a vu plus haut; par con-
séquent, on aura, en particulier,

22T 2 hd
! aj 9 9
— fleyde = = + E a}+ b},
™ Jo 2

i=1

c’est-a-dire I’équation de fermeture qu’il fallait éta-
blir, o

Quoique la démonstration bien simple, qui précéde,
utilise un lemme (') de M. W. Stekloff, elle différe

(1) Ce lemme intervient implicitement, sous -une forme ou sous
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néanmoins des diverses démonstrations que ce géo-
metre a données de I'équation de fermeture pour les
fonctions trigonométriques et se rapproche plutét
par son idée de la démonstration de M. Hurwitz (*)
(fondée surla méthode de sommation par les moyennes
arithmétiques de M. Fejér); elle parait cependant plus
simple, car elle est basée sur la possibilité d'intégrer
la série terme a terme (2).

Mai 1913.

[D2b]

SUR BNE FORMULE DE SOMMATION CONNUE;
Par M. CHALDE.

La formule
@
72 1
6 2 m?’
1
(ui est un cas particulier de formules relatives aux

quantités 2 ;{':7« (Joroan, Cours d’ Analyse), s’établit

d’habitude en comparant les développements de sinz
en série et en produit infini, ou en développant la fonc-

une autre, et par la nature méme de la question, dans presque
toutes les démonstrations de P’équation de fermeture données
jusqu’ici par divers auteurs; dégagé par M. Stekloff de la maniére
la plus heureuse, ce lemme doit rendre, & notre avis, de grands
services dans ce genre de questions.

(') Math. Annalen, 1903. .

(?) Aprés la rédaction de cette Notice et pendant la correction
des épreuves, j'ai appris qu'un théoréme trés général dans cet ordre
d’idées a été établi tout récemment par M. Severini ( Rend. Circ. |
Matem. Palermo, t. XXXVI).
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tion 22 en série de Fourier. M. Camille Denquin
(Nouv. Ann., 1912, p. 127) a établi directement la
formule équivalente

2
-§'=l-+‘—’+—-,.—-+“°

= ] -

13

On peuat déduire la formule en question du rappro-
chement des formules

<‘> pe=g 3ot - )

(w=2mw-+2m'w"),

1 1 1
(2 _— = — E B ————r
) sinzu uz z
u—m-rt)

On a en général, avec des périodes identiques,

1 1+ k*
pu= 3’

sntu
la fonction pu étant construite a partirde quantitése,,
es, é; qui satisfont aux relations

e1—€3 =1, 82—63:k2,

en employant les notations habituelles (*) ; pour A = o,
on a, en particulier,

! 1
sinu 3

pu=

(') Dans l'opuscule de M. Ch. Henry, les indices 1 et 3 sont
échangés ; on n’a plus, eu égard a d’autres notations classiques,
®, = w, w;= o', mais le contraire. Ce changement est regrettable,
dans un livre d’ailleurs excellent.
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I'une des périodes élant:;, I'autre étant foc; la for-

mule (1) devient

(1) 1 1 +2 1 I
sin2u 3 wu? (u —mm)R  m*xn?

La comparaison des formules (1') et (2) donne la
formule cherchée, ol le signe sommatoire s’applique
de 1 2 0, et non plusde *— w'a + o, zéro excepté.

[P'4b]

SUR LES COURBES QUI DEMEURENT INVARIABLES QUAND
ON LES SOUMET A UNE TRANSFORMATION QUADRA-
TIQUE INYOLUTIVE;

Par M. A. MYLLER.

On sait qu’il y a seulement deux transformations
quadratiques involutives qu’on peut représenter en
coordonnées trilinéaires par les formules

'y ' P S B 4
() I‘.y.m-—},x.z
et

2 w:_,A,,I__a,Q c
(2) "y"'"a—v'y'z,

Les courbes qui demeurent invariables par la trans-
formation (1) sont connues. Elles ont été étudiées ()
spécialement dans le cas ou deux des sommets du
triangle de référence sont situés dans les points circu-

(') G. DarBoUx, Sur une classe remarquable de courbes et de
surfaces algebriques.
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laives a linfini. Ces courbes sont appelées analag-
matiques.

Je m’occuperai, dans ce qui suit, des courbes qui
demeurent invariables quand onles soumet & la trans-
formation (2).

Considérons une droite quelconque

(3) uX+vY+wZ=o.

Sur cette droite, se trouvent seulememdeilxpoinlsM,
M’ qui se correspondent par la transformation (2). Si z,
¥, 5 sont les coordonnées d’un de ces points M, les

. . b
coordonnées du point M’ sont 2,2,% et les coeffi-
2y =

cients de la droite (3) qui les réunit sont donnes en
fonction de z, y, 5 par les formules

. w
T TIE T I E T
Oy T G T
Faisons tourner la droite (3) autour d’un point

fixe Mgy (x4, Yoy B0).- Les points M et M’ décriront
alors une courbe dont on obtient I'équation en rem-

(4)

placant dans (3) X, Y, Z par x,, y,, 50 et u, v, w par
les valeurs obtenues des formules (4). Cette équation
est
SEEYCANE S WP ST ot I Y it 4y —o.
¢/ b c a c a b
Elle représente une cubique qu’on pourrait consi-

dérer comme la plus simple des courbes qui se changent

en elles-mémes pav la transformation (2). Cette cubique

est complétement déterminée par les coordonnées

Zg, Yo, 50 du point My que nous nommerons point
caractéristique. Elle passe par lespoints doubles de la
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transformation

(‘/Ei ‘/Ey ‘/E)’ <_ \/a-: \/77.’ \/E)!
(\/;s —s/l;a \/Z)v (‘/a, \/F, —\/E)v

par les sommets du triangle de référence

(6)

(7) (1, o' o), (0, 1, 0), (o, o, 1).

et par le point (x,, ¥,, 50). Les tangentes aux quatre
premiers de ces points se rencontrent au point carac-
téristique et les tangentes aux quatre derniers au point
transformé du point caractéristique.

Prenons deux courbes du systéme (3) avecles points
caractéristiques My (2q, ¥o, 30) €t My (24, ¥4, 3,). Ces
cubiques se rencontrent en dehors des sept points (6)
et (7) qui sont communs a toutes les cubiques du sys-
téme (5) encoreendeux points M et M. La droite M, M|,
qui réunit les points caractéristiques des deux courbes,
passe par les points de rencontre M et M'.

Laissons maintenant le point caractéristique décrire
une courbe (K) que nous nommerons de méme courbe
caractéristique. La cubique correspondante envelop-
pera alors une courbe (C). Cette courbe (C), étant
formée parlesintersections successives des cubiques (5),
posséde comme elles la propriété de demeurer inva-
riable quand on la soumet a la transformation (2). La
droite qui réunit deux points correspondants M et M’
sur la courbe (C) est tangente & (K). En effet, les
points M et M étant a I'intersection des deux cubiques
infiniment voisines; la droite qui les réunit passe par
les deux points caractéristiques infiniment voisins,
c’est-a-dire qu’elle est tangente a (K).

Inversement, étant donnée une courbe (G), quiala
propriété de rester invariable par la transformation (2),
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la droile qui réunit deux points correspondants enve-
loppe une courbe caractéristique (K). La courbe
donnée (C) peut étre envisagée comme enveloppée par
une cubique (5) dont le point caractéristique décrit la
courbe caractéristique (K). '
Soit
(3) ¢(u, v, w)=o0

I'équation tangentielle de la courbe caractéristique (K).
On obtient alors I’équation de la courbe (C) invariable
par la transformation (2) en éliminant u, ¢, v entre (4)
et (8). Cette équation est

) y: 2 y(s
(9)2 [ \ b c)’ b\e a)’
En imaginant une tangente roulant sur la courbe
caractéristique (K) et portant sur elle les deux points
mobiles M et M’ qui décrivent la courbe (C), on peut
constater les relations suivantes entre les courbes (C)

et (K):

1° A chaque tangente double de (K) correspondent
deux points doubles de (C). Ce sont les deux points:
qui se correspondent par la transformation (2) et qui

(SN 3
/.\
8%

|
S
~—
—

I

o

sont situés sur cette tangenle.

2° A chaque point d’inflexion de (K) correspondent
deux points de rebroussement de (C) snucs sur les
tangemes stationnaires.

. 3° Les points doubles (6) de la transfor mation sont
points multiples de (C) d’un ordre égal a la classe de
la courbe (K). Les tangentes dans ces points multiples
sont les tangentes menées par ces points  la courbe (K).

" Dans un cas spécial, ol deux des sommets du triangle
de référence sont situés dans les points circulaires a
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIV. (Mars 1914.) 9
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Pinfini. la trangformation (2) prend la forme

(10) w’:k;z—_‘f‘:}?’ _}'=——-k;z——_‘{——y;-

C’est une inversion suivie d’une réflexion par rapport
a I’axe des x. Elle constitue ensemble avec I'inversion
simple la corrélation circulaire de Mobius (') carac-
térisée par la propriété de translormer chaque cercle
dans un autre cercle.

Les courbes invariables par la transformation (10)
ont une équation de la forme

x!+}/2+k 1‘2—6—‘}’2*—“)
o\ — ’ = 0.
< 2 kx 2 ky

Parmi ces courbes se trouve la cubique
(ZYo—yTy) (X4 y?) +2hzy — k(ZYo+ yx0) = 0O,

qui correspond ala cubique (5).

BIBLIOGRAPIHIE.

Les princirks pE L'ANALYSE MATHEMATIQUE, EXPOSE
THEORIQUE ET cRITIQUE; Tome 1, par Pierre Bou-
trouz, 1 vol. in-4°, de xi+ 547 pages. Panis,
A. Hermann et fils, 1914. Prix : 14™.

Le beau Livee de M. P. Boutroux s’adresse aux personnes
qui aimeraient a jeter un coup d'@il sur 'ensemble de I’Ana-
lyse mathématique : étudiants désireux de compléter une
éducation surtout technique, philosophes dont l'attention se
tourne vers lés sciences. Il est trés original dans son plan et
pour cette raison difficile & définir. On sépare d’habitude les
mathématiques, la philosophie des mathématiques et I'histoire
des mathématiques. M. Boutroux a, de parti pris, mélé les

(') A. F. MoBius, Gesammelte Werke, Vol. II, p. 243.
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trois genres. On trouve,dans son Quvrage, un cours de Mathé-
matiques générales, des considérations sur les méthodes et
d’abondantes indications sur la formation de la science.
M. Boutroux a surtout en vue le « contenu » de I’Analyse et
adopte une grande largeur d’exposition. Je n’oserais affirmer
qu’un lecteur tout a fait novice pourrait acquérir dans Les
Principes de U'Analyse mathématique les connaissances
solides qui sont le fruit d’une lente étude : la rapidité des
démonstrations, souvent esquissées, la variété des sujets
(parfois abandonnés et repris, comme la Trigonométrie élé-
mentaire, qui se trouve répartie en deux Chapitres éloignés
I'un de Pautre) risqueraient peut-étre de déconcerter le débu-
tant. M. Boutroux ne prétend d’ailleurs pas substituer son
exposé a celui qu’on trouve dans les traités spéciaux auxquels
il renvoie fréquemment. Quoi qu’il en soit, la lecture de
I'Ouvrage est extrémement atirayante pour toute personne
ayant déja quelque familiarité avec les mathématiques. En
particulier, les renseignements historiques, dont le nombre
témoigne d’une érudition vraiment surprenante, ont le plus
grand prix. L’histoire des Mathématiques est trés négligée
dans notre pays, et ce ne sont pas seulement les étudiants qui
pourront s’y initier, grace a M. Boutroux.

Le Tome I qui vient de paraitre est divisé en deux Livres,
intitulés : Constatation des faits et Construction.

Dans le premier Chapitre du premier Livre, Les Nombres,
sont établies ou rappelées les propriétés fondamentales des
entiers et des fractions, de la numération, etc. L’Auteur insiste
sur P'origine historique ou logique des notions qui s'intro-
duisent successivement; l'abondance des idées intéressantes
et de la documentation est telle que je dois me borner 3 la
signaler. Cette observation peut d'ailleurs étre « mise en fac-
teur » dans tout ce compte rendu trop sommaire.

Au Chapitre 1I, on aborde les Grandeurs, et particuliére-
ment les grandeurs géométriques. Citons, comme trés ins-
tructif, le paragraphe 5, sur « la confrontation du nombre et
de la grandeur »; on y voit au prix de quelles difficultés s’est
imposée, grace a Descartes, I'identité du calcul algébrique et
du calcul des grandeurs, identité qui nous parait aujourd’hui
si naturelle. Pour en approfondir la nature, il faut introduire
les nombres incommensurables et les nombres relatifs, la
notion de suite convergente et celle de limite.
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- On voit ensuite comment des besoins pratiques ont conduit;
au calcul logarithmique et a la trigonométrie. SRR

Au Chapitre III, la Géométrie est considérée d’'un autre
point de vue, et les figures sont étudiées pour elles-mémes.
M. Boutroux distingue la Géométrie qualitative et la . Géo-
métrie métrique, fondée sur le ealcul des grandeurs géomé-
triques. En un nombre de pages velativement restreint,
I'Auteur passe en revue a peu prés toute la Géométrie élémen-
taire, y compris la théorie des poles et polaires, celle de I'in-
version, etg, - ‘o

Etudiant ensuite le mécanisme de la démonstration géomé-
trique, il montre que, si admirable que fit en elle-méme la
géométrie des Alexandrins, son principe la condamnait 4 une
certaine stérilité et que la Science a du, pour se rajeunir,
cherclier un contact plus intime avec la réalité.

Le Chapitre se termine par I'étude de la construction géo-
métrique et des licux géométriques.

Le Chapitre IV du premier Livre est consacré au Calcul
combinatoire.

Le premier Chapitre du Livre II concerne le Calcul (rlge—
brique (histoire de I’Algébre, régles du calcul algébrique,
théorie des équations) et le Chapitre II le Calcul des fonc-
tions (calcul des dérivées, des intégrales, équations. différen-
tielles et méme indications surleés équations intégrales). Enfin,
dans le Chapitre IIf, consacré a I'Algébre géométrique,
'Auteur revient sur les principes de.la Géométrie analytigue
et s’étend sur les secours que la méthode graphique apporte
4 I'étude des fonctions et des équations. .

Encore une fois, il m’a été impossible de donner autre
<hose qu'une idée bien affaiblie de la richesse du Livre de
M. Boutroux. Cet Ouvrage, une fois complété, ne peut man-
quer de constituer un tableau grandiose du développement et
de I'état actuel de la Science mathématique. ., R.B.,

LEGoNs SUR LA THEORIE DES NOMBRES, par A. C/ldtelet,
1 vol. in-8, x+153 pages. Paris, Gauthier-Villars,
1913. Prix : 5"‘,50.

Ce petit volume consmue le premier, Ouvrage publié par
un Frangais sur la Théorie des corps algébriques. Il ne sup-
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pose connu du lecteur que I'Arithmétique élémentaire, les
résultats classiques de la Théorie des équations, et quelques
définitions relatives aux ensembles de points et aux intégrales
“multiples.

Partant de 14, il expose : des notions relatives aux formes
et aux substitutions linéaires, au calcul des tableaux, et a la
géométrie des nombres; une théorie des modules de points;
I'analyse diophantienne du premier degré; les éléments de
I'arithmétique des corps algébriques, la définition des idéaux,
la décomposition en idéaux premiers; la réduction continuclle
d'Hermite; deux théorémes de la géométrie des nombres de
Minkowski; la recherche des unités d'un corps; le théoréme
d'Heimite, a savoir qu’il n’y a qu'un nombre fini de corps de
discriminant donné; la notion de classes d’idéaux, le fait
qu’elles sont en nombre ﬁnf; I’extension due a Dedekind,
dans le corps de tous les entiers algébriques, de la propriété
du plus grand commun diviseur des entiers ordinaires. Trois
notes sont ajoutées a 'Ouvrage; la premiére a trait aux
périodes des fonctions, lJa seconde est un exemple de corps
algébrique avec calculs détaillés, la troisieme est relative aux
congruences dont le module est un idéal.

Bien que ces questions ne soient pas poussées jusqu’aux
limites de la science actuelle, on peut s'étonner d’une telle
.abondance de matiéres dans un livre de dimensions aussi
restreintes, et craindre qu'elle ne soit pas toujours obtenue
sans dommage pour la clarté. Méme en reconnaissant que

.I'Ouvrage est en effet un peu trop concis, il faut cependant
_signaler que cette grande concision tient en partie au
point de vue élevé auquel se place M. Chatelet et aux
méthodes trés générales qu’il emploie. En particulier, il a fait
.le premier dans cette théorie un usage constant des tableaux
et d’'un théoréme sur les modules de points. Ce théoréme lui
permet de ramener & un principe unique les démonstrations
de plusieurs propriétés, présentant des analogies manifestes,
mais qu’on n’avait pas encore réunies de cette fagon : approxi-
mation de plusieurs incommensurables par des fractions du
méme dénominateur, base des entiers d’un corps, base d'un
idéal, unités fondamentales. Je regrette que la place me
manque ici pour parler plus en détail de ces démonstrations.
Je me bornerai a dire qu’elles sont trés intéressantes, et a
-souhaiter au Livre de M. Chatelet tout le succés qu'il
. mérite. E. Canen.
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Tutorie pu roiNT, GEOMETRIE CURVILIGNE (DEUXIEME
Partie); CourBEs DERIVEES DE LA CIRCONFERENCE :
ELLIPSE, PARABOLE, HYPERBOLE; par M. le lieutenant-
colonel P.-L. Montetl, 1 vol. in-4°. Paris, H. Dunod
et E. Pinat, 1914. '

Les lecteurs du nouvel QOuvrage de M. le lieutenant-colonel
Monteil seront surpris d’apprendre, entre autres choses :

1° Que © = y/2 + /3 (thése soutenue depuis longtemps par
Pauteur);

2° Que la parabole et I'hyperbole ne sont pas des courbes
a branches infinies;

3" Que le nombre 1, quoique satisfaisant a I'équation

r*—sx + 6 = o,

n’est pas racine de cette équation.

lls s’expliqueront plusieurs de ces propositions contraires
aux opinions les plus répandues, comme le faisait Jules
Tannery dans un rapport reproduit par M. le colonel Monteil :
« Il change les définitions... Les définitions étant changées,
on ne peut s’étonner de voir les conclusions modifiées. » Mais
ce qui rend perplexe, c’est de rencontrer, au milieu des asser-
tions hétérodoxes de M. le colonel Monteil, des énoncés
conformes a la Géométrie classique. Par exemple, I'Auteur
estime, comme tout le monde, que l'aire de 'ellipse d’axes 2a
et 2b est égale 4 mab. De méme, en ce qui concerne le seg-
ment parabolique, pour 'aire duquel il retrouve, d’une facon
un peu mystérieuse, il faut I'avouer, la formule des géométres
traditionalistes, qu’il a tort, en ce cas, de vouloir confondre.
En effet, la formule « classique », qu'il oppose a la sienne, et
qu’il a trouvée, parait-il, dans un livre d’enseignement, est
affectée d'une erreur de coefficient numérique. R. B.

CORRESPONDANCE.

M. Chalde. — Au sujet d’un théoréme de P. Serret. —
Dans le Volume des Nouvelles Annales pour 1847, P.Serret,



(135)

alors éléve, faisait cette remarque : Si ABCD est un contour
quadrangulaire inscriptible a un cercle, E étant le point de
rencontre des droites DA et BC, G étant le point de rencontre
des droites DC et AB, le segment qui a pour extrémités les
orthocentres des deux triangles EAB, ECD, et celui quia
pour extrémités les orthocentres des deux triangles GDA,
GBC, segments portés (comme l'on sait) par la méme droite,
ont méme milieu. On peut compléter cette remarque.

Soient A, B, C, D quatre points d’'un cercle. On sait que
les six droites mcnées par les milieux des cdtés du qua-
drangle ABCD perpendiculairement aux cotés opposés passent
par un méme point Q. Si DA et BC, par exemple, se coupent
en K, et si 'on considére par exempleles deux triangles EAB,
ECD, leurs orthocentres sont symétriques par rapport 4 Q ;
cela est immédiat, si 'on détermine les orthocentres et le
point @ par des perpendiculaires aux droites DA et BC.

Si DC et AB se coupent en G, les deux triangles GDA
¢t GBC ont leurs orthocentres sur la droite qui joint les deux
précédents, etces deux orthocentres sont naturellement symé-
triques eux awssi par rapport a Q. Les quatre triangles consi-
dérés sent ceux du quadrilatére complet fourni parle contour
quadrangulaire DABC; on peut partir également du con-
tour DBCA ou du contour DCAB.

Si O et O’ sont les centres des cercles circonscrits aux
triangles EAB, ECD, le centre du cercle ABCD étant désigné
par I, le quadrilatere EOIO' est un parallélogramme dont les
cbtés sont perpendiculaires aux droites AB et CD.

CERTIFICATS DE MATHEMATIQUES GENERALES,

Alger.

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Enoncer les principaur théo-
rémes relatifs aux séries a termes positifs.

2° Démontrer le théoréme basé sur Uétude du rapport
Wp—+ 1
Tun

3° Indiquer la marche a suivre pour le calcul appraché
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) . . . N 1 5
d’une série. Application : Calculer a Tooo0s P lavaleur

de la série up, = (Tl‘?

Calcul, — On donne la courbe y =/ (sinz —cosz). La
construire. Evaluer la longueur d’un arc, Uaire comprise
entre une boucle et Uaxe des x, les coordonnées du centre
de gravité, le volume engendré par U'aire d’une boucle
tournant autour de Ozx.

EPREUVE PRATIQUE. — 1° Intégrer
0 23+ 250 + 3
(TP X — S — 2+ B —

2" L'expression
ey —ey x2ey — e~y
(z*+1)2 Z2+ 1

du =22

est-elle une différentielle exacte ?

B c

0 A

Lintégrer suivant OAC, sutvant OBC. .
(Juin 1911.)

Epnsuve TuEORIQUE. — 1. 1° Intégrer Uéquation linéaire
a coefficients constants

d*y dy

2° Déterminer les constantes d’intégration de facon que
la courbe y = f(x) passe par l'origine des coordonnées et
soit tangente en ce point ¢ Ox.

3° Calculer U'aire comprise entre la courbe ainsi dete/ -
minée, l'axe des x et les abscisses o et 1.
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Il. On donne équation aux dérivées partielles

L [9%s 0tz
\gyr T a;:‘)

(2=

0z
dx,, (+)’) +(x y)3=

dé finissant une fonction z de x et y.
On fuit le changement de variables

x =pcosy, y=psinyp,
en prenant p et ¢ comme nouvelles variables indépen-
dantes.
Intégrer Uéquation transformée. Donner lintégrale de

Uéquation primitive.

EvREUVE PRATIQUE. — Appliquer la méthode des parties
proportionnelles, puis la méthode de Newton au calcul
approché des racines de l'équation

Zt—z4+1=o0.

(Novembre 1911.)

EPREUVE THEORIQUE. — 1° Ezxpliquer sur Uéquation
ary dy
— eax
dz? —Sdz dz +by=e

la méthode dintégration des équations différentielles
linéaires & coefficients constants.

Donner l'intégrale générale.

2° Cas ot a = 2.

3° Dans le cas on a # 2 ou 3, en considérant cette inté-
grale comme Uéquation d'une courbe, déterminer les cons-
tantes arbitraires de facon que la courbe passe par
Uorigine et soit tangente en ce point a Oz,

4° En supposant a = 4, déterminer les points d'inflexion
de cette courbe. '

5" Construire cette courbe.  Calculer la fraction de
lUaire comprise entre la courbe et l'axe des z, dans la
région négative des abscisses. : '
) (Novembre 1912.)



(138)

Besangon.

EPREUVE THEORIQUE. — Cours. — Maxima et minima de
la fonction

“ A+ A'yr+ A"z2+2Byz+aB'zx+2B"2y
- T4 yi4 32 ’

a l'égard des trois variables indépendantes x, y et z; appli-
cation & la démonstration de la réalité des racines de
Uéquation en S.

Problémes. — I. Condition pour qu’un céne du second
degré admette un systéme de trois génératrices perpendi-
culaires deux & deux.

Il. Transformer et intégrer U'équation

du_ i

dre =4 am

par le changement de variables

I

£
S

4

r + at,

I

xr — at.

HI. Déterminer la fonction de n variables indépendantes
Zy, Xy, Ty ... Tp qui, €tant de la forme

F(r); (rt=x} +2xt+...+x}),

satisfait identiquement a 'équation

d2F+d’F+ +d1F_0
dz? " dx} T dzy T
Cas particuliers de n =2 et de n = 3.
EpREUVE PRATIQUE. — Quelles sont les surfaces repré-

sentées par Uéquation
—gart+(8—a)yt—2zy(3a+4)—32—2y3 —922x=0

pour les diverses valeurs de a?
(Juin 1912.)
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Bordeaunx.

EPREUVE THEORIQUE. — I. Démontrer que toute courbe,
pour laquelle le rayon de courbure reste constant quand
on se déplace le long de la courbe, est un cercle.

I1. Soient C une courbe, M un point quelconque pris sur
la courbe, MN la normale. On considére un angle droit

QMP dont la bissectrice est la normale MN. Lorsque M
varie, les droites MP et MQ ont chacune une enveloppe.

1° Démontrer que les points P, Q, ou les droites MP, MQ
touchent respectivement leurs enveloppes, sont a égale dis-
tance du point M.

2° Quelle doit étre la courbe C pour que les distances
égales MP, MQ restent constantes lorsque le point M se
déplace sur la courbe C.

EPREUVE PRATIQUE. — On considére U'ellipse ABA'B' qu’on
suppose représenter une méridienne de la surface terrestre,
B'B étant la ligne des piles. L’équation de cette ellipse
dans le systéme d’'axes rectangulaires Oz, Oy sera

x? y!

P -+ ) —1=0
et Uon donne
a= 6378‘“", b = 6356,

Si M est un point quelconque de la portion AB de l'el-
lipse, ML la tangente en M qui fait avec Oy un angle ¢

’
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égal & la latitude du point M, la verticale apparente MN
est la normale en M a lellipse. Cette verticale fait avec

Y
L
B

M

J
A o A
K%
OM un angle £ variable avec . On demande de calculer,

at' prés,lalatitude pour laguelle S est maximum et, a 1"
pres, la valeur de ce maximum.

(Novembre 1911.)

Caen.

EPREUVE THEORIQUE. — I. 1° Intégrer Uéquation différen-
tielle

(1) (+ax?)y' + 22y —2xsine — (1+ 2?) cosz = 0.

2° Déduire du résultat trouvé l’intégrale générale de
Uéquation différentielle

(2) (1+a2)y"+2xy'— 2@ sine — (1 + x2) cosx = o,

3° Quelle est Uintégrale particuli¢re de Uéquation (2)
qui s’annule en méme temps que sa dérivée pour x =o?

Il. Un point M. primitivement en A, décrit la circonfé-
rence de centre O et de rayon OA = R dans le sens de la

Séche. On porte sur OM, dans le sens du vecteur OM, un

segment MP de longueur égale a celle de Uarc AM.

1" Construire le lieu géométrique C du point P.

20 Montrer que la normale & la courbe C au point P
passe par'le point N de la circonférence, tel que l'angle
MON soit égal @ un angle droit. ' .
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3° Evaluer la longueur de Varc décrit par le point P
quand le point M a décrit sur la circonférence un arc de
longueur s.
4° Evaluer l’azre balayee par le segment MP quand le

—————

N /\ | P

point M a décrit sur la circonférence un arcde longuewt
Cas partzculzer oa s=2mR.

EPREUVE PRATIQUE. — 1. Appliquer le développement en
1
série de e* au calcul de :/—;; avec trots décimales.

II. Montrer que Uéquation
z3—222+ 220 —5=0
a une seule racine réelle, et calculer cette racine avec

deux décimales. . )
(Novembre 1911:)

CERTIFICATS D'ANALYSE-SUPERIEUBE.

Paris.
EPREUVE THEORIQUE. — On envisage tous les cercles
'dé finis par léquation
(z’~—1)2+)’2

oul’on a
o= u—tangu, r =tangu,
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u désignant une variable arbitraire. On demande : 1° de
déterminer les trajectoires orthogonales de tous ces
cercles et de calculer l’élément linéaire du plan rapporté
au systéme de coordonnées curvilignes formé de ces cercles
et de leurs trajectoires orthogonales; 2° de faire la carte
de la sphére de telle maniére que les paralléles corres-
pondent aux cercles précédents et les méridiens a leurs
trajectoires orthogonales, l’équation de la sphére corres-

. . L e
pondant au cercle de rayoninfini (u = ;) et le méridien

de longitude nulle a l’axe des x, les longueurs étant de
plus conservées a la fois sur l’éguation et sur le méridien
de longitude nulle.

On supposera le rayon de la sphére égal a l’unité.

EPREUCVE PRATIQUE., — I. Représenter, dans le systéme de
la projection équivalente de Lambert, la moitié de I’hémi-
sphére Nord. Tracer les paralléles et les méridiens de 10°
en 10° en prenant le méridien central pour origine et le
pole Nord pour centre du tracé.

Les formules qui donnent les coordonnées polaires du
point du plan qui correspond au point de la sphére de
longitude v et de colatitude u sont

.
W=y, p=2asin—;

a désigne le rayon de la sphére que l’on prendra égal
a g

On pourra déterminer les valeurs de p soit graphique-
ment, soit par le calcul.

II. Faire la perspective du canevas obtenu, supposé
dessiné sur le géométral, le tableau étant un plan vertical
paralléle au diamétre qui limite le canevas, situé a 15°™
de ce diamétre, du cété ou se trouve le canevas.

L’horizon est ¢ une cote de 9°"; le point principal est
dans le plan de profil mené par le méridien central et la
distance vaut 12°™. L’échelle du tableau est double de celle
du géométral. Faire le dessin dans un cadre de 28°™ < jj°™.
Placer la projection au-dessous du petit axe du cadre et
la perspective au-dessus. (Mars 1911.)
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EPREUVE BCRITE. — 1° Trouver les modes de représenta-
tion de la sphére sur le plan dans lesquels les aires sont
conservées; les méridiens correspondent a des droites
concourantes et les paralléles a des droites paralléles.

2° Déterminer les lignes géodésiques de la surface dont
l’élément linéaire est donné par la formule

ds?= (x?+ y?+ a?)(dx?+ dy?).

EPREUVE PRATIQUE. — Faire une projection stéréogra-
phique surle plan du méridien perpendiculaire aw méri-
dien de Paris.

Représenter les méridiens et les paralléles de 10° en 10°,
en déterminant leurs éléments soit graphiquement, soit
par le calcul.

Placer le centre de la carte au centre de la feuille, le
méridien de Paris suivant le grand axe de la feuille. Le
rayon de la carte vaut 6°™.

Construire ’horizon de Paris ({ = o, A\ = 48°,50).

Déterminer la projection du grand cercle qui passe par
les deux points a (l =—60°, A=—20"), b(l =—30°", A=—750"),
le pile de ce grand cercle et la distance des deux points.

On dessinera en trait noir fin les résultats, c’est-a-dire
les paralléles limités au contour de la carte et les méri-
diens limités aux paralléles de 80°; en rouge, les lignes
de construction.

On expliquera trés sommairement les tracés effectués.

(Octobre 1911.)

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Grenoble.

EpREUVE THEORIQUE. — Une circonférence homogéne de
masse 2M, de rayon R, peut tourner autour d’un de ses
diamétres AB qui est fize. Les deux extrémités CD d’une
tige rectiligne homogéne infiniment mince de longueur
égale au diamétre de la circonférence glissent sur cette
circonférence. La masse de la tige est 3M. Les liaisons
sont sans frottement.

1° Former et intégrer les équations du mouvement du
systéme. On prend comme paramétres l'angle § du plan
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de la circonférence et d’un plan fize passant par AB et
Uangle 8 de ta barre CD et du diamétre fixe AB.

2° Discuter : on désignera par 0, 4, les valeurs initiales

de §'= Z(: Y= (:l.f’ et ’on supposera les valeurs initiales

3 . By ’ r
de & et O respectivement égales & zéro et 3

3* Indiquer une méthode pour déterminer, autant qi’il
est possible de le faire, les réactions s exergant en Cet D.
(Juillet 1912.) ~

QUESTIONS.

2219. Une hypocycloide (H) et une épicycloide (E) a trois
rebroussements ont les mémes points de rebroussement:
démontrer que la tangente & (1I) en un point quelconque A
coupe (E) en deux points réels B et B’ dont la distance est
constante, que les milieux de AB et AB’ appartiennenta (H);
les normales en B et B’ a (E) sont rectangulaires et se cou-
pent sur le cercle des rebroussements; les tangentes en ces
points se coupent sur le cercle des sommets de (E); le cercle
de diamétre BB’ louche les deux cercles précédents.

J. LEMAIRE.

222(0. On considére les trajectoires orthogonales I' d’un sys-
téme de cercles C homothétiques entre eux par rapport au
pole O. Le centre de courbure de la courbe I' répondant au
point M o elle coupe orthogonalement le cercle C est le
pole de la droite OM par rapport a ce cercle.

M. p’OcCAGNE.
———— Gy O —et
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[0'2q]
SUR LES CORDES D’'UNE COURBE VUES D'UN POINT FIXE
SOUS UN ANGLE CONSTANT;

Par M. R. GOORMAGHTIGH.

I. — THEOREMES GENERAUX.

1. Soient O un point fixe dans le plan d’une
courbe (C), A et B deux points variables de (C) tels
que l'angle AOB soit un angle constant o ( fig. 1).
Désignons par E, 'enveloppe de la corde AB.

Fig. 1.

€™

Soit P la projection de O sur la corde AB; ce point
est a I'intersection des cercles décrits sur OA et OB
comme diamétres, et I'enveloppe E, est Pantipodaire
du lieu de P. Transformons la figure par une inversion
de pole O, de puissance quelconque, et affectons d’ac-
cents les lettres qui désignent les transformés des élé-
ments correspondants de la figure primitive.

Les droites A’ P’ et B'P’ enveloppent 'antipodaire (C")
de la courbe (C') relativement & O, et, comme I'angle

Ann. de Mathémat., 4° série, t. XIV. (Avril 1914.) 1o
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A'P'B' est constant et égal 4 ®— a, le point P' décrit
la courbe isoptique d’angle = — a de la courbe (C").

Or,antipodaire (C") de 'inverse (C') de la courbe (C)
estla polaire réciproque de (C) parrapport a un cercle
de centre O (*).

Le lieu de P est donc I'inverse de l'isoptique (C”)
de (C"), et Eq4 est I'antipodaire de Pinverse de (C").

On est ainsi conduit & ce théoréme :

Tuatorime A. — L’enveloppe E, est la polaire
réciproque de U’ isoptique d’angle = — « de la polaire
réciproque de (C).

2. Soit w le centre du cercle AOB, et cherchons le
lieu Ly de ce point (fig. 2). Désignons par Q le point

Fig. 2.

d'intersection des perpendiculaires élevées en A et B
sur OA et OB; le lieu de w est homothétique de celui
de Q (rapport1:2). Or, QA et QB enveloppent 'anti-
podaire de (C) par rapport & O et, comme I'angle
esl constant et égal 4 = — «, on a ce théoréme :

Tutorime B. — Le lieu Ly du centre du cercle AOB

(1) S. Lie und G. ScHEFFERS, Geometrie der Beriihrungstrans-
formationen, t. 1, 1896, p. 17.
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est homothétique de !’ isoptique d’angle = — a de
U’antipodaire de (C).

Les considérations qui précédent montrent qu'il
existe entre une enveloppe E, et un lieu L, la relation
suivante :

Tutorime C. — L’enveloppe E, pour une courbe (C)
est homothétique de la polaire réciproque du lieu Ly
pour la courbe inverse.

Dans le cas ou l'angle « est droit, w est le milieu
de AB, et le théoréme B devient le suivant :

Tatorieve D. — Le lieu L E des milieux des cordes

d’une courbe, vues d’un point fixe sous un angle
droit, est homothétique de I’ orthoptique de !’ antipo-
daire de la courbe.

Enfin, 'enveloppe du cercle AOB s’obtient aisément
en utilisant le théoreme B. On sait que l'enveloppe
d’un cercle qui passe par un point fixe, est homothé-
tique de la podaire (rapport 2: 1) du lieu de son centre.

Tatoriime E. — L’enveloppe du cercle AOB est la
podaire de U'isoptique d’angle = — o de !'antipo-
daire de (C).

Les théorémes précédents rameénent la recherche des
lieux et des enveloppes considérés a des transforma-
tions connues.

II. — APPLICATIONS.

3. Coniques. — La polaire réciproque d’une conique
par rapport 4 un cercle quelconque est une seconde
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conique; les isoptiques de cette conique sont des
spiriques de Perseus ().

L’enveloppe des cordes d’une conique vues d’un
point fizxe sous un angle constant est la polaire réci-
proque d’ une spirique de Perseus.

La recherche de cette enveloppe a été proposée par
M. Barisien dans 1’/ntermédiaire des Mathéma-
tictens (?). La solution analytique (Qutlibet) montre
que lenveloppe est de la quatrieme classe, ce qui
résulte aussi du théoréme précédent.

Si le point O est sur la conique, la polaire réciproque
de la conique par rapport a un cercle de centre O est
une parabole, dont les isoptiques sont des coniques.

Ainsi, les cordes d’une conique vues d’un point
Jize de la courbe sous un angle constant, enveloppent
une conique.

Si le point O coincide avec un foyer, la polaire
réciproque est un cercle et {’enveloppe E, est une
conique.

Si l'angle a est droit et si le point O est quel-
conque, I'orthoplique de la polaire réciproque ¢tant un

T .
cercle, l'enveloppe B est une conique.

Quand le point O est au centre de la conique, cetle
enveloppe est un cercle.
. . . . ™
Enfin, si le point O est sur la conique et sia ==, la
polaire réciproque ayant pour orthoptique une droite,

la corde AB pivote autour du pdle de cette droite. Clest
le théoréme de Frégier.

4. Si l'on considére les cordes d’un cercle qui

(*) LorIA-ScHUTTE, Spezielle ebene Kurven, t. 1, p. 132.
(*) Février 1913, p. 3o. ’
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passent par un point fixe, leurs milieux sont sur un
cercle passant par le centre du cercle considéré. Par
affinité, cette propriété s’étend aux coniques.

Deés lors, si I'on considére les cordes d'une conique
vues d’un point de la courbe sous un angle droit, elles
passent par un point fixe, et la propriété précédente
est applicable.

Ainsi, le lieu des milieux des cordes d’ une conigue,
vues d’un pointde la courbe sous un angle drott, est
une conique passant par le centre de la conique
donnée.

Ceci posé, remarquons que l'inverse d’une conique
est une cubique circulaire lorsque le centre d’'inversion
appartient a la courbe, et que ce centre est le point
double de la cubique. En appliquant le théoréme C,

on aura donc la propriété suivante :

Les cordes d’une cubique circulaire vues du
point double sous un angle droit enveloppent une
conique (*).

On déduit aussi de ce qui précéde, au moyen du
théoreme D, que orthoptique de I'antipodaire d’une
conique, par rapport a un point de celte conique, est
une seconde conique.

On sait que, dans le cas de la parabole, cette antipo-
daire est une parabole semi-cubique de Neil.

Alnsi, Uorthoptique de la parabole de Neil est une
conique.

En d’autres termes :

Le lieu des points d’ou l'on peut mener & une
parabole deur normales rectangulaires est une
conique.

() Voir, Intermédiaire des Mathématiciens, solution de la ques-
tion 2753, 1904.



( 130 )

5. Le théoréme D donne lieu a de nombreuses consé-
quences intéressantes. On sait que les quartiques bicir-
culaires unicursales sont les podaires des coniques. On
a donc ce théoreme :

Le lieu des milieux des cordes d’ une quartique
bicirculaire unicursale vues du point double sous un
angle droit est une circonférence.

En particulier, la podaire centrale d’une conique est
une lemniscate de Booth, et, dans ce cas, la circonfé-
rence trouvée est concentrique a la conique. Ou en
déduit aisément cette propriété (') :

Les cordes d’une lemniscate de Booth, vues du
centre sous un angle droit, sont toutes égales entre
elles.

De méme, les podaires de la parabole sont les cubi-
ques circulaires. Comme ['orthoptique d’une parabole
est sa directrice, on peut donc dire que le lieu des
milieuz des cordes d'une cubique circulaire, vues du
point double sous un angle droit, est une paralléle &
Uasymptote (?).

L'application du théoréme D donne aussila démons-
tration de cette propriété du trifolium droit signalée
par M. Barisien (3) :

Le liew des milieuz des cordes du trifolium droit,
vues du point triple sous un angle droit, est un
cercle. :

En effet, Pantipodaire du trifolium droit, par rapport

(') Mathesis, 1913, p. 64.

(%) Intermediaire des Mathématiciens, question 2707 ( Th. Le-
moyne), 1904.

(*) Mathesis, 1913, p. 263,
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a son point triple, est une hypocycloide a trois rebrous-
sements, dont 'orthoptique est un cercle (cercle tri-
tangent).

On voit, de plus, que la propriété est vraie pour une
podaire quelconque de I'hypocycloide a trois rebrous-
sements.

En particulier, le lieu des milieuz des cordes d’un
trifolium obligue, vues du point triple sous un angle
droit, est une circonférence.

6. Le théoréme B appliqué au cas des cubiques cir-
culaires donne le théoréme suivant :

St une corde AB d’une cubique circulaire est vue
du point double O sous un angle constant, le centre
du cercle AOB décrit une conique, quand la corde
AB varie.

Le théoréme E établit, entre les cubiques circulaires
et les quartiques bicirculaires unicursales, une relation
remarquable.

Les cercles qui passent par le point double d’une
cubique circulaire et qui déterminent avec la courbe
des cordes vues de ce point sous un angle constant,
enveloppent une quartique bicirculaire unicursale.

7. Au point de vue qui nous occupe, les courbes
représentées en coordonnées polaires par I'é¢quation

(1) p=acosud + bsinud,

ol W est un entier impair, méritent une attention
spéciale. Elles peuvent étre considérées comme résul-
tant de I'addition des rayons vecteurs de deux rosaces
de méme indice. Si p et § désignent les coordonnées
polaires de A, et o’ le rayon vecteur OB qui correspond



ou
(2) p'== asinpb o= b cos ub.
On déduit de (1) et (2)
p2+p'2= a?cos?pb+ b2 sin?ul+2ab sin ud cospb

+ a?sin?pl+ b2 cos? ub —2ab sin ub cos pb = a+ b2.

I’hypoténuse du triangle rectangle AOB est donc
. constante, ainsi que la médiane issue de O qui en vaut
la moitié. On a donc ce théoréeme :

Pour les courbes (1), le lieu LE est un cercle ayant

son centre a l’origine. En particulier ( fig. 3), siaest
nul, les courbes (1) sont des Rosaces (). Le lieu des

(*) LorIA-ScHUTTE, Spes. ebene Kurven, t. 1, p. 358,
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milieuz des corde¥ d’une rosace d’indice impair,
vues du centre sous un angle droit, est un cercle
concentrique.
Pour les courbes inverses des Rosaces (Ahren-

™
kurven) (), ’enveloppe E- sera un cercle, en vertu du
2

théoréme C. En particulier, si .= 3, la courbe corres-
pondante a pour équation
b

sin30

et est donc une trisectrice de G. de Longchamps (2).

Aiunsi, les cordes d’une trisectrice de Longchamps,
vues du centre sous un angle droit, enveloppent un
cercle concentrique.

8. Le théoréme D permet de déduire, de ces consi-
dérations relatives aux Rosaces, une propriété de cer-
taines hypocycloides. On sait, en effet (3), qu'une
épicycloide ou une hypocycloide de module n (rapport
du rayon du cercle décrivant a celui du cercle fixe) ont
pour podaires cenlrales des Rosaces d’indices

1 1

— ou .
I+2n F—2n

Comme

<,

1+2n

les Rosaces considérées au paragraphe précédent ne
peuvent pas étre des podaires d’épicycloides. Mais, si

(*) Loria-ScriTrE, Spez. ebene Kurven, t. I, p. 367.
(*) 1bid., t. 1, p. 92.
(*) 1bid., t. 11, p. 108.
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k étant impair, ou si ’

I’hypocycloide correspondante aura pour podaire une
des Rosaces considérées et, pour orthoptique, un
cercle concentrique au cercle de base, en vertu du
théoréme D. On a donc ce théor¢me :

Les hypocycloides de module

k—1
2k

n—=

ou k est un entier impair, ont pour orthoptique un
cercle.

. . . I
En particulier, si £ =3,n= 30 et I’on retrouve une

propriété bien connue de I’hypocycloide a trois rebrous-
sements.

St k=5,n =§, et I'on obtient une hypocycloide

étoilée a cinq rebroussements ( fig. 3), dont 'orthop-
tique est un cercle (cercle cinq fois tangent).

IlII. — CouRBES A POINT DE FREGIER.

9. On peut se demander dans quel cas I'enveloppe
Ex se réduit a4 un point, comme dans le cas ou 'on

7
considére une conique et que le point O appartient a
cetle conique. On peut alors dire que la courbe a un
point de Frégier.

En vertu du théoréme A, il faudra que la courbe (C’)
ait pour orthoptique une droite, par exemple I'axe
des z. Or, ceci revient & chercher les courbes qui se
transforment en elles-mémes par une transformation
orthotangentielle définie, en coordonnées tangentielles,
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par les équations d&transformation :
9

(3) wiyiimn=yi—az: L2

En coordonnées ponctuelles, ces équations de trans-
formation sont celles qui caractérisent une inversion
de Hirst, dans laquelle on fait correspondre & un point
M un point M’ tel que MM’ soit paralléle a [laxe
des y et que la distance MM’ soit vue de 'origine sous
un angle droit. Cette transformation est la polaire
réciproque de la transformation orthotangentielle par
rapport au cercle

(4) x4+ y?—1=o0.
Si donc une courbe algébrique
(5) S(x,y,5)=0

est telle que son équation soit identlique
(6) f<.71“*77’ ¥>=07

elle aura un point de Frégier a 'infini. Pour en déduire
une courbe a point de Frégier a distance finie, il suffit
de prendre la polaire réciproque par rapport au
cercle (4), puis la polaire réciproque de la courbe
obtenue par rapport a un cercle quelconque.

10. Cherchons donc les fonctions de degré n telles
que les équations (5) et (6) soient identiques. Remar-
quons d’abord que sil'on considére un terme

n-20 -1y o ga+l

ol I'exposant de z est supérieur a celui de y, la subs-
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titution (3) donnera lieu a un terme

(— 1)n=2a— L’%‘ﬁ.’,

dans lequel x est en dénominateur. Désignons par k&
I'exposant de la plus haute puissance de  qui pourra
ainsi se produire en dénominateur. Quand on voudra
ramener I’équation (6) & la forme primitive (5), on
devra multiplier tous les termes par z*; donc, pour
retrouver une équation de degré n, on devra pouvoir
diviser tous les termes de 1'équation (6) par un terme
de degré k. Or, tous les termes de cette équation ne
peuvent renfermer z, car les z de I'équation (6) pro-
viennent des mémes puissances de z dans 'équation (5).
Tous les termes de ’équation (6) ne sont pas divisibles
par z, puisque, par hypothése, la substitution (3)
donne lieu a des fractions ot z est en dénominatenr. Il
résulte de la que tous les termes de ’équation (6)
doivent étre divisibles par y*. Ainsi, pour que les
équations (5) et (6) soient identiques, il faut que

xk yz
() Sy =22 f(y —a £
Pour que tous les termes de I'équation (6) soient divi-
sibles par y*, il faut que, dans I’équation primitive (5),
la somme des exposants de 5 et & soit au moins égale
a k.

Ceci posé, considérons un terme de I’équation (5)

(8) apxn=p=hyh  (p k).

.. . k
La transformation (3) et la multiplication par;—‘k

donnent lieu au terme

PP xk
yra ?—I — (_.. [)hyn—-lc—hxlc—;ﬂ-th_

(9) Fror=h(— 1t

rP
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En vertu de (7), ce terme doit exister dans I’équa-
tion (5). Mais il faut que, si I'on transforme (g), on
retrouve (8); or, si I'on transforme le terme (g), on

trouve
(.._ ])n—-kxu—-p—th_

Il faut donc que n — k soit pair. Le méme raisonne-
ment s’applique au cas ot p >k, mais alors A devra
étre au moins égal 8 p—k, conformément & ce quia
été dit plus haut relativement aux exposants de z et z.
On voit, en outre, aisément que p peut varier de o
W I 1 I,
a-(n+k)ethdeo a-z(n —k)oudep—k a - (n—k),
sulvant les cas.

De plus, on aurait pu faire correspondre a (8) le
terme (g) changé de signe; on aurait alors di changer
tous les signes dans 'équation (6).

On arrive ainsi & la proposition suivante :

Les équations

(10) 3 zP 3 > lp,h [zn—p—h}/h_‘_ (__ l)h x/t—[l+hylt——k—h] ; =0
et
(1) EzP : Sl pan—r—tyh — (— Y ph-rrhyr—k-n]l = o

représentent les courbes algébriques qui ont un point
de Frégier a Uinfint.
On donnera a k une valeur inférieure a n et de méme

n—+k
2

parité que n, on fera varierp de o a el, a chaque

valeur de p inférieure a k, on fera correspondre les
L1 X .
valeurs de h de o 2 s(n— k); a partir de p =4k, on

fera varier hde p — k& n_#

En vertu du paragraphe 9, pour avoir une courbe &
point de Frégier a distance finie, il suffit de considérer,
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dans (10) et (11), z, ¥, 5 comme coordonnées tangen-
tielles et de prendre les polaires réciproques par rap-
port a un cercle

(12) (z—ap+(y—Br=r

Si l’on transporte l'origine au point (a, ), on trouve
les équations

S(az—+ By —r2)p | L, p[an—r-hyh
+(— [)hxk~p+hyn~lc—h” —o0
et '

L(ax+ By —r2)r : Zipplan—p-hyh
—(—1) zk—p+hyrl~k~h” =o,

qui caractérisent les courbes qui ont un point de
Frégier correspondant a U'origine.

11. Cherchons quand les courbes représentées par
(10) et (11) en coordonnées tangentielles sont tangentes
a l'axe des z. Les coordonnées de cet axe étant o, 1, o,
il suffira de chercher quand tous les termes des équa-
tions considérées renferment z ou z. Or, les termes
qui ne renferment pas 3 sont

Sl pl@n=hyh 4 (—1)hgh+hyn—k—h)

et
s 10 n [ ‘Zvn~h}/h — (_ ‘)lz xk+h},n—k—h ] .

Tous les termes 27 ~%y* renferment z, car A estinfé-
rieur @ n. Pour que le terme

xh+h }/n—lr-/z

ne renferme pas z, il faut k= A =o.

Ainsi, les courbes représentées par (10) et (11) en
coordonnées tangentielles tlouchent I’axe des z, excepté
quand k& = o. Donc leurs polaires réciproques passent
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par le pole de cet axe. Si I'on observe que n — £ est
toujours pair, on déduit, de la, le théoréme suivant :

Si une courbe d’ordre impair a un point de
Frégier, ce point appartient & la courbe.

St une courbe d’ordre pair a un point de Frégier,
ce point appartient a la courbe st k 7 o, et se trouve
en dehors de la courbe si k est nul.

12. Cubiques. — Dans le casou n =23, ona k=1.
Les équations (10) et (11) deviennent

boo(3 £ 2y?) + Lo (22y F 2%y)
+3[lo(e2Ey?) + hy(zy Fay))+22[balyFy)=o.

On voit que la seule équation a considérer estI'équa-
tion (11) et qu'on peut I'écrire

(13) z(xr—y?)+axly + b(r2—y2)+cxy +dy = o.

Cette équation représente les cubiques qui ont un
point de Frégier & I'infini dans la direction de l'axe
des y. Si d = o, I'origine est un point double; les tan-
genles a la courbe en ce point ont pour coefficients
angulaires les racines de I’équation

bm+cm — b =o,

el sont, par suite, rectangulaires. Il en sera de méme
pour la polaire réciproque, par rapport au cercle (12),
de la courbe représentée en cordonnées tangentielles
par 'équation (13) o d=o0. On en déduit ce théoreme :

Les cubiques nodales dont les tangentes au point
double sont rectangulaires ont un point de Frégier
sttué sur la courbe.

On retrouve ainsi une propriété signalée par
M. Th. Lemoyne dans I'Intermédiaire des Mathéma-
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ticiens (). Mais I'analyse précédente montre qu’il y a
d’autres cubiques (d £ o) qui possédent un point de
Frégier.

13. Quartiques. — Dans le cas de n = 4, on trouve

z(ar+b)(r2—y2)+y(crt+dri+ex +f)=o0 (k=2).
Th+ yhtaxy (X—y?)+ bxdy2+ c(x2—)?) y +dxyr+ fri=o
(k =o0).

A cette derniére classe de quartiques appartient le
trifolium droit, que I’on obtient pour

b =2, a=d=f=o.

Ainsi, les cordes d’un trifolium droit vues du
point triple sous un angle droit sont paralléles entre
elles. ]

Cette propriété résulte aussi de la transformation
indiquée par G. de Longchamps pour déduire le
trifolium du cercle (2); cette transformation monltre
aussi que la propriété est vraie pour le trifolium
oblique. En particulier, elle a lieu pour le folium
double (?).

St @ = b =d = f=o0, on trouve une courbe d’équa-

tion
b+ yh4c(x2—y?)y =o.

C’est le trilolium de Cramer (*). On a donc ce
théoréme :

Les cordes d’un trifolium de Cramer, vues du

(*) Question 2706, 1904, p. 4.

(?) LoRIA-ScHUTTE, t. I, p. 168.

(*) Question 2876 de M. Lemoyne dans V/ntermeédiaire des
Mathématiciens, 1905, p. 27.

(*) CrAMER, Introduction a U’ Analyse des courbes algebriques,
1750, p. 421. — LORIA-ScHUTTE, t. I, p. 171.
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point triple sous un angle droit, sont paralléles a
Vaxe de symétrie de la courbe.

[0'2q]
SUR LES GOURBES ISOPTIQUES ET LES PODAIRES;
Par M. F. Gomes TEIXEIRA.

1. On désigne sous le nom de courbe isoptique
d’une autre courbe (Cy) et d’un point O le lien (C)
décrit par le sommet d’un angle constant dont un des
cOtés est tangent a (CG,) et l'autre passe par le point
donné O. Si I'angle est droit, la courbe (C) est dite
orthoptique el clle est identique 4 la podaire de (C,)
par rapport a O.

Prenons pour origine des coordonnées orthogonales
le point O etreprésentons la courbe (C,) par les équa-
tions paramétriques

T =p(t), ¥ =4(t),

I'angle donné par «, et les coordonnées de son sommet

par (X,Y). On a
(Y—yp)'=(X—m)y"

’ U M
cosa —+ ' sinx
Y= ‘L,———*—)\
x' cosa — y'sina
Donc la courbe (C) peut étre représentée par les
equations parametriques
yx'—zy' &' cosa — y'sina
z'2+ y'2 sinz ’

(1)

Y — y® —xy' y' cosa+ x'sina
z'2+4 y" sina
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIV. (Avril 1914.) It
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. [ . , .
Sia= 5 etsi Xy, Y, désignent les valeurs qu’alors
prennent X, Y, on a les équations de la courbe orthop-

tique de (C,) et O, savoir :

X, =2y o (yE —ay)a
1 70+ y2 1 Zi+ 2

Donc on a

Xsinz = Y, cosx + X; sina,

Ysina =Y, sina — X, cosa,

ou

X = Y; cosa + X, sina,
(2) .

Y=Y, sina— X, cosa,
ou
(3) X, = X, sinx, Y, = Y,sina.

Quand le point (X, Y,) décrit la podaire de (C,)
par rapport a O, le point (X,, Y;) décrit une courbe
semblable & celle-la. Le point (X, Y), déterminé parles
équations (2 ), décrit la courbe isoptique de (C,) et O.
Mais, en désignant par (0, g) et (02, p2) les coordon-
nées polaires des points (X,Y) et (X,,Y,),ona

tangh = —Y-; tang 0, =

Y,
X X’

et, par conséquent, en lenant comple des formules (2),
7\
tang(6 — 8,) = tang <1 — —),
2
d’ou il résulte

) =
0—8,:@—;'

Comme on a aussi p = p,, nous avons le théoréme
suivant :

La courbe isoptique de C, et O est semblable a la



( 163 )

podaire de (C,) par ravport a O. On détermine la
nature de cette courbe, quand la podaire est connue,
aw moyen des équations (3), et L'on en obtient la
position dans le plan de (C,) en faisant tourner le
lieu de (X,, Y,) autour du point O d’un angle égal

. T . .
as —a dans le sens du mouvement des aiguilles

d’ une montre.

2. Nous allons nous occuper maintenant de la ques-
tion inverse de celle qui précéde, c’est-a-dire du pro-
bléme suivant :

Déterminer une courbe (C,) sur laquelle doit
rouler un cété d’un angle donné a, dont ’autre
cdté passe par un point fixe O, pour que le sommet M
décrive une ligne donnée (C).

Prenons encore pour origine des coordonnées ortho-
gonales le point O. L'équation d’une tangente a la
courbe (C,) est

z cosw+ ysinw=p= f(w),

o désignant I'angle que la normale correspondante fait
avec l'axe des abscisses et p = f(w) la distance de
Porigine a la tangente considérée. La courbe (C,) est
Ienveloppe des positions que cette langente prend
quand o varie, et elle peut donc étre représentée par
les équations paramétriques

z=f (w)cosw— f'(w)sinw,
y=f"(w)cosw—+ f (w)sinw,

Mais, en représentant par p, la distance de l'origine
au sommet M de U'angle o et par § I'angle de OM et de
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I’axe des abscisses, nous avons

p —f————(‘o), 0=U)+a—'1;‘

sin a sina

P =

Donc la courbe (C) peut étre représentée par

Péquation polaire
f (1—; + 6 — a)

sin a

p:piz

Si ; =F () est I'équation donnée de la courbe C,

on a
‘K

G

sina
et, par suile,

Sf(w)=sina F <u> + a2 — g) = F(0)sina.

Donc la courbe (C,) peut étre représentée par les
équations paramétriques

, x=sina[F(6) sin(a — 0) —F'(6) cos(a— 0)],
(4 3_y=sina[F(O)cos(1~—9)+F’(O)sin(z—ﬁ)],
ou

's:v:sina; [F (6)cos6 —F'(0) sinf] sina

— [F (8) sinb + F'(6) cosh] cosa |,
(5) ¢
’ y=sina} [F'(0)cosd-+F (0)sin6] sinz

~+[F (6)cos® — F'(9)sin6] cosa g
En désignant maintenant par X etY les coordonnées
de la podaire négative de (G) par rapport a O, nous
avons, en faisant o = g,

X =F (8)cosf —F'(0)sinb,

(6) Y =F'(6)cosb + F (8)sin6.
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' Donc,
z = sina [X sina — Y cosa],
Y =sina[Ysina + X cosa],
ou
) z =X, sina — Y, cosa,
7 ¥ = Y;sina + X, cosa,
ou
(8) X; = Xsina, Y, = Ysina.

Quand le point (X, Y) décrit la podaire négative
de (C), le point (X,, Y,), déterminé par les équa-
tions (8), décrit une courbe semblable, etle point (z, y),
déterminé par les équations (7), décrit la ligne dont (C)
est la courbe 1soptique.

Ces équations donnent, comme dans la question
précédente, le théoréme suivant :

Si (C) est la podaire de (Cy) par rapport a O
et (Cy) est une courbe isoptique de (C) et O, les
courbes (Cy) et (C,) sont semblables. Si I’on connait
(Cy), on détermine la nature de (C,) au moyen des
Jormules (8) et l'on en obtient la position dans le
plan de (C) en faisant tourner le liew de (X,, Y,)

autour du point O d’un angle égal a « — T dans le
2

sens du mouvement des aiguilles d’une montre.

Appliquons cette doctrine au cas ou la ligne (C) est
une droite.

Nous pouvons prendre pour axe des abscisses la
paralléle a la droite donnée passant par O, et alors
I'équation de cette droite est

a

P =S558’

cos 0

Les équations de sa podaire négative sont

cos29 sin20
= a—5 = —F-"
cos20 r cos20
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Il en résulte, en faisant
x = py cosfy, ¥ = p1 sinfy,
I’équation polaire de la méme courbe

2a

fr= cosf, + 1

el ensuite son équation cartésienne
yr=ja(a—=x).

La podaire négative de la droite donnée est donc
une parabole a laquelle cette droite est tangente au
sommet, et le point O coincide avec le foyer de cette
parabole. Ce théoréme est bien connu.

II résulte maintenant, du théoréme général énoncé
ci-dessus, que I'équation de la courbe qui satisfait a la
condition d’avoir pour ligne isoptique d’elle-méme et
du point O la droite donnée est

2a

Py sina = e — )1

Cette courbe est encore une parabole dont le foyer
coincide avec le point O.

[0'2q]
SUR LES GLISSETTES;
Par M. L. BRAUDE,
a Bierstadt-Wiesbaden.

1. Dans une lettre adressée 3 M. Haton de la Gou-
pilliére et publiée au Journal de Mathématiques
pures et appliquées, 1913, p. 165-170, M. F.-G.
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Teixeira a traité un exemple concernant les glissettes
d’une courbe par rapport & une droite fixe. On
aura cette courbe associée en faisant glisser une courbe
sur une droite, de sorte qu’elle soit toujours tangente
au méme point.

Ces courbes ont été mentionnées et illustrées de
quelques exemples par W.-H. Besant (NVotes on Rou-
lettes and Glissettes, Cambridge, 18go).

En rapportant la courbe glissante (C) & un systéme
rectangulaire ayant pour axe des z la tangente fixe, et
pour axe des y la normale de (C) dans le point de
contact, les coordonnées du point P(z, y) de la glis-
sette sont

(0 xr =pcosy, y=gsiny,

v désignant I'angle entre la tangente de (C) et le rayon
vecteur de P. On a donc

’

tangv:i ___P_,

pdb o

et les coordonnées cartésiennes sont

7

po p?
2 r = ———————— = —_—
) Vot 7 Ver+op?

Les coordonnées polaires de (C) sont donc

1

(3) r=op, v=arctang%~

M. F.-G. Teixeira a traité la glissette d’une épi-ou
hypocycloide. En la représentant par

\x:(R+r)coscp—rcosR+rq:,

%)

?y:(R—f-r) sincp—rsinR_'_rcp,

R et r désignant les rayons des cercles mobile et fixe,
la glissette du centre du cercle fixe est, suivant le
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calcul de M. Teixeira, une ellipse représentée par
'équation

2 R 22 2

Du reste, I’équation polaire différentielle

_do R2—p?
(6) W=\ ma—w’

se trouve dans I'wuvre de M. G. Loria (Speszielle
ebene Kurven, t. 11, p. 102, Leipzig, 1g11); d’apres
les équations (2) elle suffit pour représenter les coor-
données de la glissette en fonctions de p.

2. De ce théortme on en déduit sans aucun calcul
encore un autre, donné par M. Teixeira dans la Revista

da Universidade de Coimbra, t. XI, 1913. En fai-

R . . .
sant ——— imaginaire, on aura comme cycloidale une
R—+ar

para- ou une hypercycloide; Vellipse est remplacée
par une hyperbole.

Donc, en faisant glisser une para- ou une hyper-
cycloide sur une droite, la glissette du centre du
cercle fize est une hyperbole dont les sommets réels
se trouvent sur U'axe des y ou sur celui des x.

Pour la développante du cercle de rayon a, repré-
sentée par

(7) @ =a(cosp +gsing), Yy =a(sing — ¢ cosv),
ou par I’équation différentielle polaire

(8) L _ap
df ot gt

on aura comme glissette du centre de la développée la
droite z = a.

3. Pour les spirales sinusoides

(9) pr=a"sinno,
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la glissette est la multiplicatrice de Clairaut

(10) rrn=ansing,

suivant la propriété caractéristique des spirales sinu-
’

soides, représentée par l'équation arclang & = no.
. .. 1 .
La glissette de la cardioide (n = ;) est un biovale

(Doppeleilinie), celle de la cayley-sextic (n = %) est

un folium simple (Einblatt), etc. Nous avons publié
cette génération dans l'ceuvre de M. C. de Jans (Les
courbes multiplicatrices de Clairaut, Gand, 1912,
p- 12).

Du reste, nous avions engendré les courbes (10)
comme roulettes a base rectiligne de la développée
d’une spirale sinusoide [Ueber Roll- und Fuss-
punktkurven (Rend. Circ. mat. Pal., 34,1912)].

4. Cette double génération des courbes multiplica-
trices nous a fait reconnaitre le théoréme général :

La glissette d’une courbe (C) par rapport a l'axe
des x d’un systéme rectangulaire est identique a la
roulette de la développée de (C) par rapport a
Uaxe des y.

Soit (C) le profil générateur qu’on fait rouler sur
Paxe des z, alors les coordonnées rectangulaires de la
roulette d’un point fixe P sont

! 2
(11) f=s— —220 p =,
‘/pn+ P'z 91+ P'z
s désignant Parc de (G) mesuré du point initial P,
correspondant & l'origine du systéme. L’angle entre
I'axe des z et le rayon vecteur AP est ¢ = arc tang £ -

Pour avoir la rouletie de la développée de (C), il
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faut regarder (11) comme courbe de Mannheim d’une
certaine courbe (T), alors la roulette de la déve-
loppée de (C,) est la courbe de Mannheim de la déve-
loppée de (T'). Si I'équation intrinséque de (T') est
(12) Sf(s,R)=o,

s désignant I'arc, R le rayon de courbure, les coordon-
nées intrinséques de la développée sont

dR
(13) si=R,  Ri=R..

L’équation cartésienne de la courbe de Mannheim
de T est )

(14) Sz, y)=o,
on aura donc ’équation de la courbe de Mannheim de
la développée par la représentation paramétrique

yay,

(15) Ty =y, Y= dx

En outre, cette courbe est le lieu des points extrémes
des rayons équipollenls aux normales de (14) par rap-
port a I'axe des .

5. Nous allons donc appliquer la transformation (15)
sur la courbe (11). On aura

p!
zi_y_:/p!_——-q—ﬁ’
! ’ ' + !
. 2vVei+ptep —-9’9—(—:—-9—,2)
=Xy P pP+p
! dr = \for o pr—+ p'2
(16) 1
8 p+e
VP’+9"(99”+P”)—99”—92—/—:_—?
‘/ 2 'y __
_ e

Ver+ P'z.
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En conséquence, la glissette de (C) est identique
a la roulette de la développée de (C).

Pour les courbes de Ribaucour, le rayon de cour-
bure est proportionnel & la normale; la radiale, lieu
des points extrémes des rayons équipollents aux rayons
de courbure, est une multiplicatrice de Clairaut sem-
blable & la roulette de la développée de la spirale
sinusoide.

6. Il y a encore une autre déduction géométrique
de notre théoréme :

Quand on fait rouler la développée de (C) sur I'axe
des y, de sorte que le point s = o corresponde a l'ori-
gine, la développante passe toujours par l'origine ayant
pour tangente I'axe des z. Donc le glissement de (C)
est identique au roulement de la développée.

7. De méme, nous faisons glisser la courbe (C)
représentée par l'équation cartésienne y = f(x)
sur l'axe des x, pour déterminer I’enveloppe de l'axe

. dy , . .
des z. En faisant = = tange, I'équation tangentielle
de I'enveloppe E est
(17) zsing 4y cosp—y =0
ou

(18) Esxsincp—i—ycoscp—fRsinqadcp=o,

R désignant le rayon de courbure. La développée
de E est représentée par

(19) E =z cosp —ysing—Rsinp=o0

ou

(19") Ey=zcotg —y —R=o0.
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On aura donc cette développée E, en faisant, sur
P’axe des y, OA =R et en menant par le point A une
paralléle a la tangente de (C).

Suivant la dénomination de M. E. Koestlin (voir la
These bien intéressante : Ueber eine Deutung der
Gleichung, die Zwischen dem Bogen und dem
Neigungswinkel der Tangente im Endpunkte des
Bogens einer ebenen Kurve besteht, Tubingue, 1907),
la développée de 'enveloppe E est Varcuide de la dé-
veloppée de (C). En faisant glisser la courbe
y=f(2) + ¢, on aura comme enveloppe une courbe
parallele a (C); mais par le glissement d’une courbe
paralléle, la conrbe E est déplacée le long de 'axe
des y. Quand on cherche I'enveloppe d’une droite g,
qui coupe I'axe des z au point P ¢n formant I'angle «,
I'enveloppe des droites g, est une transformée géné-
rale de Koestlin. On Paura comme enveloppe des
droites, menées par une intersection de g, et la glis-
sette du point P, formant 'angle « avec g,. [ Voir
notre article : Sur quelques généralisations de la
transformation de M. E. Koestlin (Annales de
U’Académie de Porto, t. 1X, 1914, p. 21).]

8. Ezemples. — a. Quand on fait glisser la déve-
loppante du cercle sur 'axe des = (voir n°2) I'enve-
loppe d'une droite quelconque menée par le centre du
cercle fixe est une cycloide. Toutes ces cycloides ont
comme tangentes aux sommets la glissette du centre,
c’est-a-dire la paralléle a 'axe des y; enfin, comme la
développante du cercle est transformée dans une
courbe parallele par une rotation autour du centre du
cercle, les transformées koestliniennes d’une cy-
cloide par rapport a la tangente aux sommets sont
congruentes entre elles. { Voir E. Koestriv, Ueber
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eine Transformation ebener Kurven | Mitt. Math.
Nat. Verein Wiirttenberg, (2), 8, 1906, p. 71];
H. WieLeirner, Spez. eb. Kurven, Leipzig, 1908,
p- 387.}
b. L’arcuide d’une cycloide étant une astroide, il
résulte que :

Quand on fait glisser une cycloide sur une
droite (y = o), l'enveloppe de la base rectiligne est
une astroide droite dont les rebroussements se trou-
vent sur les droites y =x=o0; Uenveloppe d’une
tangente auxr sommelts est une astroide & un point
autotangentiel nommée « croix de Malte ».

c. L’arcuide d’une astroide oblique est une hypo-
cycloide tricuspidale; de la on déduit :

Quand on fait glisser une astroide oblique ou
droite sur une droite, l’enveloppe d’une droite pa-
ralléle a une tangente double de la glissante est
une hypocycloide de Steiner.

d. La spirale logarithmique est congruente a la dé-
veloppée, d’otn il résulte que :

Quand on fait glisser une spirale logarithmique ou
une développante de la spirale sur 'axe des x, 'enve-
loppe d’une droite menée par le pdle (ou par le centre
du cercle asymptotique) est une logarithmoide, repré-
sentée par I'équation intrinséque

R = ae™? coso.

La glissette du pole est la droite sur laquelle il fau-
drait faive rouler la spirale, pour avoir la logarithmoide
comme enveloppe de la droite menée par le péle.
Quant a la logarithmoide, voir H. WieLerrnEer, loc.
cit., p. 386; E. Koestrin, Ueber eine transzendente



(174 )
Kurve, von der die Zykloide ein Grenzfall ist| Mitt.

Math. Nat. Verein Wiirttenberg, (2), 9, 1907,
p. 21] ou enfin notre article mentionné a la findun°7.

[D6cd]
SUR UNE FORMULE 1”APPROXIMATION
POUR LES NOMBRES DE BERNOULLI, TRES GRANDS;

Par M. J. MALAISE.
Soit

_Ah—=1)! | Ay(h—2)!

Ay
f(z)= (@ —2)" "'(z._z)h—l —+ ..+;_{_—;+cp(z) 1),

ol 9(z) demeure finie pour z = et est développable
dans un cercle de rayon p > R, en appelant R le rayon

du cercle de convergence de f(z) (voir la figure). Soit
9(3) =bo+ b1z +...4+bpz+....

Posons

o©

f(3) =Za,,z".

0

Remarquons que dans (a—_'}-——f)h_‘. qui se développe

(') Voir M. G. DarBoUX, Journal de Liouville, 1878.
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comme suit :

A; [1"—" =2 _1 h al=h—1z 4+, .

i—h)y(i—h—1)..C—h—n-+1)
n!

-+ (__ l)" ( ai—n —llzn+“_:|

on a, pour coefficient de 37, ceci :

A (h—=0)(h+1—0)...(h+n—1-—1)
ar+n—i n! )

Donc, en identifiant les expressions f(z), on a

i=h—1
A
apar = 2 (h——l).'ah—ii
i=0
y (h—0)(h—i+1)...(h—i+n—1)
n!

+ bnpan,
ou, sil’on veut,

n_ Ao n— )
(1) ana _F(n+1)(n+z)...(n-1— h — 1)

Apy
-4

A
"‘aTiT(”""')'“(””'h"z)“'“"*' + bnan,

La série ¢(z) est convergente dans un cercle de
rayon o> R, donc dans la couronne circulaire.
Prenons K, tel que : o <K <po—R. Alors, a cause
du théoréme de Cauchy-Hadamard ('), on a

En

lim(p — K)?b, =0 et bp= =K

, 1
¢, lend vers zéro avec - )-
: n

(1) Ce théoréme dit que, pour a,z°, le rayon du cercle de con-

vergence R est donné par R = la plus grande limite de —_

a,



On a donc
Ao
(2) a,at = T (n+1)...(n+h—1)
Ay
+;,:(n+l)...(n+h—z)

On en déduit la partie principale

. A nh+t
(3) a,,:-a%-‘-_;z—(l+s)

’

, 1
(s tend vers zéro avec 71)'

" Soit la fonction
tang(z +t) = f(¢).

Nous supposerons d’abord z réel et positif. Cette
fonction admet le pole t_—_z?t——x sur son cercle de

convergence. Comme c’est un pole du premier ordre,
on trouve le résidu de la fonction en cherchant

lim £ tang(Zr — /z> » ce qui donne 1; et alors
h=0 2
T
‘- ———x>
\ 2

©(t) étant développable en série de puissances entiéres
de ¢ :

f(t) =

+o(2),

O(t)=bo+ bt +...+bytr+...,

convergente dans un cercle de rayon plus grand que le
cercle de convergence de f(¢).
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La ni¢™e dérivée de tang z vaut le coefficient de ¢n,
multiplié par n!
Cherchons le coefficient @, de ¢* dans le développe-

ment
=S ane.
0
La formule (3) donne

drtangr n!
dxn R n+
=
2

ou z est réel et positif.

T (1+€).

Cette formule est valable, en général, si
™ s
PR DN PA &

c’est-a-dire lorsque z est imaginaire a partie réelle
positive.

Lorsque z est imaginaire a partie réelle négative, ou
en particulier lorsque z est réel et négatif, on a

dniangr _ pl(—1)n+t

drn I n 1
; +x

car, dans ce cas, le cercle de convergence passe par le

pole (—%—x)

(t+e),

Enfin, si

™ T

27 ' - l_ - l,

2 2

c'est-a-dire lorsque 2z est une imaginaire pure, ou
lorsque z = o, on a deux poles sur le cercle de conver-

Ann. de Wathémat., §* série, t. XIV. (Avril 1914.) 12
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gence. Alors:

O e+ (.

dnrtrangz
d n n! n+1 ™ n-+1
X T

On sait que
2( 92 Bs Wb b3
tangz = 22(2 —I)Fx—:z (2 —l)?:v 4

B
4 (- 1)n—t 22/:(22n_..1)(2;’;' il o SR

ou By, By, ..., Bas, représentent les nombres de

Bernoulli.
En comparant notre formule avec ce résultat, nous

trouvons
(2n)!
B"‘ =2 (,}n _ 1)1-:‘211 (I + s)'

Mais on a, d’aprés la formule de Stirling,

(2n)! = (an)tre2r\/fmn (approximativement).

{*) Ou sail que
wngo= D5 L)
g = 1—;-3'1—2 ?4—...—1—(2[)_‘[)2 x
2% /1 + 1 + 1 5
+? F 3—‘- "'+_————(2p—*1)‘ T+ ...

Les coefficients de ce développement ne sont pas égaux i

1 (drtangz
n! dz~ ),

mais il est curienx qu’ils tendent a le devenir quand n grandit,
car, pour n impair trés grand

1 /dn tangzx on+?
_(.-—__g_) :—.F‘(I—O—e)

nl\  dx»
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Il vient
B =4(2n)2ne-2ltﬁ

2 1

2n
(222 —1)m 2

(1+¢),

\ , 1
ou ¢ tend vers zéro, avec =

Telle est la formule d’approximation que nous
voulions établir pour les grands nombres de Bernoulli.

[C2h]

OUELQUES FORMES SPECIALES DU THEOREME
DE LA MOYENNE;

Par M. MicaeL PETROVITCH.

1. Les valeurs de la fonction

(l — g >/:

S

(m

ou m et p sont deux nombres réels quelconques, ne
sortent jamais en dehors de I'intervalle A compris
entre 1 et 277!, quelle que soit la valeur réelle positive
ou nulle de ¢. On le voit soit directement sur Pexpres-
sion (1), soit en posant

(2) t’m = tang?z,
ce qui transforme cetle expression en

1
sin?’ z + cos2Pz

(3)

Il s’ensuit que, u et ¢ étant deux quantités réelles
positives quelconques, la valeur de I'expression

(um+ vm)p
wump —+ pmp

(4)
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est toujours comprise dans I'intervalle A. Les limites 1
et 2271 de cet intervalle seront atteintes lorsque I'une
des quantités u et ¢ est nulle, oulorsque u=v.

Il s’ensuit de méme que, u et ¢ étant positifs, on a
toujours

(5) log(um—ypm)= ;— log(umpr + pmr)+ p%l_ flog2,

(6) log(um—+ pmp )= plog(wn+ o) (p —1)bloga,

6 étant une quanlité comprise entre o el 1.

2. Soient u, ¢, w trois fonctions d’une variable z,
réelles et positives dans un intervalle considéré
de z=a & x =b. D’aprés ce qui précéde on aura

(7) (um+ v/ll)/l:(ulll/l+ vmp)m’

w étant une fonction de x, dont les valeurs, quel que
soit z posiuif, sont comprises dans I'intervalle A. On en
tire, par application du théoréme de la moyenne
commun, la proposition suivante :

Les trois fonctions u, v, w de la variable x étant
réelles et positives dans U’intervalle (a, b), m et n
étant deuz constantes réelles quelconques, on a

b
(8) f w(um—+ om)rdyx
a

b

b
:)\[ / wu'"/'(/.z‘—:—f wv’"l'dx]7
Yoa a

A étant un coefficient compris entre 1 et 2771,

Lorsque m est un entier pair, en désignant par |a|
la valeur absolue de la quantité réelle a, on aura, quel
que soit le signe de u et de ¢ dans Pintervalle (a, b),

(um —+ pmyp $| ulm4|e |'"‘P

(9) =

ump 4 pmp Iulln1:+‘vlrnp
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et 'égalité (8) devient
b
(10) f w(um—+ om)pdzx

b b
=)\[/ wlu["ll’dx—i—/ w|v|"‘Pd.z‘];

elle est alors valable quel que soit le signe de u et
de v dans 'intervalle (a, b).

En faisant p —= niz Pégalité (8) devient

-4 1 b b
(11) / w(u"'—f—v"');dx:)\[f wudr + / wvdx]
a v a

a

ou, dans le cas de m = entier pair, il faut remplacer
dans le second membre u et ¢ par |u | ct|e].

A . I
De méme en faisant p = — ~— on aura

Wb
w dx "o de b w do
(12) 1 =2\ — +
Ja (u’ll+ v"l )I—I; a u a v

avec la remarque précédente. Dans le cas particulier
de m = 2 les ¢galités (11) et (12) deviennent

b b
(13) [W\/mdx:)\l[f wudz+[wvd.’t]

b

(16 [ WT z“[f,.

ou X, estun coefficient compris entre

(15) ._l_.=o,7o7|... et 1.
2

et A, un coefficient compris entre

1
(16) — =0,3535... et 1.
V8



(182)

3. Ces formules permettent, par exemple, de com-
parer les intégrales du genre elliptique, hyperellip-
tiques, etc. & des intégrales de fonctions rationnelles.

Pour
,  u=1, =y,

¥ étant une fonction de z croissante dans l'inter-
valle (a, ), la formule (13) fournit

b

(17) / w/l+y"-'d.z'=)\,[([)——a)—tuy(b)—y(a)],

u

et pour les fonctions y décroissantes
b
a8 [ VT R de =0l —a) +y(a) - y(b)]

ecxprimant alors un théoréme de la moyenne
rattaché aux intégrales des arcs de courbes planes
dont je m'occuperai ailleurs.

4. Les trois fonctions w, ¢, w étant réelles et posi-
tives dans I'intervalle (a, b), m et p étant des cons-
tantes réelles quelconques, I'égalité (5) conduit &

b b
(19) [ w log(um—+ vm)dr = 11).[ w log(umpr+ pmr) dx

‘T a

b
- e”_;._’ log> [ w dz

ou bien 2

(20) f

TS

b
—0(p—r1)log2 / wdx,

b b
wlog(umr 4+ emryde = p /‘ wlog(um-—+ om) dx
v

f§ étant une valeur comprise enire o et 1. Pour
m = entier pair ces formules sont valables quel que
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soit le signe de u et de ¢ dans Dintervalle (a, b)
pourvu qu’on remplace dans les intégrales u et ¢
par |u|et|v|. Ces formules expriment un théoréme
de la moyenne rattaché aux intégrales de la forme

b
(21) f wlog(uk—+ vk) da.

I
f —_ = d r
En prenant p = — la formule (19) donne pour m
réel quelconque
6
f wlog(um—+ em) dze
a

h b
= mflwlog(u+v)dx+0(|——m)log2 [‘ wdz,
« o

ou pour m = entier pair on remplacera dans I'intégrale
du second membre w et v par|u|et|o].

On en conclut, par exemple, que la différence entre
l'intégrale de Jensen

1 27
=, log|f(5)|d8

el I'intégrale

I 27
i?fo log (P + Q) d8,

ou P et Q désignent les valeurs absolues de la partie
réelle et du coefficient de ¢ dans f(peb), est comprise

entre — -;—logz et o quelle que soit la fonction ana-

lytique f(z) considérée ('). Je remarquerai en termi-
nant que ce qui précéde n’est qu’un cas particulier du

(') Voir une autre forme du théoréme de la moyenne dans ma
Note Théoréme de la moyenne sans restriction (Nouvelles
Annales, f° série, t. XIII, septembre 1913).
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fait plos général suivant, dont je développerai ailleurs
les conséquences :
Les quantités z; étant toutes réelles et positives et p
étant une valeur réelle quelconque, on a

() +...+zp)P=0(28+.. .+ xf)

ou B est une quantité dont la valeur ne sort jamais en
dehors des limites 1 et nP~1,

[D1]
NOTE SUR LA FONCTION sin[(n +1) arccosz]:

Par M. J. F. RITT.

En cherchant une valeur approchée du terme niéme
du développement, suivant les puissances de t, de la
fonction

. n+:l) \n+% n+1§
1—(x—+t)? T=(1—ax—t x4+t
! ) )

(Nouvelles Annales, novembre 1913), M. J. Malaise
s'est servi d’un théoréme de M. Darboux qui n’est
point applicable & cette fonction.

Ayant fait la substitution

S(@E) = (5~ a)k®(z) 4+ (3)

= [q»(u»-r«z_l“ (@) + ...+

g—z—;—:‘)—pdw(a)](z——z)"',

. . 1 .
ou l'erreur commise estde I’ordre de ———, M. Malaise
np+hk+1

donne, pour la valeur @), approchée du coefficient de z*
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de f (),

ah=n gl = b (a)(— 1) kik—1)...(k—n+r1)

n!
—l—a‘b’(a)(—x)nﬂ(k"_')k"' ('k —n+2)
(1 e, n ..........
' -+ qp—1 (,._ I)n+p—l
y (k+p—n...(k+p—n) dr-1{a)
a n! (p—1)’

formule différente de celle de M. Darboux, mais encore
incorrecte. Cependant, elle nous donnera la valeur
de a#~*a, a, étant le coeflicient de z” de

[d:(a)+z——l——ad)’(a)+...+(—z—*—,dl-

! -‘I)I'(a)] (a— 3)k. V

1

.. . . RS

Ainsi en développantla fonction [1 — (z +¢)?] *
on trouve, avec M. Malaise,

-

1

n4z
d”(l—.’l‘z) 2_ N .),.L " 1
—g =(-—1) [_I(Qn—l—l)‘..o(l—x)?

1 L 2N 1
—a272(2n+3)(2n+1)..5 !

([—x)%-l—...]-

2
l.e rapport d’un terme quelconque de (1) au précé-
dent est de la forme

o Pr(a) k+p
per-1(a) k+p—n

Si ®P~! (a) et @P(a) sont du méme ordre, et si k est
. . 1 .
fini, ce rapport sera de 'ordre de 5, pour n trés grand,

et la partie principale de a, proviendra du premier
terme de (1). Mais ici nous avons affaire & un cas fort
différent. Ce qu’il ne faut pas oublier, c’est d’abord
que k devient infini avec n, tandis que kK — n demeure
fini, et de plus que, pour les valeurs finies de p, I'on



(186)

introduit continuellement des facteurs de 'ordre de n
1

e . n3
dansles dérivées successivesde(1 +z +¢) *, desorte
que le rapportd’un terme au précédent sera de I'ordre
de n2. 1l est donc évident qu’on ne peut pas poser

1

n4z
dr(y — 22 2 4 1
~—(L7$”—)———=(-l)"22(2/z+1)(2n—1‘)...3(l—z')?

En effet, en comparant directement cette derniére
équation avec celle d’Olinde Rodrigues,

1
dn(._ma)"+2_ ) 1.3.5...(2n+1)

sin[(n—+1)arccosx
dzn n -1 [« ) b
on trouve, pour n trés grand,

1 1
sin [(n +1)arccosz] =22 (n+2) (1 —x)?2,

résultat auquel doit équivaloir Iexpression compliquée
de M. Malaise, et dont 'impossibilité est manifeste.

GERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Grenoble.

EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque rectangulaire homo-
géne, pesante, infiniment mince, a pour masse M, les
longueurs de ses cotés sont 2a et ja.

1> Former Uéquation de l’ellipsoide d’inertie, relatif
au centre O de la plaque, rapportée a des axes rectangu-
laires Ozys, Oz étant paralléle aux plus grands cétés
et Oy auxr plus petits.

2° A un instant o2 la plaque est immobile et horizontale,
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on lui applique, au sommet de coordonnées x =2a, y =a,
une percussion verticale, dirigée vers le haut, d’inten-
sité MV. Trouver la distribution des vitesses immédiate-
ment aprés la percussion. On prendra pour inconnues les
projections (sur Oz, Oy, 03) &, v, {4 de la vitesse de O
et celles py, q1, r1 de la vitesse de rotation de la plaque.

3° Aprés la percussion, la plague se meut comme un
solide pesant libre; son mouvement par rapport a des
axes Oz,y13, de directions fires menés par O est donc un
mouvement a la Poinsot. Déterminer les éléments suivants
de ce dernier mouvement :

Force vive.

Grandeur du moment résultant des quantités de mou-
vement (moment par rapport a O).

Equation du céne roulette mobile (rapportée @ Ozyz).

Expression (sous forme d’intégrale définie) de la

période du mouvement. Vérifier que cette période est
. . v
inversement proportionnelle a a2

(Juillet 1g12.)
Clermont.

EPREUVE THEORIQUE. — Une tige AOA’, de masse négli-
geable et de longueur 2a peut pivoter autour de son
milieu O. Deux disques circulaires identiques, d’épaisseur

g a
négligeable, de rayon 5 et de masse commune M, admettent

cetle tige pour axe. Le centre C de l'un d’eux est au
miliew de OA. Le centre C' de U’autre est a la distance x
de O entre O et A'. Un point B situé sur la verticale du
point O, a une distance a au-dessus de celui-ci, attire A
suivant une force égale a k.AB, k désignant un coefficient
donné. Le point B' symétrique de B par rapport a O
attire A’ suivant la méme force. Le corps solide formé par
les disques et la tige est lancé, & partir d’une position
quelconque, avec une vitesse angulaire w autour de AA'.
Etudier le mouvement ultérieur. Discuter suivant la
valeur de z.

On montrera en particulier qu’en aucun cas le mouve-
ment de précession et le mouvement de rotation propre ne
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changent de sens dans la durée du mouvement. On étudiera
les variations de vitesses angulaires de ces deuxr mouve-
ments. Enfin, on prouvera que, pour une certaine valeur
de z, le systéeme est en équilibre indifférent.

EPREUVE pRATIQUE. — Une plaque rectangulaire homogéne,
d’épaisseur négligeable, de dimensions a et ».a, de masse m,
peut tourner autour d’un aze vertical suivant le petit
coté AB. Le frottement développe un couple résistant égal
a fuw, en appelant w la vitesse angulaire et f un coefficient
numérigue. En outre, U’air, supposé au repos, oppose a
chaque élément d’aire dS de la plaque une résistance
normale égale a k.dS.v%, en appelant ¢ la vitesse de cet
élément.

La plaque étant supposée lancée avec une vitesse angu-
laire initiale w,, déterminer son mouvement ultérieur.
Calculer en particulier l’angle total 8 dont tourne la
plaque. Etudier les variations de § en fonction de w,.
Montrer comment on pourrait déduire le coefficient f de
la courbe représentative de ces variations et comment on
pourrait ensuite calculer k en se bornant & considérer
des petites valeurs de w,. (Novembre 1912.)

EPREUVE THEORIQUE. — On donne un cercle G, de centre O
et de rayon R, et une barre homogeéne AB, de longueur 21,

assujettie a rester tangente au cercle, sur lequel elle peut
glisser sans frottement.
Chaque élément de la barre est attiré par le point O
proportionnellement & sa masse et a sa distance a ce point.
1" Les conditions initiales étant quelconques, calculer,
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& des quadratures pres, la position de la barre a Uépoque t.
[On prendra comme paramétre l'angle polaire ¢ du
point M et la mesure algébrigue \ du vecteur MG (G etant
le milieu de AB) sur la demi-droite d’angle polaire ¢ + 1;] .

2° Etudier le mouvement dans le cas particulier o la
barre est primitivement au repos. Trouver dans ce cas la
relation entre \ et 9. Calculer la position du centre
instantané de rotation de la barre, en fonction de ) ou
de ¢. Construire la courbe roulette et la courbe base.
Calculer l'aire balayée par le rayon vecteur OG en
Jonction de I’aire balayée par OM. Quelle est la valeur de
cette aire pour une oscillation simple de la barre, en
supposant I = 3R et \g=2R?

EPREUVE PRATIQUE. — Deux tiges homogénes identiques o A,
o'A', de longueur l, peuvent osciller libhrement (et sans
Jrottement) dans le méme plan vertical V, autour de

o o’

A A

leurs extrémités respectives o et o', situées sur une méme
horizontale, a la distance a < 1. On écarte o'A' vers la
droite d’un angle % et on l’abandonne ensuite a U’action
de la pesanteur. Si U'angle 0 a été choisi assez grand,
o' A’ vient choquer oA. Immédiatement aprés le choc, on
améne le centre d’oscillation o' un peu en avant du
plan V, afin que les deux tiges ne puissent plus se ren-
contrer.

Cela posé, on suppose les deux tiges parfaitement polies
et parfaitement élastiques et l’on demande de calculer les
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amplitudes des oscillations que prennent les deux tiges.
Peut-on toujours choisir 8 de maniére que ces amplitudes
soient égales? Calculer une telle valeur de 8 dans U’hypo-

thése suivante :
{ =" a = 0" 45;

ainsi que la valeur commune des amplitudes.
(Juin 1913.)

Lille.

EPREUCVE THEORIQUE. — 1. Question de cours. — Choc des
solides. On étudiera seulement les questions suivantes :

1° Paramétre de percussion d’une droite;

2" Variation de la force vive totale d’un solide libre sous
l'action d’une percussion ;

3" Perte de force vive dans le choc de deux solides
libres.

. Probleme. — Appliquer la méthode de Jacobi a l’étude
du mouvement d’un point matériel rapporté a des coor-
données polaires de Uespace (p, 0, @) et soumis & action
d’une force dérivant de la fonction d’énergie poten-

tielle
- B(8) C(y)
U= A(P)+ —Tg?-‘ -+ mr

A, B, G étant chacune une fonction donnée de l’argument
indique.

Aprés avoir ramené le probléme a des quadratures, on
précisera la nature de ces quadratures dans le cas parti-
cilier ot l'ona

A(p):%, B(8) =3 cor2b, CG(p) = ysinZg,
4, B, Y étant des constantes.

EpREUVE PRATIQUE. — 1. Un cerf-volant est en équilibre
sous l'action du vent, de son poids et de la tension de la
JSicelle de retenue. La ficelle débitée, du point d’attache &

By

la main, est de 200™. La tension a la main, estimée &
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U’aide d’un peson, est inclinée a 30° sur I’horizon et équi-
vaut & un poids de 50™ de ficelle. On néglige laction du

vent sur la ficelle. Calculer la hauteur du cerf-volant au-
dessus de la main.

II. Détermination expérimentale du moment d’inertie |
d’un solide S par rapport a une droite A et de la dis-
tancea du centre de gravité G de ce solide a cette méme
droite.

1° On mesure la durée t des petites oscillations du
solide S autour de l’axe A placé horizontalement.

2° Apres avoir invariablement fixé a S un deuxiéme so-
lide S', de facon que le centre de gravité G' de ce dernier
soit dans le plan (A, G), on mesure la durée t' des petites
oscillations du systéme invariable (S, 8') autour du méme
axe A placé encore horizontalement.

Cela fait, on demande de calculer | et a, connaissant,
outre t et t', les poids P et P' de S et S', la distance a’
de G' a A pendant la deuziéme expérience et le moment
d’inertie I' de S' par rapport al’axe A' mené par G' paral-
lélement a A.

Donnés numériques :

P = 20%¢, P’ = 10% a'=1m5 I'=o,1,

(Juin 1912).

QUESTION.

2221. Démontrer les égalités :

o ' 1 . 1.3
! l_"-C":zn—l_‘_C"('zn——1)(2n——-3)
1.3.5 2.4.6...(2n)

+Ca (7.n—l)(2r; —3)(2n—5) = 1.3.5...(2n —1)
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et
o 1 . 1.3
2 2n-—[+C""('Ln——1)('zn—3)
. 1.3.5 _ 4.6.8...(2n)
+C“"(zn— Nan—3)en—25 7 3.5.7...(an—1)’
30 1.3
(2n—1)(2n—3)
1.3.5
at
+”"'2(2n-—|)(2n—3)(2n—5)
O 1.3.5.7 - 6.8.10...(2n)
Y= (on 1)(2n 3)(2n S)2n-7) T bog...(2n—1)’
‘o 1.3.5
N (2n —1)(2n —3)(2n—173)
ey 1.3.5.7 - 8.10...(2n) |
3 (an 1)(on 3)(2n S)2n 1) 7.9...(2n—1)°
o nln—1).. . (n—r-+1)
ou b = 1.2...7 T. Ono.
ERRATA,

Page 58, ligne iq, lire : Le nombre de ces plans est

16.15.14

Clgth =
161 1.2.3.4

= I/|().
Quatre de ces plans sont les plans des faces du tétraédre conjugué
commun aux quadriques qui passent par la biquadratique. (LEAUTE,
Nouvelles Annales, 19ox, p. 47; 1902, p. 75; 1904, p. 336). Restent
des plans au nombre de 136 ou 17 < 8.

Page 96, Question 2218, »° ligne, remplacer : avec RS, par: avec

la corde R'S' symétrique de RS par rapport au centre O de
Dellipse.
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[L*11a]

SUR LES AXES DE L'INDICATRICE ET LES CENTRES DE
COURBURE PRINCIPAUX EN UN POINT D'UNE SURFACE
DU SEGOND ORDRE;

Par M. C. SERVAIS,

Professeur A ’Université de Gand.

NoTaTioNs. — On désigne par:

M un point d’'une quadrique %;

. le plan tangent en ce point;

n la normale, n, sa conjuguée;

t;, t; les axes de indicatrice au point M;

C,, Gy les centres de courbure principaux relatifs aux sections
principales nty, nt,;

@, B, vy les plans de symétrie, s le plan de linfini;

(2), (B), (¢) les coniques focales, (a) le cercle imaginaire a
I'infini;

A, B, G, S, les traces de la normale sur les plans «, 38, ¥, o;

a, b, c les perpendiculaires élevées aux points A, B, C, sur
les plans a, 8, v;

d le diamétre passant par M;

my, my, my les perpendiculaires abaissées de M sur les plans
a, &, v

1. Sotent Z,, ¥, les deux quadriques homofocales a
la quadrique X et passant par le point M; leurs nor-
males en ce point seront respectivement ¢,, ¢,. Les
conjuguées de la normale n, relativement aux surfaces
3, 3, 2y, (a), (B), (¢) du systéme homofocal sont ny,
tyy tyy (p2), (1B), (pa). Ces droites tangentes a une
parabole (P) du plan p forment un faisceau du second
ordre, projectif a la ponctuelle des poles M, C,, Co, A,
B, S du plan u relativement a ces surfaces. La para-

Ann. de Mathémat., fe série, t. XIV. (Mai 1914.) 13
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bole (P) est projetée d’un point quelconque O de la
droite 3, sur le plan & suivant une conique dont on
prend la polaire réciproque (P,) relativement au ceccle
imaginaire a l'infini (s). Les poles M;, G, C,. A;, B,
Sdesplans On,, Ot,, O¢,,[O,(uz)] =12, [O,(uB)] =25,
[O,(us)] relativement a ce cercle (s) forment sur la
courbe (P;) une ponctuelle du second ordre projective
au faisceau [ny, ty, £y, (u2), (13), (ps)]. Par suite

(M, Gy, Gy, A, B, S) R (M, CY, Gy Ay, B, S).

Cette projectivité montre que les droites MM,, G,C|,
C,C,, AA;= a, BB;= b font partie d’'un méme systéme
réglé (R). Le rayon MM est perpendiculaire au plan
On, : les rayons G, G|, C, C, normaux respectivement
aux plans Ot,, O¢, sontles rayons du systeme réglé (R)
perpendiculaires & la droite OM. Ces considérations
établissent le théoreme :

Si O est un point arbitrairement choisi sur ’axe
de symétrie a3 de la quadrique T, m la perpendicu-
laire abaissée du point M sur le plan O n,, les rayons
du systéme réglé (a, b, m) normaux & la droite OM
rencontrent la normale n aux centres de courbure
principaux de la quadrique au point M. Les plans
menés par O normalement & ces deux rayons déter-
minent dans le plan tangent en M les axes de Uin-
dicatrice. ’

2. Si la quadrique T a un centre i distance finie, on
peut choisir ce centre pour le point O et faire inter-
venir dans les raisonnements qui précédent le troisiéme
plan de symétric ¥ au méme titre que les plans a, 2.
On a alors la propriété :

Les rayons du systéme réglé (a, b, ¢), normauz
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au diamétre passant par M, rencontrent la normale
n aux centres de courbure principaux de la qua-
drique au point M. Les plans diamétraux perpendi-
culaires a ces rayons déterminent dans le plan
tangent en M les axes de U'indicatrice (V).

Corollaire. — Le rayon du systéme réglé (a, b, ¢)
i1ssu du point M est normal au plan diamétral conjugué
de la normale n.

3. Si le point O (1) est a l'infini sur 'axe o3, les
traces des plans On,, Ot;, O¢,, «, 8 sur le plan de
Pinfini, forment un faisceau projectif an faisceau du
second ordre [ny, Ly, ¢y, (pa), (#B)] et projectif a la
ponctuelle des poles (M;, C, C;, A;; B;) de ces plans

relativement au cercle (¢); on a donc encore
(M;, G, Gy, AL B (M, Gy, Gy, A, B),

et le théoréme (1) est encore vrai si le point O est a
Pinfini. On peut remarquer que dans le cas d’un
paraboloide, le rayon m est normal au plan dia-
métral conjugué de la normale n, st le point O est
a linfini sur 23.

Dans le cas d’une quadrique ayant un troisiéme
plan de symétrie v, le rayon m est normal au plan
polaire du point’C = ny, si O est a Uinfini sur f.

4. Solent ¢, ¢ deux tangentes conjuguées quelconques
au point M; une surface I’ homofocale a X est tangente
a la droite ¢, le point de contact est désigné par M'. La
normale n' au point M’ de X' est tangente & la para-
bole (P) (1); car cette courbe est aussi 'enveloppe des

(') LAGUERRE, (Euvres, t, I, p. 526; Journal de Mathéma-
tiques pures et appliques, 1878.
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normales correspondant aux plans tangents menés de
la droite n aux quadriques homofocales a . Une
seconde langente a la parabole (P) passe par le point M’,
c’est la conjuguée n’ de la droite n par rapport a la
surface ¥'. Les rayons du systeme réglé (m,a, b) (1)
ou (a, b,c) (2) normaux aux plans Or’, On" sont
perpendiculaires a la droite OM’. Le premier normal
a la droite n’ est nécessaircment dans le plan n¢; le
second coupe la normale n au pole Q du plan u rela-
tivement a ¥’ (1). Si Pon imagine une courbe (A)
tracée sur la quadrique I et tangente au point M a la
droite ¢, ce point Q est le point central de la généra-
trice n sur la normalie dont la courbe (A) est la direc-
trice (). Par suite :

Soient t, U deux tangentes conjuguées au point M
d’une quadrique ¥, (1) une courbe de X tangente
en M a la droite t'; <ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>