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NOUVELLES ANNALES 
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[ :W19d ] 
SUR QUELQUES PROPRIÉTÉS DES CONIQUES HOtÎOFOCALES; 

PAR Vf. F. B A L I T R A N D . 

Nous nous proposons de démontrer analytiquement 
quelques propriétés des coniques homofocales énoncées 
par Laguerre (Œuvres complètes, t. 2, p. 069). Pour 
cela, nous ferons intervenir la parabole de Ghasles qui 
paraît jouer un rôle important dans la théorie des 
coniques homofocales. Pour plus de clarté, nous 
conserverons entièrement les nolations de Laguerre. 

Etant donné un système de coniques homofocales, 
ayant pour axes Ox el Oy> pour foyers réels F et 
pour foyers imaginaires et <t>', nous appellerbns 
conique du système, toute conique ayant pour foyers les 
points F et F', <1> et <J>'. 

Par un point quelconque M du plan passent deux 
coniques du système; soient N et N' les centres des 
cercles oscillateurs de ces deux coniques, au point M, el 
JJ. la droite qui les joint. Cette droite est parfaitement 
déterminée quand on se donne le point M et les deux 
foyers F et F7; nous rappellerons Y axe du point M. 

Ann. de Mathémat., 4e
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Réciproquement, étant donnée une droite a du plan, 
nous démontrerons qu'il existe, dans ce plan, trois 
points M, M' et M' pour lesquels elle est un axe. 

Il existe une seule conique du système qui touche la 
droite ¡JL. Nous désignerons par a et ¡3 les points où la 
normale au point de contact coupe les axes Ox et Oy . 

Cela posé, nous rappellerons que les points N et N' 
sont les points de contact de la parabole de Chasles 
relative au point M, avec les tangentes à cette parabole, 
issues de ce point. 

L''équation ponctuelle de cette parabole (P ) , x et [i 
désignant les coordonnées de M, est 

( i) (olx — $y — c 2) 2 -+- y = o. 

Son équation Langeritielle, beaucoup plus simple, est 

( a ) c2 uv -h $ a — a v — o. 

l'équation de la normale à la conique du système qui 
touche la droite ¡JL, au point de contact dont les coor-
données yK ) sont 

Soient 

O ) ux -+-1>y — i -- o 

l'équation de la droite [JL, et 

vx — uy — c* uv = o 

En écrivant que le pôle de la droite p., par rapport à 
la parabole de Chasles, coïncide avec le point (a, ¡3), 
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on a les relations 

ç a2 — u — ¡3 — c2 v — o, 

u [S2 — v a^ — a + c2M = o, 

Ces deux équations représentent, a et ¡3 désignant 
pour l'instant les coordonnées courantes, deux hyper-
boles ayant une direction asymptotique commune 
perpendiculaire à JJL. Elles se coupent donc en trois 
points à distance finie seulement M, M7 et M". Ainsi les 
points pour lesquels la droite pi est un axe sont à l'inter-
section de deux hyperboles : 

La première passe par le point ¡3, par les foyers 

réels F et F7 et admet pour directions asy mptotiques 

Vaxe O y et la direction perpendiculaire à pu 

La seconde passe par le point a, par les foyers 

et <ï>' et admet, pour directions asy mptotiques, Vaxe 

Ox et la direction perpendiculaire à JJL. 

Laguerre dit par erreur, asymptotes, au lieu 
de directions asy mptotiques. Les asymptotes sont 
d'ailleurs faciles à mettre en évidence en écrivant les 
équations (6) sous la forme 

Reprenons les équations (6 ) en désignant toutefois 
par x et y les coordonnées courantes. On vérifie aisé-
ment l'égalité suivante : 

ol(vx2 — uxy —y — c2v) -4- jâ( iiy*— vxy — x c2 u) 

= (cix— fi y H- c2)(vx — uy -+- — ap), 

pourvu que le point (a, J3) soit un point commun M 

( L A G U E R R E . ) 
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anx deux coniques. La droite qui a pour équation 

( 7 ) 7.X— f / + C 2 = 0 

représente alors la corde qui joint les deux autres 
points M' et M". Elle est symétrique, par rapport à 
l'origine O, de la corde de contact de la parabole de 
Chasles (P ) , relative au point M, avec les axes Ox 

et O y. Ainsi : 

Le triangle MM'M" est symétrique, par rapport 

à l'origine O, du triangle formé par les cordes de 

contact, avec les axes Ox et O y, des paraboles 

de Chasles {P), ( P ' ) et (P ), relatives à ses sommets. 

Soit M| M'4 M'Î le triangle formé par ces cordes de 
contact. Les foyers <p, cp' et©" des paraboles (P ) , ( P ' ) et 
(P*7) s'obtiennent, soit en projetant les points M, M' 
et M" sur la droite UL, soit en projetant l'origine O sur 
les trois cordes de contact. Donc les projections du 
point O sur les côtés du triangle M^ M', M'[ sont en ligne 
droite, et il en est évidemment de même pour le 
triangle M M' M'. D'où ce théorème : 

Les projections de Vorigine O sur les côtés du 

triangle formé par les points M, M', M", pour 

lesquels la droite ¡JL est un axe, sont sur une droite, 

symétrique de la droite UL par rapport à Vorigine O. 

Nous appellerons |JL, cette droite. On voit, d'après 
le théorème de Simpson, que le cercle circonscrit au 
triangle M M'M" passe par l'origine O, et aussi qu'il 
existe une parabole, tangente à ses trois côtés, ayant 
pour foyer le point O et pour tangente au sommet la 
droite ¡JL1 . Nous reviendrons plus loin analvtiquement 
sur ces propriétés. 

La droite 
i x — fiy H- c- = o 
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est la polaire du point M(ç{&) par rapport à l'hyper-
bole équilatère qui a pour équation 

(8) = 

et que nous désignerons par (H ) . Ainsi : 

Le triangle M M/M" est conjugué par rapport à 

l'hyperbole équilatère ( H ) qui a pour centre le 

point O, et dont Vaxe transverse, dirigé suivant Oy, 

a pour longueur FF'. 
( L À G U E R R E . ) 

Reprenons les équations ( 6). Multiplions la première 
par ¡3, la seconde par u et ajoutons. Nous obtenons 

(9) a«H- [32-+- wa) = o. 

C'est l'équation du cercle circonscrit au triangle Oa£J. 
Multiplions la première des équations (6 ) par v, la 

seconde par u et retranchons. En tenant compte de (9), 
on a 

Q A I — G'2 M* 
(10) a* — r p2— — c* — o, w2 -hp2 r u1 -h P2 

C'est l'équation d'une conique qui a pour sommets les 
points de rebroussement de la développée de la 
conique (C ) du système qui touche la droite ¡JL. Nous 
la désignerons par (K.). Ainsi : 

Les points M, M' et M'' sont à Vintersection du 

cercle OcL^et de la conique qui a pour sommets les 

points de rebroussement de la développée de la 

conique du système qui touche la droite ¡A. Le qua-

trième point commun à ces deux courbes est le 

point O d u cercle Q A F I , diamétralement opposé 

au point O . ( L A G U E R R E . ) 

Multiplions à nouveau la première des équations (6 ) 
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par M, la seconde par v et ajoutons. Il vient 

n i — c2 m2 i -f- c2 e2 

ap + c — a -+- u — - S = o 
' U2 -h V2 V2 r 

ou, en introduisant les coordonnées (x^ y{) du point 
de contact de la conique ( C ) du système, qui touche la 
droite ¡JL, avec cette droite, 

( 1 1 ) ap -+- a / j -h (3a?! = o. 

C'est l'équation d'une hyperbole équilatère qui 
admet Ox et O y pour directions asymptotiques, qui 
passe à l'origine, et qui a pour centre le symétrique du 
point (x\, y\ ) par rapport à l'origine O. 

Si l'on désigne par O', le symétrique du point O' 
par rapport à l'origine O, on peut encore dire que 
l'hyperbole précédente est l'hyperbole d'Apollonius 
du point O'j relativement à la conique (C ) . Ainsi : 

Les points M, M' et M" sont sur Vhyperbole 

d Apollonius du point O, relativement à la 

conique (C). Le centre de cette hyperbole est le point 

de la conique (C ) diamétralement opposé au 

point (x<, y,). 

Jusqu'ici le triangle MM'M" a été défini par ses 
sommets ; comme points d'intersection de deux coniques 
ayant, en dehors d'eux, un quatrième point commun 
connu. Mais on peut aussi le définir par ses côtés, qui 
seront alors les tangentes communes à deux coniques, 
ayant en outre une quatrième tangente commune 
connue à l'avance. 

Si l'on observe que le triangle MM'M" est autopolaire 
par rapport à l'hyperbole équilatère (H ) , et par suite 
ne change pas, si l'on fait une transformation par polaires 
réciproques, en prenant cette hyperbole pour figure de 



( 7 ) 

référence, on voit que les transformées des coniques 
passant par les sommets fourniront des coniques 
tangentes aux côtés. 

Analytiquement, cela revient à remplacer, dans les 
équations ponctuelles des coniques, a et ¡3, supposées 
coordonnées courantes, par —c 2 U et c 2 V ; U et V 
désignant les coordonnées tangentielles courantes. Nous 
avons vu, en effet, que le côté M'M", polaire du 
point M (a, ¡3), par rapport à l'hyperbole (H ) , a pour 
équation olx — (3y -j- c2~ o. Les coordonnées de cette 
droite sont donc 

U = _JL , v = i . 
C« C* 

Cette transformation, appliquée au cercle (9 ) , donne 

(12) l ! 2-rV2+UM + Y^ = 0. 

c'est l'équation tangentielle d'une parabole qui a pour 
foyer l'origine et pour tangente au sommet la tangente 
à la conique (C) au point diamétralement opposé au 
point (xt,yt). 

Appliquée à l'hyperbole équilatère (1 1), cette même 
transformation donne 

( m c-HIV -hjKiU — v = o. 

c'est, l'équation tangentielle de la parabole de Chasles 
du point (#1, y r e l a t i v e m e n t à la conique (C) . 
Ainsi : 

Les côtés du triangle M M'M" sont les tangentes 

communes à deux paraboles. La première a pour 

foyer Vorigine et pour tangente au sommet, la 

tangente à la conique (C) au point diamétralement 

opposé au point (xK, y\); la seconde est la parabole 

de Chasles, du point yK) relativement à la 

conique (C). 
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Appliquons • encore cette transformation à la 
conique (10). Nous trouvons 

i _ /»2 v2 , c t »y2 
(14) T . . . - 8 Y * - i - o. U 2 -V 2 

q i,n n'est autre chose que l'équation tangentjelle 4e 
conique ( C ) elle-même. Les côtés du triangle IJ^M'M" 
lâchent donc ceU-e conique, et si la droite p. roule sur 
elle, les sommets du triangle décrivent la conique (K), , 
pendant que les çptés envejoppent la coniqt^e ( Ç ) et 
que le triangle reste autopolaire par rapport à ( P ) . 
Donc : 

Le triangle formé par les trois points M, M , M 
<fui ont pour axe une droite ¡x est : inscrit à la 

conique ( K ) , circonscrit à la conique (C ) , autopolaire 

par rapport à Vhyperbole (Fi). Si la droite ¡J. roule 

sur (C), le triangle varie; mais ses cdtés et ses 

sommets jouissent toujours des mêmes propriétés 

relativement aux trois coniques. 

(LagUE^RE.) 

La droite M'M", qui a pour équation 
a x — fi y H- c2 = o, 

est donc tangente à la conique (G ) . Les coordonnées 
de son point de contact sont faciles à trouver. En les 
désignant par £ et 7), on a 

t -h C 2P 2 a __ i — c 2 u'2 

^ ~ c2 ' ' ' ~ p« 

ou, si l'on fait intervenir les coordonnées du 
point 

En tenant compte de la relation ( i i ) , on vérifie 



( 9 ) . 

aisément qu'elles satisfont à l'équation 

c2 uvxy -h uy\x — vx\y = o, 

c'est-à-dire à l'équation cje l'hyperbole d'Apollonius, du 
point relatiyeflíiieflt à, la conique (C ) . Ainsi : 

Le triangle MM'M" est formé par les tangentes à 

l(i conique (Ç) aux piçds des normales à cette 

conique issues du point yK ). 

C'est cel\e propriété qui ÎIQI^S paraît fqurnir la défi-
nition la |)lus nette di* triangle <ies trois points qui ont 
pour axe un>e droite donnée. 

Le triangle M M7M" est encore susceptible d une 
autre définition simple. A cet effet, appelons, avec 
Laguerre, centre d'une droite le point de rencontre 
des perpendiculaires élevées aux axes Ox et O y aux 
points où ils sont coupés par la droite et désignons 
par P et P7 le point ( x ¡ , y { ) et le point qui lui est 
diamétralement opposé sur l'ellipse (C ) . Nous aurons 
le théorème suiyant : 

Le triangle MWW et le triangle formé par les 

centres des trois normales issues de P, à Vellipse ( C ), 
sont symétriques par rapport à Vorigine O. 

Les éléments remarquables du triangle MM'M" sont 
aisés à déterminer. Nous avons déjà vu que le centre C 
du cercle circonscrit est au milieu de a[3. 

Le centre des hauteurs H s'obtient en prolongeant OP' 
d'une longueur égale. On a donc OH = 2OP'. 

En effet le point H se trouve sur la droite POP7, 
directrice de la parabole (13)inscri te au triangle MM'M'7. 
Il se trouve également sur la parallèle à la tangente à 
l'ellipse ( C ) en P7 et à une distance double du centre, 
puisque cette parallèle est la directrice de la para-
bole (12) également inscrite à MM'M". 
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Le cenlre de gravité G se trouve par cela même 
déterminé, et on l'obtient, soit en prenantFintersection 
des droites HC et P'O7; soit en menant par O une 
parallèle à Ja normale en P jusqu'à sa rencontre 
avec HC. Mais le point ainsi obtenu coïncide avec le 
centre de gravité du triangle HOO'; d'où ce théorème : 

Les trianglesM.WM' et HOO' ont même centre de 

gravité. 

Le centre du cercle des neuf points, o>, est au milieu 
de HC. Ce cercle passe par le point P', puisque P' est 
le centre d'une hyperbole équilatère circonscrite 
à MM'M/;. Il est donc complètement déterminé. Les 
coordonnées de ces quatre points sont les suivantes : 

R désigne le rayon du cercle de Monge de l'ellipse (C). 
Le triangle A.A'A'7, formé parles points de contact 

avec l'ellipse (C) des côtés du triangle MM'M' ; c'est-
à-dire le triangle des pieds des normales à l'ellipse ( C) 
issues de P, jouit également de nombreuses propriétés. 
Mais comme les deux triangles sont polaires l'un de 
l'autre par rapport à la conique (C) , les propriétés 
descriptives du premier ne sont que les transformées 
des propriétés correspondantes du second, nous nous 
contenterons de les énoncer. 

On sait que les.points A, A', A'7 sont sur l'hyperbole 
d'Apollonius du point P et aussi sur un cercle, dit 
cercle de Joachimsthal, qui passe par le point P' et par 
la projection du cenlre O sur la tangente en P'. Son 
équation est 

b% a2 
+ — x % x - - j - y ^ y — ( a 2 - b & 2 ) = o. 
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Il rencontre le cercle de Monge de la conique ( C ) 

suivant un diamètre de cette conique. 
Son centre est au milieu de la droite PO^. 
En dehors de l'hyperbole d'Apollonius et du cercle 

de Joachimsthal, les points A, A', A" sont sur une 
conique définie de la façon suivante : 

Elle a pour centre le milieu de OP', pour axes les 

parallèles à Ox et Oy menées par ce point; elle 

passe par le centre O, par le point P' et par les 

projections de ce dernier sur les axes Ox et O y. 

Si, au lieu des sommets, on considère les côtés du 
triangle A A' A", on trouve qu'ils peuvent être définis 
comme tangentes communes des courbes suivantes : 

i° Une parabole qui touche les axes Ox et O y aux 

points où ils sont coupés par la tangente en P' à la 

conique (C). Cette parabole a pour foyer la projec-

tion de O sur la tangente en P' et pour directrice la 

droite O'Oj. C'est la parabole de Chasles du 

point Oj. 

2° Une autre parabole qui touche les parallèles 

aux axes Ox et O y menées par le pôle de la normale 

en P aux points ou elles sont coupées par OP. Son 

foyer est à Vintersection de OP avec la perpendicu-

laire abaissée sur cette droite du pôle de la normale. 

C'est le réciproque de P par rapport au cercle de 

Monge. Son axe est parallèle à la droite symétrique 

de OP par rapport à Ox. 

3° Une ellipse ayant même centre et même direc-

tion d\ixes que Vellipse (C ) . Les longueurs de ses 
a3 b3 

axes sont, et — • c2 c2 

Enfin le triangle AA'A 7 est conjugué par rapport à 
une hyperbole définie de la façon suivante : 
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Elle a même centre et mêmes directions d'axes 

que Vellipse (G). Ses sommets réeis situés $ur O r 

ont pour ordonnées ± 

Ces denx dernières coniques ont pour équations 

c'*xi c4 y2 

^ — - - Ï T + ' = «»• 

Elles sont indépendantes de ( x i , y { ). Donc : 

Lorsque le point P ydécrit Vellipse (G ) , le 

triangle AAf,A" varie en restant inscrit à la 

conique (G), circonscrit à Vellipse {i5), conjugué 

par rapport à Vhyperbole (16). 

Les éléments remarquables de ce triangle se déter-
minent aisément. Nous avons vu que le centre du cercle 
circonscrit C| est au milieu de P0'4. Le centre des 
hauteurs H, est à l'intersection de 0 '0 ' 4 , directrice de 
la parabole de Chaslesde 0'4, et de la droite menée par 
le pôle de la normale perpendiculairement à la droite 
symétrique de OP par rapport à Ox. 

Le centre de gravité GÎ et le centre du cercle des 
neuf points se trouvent par cela même déterminés. 

Les coordonnées de ces points sont les suivantes : 

(b*xt a2yi\ „ /a>-+- îî>+64 

G, 
/R»a?t 

XJ*' 
R V A 

R désignant le rayon du cercle de Monge. 
Ces formules et les formules analogues pour le 

triangle M M'M" permettent de trouver les lieux décrits 
par les éléments remarquables de ces triangles, quand 
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le point P décrit l'ellipse ( C ) . On Voit que tous ces 
lieux sont des ellipses ayant même centre et mêmes 
directions d'axes que l'ellipse (C ) . 

[ A S g ] 

LIMITATION DE L'ERREUR COMMISE DANS L'APPROXIMATION 
D'UNE RACINE PAR LA METHODE DES PARTIES PROPOR 
TIONNELLES; 

PAR M. G. MILHAUD, 
Professeur au Lycée de Nîmes. 

Je me propose dans cette INote d'indiquer une méthode 
qui me semble nouvelle pour limiter supérieurement 
l'erreur commise dans le calcul d'une racine d'une équa-
tion par la méthode des parties proportionnelles. La 
limite obtenue me paraît d'un calcul assez facile pour 
rendre des services dans la pratique. 

Soit 
f ( x ) = o 

l'équation considérée possédant une racine x{ dont a 

et b sont deux valeurs approchées (a<Cx{ < b). On 
saitque la méthode d'approximation revient à remplacer 
l'arc r de la courbe y = f ( x ) par la corde ÀB joignant 
les points d'abscisses a et b. L'équation de AB peut 
s'écrire 

(1) y - f ( a ) = L(x-a) 

ou 

(2) y - f ( b ) = L(x-b), 

avec 

b — a 
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Je suppose la fonction / développable dans l'inter-
valle (a, b) par la formule de Taylor jusqu'au terme 
en f inclusivement. 

Si l'on considère l'ensemble de tous les segments 
rectilignes parallèles à l'axe des x et limités à la 
courbe F et à la corde AB, il existe en vertu des hypo-

thèses faites au moins un de ces segments, soit CD, plus 
grand que tous les autres et il rencontre la courbe en un 
point C où la tangente est parallèle àAB. On a par suite 

f ( e ) = !.. 

CD donne une limite supérieure cle l'erreur com-
mise C, D|. 

L'abscisse d de D est donnée par 

/ ( c ) - / ( « ) = L(d-a). 

La limite supérieure est donc 

e = | c - r f | = | / < « > - / ( c > - ( g _ c ) | . 

Mais 

/ ( « ) - / ( c ) = (a - c)/'(c)-t- < f f l ~ C ) V " ( ï ) , 
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y étant un nombre compris entre a et c. On a donc 

(a — c)2 

A Y) 

En reprenant le même raisonnement en faisant jouer 
au nombre b le rôle de a et en prenant l'équation de 
la corde AB sous la forme (2), on obtient 

(,b-
1J ̂ V ( S ) 

0 désignant un nombre compris entre c et b. 

Soit M un nombre supérieur ou égal à toutes les 
valeurs absolues de f" (x) dans l'intervalle (Y/, b), on a 

(a — cy- M {b — cy2 M 

r - f ï T £ = - ^ r - n r 

et comme l'un des nombres | a — c | b — c | ne dépasse 

pas — j — o n a en définilive 

(b — aym (b — af M 
8 | L | = 8 | / ( 6 ) -f{a)\ 

Telle est la formule que je me proposais d'établir. 
En remplaçant L par sa valeur f'(c), on montre que 
Terreur est du même ordre que (b — a)2. 

J'observe, en terminant, que contrairement à ce qui 
se passe dans la limitation de l'erreur dans la méthode 
de Newton, cette limite supérieure peut être égale 
exactement à l'erreur commise, puisque, dans des cas 
très particuliers, les inégalités peuvent toutes se changer 
en égalités. Ce mode de limitation semble donc a priori 

au moins aussi avantageux que n'importe quel autre. 
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[I 1 3 b a ] 

SUR LES NOMRRES QUI SONT SOMMES DE DEUX CARRÉS; 

P A U UN A N O N Y M E . 

Celle Noie est relative à un fait bien connu, mais la 
distinction établie ici entre deux cas n'a peut-être pas 
été remarquée. 

1. Un nombre naturel A est triangulaire si l'équa-
tion 

x(x-hl) . „ . 
— = A, x~ -+- x — •:> A = o, 

2 

a ses racines entières; a et a! étant ces racines, on a 

a H- a' — — i ; 

l une étant « , l'autre est — (a H- i). Si a est la racine 
positive ou nulle, le nombre a est la base du nombre 
triangulaire 

a ( a H- i ) 

2 ' 

bien que ce nombre puisse encore s'écrire 

— (a-hi)x--a a'('a -f-i ) —i i ou — -, 
2 2 

on ne dit pas que le nombre négatif — {a -j- i ) est une 
base du nombre triangulaire considéré; de cette façon, 
on peut parler de la parité de la base d'un nombre 
triangulaire. 

Ainsi, quand un nombre triangulaire se présente 

sous la forme , a étant négatif, il faut le mettre 
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sous la forme 

— (a -+- i) x — a 
ou 

a'(ar+ i) 
> 

et sa base est le nombre positif ou nul af= —- (a -4- i ) . 
Nous considérons zéro comme un nombre trian-

gulaire de base zéro. 

2. Soit N un nombre impair qui est somme de deux 
carrés, 

Comme on a simultanément 

N = a2-+- 62, aN = (a + 6 ) * + ( a - 6)2, 

on peut écrire 

k -i- k = c, h — k — d, 

de sorte que c et d sont deux nombres de même 
parité, on obtient 

N = a1 r- ¿2 = (a/^-H I)2-4-

2N = {lh~t- 1 k -^r \ f" -+- ( 2 /? — 2 k ~r~ I )2. 

Si I on pose 

2 N =(-2C'-+-1)2+(2c/4-I)2, 

2(N —1)= (4C2-+-4C)^-(4Î/2-H 

Ainsi, dans l'égalité 

N — 4«H- i, 

c[ui a lieu a priori, est de la forme 

c(c-f-l) rf(i/+l) 

de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Janvier J914.) 2 
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c et d étant de même parité. Mais d peut être négatif, 
et deux cas se présentent : 

i° Dans Végalité IS=a2-4-&2, celui des deux 

nombres a et b qui est impair est le plus grand; 

on a 
2 h r > 2 k, 2 d^ o ; 

alors, dans la formule N = /¡n -f- î, le nombre n est 

la somme de deux nombres triangulaires dont les 

bases c et d sont de même parité; pour h = À, n est le 
nombre triangulaire de base i k (l'autre nombre trian-
gulaire étant o). 

2° Dans r égalité N — celui des deux 

nombres a et b qui est impair est le plus petit; on a 

2 h -+- i < 2 k, 2/1 + 2^2 A , di:— 1 ; 

en posant d'= — (d -h 1), n est de la forme 

c ( c -4- i ) d'( d'-+- 1 ) —: j 
2 2 

de sorte que n est alors la somme de deux nombres 

triangulaires dont les bases c et d! sont de parités 

différentes; pour h = k— 1, n est le nombre trian-
gulaire de base ik — 1 (l'autre nombre triangulaire 
étant o). 

Exemples : 

29 = 5* h- 22 = 4 x 7 -h 1 , 3 x 4 \X9. 
-+- y 2 2 
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[Oll] 

THÉORÈMES SUR LES COURRES ET LES SURFACES FERMÉES; 

PAR M. R. BRICARD. 

1. Appelons élongation d'une courbe ou d'une 
surface fermée le maximum de la distance de deux 
points de cette courbe ou de cette surface. J'établirai 
les théorèmes suivants : 

i° Toute courbe plane fermée d'élongation 

donnée E peut être enfermée dans un cercle de rayon 

au plus égal à -^L • 

Toute surface fermée, élongation donnéeltL, 

peut être enfermée dans une sphère de rayon égal 

au plus à E. 

Par exemple, il résultera du premier théorème que, 
si l'on sait d'une contrée que la dislance maximum de 
deux points de sa frontière est de ioookm, on peut 
affirmer qu'il existe un point dont la distance à tous 

les points de cette frontière est au plus de = 577km. 
y/3 

2. Démontrons d'abord le premier théorème. Une 
courbe fermée plane C peut être définie analytique-
ment par deux équations : 

t étant un paramètre qu'on peut supposer varier de 
oà i , f et g étant deux fonctions continues dans cet 
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intervalle et satisfaisant aux conditions 

/(o) =/ (0 , <?(<>) = 

Si (a, p) est un point quelconque du plan, l'expres-
sion p) 
pour un point ( x , y ) de la courbe C, et cette dernière 
est tout entière contenue (au sens large) à l'intérieur 
du cercle 

( * - * ) * H - O R - - £ ) « = ! * » ( « , P ) . 

R(a, ¡3) est lui-même une fonction continue de a, ¡3 (*). 
Ce rayon a donc un minimum R0 atteint pour un 
certain point (a0, ¡30) du plan. R0 est le rayon du plus 
petit cercle G0 contenant C. Il faut montrer qu'on a 

E étant l'élongation de la courbe C. 
Considérons à cet effet un cercle G, de rayon R (voir 

la figure), contenant à son intérieur, au sens large, la 
courbe C. Supposons d'abord que les points communs 
à C et à G appartiennent tous à un arc A A' de G, 
inférieur à une demi-circonférence. Je vais montrer 
qu'il existe un cercle G7, plus petit que G, et contenant 
C à son intérieur. 

Prenons pour origine le centre O du cercle G, 
l'axe des x étant perpendiculaire à la corde AA7, et 
cette dernière ayant une abscisse 01 positive. Cons-
truisons une corde BB', parallèle à AA7 et d'abscisse 
positive 0 K < 01. Les points de la courbe C, appar-

( 1 ) D'après ce théorème général, facile à démontrer : si / ( l, a, p ) 
est une fonction continue des trois variables indépendantes t, a, p, 
le maximum M (a, P) de cette fonction, quand a et p sont donnés, 
est lui-même une fonction continue de a et p. 
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tenant à BB' ou bien situés à gauche de BB', sont tous 
à l'intérieur, au sens étroit, du cercle G, en vertu de 

y 

/ 
0 / / 
I f 

ci 

1 h E5 

OJ 

\ 

\ { 
0 

y 

Am 

B' 

1 ' \ r3^ 

A 

l'hypothèse. Il existe donc un segment de longueur e 
tel qu'on ait, pour tout point M de l'une ou l'autre des 
deux catégories considérées, 

( i ) O M < R - e , 

l'égalité étant exclue. 
Marquons sur un point w d'abscisse positive h, 

à la fois inférieure à £ et à 2OK, de telle sorlé que la 
droite DD', d'équation 

h 
x — —> 

est à gauche de BB'. 
Pour tout point M de G, à gauche de DD' ou situé 

sur DD', on écrira 

loMSOM-f-OwsOM + K O M + Ê, 

et par conséquent, d'après (Ï ) , 

coM<R, 

l'égalité étant exclue. 
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Pour tout point N de C situé à droite de DD', on 

peut écrire simplement 

toN < ON, ON ̂  R, 
d'où 

wN < R, 

l'égalité étant encore exclue. 

On voit donc, en résumé, que tous les points de C 
sont à l'intérieur d'un cercle de centre to et de rayon 
inférieur à R. 

Il résulte de là que les points que C a en commun 
avec le cercle minimum G0 ne sont pas répartis sur un 
arc plus petit qu'une demi-circonférence. Deux cas 
sont possibles : 

i° Deux de ces points sont diamétralement opposés; 
l'élongation de C est alors égale au diamètre de G0. On 
a donc 

R E 
H0 = — < — > 

2 y/3 

et le théorème est démontré dans ce cas. 
2° Parmi les points considérés, il n'en existe pas 

deux qui soient diamétralement opposés. Ces points 
sont alors au moins au nombre de trois (car deux points 
non diamétralement opposés appartiennent toujours à 
un arc plus petit qu'une demi-circonférence). 

Soient donc sur le cercle G0 trois points a, ¡3, v 
satisfaisant aux conditions énoncées. Les trois arcs 
ya, a^ sont tous,inférieurs à i8o°. D'autre part, comme 
leur somme est de 36o°, l'un d'eux au moins atteint 120° . 
Supposons que ce soit l'arc |3y. La corde est au 
moins égale au côté du triangle équilatéral inscrit dans 
Je cercle. On a donc 

Pï à R0 */3 • 
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D'autre part, l'élongation E de la courbe C est au 

moins égale à fiy. On a finalement 

et le théorème est démontré. 
On voit que la limite fournie par l'énoncé de ce théo-

rème est précise. Par exemple, si la courbe C est cons-
tituée par le contour d'un triangle équilatéral, on a 
exactement 

3. Le théorème de l'espace se démontre d'une façon 
analogue. Soient S une surface fermée d'élongation 
donnée E, 20 la sphère minimum qui la contient et R0 

le rayon de celte sphère. On reconnaît tout d'abord 
que les points communs à S et à S0 ne peuvent être 
répartis sur une calotte inférieure à un hémisphère. 
Donc : i° ou bien parmi ces points, on peut en trouver 
deux qui soient diamétralement opposés, et alors on a 

20 ou bien il n'existe pas de tels points. Les points 
communs à S et à S0 sont alors au nombre de quatre 
au moins, car trois points d'une sphère, dont deux 
quelconques ne sont pas diamétralement opposés, 
appartiennent toujours à une calotte plus petite qu'un 
hémisphère. 11 reste alors à établir la proposition 
suivante : 

Si quatre points d'une sphère de rayon R0 sont 

tels qiCil n'existe pas d'hémisphère les contenant 

tous, l'une de leurs six distances mutuelles est au 

moins égale à i R0 . 

E>R0 
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Pour démontrer cela, nous nous appuierons sur le 
théorème suivant : Si les côtés d'un triangle sphé-

rique sont au plus égaux à un arc donné l plus petit 

qu'un demi-grand cercle, l'aire de ce triangle est 

au plus égale à celle du triangle équilatéral de 

côté égal à L 

Soient en effet a, 6, c les côtés du triangle, supposé 
tracé sur une sphère de rayon égal à l'unité. On a, 
par hypothèse, 

a^l, b^t, cil. 

Si l'on pose 

l'aire c du triangle est donnée, comme on sait, par la 
form ule 

i , / » p — a p — b p ~ c 
tang - <r = { / tang — tan g tang tang 

4 v 2 2 2 2 

Si,/> restant d'abord fixe, a, ¿>, c varient de manière 
à satisfaire à la relation (2), on reconnaît facilement 
que tang i <7 atteint son maximum quand on a 

a ~ b ~ c = ( i ) . 

( l ) Par exempte, si l'on pose 

p p — b p — c L — X L ~y — z 
2 ' 2 J ' 2 

on a 
p T. 

- X -h Y -h Z = — < -

et aussi x, y, z > o (ces inégalités résultant des propriétés fonda-
mentales des triangles sphériques). On a donc à démontrer que le 
produit des tangentes de trois arcs positifs, de somme donnée infé-
rieure à est maximum quand ces arcs sont égaux, ce qui est 
élémentaire. 
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On voit ensuite que tang ^ <y augmente avec /?, d'où 

l'on conclut le résultat énoncé. 
Cela posé, soient A, B, C, D quatre points d'une 

sphère, dont trois quelconques n'appartiennent pas à 
une même hémisphère. On peut les joindre deux à 
deux par six arcs de grand cercle, tous inférieurs à un 
demi-grand cercle, et l'on divise ainsi la surface de la 
sphère en quatre triangles sphériques. L'un deux au 
moins, le triangle ABC par exemple, a nécessairement 
une aire au moins égale au quart de J'aire de la sphère, 
c'est-à-dire à l'aire du triangle équilatéral ayant pour 
sommets trois des sommets d'un tétraèdre régulier aj3yS 
inscrit dans la sphère. Si l'un au moins des arcs BC, CA, 
AB n'était pas au moins égal à l'arc afî, l'aire du 
triangle ABC ne pourrait, d'après ce que nous avons 
vu, satisfaire à la condition qu'on vient d'énoncer. 

On aura donc, par exemple, 

arc AB ^ arc 

et par suite, puisqu'il s'agit d'arcs inférieurs à un demi-
cercle, 

A B ^ «p.-

Mais l'arête a[3 d'un tétraèdre régulier est donnée, en 
fonction du rayon R0 de la sphère circonscrite, par la 
formule 

et l'on a, de plus, 
E^ap. 

Le théorème que nous avions en vue est donc 
complètement démontré. 
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CONCOURS D'AGRÉGATION DE 1913. 
SOLUTION DE LA QUESTION D'ANALYSE; 

PAR M. C. C L A P I E R . 

S U J E T . 

Les axes ox} oy, oz étant rectangulaires, on donne 

un cylindre de révolution (C ) ayant pour axe la 

droite oz et pour rayon a. 

Soient u et v deux paramètres angulaires déter-

minant les plans tangents au cylindre ( C ) menés 

par un point M de Vespace. 

Le point M décrivant une surface, sa coordonnée z 

sera une fonction de u et v, soit z = a.f(u, v), défi-

nissant cette surface. 

On mène, par le point M, dans le plan tangent 

en M à la surface, les deux tangentes au cylindre 

(C) , soient MT et MT. 

i° Former Véquation aux dérivées partielles, soit 

(E ) , à laquelle doit satisfaire la fonction f(u, v), 

pour que les deux directions 1V1T et MT' soient conju-

guées sur la surface correspondante, soit (S). 

Quelle propriété ont les deux familles de courbes, 

u = const., v = const., sur la surface ( S ) ? 

2° Montrer qu'on peut trouver plusieurs expres-

sions linéaires *de la forme 

<p(u, v) = A(u, B(M, G = const. 7 v y du ' y dv J 

telles que Véquation 
<)«<p _ 

du. dv 
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admette toutes les solutions de Véquation du second 

ordre (E ) . 
Déterminer, en utilisant ce résultat, toutes les 

solutions de Véquation (E ) . 
3° Les solutions de Véquation (E ) dépendent de 

deux fonctions arbitraires, V une de u, Vautre de v. 

Montrer que les surfaces (S ) particulières obte-

nues en annulant successivement Vune ou Vautre 

de ces fonctions arbitraires sont développables. Les 

arêtes de rebroussement de ces développables sont-

elles arbitraires sur la surface qui les porte ? 

Représenter la solution générale f(u, c), ou la 

surface ( S ) générale, à Vaide de ces arêtes de 

rebroussement, et indiquer une génération de la 

surface. 

S O L U T I O N . 

J. La projection m du point M sur le plan O x y est 
déterminée par les deux tangentes 

! x cos M + r sin a — a, 

x cos v -hy sin v = a. 

On peut en déduire x et y à l'aide des deux para-
mètres angulaires u et de sorte que la surface ( S ) 
lieu du point M peut être définie par les expressions des 
coordonnées 

( a -h v 
cos 

2 
X — a y 

U — V 
cos 

2 

( 2 ) U -f- V 
\ sin — - — 
I y _ a —, 
I J U V 
I cos 
I 2 

1 3 = af( u, v). 
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Les plans m M T et mM 'T ' sont tangents au cylindre 
et coupent la surface ( S ) suivant deux courbes passant 
en M et dont les tangentes en ce point sont conjuguées 
par rapport à la surface. 

On peut donc dire que les deux familles de courbes 
i/t=cônst., e = const., sont conjuguées sur la sur-
face (S ) . Les coordonnées y et z de celle-ci devront 
donc satisfaire à une même équation aux dérivées par-
tielles de la forme 

v } dudv du P dv 

Les deux premières expressions ( 2 ) vont nous 
permettre de déterminer a et (3. Nous en déduisons 

1 a . 
dx = (sin v du -f- sin u dv), 

„ u — P 
2 cos2 

(4) 
2 

a 
dy — ( cos v du -f- cos udv); 

2 cos2 —  

u 
cos -

d2x d / — a s i n p \ a 1 

dudv dv ( . u — r I 2 „ U — v „ u — v 
2 COS2 / COS 3 2 COS 2 

à*y = —y 
dudv u — v 

2 cos2 

Substituante et y au lieu de /dans l'équation (3 ) , nous 
obtenons 

a»sin v -H S sin u =r —, r a 

— Y 
a cos c + û cos u = —— ; 

r a 

d'où, en tenant compte des égalités (1), on déduit 

asin(p — u) — 1, j i s in ( i *— p) = 1. 
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El l'équation aux dérivées partielles cherchée est 

• / N d%f 01 àt 

Les courbes w = const., v = const., font partie d'une 
même série constituée par les sections delà surface (S ) 
par les plans tangents au cylindre. Soit M, le point de 
rencontre de l'une d'elles avec la génératrice corres-
pondante du cylindre ; la tangente en ce point est 
conjuguée par rapport à elle-même, c'est-à-dire asymp-
totique. 

2. On peut intégrer l'équation (E) , en remarquant 
que les coordonnées x et y du point m peuvent sobtenir 
par projections, sur les axes du contour Otm et se 
mettre sous la forme 

( x — (cosw-4- \ %\nu)a / u — <A 
( 5 ; < f X = tang • 

( y = (sin M — A cos M ) « \ i J 

Chacun des seconds membres est tel que si l'on pose 

(5 ' ) z = [F(u) — X F ' ( « ) ] a , 

F étant une fonction arbitraire de w, les expres-
sions (5 ) se déduisent de (5;) en prenant successi-
vement : 

F ( M ) = C O S M e t F ( M ) = s i n u. 

x,y elz vérifiant l'équation (E ) , on est donc conduit 
à poser 

qui nous donne en effet une solution de cette équation 
avec une fonction arbitraire. Comme l'intégrale générale 
dépend de deux fonctions arbitraires, elle aura la 
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forme 

(6) F ( w ) -h — X F'(M) -t- X F i ( ? ) . 

Nous allons la retrouver en cherchant les expressions 

V) = A(m, V ) ^ H- B(U, -H G/, 

telles que l'équation = o admette toutes les solu-

tions de l'équation (E ) : 
Si l'on remplace 9 par x et y successivement, nous 

devrons avoir 

A(M, + B ( i î , = M) 

et <ï>2 étant deux fonctions arbitraires. 
Des expressions ( 2 ) et (4 ) on déduit, pour les 

premiers membres : 

A sjn v B sinu — 2 C cos — — cos 

et 

u — v 
cos2 

4 T) u -T- V u — v 
A cos c + B cos u -+- 2 L sin cos — — 

u — v 
cos2 — 

La manière la plus simple de satisfaire à la condition 
demandée est de les égaler à zéro, ce qui donne 

A sin v H- B sin u = G (cos u -+- cos v ), 

A cosp-f- B c o su = — C(s in u -h sin p), 
d'où 

u — v 
( 7 ) — A = B = C c o t -

Pour montrer que ces valeurs conviennent, nous 
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allons essayer de déterminer A (a , P), v ) et C, 
de manière qu'on ait 

¿2 

du dv V du dv / 

z satisfaisant à l'équation aux dérivées partielles 
trouvée, 

. / n d^z dz dz 
(8) sin(w — p ) — — H- — = o. 
v 7 7 du dv du dv 

d3 z 

Or, en effectuant les calculs et remplaçant j^i^J 
d3 z 

et P a r leurs valeurs déduites par différentiation 

de ( 8 ) , on trouve 
A/X " " 1 

du dv sin ( u — v) du2 / 

^ d-z i d1 z \ 

du dv s i n ( í ¿ — v ) dv2) 

n d*z /dk d B\ d*z 
• ^ -; : h I du dv \du dv / du dv 

dk d*z dB d*z dz dk dz dB 
dv du2 du dv2 du du dv dv du dv 

Et pour que cette équation soit identique à l'équa-
tion (8 ) , il faudra que A et B satisfassent aux condi-
tions 

— A àk B dB 

s in (w—v ) dv ' sin(w — v) du 

On déduit 
. u — v „ u — V 
A = — Cj cot , B = c2 cot f 

Ci et c2 étant des constantes que nous déterminerons 
de manière à rendre l'identification complète; nous 
retrouvons ainsi la condition (7) . 
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Ainsi, les solutions de l'équation ( E ) satisfont à 
l'équation linéaire du premier ordre, 

<9) 
u — v / ôz âz\ . 

c o t — ( - - Tv) + 3 = * > ( ' u ) + * l ( p > -

Les équations des caractéristiques nous donnent 

u -+- i> du dz 
= a ef 

— cot (u — a ) — 

Supposons 4>2 = o et posons = F H- F". 
L'équation précédente peut s'écrire 

dz 
f - = ( * _ F - F " ) t a n g ( a - a ) ; 

c'est une équation différentielle linéaire qui s'intègre 
en posant 

cos (u — a) 

c — — j*(F H- F " ) s i n O — a) = Fcos(w — a)— F'sin(w —a). 

On en déduit, pour la partie de l'intégrale corres-
pondante à <£2(*>) = o, 

z = F ( w ) — X F ' ( M ) . 

Et l'intégrale générale de (E ) a bien la forme 

(io) f(u, t»)= F ( a ) - X F ' ( M ) - h F 1 ( p ) - H X F / 1 ( p ) . 

3. Les solutions de l'équation ( E ) dépendent des 
deux fonctions 'arbitraires F (M) et F4(t>). Si nous 
annulons la seconde, F7(t>) est aussi nul et il reste 
les surfaces particulières représentées par les équa-
tions (5) et (5 ). On peut les écrire 

, N x— acosu y— a si nu z — aF( i î ) (, ï) . = • _ / = ax. 
sinw - cos îî — F ( a ) 
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Sous cette forme, elles représentent les tangentes à la 
courbe tracée sur le cylindre et déterminée par 

I x — a cos w, 

y = as'mu, 

z = a¥(u). 

Nous avons donc des surfaces développables dont les 
arêtes de rebroussement sont des courbes gauches 
quelconques portées sur le cylindre. 

Nous pouvons écrire les équations de la surface géné-
rale ( S ) sous la forme 

x — — [ cos u -B X sin u. H - cos v — X sin cl , 

— X C O S M - V - sinp - b X c o s c ] , 

z = i [ F ( m ) - X F ' ( M ) - * - F ^ O - h X F ; ^ ) ] , 

qui nous donne une représentation de la surface à l'aide 
des deux arêtes de rebroussement ( R ) et (R< ), 

3 = « F ( a ) et 3 = a F , ( r ) . 

Si l'on prend deux points MÎ et M2se correspondant 
sur les deux développables, on aura 

¿VW-i _ y y 1 3 1 - F - 3 2 x _ ? y — j z — 
2 2 2 

M. milieu de M2, décrit la surface (S) . 

Remarque. — On aurait pu obtenir l'équation (E ) 
par la méthode de M. Jamet, qui consiste à introduire 
les coordonnées homogènes (cf. Nouvelles Annales, 

1913, p. 388). 
Si l'on pose 

u n v 
a — tang — ? fJ = t a n g - > 

Ann. de Mathémat., 4* série, t, XIV. (Janvier 1914O ^ 
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on est conduit à l'équation aux dérivées partielles 

O à** ¿0 àd 

Si, pour revenir aux coordonnées cartésiennes, nous 
posons 

6 = (n-aP )/, 

ou retrouve, après le changement de variables (a, ¡3) 
en (M, r), l'équation (E ) 

à* f àt dt sm O — v) — - f -
Ou àv du dv 

M. Jamet trouve, comme intégrale de l'équation ( i a ) , 

0 = ?.<p(<x) H- (p — a) cp'(a) 

-f- ^ cpt ( 3 ) -h (a — P) cpi (p ) -h a (a -+- p) - r ¿>. 

Il serait intéressant d'en déduire l'intégrale de (E) , 

. . . , u — v r v . _ . . u—V —, , . 
z = ( £/.) — tang — tt) -4- F , (t>) -i- t a n g — F , (v). 

CERTIFICATS UE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Rennes. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Partie analytique. — I ° Intégrer 
Véquation différentielle 

dy ( i ) sin / — -h 3 cos t y = j ; 

déterminer la solution de cette équation qui prend la 

valeur ~ pour t = 
a >. 
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2° Dans l'équation différentielle (I), faire le change-

ment de variable défini par la relation 

( I I ) # = sin*-
2 

et montrer que Véquation transformée [équation (II)] 
admet une .solution de la forme 

y = i -f- a{x a 2 # 2 - b . . . -h OLnxn H-. . . 

les coefficients ocl: a2, ... étant des constantes. 
Déterminer ces coefficients et le rayon de convergence de 
la série. 

Vérifier que, si Von différentie Véquation (II), on 
obtient une équation du second ordre 

( III) 'XX{\ — x) > — —6y=o. 

3° Dans Véquation ( I I I ) faire successivement le chan-
gement de fonction inconnue et le changement de variable 
définis par les relations 

3 

y = x 2 Z, 

X = l Xi. 

Montrer que l'équation différentielle ainsi obtenue 
admet une solution de la forme 

n étant un exposant constant convenablement déterminé. 

i l . Partie géométrique. — On appelle s l'arc d'une 
courbe (G); ¿c, y, z les coordonnées, par rapport à un 
trièdre trirectangle donné Oxyz, d'un point courant M 
de la courbe (G) ; a, ¡3, y cosinus directeurs de la tan-
gente en M, dans le sens des arcs croissants ; a', ¡3', y', 
a"> P i y'? les cosinus directeurs de la normale principale 
et de la binormale; R et T les rayons de courbure et de 

torsion essentiellement positif, T positif ou négatif 

dunné par les relations = ^ • . . 
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Si Von a la relation R = T on a aussi les relations 

suivantes : 

a — a" = A, A a + B p + Gy = i, 

3 — | 3 " = B , A a " + B J " + C Y " = — i , 

Y — Y" = C5 

A, B, C étant des constantes liées par la relation 

A2-f- B 2 + C 2 = 2. 

Déduire de là que la courbe est une hélice tracée sur 

un cylindre dont les génératrices ont pour paramètres 

directeurs A, B, C. 
En choisissant convenablement Vaxe O z, on pourra 

supposer 

A = B = o, C = v/5, 

Y = 7=> Y" = > 
y'--

a ' = p s/•:>., (b' = — a y/->, y ' = 

Si l'on donne, outre R = T, la relation R = s, on achè-

vera la détermination de la courbe (G ) en posant 

_ coscp sin cp a - — - , p - — - , 
V2 V2 * • 

et Von exprimera successivement s, x, y et z au moyen de 

la variable cp. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Soit la courbe 

x — + 

y — 2 —f- 2 ¿3, 
•-3 = — 3 — 6 

Vare de la courbe s'exprime rationnellement en t par la 

for m ule 

ds = 6 t -f- r2)^. 

¿es coordonnées d'un point quelconque de l'indicatrice 

des courbures s'expriment aussi rationnellement en 



( h ) 

Vare <T de cette indicatrice s'obtient par la formule 

dt 
d(T = 

1 + t -1- ¿2 

Calculer les cosinus directeurs a, ¡3, y dt la tangente, 

les cosinus directeurs a', 8', -y' de la normale principale, 

¿e rayon de courbure. 

Vérifier la relation 

a H- fi — y = spi. 

(Novembre 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Partie analytique. — On donne le 

système d'équations différentielles 

^ — yk cosò = / ( / ; , 

dy 
H- k(x cosò — z s i n ô ) = o, 

dz r ù 
—:—1- y k sin u = o, 
dt J 

où k et Q désignent des constantes et f ( t ) une fonction 

connue de t. 

i° On suppose d'abord f{ t) == o. 

Le système admet une solution pour laquelle la fonc-

tion y est identiquement nulle : quelle est cette solution ? 

Trouver les trois solutions des équations sans second 

membre telles que, pour t = o, on ait : 

# 1 = 0 , y \ = — 1, — o (i r e solution), 

x2= cosH, y2 == o, z2 = — sin6 (2e solution), 

i r 3 = s i n B . ^3=0, z3= cosò (3e solution). 

On suppose que f ( t ) n'est pas identiquement nulle. 

Indiquer les quadratures à effectuer pour obtenir une 

solution particulière du système donné. 

Effectuer les calculs en supposant : 

(z) f(t) = ——7- ( a constant). J v 7 cos6 v y 

(3 ) f ( t ) = — a eht (a et h constants). 



( 38 ) 
t 

Part ie géométr ique. — On donne, en axes rectangulaires, 

Vexpression des coordonnées x, ^ <f'M/i point quel-

conque M d'une courbe C en Jonction de l'arc s de cette 

courbe; MTest la tangente dans le sens des arcs s croissants, 

MIV la normale principale orientée de M vers le centre de 

courbure, MB la binormale orientée, de sorte que le 

trièdre M T N B ait même disposition que le trièdre de coor-

données Oxyz. 

Dans le plan normal en M. à la courbe G on mène une 

parallèle à la binormale, définie par la valeur l du 

segment M m, m désignant le point où elle perce MN. On 

suppose que l est une fonction connue de s, de sorte que 

cette parallèle engendre une surface réglée 2. On définit 

un point P de la génératrice par le segment m P = u. 

i° Equation p&r rapport aux axes Oxyz du^ptan tan-

gent. à £ en P. 
a" Il suffira de supposer que le trièdre Oxyz coïncide 

avec le trièdre de Serret relatif au point particulier M 

pour déduire de ce qui précède l'équation du même plan 

tangent par rapport au trièdre MTNB, qui est 

t ) x L ( - ï ï ) < y = 

H et T désignant le rayon de courbure et le rayon de 

torsion, /' étant la dérivée de 

ds 

3° Quelle fonction de s faut-il prendre pour /, pour que 

la surface £ soit développable ? 
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Plan tangent à la surface développable, arête de 

rebroussement de cette surface. 

? É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Intégrer Véquation aux dérivées 

partielles du premier ordre 

px qy _ 

Vérifier, par un calcul direct, que Véquation (i) et 

r équation 

( 2) px qy — z 

admettent comme solution commune 

{x*-h y2)2 

i'3) 
x y 

2° On considère la surface (S) qui, rapportée à trois axes 

rectangulaires, esi représentée par Véquation (3) et le 

solide (2) limité par la surface (S) et par les plans 

Z — O, Z = C (-C > o). 
Calculer : 

L'aire de la section de CL) par le plan z = z{; 

Le volume de S ; 

Le moment d'inertie, /?a/* rapport ci Oz, du solide (X 
supposé homogène. ( Juin 1 9 1 2 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — i . Partie analytique. — 1" Intégrer 

l'équation différentielle de Lagrange 

( • ) x -+- py — a */p2 H- ' i 

,, . dy 
ou a désigné une constante et p — 

Exprimer les coordonnées x et y d'un point variable 

d'une courbe intégrale quelconque (y) en fonction de 

l'angle a, tel que tanga = p. 

2° Former l'équation différentielle (2) des trajectoires 

orthogonales des courbes ( y ) . Intégrer cette équation ( 2 ) 
et trouver son intégrale singulière. 

3° L'équation différentielle (1) peut se mettre sous la 
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r dr = a ds. 

ds étant un arc infiniment petit d'une courbe (y) et r le 

rayon vecteur de l'origine de Varc ds. 

Vérifier que, si Von fait tourner une courbe ( y ) dans le 

plan (xOy) autour du point O on obtient une nouvelle 

courbe intégrale. 

4° Former Véquation différentielle des courbes ( y ) en 

coordonnées.polaires et intégrer cette équation en prenant 

pour variable Vangle V tel que cosV = — • 

I J . Partie géométrique. — Sur une courbe plane (G) on 

fixe un sens positif arbitraire pour les arcs croissants et 

Von appelle a Vangle de la direction positive Ox avec la 

tangente menée dans le sens des arcs s croissants. 

On prend pour expression algébrique du rayon de 

courbure le nombre ^ o, 

pour expression algébrique de la distance de Vorigine à 

la tangente, le nombre £ o, 

p — x sina — y cosa. 

i" On vérifie immédiatement que 

(x cosa -+- y s ina) dot. = d(x s ina — y cosa ). 
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En déduire la formule 

en posant 
y2. 

2° On sait que Vaire élémentaire OMM' comprise entre 

le rayon vecteur OM, l'arc MM' et OM' a pour valeur 

Sur chaque tangente on porte, dans le sens positif, une 

longueur constante a : soit fj. le point correspondant à M ; 
¡j. décrit une courbe (y) et a pour coordonnées y\. 

Vérifier que l'élément d'aire <IB, analogue à dA. relatif 

ci la courbe (y), a pour expression 

3° On suppose la courbe ( C ) ovale et fermée; il en est de 

même de ( y ) ; l'aire comprise entre ( C ) et ( y ) a pour 

valeur iza2. 

de longueur (S) ne présentant pas d'inflexion. Sur chaque 

normale on porte, du côté opposé à la développée, une 

longueur constante L. On définit ainsi un quadrilatère 

curviligne A B A' B 
Un point quelconque M de cette aire peut être défini 

d \ - - (x dy y dx ). 

dB = dA dp dot. 
a 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère un arc de courbe A B 

A 

B A 

par la longueur s de l'arc A m et la distance Mm = l, 
m désignant le pied de la normale abaissée de M sur 
l'arc AB. 
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Les courbes s = const., / = const. forment un réseau 

orthogonal. 

i° Évaluer la longueur de la courbe l = const. ; vérifier 

qu'elle est égale à S 4- /V, V désignant l'angle des nor-

males extrêmes. 

'2° Evaluer l'aire du rectangle infiniment petit compris 

entre les courbes (l),(l •+• dl), s, (s -4- ds); l'aire infiniment 

petite comprise entre la courbe (/) et la courbe (l -f- dl) ; 

l'aire infiniment petite comprise entre la courbe (s) et la 

courbe (s -+- ds). 

3° Aire du quadrilatère A B A ' B ' . 
Vérifier les formules obtenues en supposant que l'arc A B 

est un arc de circonférence. (Novembre 1 9 1 2 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° Trouver une solution du système 
d'équations différentielles 

i / / xdx-+- y dy , , 7 \ x dy — y dx = , ' J = x2 - y2) dt 
n ) | k J } (k constant), 

' dz — k z dt 

telle quey pour t = o, ^/î ait 

Les formules ainsi obtenues définissent une courbe (G). 

Les axes étant rectangulaires, calculer, e/i fonction du 

paramètre t, /'arc s ¿/e /a courbe (C); /es cosinus direc-

, , , ., . , da3 
teurs at, a>, a* ae /a tangente', les aerivees —— > —7—? —r-: 

dsdsds 

le rayon de courbure, ¿e.s cosinus directeurs de la normale 

principale, l'angle de la b¿normale avec O s , /<? rayon de 

torsion pour un point variable de (G). 

20 On donne le système d'équations différentielles 

< / a a 

(2) s~ds n7 ~ 0 (m e t n constants). 
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Former Véquation différentielle qui définit ¡S en fonc-

tion de s. Faire dans cette équation le changement de 

variable 

ds = ks dt = m2-f- n2 

Trouver les intégrales fij, p2, de Véquation différen-

tielle ainsi obtenue, telles que, pour t = o, on ait 

p 1 = = o , p 8 = o , 

¿fr ~ ' ' dt ~ dt ~ 

Calculer les fonctions a 1 ? a2 , a3 de <7 mí correspondent 

à ces intégrales jâ,. jâ2, et qui, pour t = o, prennent les 

valeurs 

a a2=o, a3 = /T—m2/?2. 

Calculer x, ^ erc fonction de t par les formules 

x — ^ 2 t ¿/s, jk = a 2 afc, 3 = y x 3 ¿/s. 

Leí formules ainsi obtenues définissent une courbe (C). 

Vérifier que le système donné (2) représente les formules 

de Serret et Frenet pour la courbe (C). 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Etant donnés trois axes rectangu-

laires Ox, Oy, Oz, on considère la suif ace (S) définie 

par les formules 

( x = a cosB y/COSÎÔ, 

( S ) ] 
) y = a -

où a et c désignent des constantes, 6 un paramètre qui 

- 7T , 7T 
varie de a -h - • 

4 4 
i° Montrer que le lieu des points de (S)pour lesquels 0 a 

une valeur constante est une droitè, que la surface (S) est 

un conoide d'axe Ox et -que la section de (S) par le 

plan z = c est une lemniscate. 

20 Calculer l'aire A de la section de ( S ) par un 
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plan z = const. et l'aire A j de la section de ( S ) par un 

plan x = const. 
3° Soit ( T ) le solide homogène limité par la surface ( S ) 

et par les plans z — o, 
de ( T ) : 

z — c.. Calculer le moment d'inertie 

(a) par rapport au plan xOy: 

(P) par rapport au plan y 0z : 

(y) par rapport à Vaxe Oy. ( Ju in 1 9 1 3 . ) 

Toulouse. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . I ° En faisant usage du déve-

loppement en série de cot — — suivant les puissances 

de eix, calculer Vintégrale définie 

r 
x — a . 

x cot dx 

où Von a 
• a = a -4- / [i. 

a" Montrer qu'on peut calculer l'intégrale définie 

/ R(s inar , c o s x ) x dx, 
0 

où R désigne une fonction rationnelle quelconque. 
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II. I° L'équation aux dérivées partielles 

(1) * + / ( * , P ) = o , 

où l'on a posé 

%z=px-±-qy, $=py — qx, 

a toujours des solutions communes avec une équation 

(2) F X, y^j = const. 

dont le premier membre est une fraction du premier degré 

en — ; déterminer ces solutions communes en formant, puis 

intégrant l'équation (2) . En conclure l'intégrale géné-

rale de (1). 

2" Condition que doit remplir la fonction /(a, [}) pour 

que les caractéristiques de (1) soient lignes asymptotiques 

sur les surfaces intégrales. Exemples simples. 

(Novembre 1909.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . On considère l'équation aux 

dérivées partielles 

( 1 ) P^+q 1 

a. Quelles sont sur chaque surface intégrale : i° les 

courbes trajectoires orthogonales des caractéristiques; 

20 les courbes conjuguées des caractéristiques. 

Dans quels cas ces deux systèmes de courbes coïn-

cident-ils ? 

(Interpréter géométriquement la condition trouvée.) 

b. Intégrer l'équation dans le cas où l'on a 

= yt' 

c. Indiquer comment il faudrait choisir f { x , y) pour 

qu'il existe une équation 

(2) a[x, y)p -4- b(x, y)q = const. 

linéaire en p et q et possédant en commun avec l'équation 
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donnée (i) une solution z dépendant d'une nouvelle 

constante. 

fi. Quelles sont les diverses déterminations de l'intégrale 

f . 
dz 

(z — a)v/i —** 

quand on ne précise pas le chemin qui conduit du point o 

au point z dans le plan complexe ? 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer par la théorie des résidus 

l'intégrale définie 

L 
5 (at -f- b)dt 

t-h 1)3 

où a et b sont deux paramètres réels arbitraires. 

Retrouver le résultat par l'emploi de l'intégrale 

indéfinie (décomposition en fractions simples). 

(Jui l let 19 10 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — 1. On considère les surfaces S 

dont l'équation en coordonnées cartésiennes rectangu-

laires est 

zx,n cp J = const., 

m désignant un entier positif et <p une fonction arbitraire : 

i° Déterminer, autant qu'on le peut en laissant cp arbi-

traire , leurs trajectoires orthogonales. 

>° Peut-on grouper une simple infinité de ces courbes de 

manière à engendrer des cônes ayant pour sommet 

l'origine des coordonnées ? Trouver ces cônes. 
>° Comment se déterminent les lignes asymptotiques des 

surfaces S. 
II . L'angle solide sous lequel on voit d'un point P de 

coordonnées (a, c) une portion de surface S, entièrement 

limitée par une courbe F, ne dépend que de la courbe. 

On demande de l 'exprimer par une intégrale curviligne 
étendue à cette courbe F. (Novembre 1910.) 
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É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Soient 

X = « Z + a, 

Y = bZ 4- ? 

les équations d'une droite en coordonnées cartésiennes 

rectangulaires. 

i° Montrer qu'il existe pour tous les complexes 

(1) ? = »/(«> b) + g(a, b), 

quelles que soient les fonctions arbitraires f et g, des 

surfaces développables dont les normales appartiennent 

au complexe. 

Comment pourrait-on déterminer ces surfaces déve-

loppables ? 

3° Trouver les surfaces développables dont les normales 

appartiennent au complexe 

a 8 — b a -h i 
( 2 ) — const. 

/ i + a2+ bl 

4° Trouver toutes les surfaces ( S ) dont les normales 

appartiennent au complexe précédent. 

[On transformera, à défaut d'autre méthode, Véquation 

aux dérivées partielles des surfaces ( S ) en introduisant 

au lieu des coordonnées cartésiennes (x, y) les coordonnées 

polaires (p, 10).] 

5° Montrer que ces surfaces ( S ) sont égales aux surfaces 

qui leur sont parallèles. 

Que peut-on en conclure relativement à leurs lignes de 

courbure? (Novembre 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . On considère la famille de 

surfaces représentée en coordonnées cartésiennes rectan-

gulaires par l'équation 

zx'n — ao(— J, 

où cp est une fonction donnée et a une constante arbitraire : 

i° Montrer que les lignes asymptotiques de ces surf aces 

peuvent s'obtenir par une quadrature. 
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2° Montrer que les trajectoires orthogonales de ces 

surfaces s'obtiennent aussi par une quadrature. (On 

établira d'abord que ces trajectoires sont placées sur des 

surfaces de révolution autour de Oz.) 

3° Déterminer la fonction <p de manière que z satis-

fasse à l'équation aux dérivées partielles 

et intégrer celte équation. 
fi. Exposer sommairement quelles sont les diverses 

déterminations de Vintégrale 

• r i — 
JS0 y*-« JT^T*) 

suivant le chemin adopté pour aller, dans le plan com-

plexe\ du point zq au point z. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère la surface de révo-

lution représentée par les équations 

x = o cos (o, y — p sinw, z = f( p), 

où x, y, 3 sont les coordonnées d'un point M de la surf ace. 

Quelles courbes G doit décrire le point M pour que l'arc 

décrit par sa projection m sur le plan xOy soit égal 

à a É/CO. 

Former explicitement les deux expressions dont la qua-

drature donnerait : 

I° Les trajectoires orthogonales des courbes G, sur la 

surface de révolution / 

•2° L'arc de l'une de ces trajectoires, compté à partir du 

point où elle rencontre xOy. 

Exécuter ces quadratures dans l'hypothèse 

s2-4- p2= a2. 
"(Juillet 1 9 1 2 . ) 
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[ D í a ] 

SUR UNE GÉNÉRALISATION DE LA DÉFINITION DE LIMITE 
ET DU CRITERIUM DE BOLZANO CAUCHY ( ! ) ; 

PAR M. DMITRY KRYJANOWSKY. 

Les limites employées dans l'Analyse infinitésimale 
peuvent être réparties en deux catégories : d'une part, 
nous avons les limites des fonctions d'un nombre fini 
de variables; d'autre pari, les limites des expressions 
telles que 

qui servent à la définition des intégrales définies sim-
ples, doubles, etc. Les définitions de ces deux espèces 
de limites, si rapprochées qu'elles soient, ne sont pas 
identiques. Cela présenle cet inconvénient que les 
théorèmes démontrés pour la première catégorie de 
limites ne sont pas eo ipso démontrés pour la seconde 
catégorie. Comme exemple très important, on peut 
citer la règle fondamentale de convergence, autrement 
nommée Le critère d'existence de Bolzano-Càuchy 

(ou bien encore principe général de convergence) 

qui s'énonce de la façon suivante pour les fonctions 
d'une variable : 

Soit f ( x ) une fonction quelconque définie pour tous 
les nombres x d'un ensemble E qui possède un point 
d'accumulation a. Pour que cette fonction tende vers 

(*) Le contenu de cet article a été l'objet d'une communication 
faite par l'auteur dans la séance de la Société mathématique de 
Gôttingue, le 20 juin 1911 . 

Ann. de Matkémat., 4* série, t. XIV. (Février 1914.) 4 
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une limite déterminée quand la variable x, prenant des 
valeurs de E, tend elle-même vers a, il faut et il suffit 

qu'à tout nombre positif e, corresponde un nombre 8 
positif tel qu'on ait 

toutes les fois que les nombres x , x\ empruntés à 

l'ensemble E, satisfont aux conditions suivantes : 

O < I x —a\ <8, O < \ x'f— a | < S. 

Un critérium analogue peut être établi pour la 
deuxième catégorie des limites, mais cela exige une 
démonstration spéciale. 

Pour éviter cette incommodité (de démontrer deux 
fois la même chose), j'ai cherché à généraliser la défi-
nition de limite de telle façon qu'elle embrasse les 
définitions employées en Analyse comme cas particu-
liers. Cela aurait cette importance que chaque propo-
sition démontrée pour la notion de limite généralisée 
serait par là même établie pour tous les cas particuliers. 
Pour donner un exemple, je démontre dans ce qui suit, 
la validité de la règle de Cauchy-Bolzano pour les 
limites généralisées. Puis, je cite un exemple où cette 
règle s'applique aux limites de la deuxième catégorie. 

1 . D É F I N I T I O N DE L I M I T E GÉNÉRALISÉE. — Soit E0 un 
ensemble quelconque de nombres (réels ou com-
plexes). Supposons que nous pouvons, à tout nombre 
positif 8, faire correspondre d'une façon univoque un 
ensemble tel E (o ) faisant partie de E0, que l'ensemble 
E(S<) contienne tous les éléments de l'ensemble E(8 2 ) 
chaque fois que 8|^82. Donc à un nombre plus petit 
correspond un ensemble qui fait partie de l'ensemble 
correspondant à un nombre plus grand. A l'ensemble 
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E(S|) nous donnons le nom de « ensemble conjugué 
avec la valeur paramétrique 8 , » . Quant aux éléments 
de E(8|), nous les appelons « éléments conjugués avec 
la valeur paramétrique S, » et les désignons par les 
symboles e(8,) ou encore par e/(84). 

En adoptant ces notations, nous pouvons énoncer la 
définition suivante : 

Définition de limite. — « Un nombre A est limite 
des éléments e(o) quand le paramètre 8 tend vers zéro, 
symboliquement 

A == lim 
S = o 

si à tout nombre positif e correspond une valeur para-
métrique o0 telle qu'on ait 

| e(o0) — A | < e 

pour chaque élément e(o0) conjugué avec cette va-
leur 80. » 

2. EXEMPLES. — Quand il est donné un ensemble de 
nombres E0, la séparation paramétrique des ensembles 
partiels E(S) telle qu'elle est décrite au paragraphe 1, 
est un problème indéterminé. C'est le but spécial que 
l'on poursuit qui détermine le choix entre les solutions 
possibles. 

Dans ce qui suit, on verra comment il faut faire ce 
choix pour obtenir les définitions ordinaires de limite 
comme cas particuliers de la définition générale du 
paragraphe 1. 

i° Limite d'1 une suite. — Soit (iil9 u2, uSl. . .) 

une suite indéfinie de nombres. Désignant par E0 l'en-
semble de tous les éléments de celte suite, faisons 
correspondre à toute valeur paramétrique 8 ( > o ) 
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l'ensemble partiel E(8) formé par tous les éléments un 

de cette suite qui ont l'indice n 

S o i t 8 4 > 8 2 o u Un indice n qui e s t > ^ 

sera par force > ; donc tout élément un de l'ensemble 

E(82 ) appartiendra nécessairement à l'ensemble E(8t ) . 
Ainsi, la correspondance paramétrique cherchée est 

établie et nous pouvons appliquer la définition de 
limite généralisée. 

En remarquant que ¿ (S ) désigne un terme quel-

conque un de la suite avec un indice nous 

dirons : 
lim e (S ) existe et est égale à A si à tout nombre 
6=0 

t o correspond un nombre 8 0 > o tel qu'on ait 

| un — A| < £ pour tout indice n > 

Or, c'est la définition usuelle de lim un. n = » 

20 Limite de fonction c/' une variable. — Soit f ( x ) 

une fonction définie pour toute valeur d'un ensemble D 
ayant a pour point d'accumulation. 

Soit E0 l'ensemble de toutes ces valeurs de f ( x ) et 
E(S) l'ensemble de celles d'entre elles qui corres-
pondent aux valeurs x de D satisfaisant à l'inégalité 

o < | x — a | < 8. 

On voit que E (8 4 ) contient E (8 2 ) , dès que o, > S2. 
Selon notre définition, l'égalité 

A = lim e ( ô ) 
Ô=o 

signifie qu'à tout e > o correspond un 5 0 > o tel qu'on 
ait 

| € ( 8 O ) - A | < € , 



( 53 ) 

ou bien qu'on ait 

l / W - A | < i , 

toutes les fois que 

o < | x — a | < 80. 

Or, c'est la définition donnée en analyse à l'égalité : 

A == lim f ( x ) . 
a—a 

3° Limite d'une fonction de plusieurs varia-

bles. — So i t/ (# , y, z) une fonction définie pour tout 
système de valeurs de x, y, z prises, respectivement, 
dans les ensembles D<? D2 , D3 tels que D< a le point 
d'accumulation a, D2 a le point d'accumulation b et 
D3 contient des nombres plus grands que tout nombre 
positif donné N. Désignons par E0 l'ensemble de toutes 
ces valeurs de f(x,y>> z) et par E ( 8 ) l'ensemble de 
celles d'entre elles qui correspondent aux nombres 
x, y , z satisfaisant aux inégalités 

\ x — a | < 8. — &|<8, z > y 

Si 8' > S on aura a fortiori 

\x — a | < 8', \y — 6 | < 8', z > 

donc E(8 ' ) contient tous les éléments de E (S ) si S' est 
plus grand que 8. 

Notre définition fait correspondre la notation 

lim e(8) = A 
8=±o 

avec ce fait qu'à tout e > o correspond un S > o tel 
qu'on ait 

| e ( 8 ) - A | < e , 

c'est-à-dire qu'on ait 
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chaque fois que 

I y-à\<S, 

Mais dans ces mêmes conditions, on dit que 

Km = A. 
X — (l 
y = b 
Zsz-h <* 

4° Limite de la somme S/(£/) A,. — Soit f ( x ) une 
fonction définie dans l'intervalle ab ( a < b). Divisons 
cet intervalle en n parties par des nombres croissants 
xt, x2, . l u i appartenant, et formons la 

i — n 

somme désignant par A/ la longueur de 
/ = i 

l'intervalle partiel xuKxi (x0 = a,xn~b) et par 
un nombre quelconque lui appartenant. 

On dit que cette somme tend vers une limite déter-
minée J quand tous les intervalles A/ tendent vers 
zéro : 

lim Zftti) A,- = J , 
A,= o 

si à tout e >>o correspond un o >>o tel que, pour choix 
arbitraire du nombre n — i des points de division, de 
ces points x M x2f #3, mêmes et des points 

Ç2) i/i dans les intervalles correspondants, on 
ait toujours 

à la seule condition que tous les intervalles A£- soient 
moindres que 8. 

C'est la définition riemanienne de l'intégrale 

définie I f(oc) dx dans sa forme rigoureuse ( 1 ). 

f 1 ) Tandis que tous les Traités modernes d'Analyse donnent la 
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Voyons maintenant comment il faut établir la cor-

respondance paramétrique des parties de l'ensemble 
des sommes 2 / ( ) A/ pour que la définition généralisée 
de limite nous conduise à la définition précédente. 

Soit E0 l'ensemble de toutes les sommes 2/(£;)A/ 
qui correspondent à un choix tout à fait arbitraire des 
intervalles A; constituant l'intervalle ab et des nom-
bres appartenant à ces intervalles. A une valeur 
paramétrique 8 ( > o ) , conjuguons l'ensemble E(8) de 
celles de ces sommes chez lesquelles tous les inter-
valles A/ sont moindres que 8. 

Si 8, > 8 2 , chaque somme e(S2) a tous les A/ plus 
petits que S2; donc A/<;8M si bien que cette somme 
fera partie de E ^ ) aussi. 

Par définition (§ 1) pour qu'il existe lim e(S) = A, 
8 = o 

c'est-à-dire lim S/ (£ i )A/= A, il faut et il suffit qu'à 
A,- = o 

tout s >>o corresponde un 8 0 ;>o tel qu'on ait 

| e ( 8 0 ) - A | < e , 

ou bien qu'on ait 

| 2 / ( 5 , ) A , - À | < 6 

aussitôt que tous les Ai sont < S0. 
Mais c'est la définition usuelle mentionnée plus haut 

de 
lim 2/(5 ,-) A/. 
li = o 

Nous voyons donc que les définitions usuelles ( ' ) des 

définition rigoureuse de lim f ( x ) (définition g, 8), j'ai trouvé la 
,v = a 

définition précédente de I im2/(Ç.) A{- seulement chez O . STOLZ 

(Grundzuge, etc.)\ les autres auteurs se contentent toujours en-
core de la définition verbale vieillie. (*) Nous pourrions augmenter le nombre des exemples, mais cela 
serait inutile. 
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différentes espèces de limites sont en effet contenues 
dans la définition du paragraphe 1. Il ne faut qu'établir 
chaque fois une correspondance paramétrique conve-
nable entre les quantités dont on définit la limite et les 
valeurs du paramètre positif S. 

3 . CR ITÈRE D 'EX ISTENCE C A U C H Y - B O L Z A N O . — « Pour 
qu'il existe lim e(8), il faut et il suffit qu'à tout 

0 = 0 
nombre positif e corresponde une valeur paramé-
trique S0>*o telle que pour deux éléments quelconques 

(20)Î ^2(80) de l'ensemble E(80), o n toujours 

I ci(80) — e2(o0) | < e. » 

Démonstration. — Ce critère se démontre de la 
même manière que le critère de Cauchy ordinaire 
comme on s'assurera tout de suite. 

i° La condition est nécessaire. — Si la limite en 
question existe et est égale à A, on peut, élant donné 

le nombre ^ > 0 , trouver une valeur paramétrique 3<> 

telle qu'on ait 

I A —ei(So) | < B-> | A —c,(80)l < \> 

où e, (80) et £2(80) sont deux éléments quelconques de 
l'ensemble E(80) conjugué avec la valeur trouvée 80. 
Ces deux inégalités donnent 

1e, (80) — «2(80) I <e . 

20 La condition est suffisante. — Soit (si, e2j • • •) 
une suite indéfinie quelconque de nombres décrois-

sants, convergente vers zéro : 

e» > e* > £3 > • . •, lim t n = o. 
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A ces nombres, on peut faire correspondre, par sup-
position, des nombres positifs S4, 82, S 3 , . . . , tels qu'on 
ait 

( A ) | « 1 ( 8 * ) - * , ( $ * ) | < e * (A: = i , a , . . . ) , 

¿<(8*) et £2(8*) étant deux éléments quelconques de 
l'ensemble 

Si les nombres 8* ne vérifient pas les inégalités 

3 i > Ô 2 > 8 3 > . . . , 

nous pouvons les remplacer parles nombres 8'* = 8* tels 
qu'on aura 

parce que l'ensemble E(S^) est contenu dans l'en-
semble E(o*). Dans la suite, j'écrirai S4, S2, • s a n s 
accents, en supposant qu'on ait 

s l > o 2 > a 3 > . . . . 

Soit a, un des éléments de l'ensemble E(8<). La 
première des inégalités (A) montre que prenant pour 
eK (0,) cet élément olk, on aura 

I «i — « » ( « i ) 1 < «i ; 

donc tous les éléments de E (8,) se trouvent à l'inté* 
rieur du cercle K< décrit autour du point a, comme 
centre avec le rayon e«. 

Soit a2 un des éléments de E(82) distinct de a*. En 
vertu de (A) (pour A* = 2), nous pouvons écrire 

| « î - « I ( $ Î ) | <«2. 

En continuant ainsi, nous pouvons construire une 
suite indéfinie de points distincts entre eux a4, a2, a3, . . . 
qui se trouvent tous à l'intérieur du cercle K| [oLn étant 
un des éléments e(Zn) et l'ensemble E(8n ) étant contenu 
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daps E ( § ( ) ] et satisfont aux inégalités 

( B ) I « * — e ( î * ) l < « * ( ¿ = 1 , 2 , 3 , . . . ) , 

e(8*) étant un élément quelconque de l'ensemble 

E(8*). 
Il existe au moins un point (Vaccumulation A de 

ces points a*. 
Il nous reste à montrer que ce nombre A est la 

limite cherchée lim e(8). 
0 = 0 

Soit donc un nombre positif £ aussi petit qu'on veut. 
On peut toujours trouver un index N assez grand pour 
qu'on ait simultanément : 

(G) | A _ a N | < î , 

L'inégalité (B ) pour k = N nous donne 

|«N — E ( 8 P I ) | < S X , 

ce qui entraîne, en vertu des inégalités (C) , l'inégalité 

| A —e(8N )|<s. 

Donc nous avons trouvé une valeur paramétrique oN 

telle qu'on ait 
| A — ) | < s , 

où e est un nombre positif quelconque donné d'avance. 
Ainsi, l'existence de l ime(8) égale à A, est démontrée. 

u = 0 
On démontre bien aisément que le point d'accumu-

lation A est unique. 

4 . C O N D I T I O N S D'EXISTENCE DE L ' I N T É G R A L E D É F I N I E . 

— En appliquant la règle de Cauchy-Bolzano généralisée 
à l'ensemble des expressions de la forme 

i = n 

2 / ( & > * < 
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(voir § 2, n° 4), nous pouvons énoncer la condition 

suivante de l'existence de / f ( x ) dx : 
a 

« P o u r q u ' i l e x i s t e 
I i m 2 / ( & ) A , ou f f(x)dx, 

A f=o Jn 

il faut et il suffit qu'à tout nombre positif s on puisse 
faire correspondre un nombre S0 ]>o tel qu'on ait 

c'est-à-dire qu'on ait 

| Si— < e, 

S, et S2 étant deux éléments quelconques de notre 
ensemble des sommes 2/(5/) A/, à la seule condition 
que tous les intervalles partiels Ai soient moindre 
que 30. » 

Cette proposition permet d'établir dans certains cas 
l'existence de l'intégrale définie, ce qui offre, outre 
l'intérêt théorique, l'avantage méthodique de l'unifor-
mité des procédés de démonstration, surtout si l'on 
compare avec les méthodes de démonstration usuelles. 
Par exemple, pour démontrer l'existence de l'intégrale 
définie d'une fonction continue et, pour établir les con-
ditions d'intégrabilité dites de Riemann, on introduit 
les notions des sommes supérieures et inférieures : 

S = 2 M/A/, S = 2 m/A/, 

M/ étant la limite supérieure, et la limite inférieure 
de f ( x ) dans A¿. 

Puis on démontre le théorème de Darboux sur l'exis-
tence des limites de ces sommes, nommées l ' intégrale 

supérieure et l ' intégrale inférieure, pour toute fonc-
tion bornée. 
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Pourtant, toutes ces notions auxiliaires sont super-
flues si Ton utilise le critère de Cauchy, énoncé plus 
haut. 

En effet, pour une fonction continue f { x ) , il suffit 
de démontrer de la manière bien connue (en comparant 
deux systèmes d'intervalles à un troisième système 
combiné d'eux) qu'à tout nombre e > o correspond 
un nombre 8 > o tel qu'on ait |2i — S2|<Ce toutes 
les fois que dans les sommes et S2 tous les 
intervalles partiels A/ sont plus petits que 3. Alors, 

l'existence de f(x)dx est une conséquence immé-

diate en vertu du criterium de Cauchy. 
D'une manière aussi immédiate, on peut obtenir la 

condition d'intégrabilité de Riemann. 

5 . C O N D I T I O N D 'EXISTENCE DES INTÉGRALES DÉFINIES 

GÉNÉRALISÉES. — Pour donner encore un exemple de 
l'application de la règle Bolzano-Cauchv, j'indiquerai 
la démonstration exacte d'une condition d'existence 
relative aux intégrales définies généralisées (impropres, 
uneigentlich). On trouve cette condition dans le 
Cours d'Analyse de C. Jordan (t. II, 2e édition, 

Rappelons la définition donnée par ML Jordan : 
Soit f ( x ) une fonction intégrable (au sens ordinaire 

du mot) dans tout l'intervalle «6 , sauf aux environs des 
points c,, c2, c3, . . . , en nombre infini. L'ensemble M 
de ces points singuliers est fermé (ou parfait selon la 
terminologie de M. Jordan). 

En effet, si un de ses points d'accumulation x était 
point ordinaire de l'intervalle ab, la fonction f {x) 

serait intégrablè dans l'intervalle x — h ... x -+- A, si h 

est suffisamment petit. Mais, dans ce dernier intervalle, 

n 

p. 5o-5i). 
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se trouveraient des points singuliers; donc, aux envi-
rons de ces points, f ( x ) serait integrable, contradic^ 
toiremenl à la supposition. 

En décomposant le champ ab en intervalles partiels 
de longueur moindre qu'une quantité donnée d'avance 8, 
considérons ceux de ces intervalles qui ne contiennent, 
ni à leur intérieur, ni à leurs extrémités, aucun des 
points singuliers. 

Ils formeront par réunion un domaine jouissant des 
propriétés suivantes : 

i° Il contient tous les points de l'intervalle ab dont 
l'écart à l'ensemble fermé M est égal ou supérieur à 8; 

2° Il est formé d'un nombre fini de portions 
ai bt1 a2b2, . . . 7 d'un seul tenant, séparées les unes des 
autres par des points singuliers. 

Il est donc établi l'existence des domaines satis-
faisant à ces deux conditions, où 8 est un nombre 
positif arbitraire donné d'avance. 

Soit D un domaine quelconque satisfaisant à ces 
conditions pour une valeur déterminée de 8. Nous 
l'appelons domaine D correspondant à 8. 

Comme les intervalles a{ b{, a2b2% . . n e contiennent 
pas de points singuliers, nous pouvons déterminer les 
intégrales 

dans le domaine D. 
Faisons 8 décroître indéfiniment et, pour toute sa 

valeur, prenons un domaine D quelconque corres-
pondant à lui. Ce domaine variable englobera progres-

r b i 
Nous représenterons leur somme S I fdx par le 
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sivement lous les points de l'intervalle ab qui ne sont 
pas singuliers. En effet, un point ordinaire x ne peut 
être un point d'accumulation de l'ensemble M; donc 
son écart à cet ensemble est une quantité déter-
minée ^(a?) différente de zéro. Il sera donc englobé 
nécessairement par D (en vertu de la condition i ° ) dès 
que 8 sera devenu moindre que ^(¿t ' ) . 

Cela posé, M. Jordan donne la définition suivante de 

rb • l'intégrale généralisée I f dx : 
JCl 

« Si l'intégrale j* f(dx) tend vers une limite déter-

minée quand 8 tend vers zéro, cette limite sera désignée 

r b 
p a r I f dx. » 

J a 

Donnons à cette définition une forme plus précise : 

rb 
« L'intégrale généralisée / f dx existe et est égale 

•'a 

à A, si à tout nombre positif s on peut faire corres-
pondre un nombre positif 8 tel qu'on ait 

f f dx -
df) 

< e 

pour tout domaine D, correspondant à ce nombre 8. » 
Après cela, M. Jordan donne la condition suivante 

de l'existence de l'intégrale définie généralisée (n°54) : 
« Pour que cette limite existe, il faut et il suffit 

évidemment qu'on puisse trouver, pour chaque valeur 
de e, une quantité correspondante r\ telle que, en appe-
lant D< et D2 deux domaines quelconques correspondant 
à des valeurs de la variable 8 moindres que 7|, on ait 
toujours | f f dx— J f dx < e. » 
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Mais cela serait évident ou plutôt serait une consé-
quence de la règle de convergence de Cauchy, démon-
trée dans le Cours de M. Jordan cité plus haut 
(t. Ier, p. 9) pour les suites des nombres, si, à toute 
valeur de la variable S, correspondrait un seul 

domaine D déterminé. Alors l'intégrale j* f dx repré-

senterait une fonction uniforme de la varable S et la 

conclusion serait légitime. 
Mais ici, à toute valeur de 8, correspond une infinité 

de domaines D et de valeurs de l'intégrale corres-
pondante. Donc, pour pouvoir faire la conclusion 
désirée, il faut auparavant généraliser la règle de 
Cauchy. C'est ce que nous avons fait plus haut (§ 3). 11 
reste à établir la correspondance paramétrique pour les 

intégrales j*fdx. 

Soit E(80 ) l'ensemble de toutes les intégrales j" fdx 

chez lesquelles les domaines D correspondent à la 
valeur prise 80 de S. 

Si S|>S2 , l'ensemble E(8,) contiendra l'ensemble 
E(82 ) parce qu'un domaine D, correspondant à la 
valeur o2, satisfera a fortiori aux conditions i° et 20 

pour la valeur 8, ; en effet, un ensemble contenant tous 

les points dont l'écart à l'ensemble M est> 82, contiendra 
par force tous les points dont l'écart est^ 8< si S4 > S2. 

On voit que lim e(8) est identique à la limite désignée 
8 = 0 
r b 

plus haut par I f d x . 
a 

Mainlenant nous pouvons appliquer le critérium de 
Cauchy-Bolzano généralisé (§ 3), ce qui nous donne la 
proposition suivante : 

« Pour que l'intégrale généralisée J* fdx existe, il 
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faut et il suffit qu'à tout nombre e > o corresponde 
un nombre S0 > o tel qu'on ait 

D| et D2 étant deux domaines quelconques corres-
pondant à ce nombre 80- » 

Donc cette proposition, identique à la condition 
donnée par M. C. Jordan, peut être regardée maintenant 
comme rigoureusement démontrée. 

Le dernier exemple montre l'utilité, même la néces-
sité, de la généralisation du critère de Bolzano. Il nous 
semble que son application directe doit fournir des 
simplifications importantes, sinon des résultats nou-
veaux, dans diverses questions d'Analyse se rapportant 
aussi aux intégrales multiples et curvilignes. 

Quant à la définition de limite généralisée, elle 
pourra être appliquée à tous les ensembles ayant des 
points d'accumulation. Il suffit, en effet, de transformer 
un point <Taccumulation (notion statique) en un 
point limite (notion dynamique) en établissant une 
correspondance paramétrique convenable décrite plus 
haut ( § 1 ) entre les parties de l'ensemble considéré et 
les valeurs positives du paramètre S. 

[ K ' 1 3 a ] 
SUR UNE CONFIGURATION CONNUE ( 9 POINTS, 9 DROITES ) ; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

Cette Note est relative à une configuration connue, 
dont il m'a paru intéressant d'étudier l'agencement; la 



( 65 ) 

figure i est empruntée aux Questions de Géométrie élé-
mentaire de Desboves. 

1. Étant donnés deux points A et A ' (Jig. i ) , si l'on 

Fig. i . 
A" 

mène par A trois droites a, fi, y, et par A7 trois droites 
a7, fi\ y', les six droites a, jâ', y, a7, ¡3, y1, sont les six 
côtés consécutifs d'un hexagone BCB^C'B'C" dont les 
trois diagonales fi", y" concourent en un point A'7; 
c'est le théorème de Brianchon pour la conique formée 
des deux points A, A7. 

Ou encore : Etant données deux droites a et a7, si 
l'on prend sur a trois points A, B, C, et sur a7 trois 
points A7, B7, C7, les six points A, B7, G, A7, B, C7 sont 
les six sommets consécutifs d'un hexagone dans lequel 
les points de rencontre A", B'7, G" des couples de côtés 
opposés sont sur une même droite a7/; c'est le théorème 
de Pascal pour la conique formée des deux droites a, a7. 

[La droite a'7 étant définie comme joignant les points 
B7/ et C", le point A77 étant défini comme le point de 
rencontre des droites fi" et y", le théorème consiste en 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Février igi4 ) ^ 
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ceci : la droite a" passe au point A", ou encore le 
point A" est sur la droite </; sous la première forme, 
cela résulte de ce que toutes les courbes du troisième 
ordre qui passent par huit points donnés passent par 
un neuvième point et, sous la seconde forme, cela 
résulte du fait corrélatif. C'est l'application à des cas 
particuliers de démonstrations bien connues pour les 
théorèmes de Pascal et de Brianchon.] 

On a trois ternes de points et trois lernes de droites 

si l'on part des points, chacune des neuf droites 

qui joignent un point du premier terne à un point 

du second passe par un point du troisième, et ces 

neuf droites sur celle du tableau (2); on a un énoncé 

corrélatif. Les neufs alignements sont : 

( A B C, A ' B ' C ' , A ' B ' C " ) , droites (a , a', a"), 

( A B ' C " , A ' B ' C , À ' B C ' ) , droites (¡3, p', P"), 

( A B " C ' , A B C " , A ' B ' C ) , droites (7, y', y"); 

les trois lettres A, B, C sont affectées du même accent, 
ou de trois accents différents. Ces neuf alignements 
correspondent aux colonnes du tableau (1), aux termes 
positifs du déterminant symbolique donné par ce 
tableau, aux termes négatifs de ce même déterminant. 

L'existence de neuf droites comprenant chacune 

trois points du tableau (1), ou corrélativement Vexis-

tence de neuf points appartenant chacun à trois 

droites du tableau ( 2 ) , forme neuf conditions qui se 

trouvent réduites à huit. La figure dépend de dix 
paramètres. 
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2. Les trois triangles 

BCA' , B ' C ' A ' , B ' C ' A 

sont tels que le premier est inscrit au second, le 

second au troisième, le troisième au premier, attendu 
que le point B est sur Ja droite C'A", Je point G sur la 
droite B'Af/, le point h! sur la droite B 'C , etc.; il en 
est de même des triangles 

GAB' , C ' A ' B " , G f f À f f B, 
ou 

ABC' , A ' B ' C ' , A ' B ' C " . 

Les trois triangles 

BCA", B ' G ' A , B "C"A ' 

sont tels que le premier est circonscrit au second, . . . ; 
il en est de même des triangles 

CAB", C ' A ' B , C ' A ' B ' , 
ou 

ABC", A ' B ' C , A"B"C ' . 

Si Von se donne les deux triangles BCA' et B"C"A 
dont le second est inscrit au premier, ce qui fait 

neuf paramètres, un triangle B'C' A" peut varier en 

restant circonscrit au premier des deux triangles 

donnés et inscrit au second. 

Ce théorème est bien connu sous une autre forme, 
pour laquelle nous adopterons la disposition de la 
figure(2 ) : 

On donne deux droites ¡3, y, et deux points B, C, 
tels que la droite a joignant les deux points passe 

par le point A commun aux deux droites, et Von 

considère un triangle variable B'C'A" dont deux 

sommets B' et G décrivent les deux droites fixes et 
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dont les côtés opposés à ces sommets passent par les 

deux points fixes. Si le troisième côté a7 passe par 

Fig. 2. 

un point fixe A7, le troisième sommet A'7 décrit une 

droite fixe oc"; toutefois, quand le côté a7 passe en A, 
le point A7/ s'indétermine sur la droite a, qui est ainsi 
une partie parasite du lieu de ce point. La démonstra-
tion directe est aisée. On obtient deux points B", (7 de 
la droite ct!r en faisant passer la droite a7 par Tun des 
points C, B; on a ainsi (le lieu ci-dessus étant étudié 
directement) une démonstration bien connue du théo-
rème de Pascal pour la conique formée des deux droites 
a et a'7, la droite de Pascal étant a7. 

Corrélativement, si le sommet A7/ du triangle 

valuable décrit la droite a77, le troisième côté a7 passe 

par un point fixe A7; toutefois, quand le sommet A77 

vient sur a, le côté a7 s'indétermine autour du 
point A. Etc. 

Le triangle qui a pour côtés les droites ¡3, y, a'7 

décrites par les trois sommets du triangle variable est, 
comme on Ta déjà observé, inscrit au triangle qui a 
pour sommets les trois pivots B, C, A7. 
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[ K ^ a ] 

SUR UNE CONFIGURATION CONNUE (9 POINTS, ( 2 DROITES) ; 
POINTS D'INFLEXION D'UNE CUBIQUE PLANE; 

PAU M. G. F O N T E N É . 

I. 

1. Dans une Note précédente (4 ), j'ai considéré une 
configuration connue (9 points, 9 droites). Les neuf 
points étant ceux du Tableau 

A A' A" 

B B' B" 
G C' C" 

chacune des neuf droites qui joignent un point de la 
première ligne à un point de la seconde passe par un 
point de la troisième (fig- 1). Si Von veut que la 

droite joignant deux quelconques des neuf points 

passe par un troisième, il faudra que chaque ligne 
horizontale du Tableau donne encore trois points 
alignés (on verra que la figure ne peut alors être réelle). 
Les douze droites sont : 

(1) ( A B G , A ' B ' C ' , À 'B 'C " ) , 

(2) ( A B C", A ' B " C , A ' B G ') , 

( 3 ) ( A B ' C , A ' B C", A f f B'C ), 

( 4 ) ( A A ' A " , B B ' B V C C ' C " ) ; 

elles correspondent aux colonnefsdu Tableau ci-dessus, 
à ses lignes, aux termes positifs du déterminant sjmbo-

( l ) Même numéro, p. 64. 
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lique donné par ce Tableau à ses termes négatifs 
(règle de Clebsch pour les neuf points d'inflexion d'une 
cubique plane). 

Les neuf conditions relatives à la configuration précé-
demment étudiée se réduisent à huit, comme on Ta vu. 

Fig. i . 
A " 

Les trois conditions nouvelles qu'on impose ici se rédui-
sent à deux, et ce fait est une conséquence du premier. 
En effet, si l'on considère le Tableau 

A B C 
A' B' G', 

w A" B" C" 

il arrive déjà que.chacun des six alignements 

A B C " , B C' A*, C A ' B * , 

A B ' C ' , B C ' À ' , C A f f B ' 

est réalisé ; dès lors, deux des alignements 

AA'A f f , B B ' B " , G C ' C " 
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entraînent le troisième. Ainsi, les douze conditions 

apparentes se réduisent à dix conditions distinctes ; 

le système dépend de huit paramètres. 

2. Avant d'aller plus loin, il nous sera commode de 
modifier pour un certain temps la notation. On a remar-
qué précédemment que, dans la configuration primitive, 
les trois triangles 

A " B C , A B C ' , A ' B ' C " , 

par exemple, sont tels que le premier est circonscrit 
au second, le second au troisième, Je troisième au pre-
mier. Si l'on remplace les notations A", A, A ' par les 
notations A, A', A", les trois triangles 

A B C , A ' B ' C ' , A ' B ' C ' 

seront tels ( jig. 2) que le premier est circonscrit au 

Fig. -2. 
A 

second, etc. On aura de plus ici les alignements A A'A", 
BB'B", CC'C'7. C'est cette notation qui va se présenter 
naturellement à nous dans la recherche suivante. 



( ) 
Proposons-nous a priori de déterminer un système 

de neuf points tel que la droite joignant deux quel-
conques de ces points passe par un troisième. 

Comme il doit passer quatre droites par chaque 
point, le nombre de ces droites sera 9 ^ 4 = 12. Si A , 
B, C sont trois des neuf points qui ne sont pas en ligne 
droite, chacun des côtés BC, CA, AB doit porter un 
troisième point du système ; soient A', B\ C' les points 
en question. Les trois derniers points A/;, B';, G' doi-
vent être d'une part sur les droites B 'C , G A', A'B', 
d'autre part sur les droites A A7, BB', CC;, puisque 
chacune de ces six droites ne porte jusqu'à présent que 
deux points du système; par suite A", B". G' sont 
les intersections respectives des droites B ' G et AA', 
C'A7 et BB\ A'B' et CC'. Mais on n'a, jusqu'à présent, 
que neuf droites, et il faut encore que le triangle S!r\SrC/f 

soit circonscrit au triangle ABC, car la droite AB", par 
exemple, ne peut contenir aucun des points B, C, B', 
C', A7, A'7, et cette droite doit passer en G'. Finalement, 
les trois triangles ABC, A'B'C', A"B"C" sont tels que 
le premier est circonscrit au second, etc. et l'on a en 
outre les alignements A A 'A" , BB'B", CC'C" ; le sys-
tème indiqué au début de cette Note est le seul qui 
réponde à la question. 

3. Conservons les mêmes notations. Le triangle ABC 
étant pris comme triangle de référence, les coordonnées 
des points A', B'., G seront 

(o, a, 1), (1, o, b), (c, 1. o). 

Celles des points A", B", Gr seront de la forme 

(m, a, 1), (1, n, b), (c, 1, />), 

en tenant compte désalignements A A'A", BB'B", CC'C", 
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et l'on aura les conditions 

abc -hi abc ^ri 
P = 

abc-\-1 

en exprimant que le triangle A"B,'G,/ est inscrit au 
triangle A'B'C7; la première condition exprime, par 
exemple, que les points A", B', G' sont en ligne droite 

Si l'on pose 

m a i 

i o b 

c i o 

abc -t- i = w, 

on a pour les coordonnées des points A", B/;, C", 

( i . ^ Ô ) , ( c , 

On a jusqu'ici neuf conditions. Il faut maintenant 
que le triangle A"B^C" soit circonscrit au triangle ABC, 
et nous savons déjà que les trois conditions impliquées 
par cet énoncé se réduisent à une seule. 

On le vérifie aisément. Supposonsque les points A, 
B", C" soient en ligne droite, et considérons le Tableau 

B G" A" 

B' G A 

B" G' A ' ; 

les huit alignements autres que l'alignement C, A", B" 
ayant lieu par hypothèse, ce dernier a lieu aussi. En 
considérant le Tableau 

C A" B" 

G7 A B 

C ' A' B', 
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on voit de même que les points BC"A;/ sont en ligne 
droite. 

Analytiquement, le fait que les points A, B% (7 sont 
en ligne droite, se traduit par l'égalité 

c a9 bc ~ m 9 

on doit donc avoir, en se rappelant la définition de w, 

(5) abc = a)2, w 2—o) + i = o, 

(û étant ainsi une racine cubique imaginaire de 

Vunité négative. On peut écrire pour les coordonnées 
des points A ' , B', C" 

/ (i) b\ [ c u>\ / u> a \ 

V 1 ' ë ' coj' U ' \r s ' v ' 

Les huit paramètres du système sont les six para-
mètres des points A, B, C, et deux des trois quantités 
a, c liées par la relation (5) . 

Les quatre droites ABC', AB'C, AB"C", AA'A"issues 
du point A, ont pour équations 

v a y 

des six rapports anharmoniques fournis par ces quatre 
droites, trois sont égaux à l'une des racines cubiques 
imaginaires de l'unité négative, et les trois autres à la 
racine conjuguée : un tel faisceau de quatre droites est 
dit équianharmanique (*). 

4. Les neuf points considérés sont les pivots d'un 

Avec des axes de coordonnées quelconques Ax, Ay, les coef-
ficients angulaires des quatre droites sont racines d'une équation 
du quatrième degré dont l'invariant S est nul (SALMON, Algèbre 
supérieure, p. 269). 
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faisceau de cubiques planes, puisque ce sont les inter-
sections de Irois droites par trois autres (et cela de six 
manières) ; toutes ces cubiques ont pour point dû in-

flexion les points en question. Le triangle ABCétant 
pris comme triangle de référence, l'équation 

( 6 ) A cyz (y—az) -h B a z x ( z — bx) Cb xy (x—cy) —xyz = o 

représente en effet des cubiques qui passent par les 
points A , B, C et par les points A' , B', C' ; si l'on écrit 
qu'elles passent par les points A", B", C", on a les condi-
tions 

B n C . A D h C = I , h A = I, h B = I , Ci) U) dj 

lesquelles se réduisent à deux. On constate facilement 
que le point A, par exemple, est un point d'inflexion, 
la tangente étant Oy = B a z ; il en est de même des 
points B et C ; comme les trois triangles ABC, A'B'C' , 
A^B^C* jouent le même rôle, les neuf points sont des 
points d'inflexion. On retrouve bien les neuf para-
mètres d'une cubique, puisque a, 6, c doivent vérifier 
la relation abc = o>2. 

Le résultat précédent ne diffère que par la forme de 
celui-ci qui est dû à Hesse : toute cubique menée par 
les neuf points d'inflexion d'une cubique a aussi ces 
points pour points d'inflexion. (En particulier, la 
hessienne d'une cubique a les mêmes points d'inflexion 
que la courbe elle-même.) 

I I . 

o. Nous reprendrons ici les notations primitives. 
Prenons comme triangle de référence l'un des quatre 
triangles qui ont pour côtés les quatre groupes de trois 
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droites 

( i ) ( A B G , A ' B ' C , A ' B ' C " ) , 

( , , ), 
( 3 ) ( . . . . . . . ) , 

(4) ( A A ' A " , B B ' B " , G G' G") ; 

ces triangles, dont chacun porte sur ses côtés les neuf 
points considérés, sont appelés triangles inflexionnels 

dans la théorie des cubiques. Prenons, par exemple, le 
triangle L M N dont les côtés portent respectivement 
les points A, A', A", les points B, B', B", les points C, 
C', C'. 

Si 6 est une racine cubique imaginaire de l'unité 
positive, on peut réprésenter les neuf points par les 
relations 

AM  
AN 
B N 
BL 
CL 
CM 

avec 

(7) a ? Y — 1 » 

on a bien huit paramètres. 
Voici la démonstration. On a pour les coordonnées 

du point A, par exemple, 
/\ 

z sin M 
X = o, — = — a y 

y /\ J sin N 

i * ^ v X ou, en remplaçant a, g, y l ) a r -> —> 

x = o, [xsinM.jK = — v s i n N . z ; 

en posant 
• ^ ^ A = X-sin L.a?, \ = JJI sin M . ^ , . . . , 

= a, 
A ' M 
W = ' 

A" M 
A"N 

= 6*a, 

B ' N — 6 3 
i Ï ÏL 

B"N 
B " L 

C ' L 
C M ~ T ' 

C L 
C M 

= 62^, 
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les coordonnées X , Y , Z des neuf points sont : 

( o, I , - i ) , ( o , 1 , - 6 ) , ( 0, i , - 0 2 ) , 

{ - i , o , i), ( - 0 , o, i), (—e-t, o, i), 

( o), ( i , - 0 , o), ( o). 

Conformément au Tableau de Clebsch 

A A ' A 

B B ' B " 

C C' C", 

!es quatre systèmes de trois droites auxquels donnent 
lieu les douze points sont : 

<i) X + Y + Z = o, X + ô 2 Y + 0 Z = o, X + 0 Y + 0 2 Z = o , 

(2 ) G2 X - f - Y - i - Z — o, X H- Y-+- 02Z = 0 , X-+- Ô2Y H- Z = o, 

( 3 ) 0 X + Y + Z = o, X + 0 Y + Z = o, X-f- Y-+- 0 Z = o, 

( 4 ) X = o, Y — o, Z = 0. 

6. L'équation générale des cubiques passant par les 
neuf points est 

(X + Y + Z ) ( X H - 0 2 Y - + - 0 Z ) ( X - h 0 Y - f - 0 2 Z ) - i - / i X Y Z = 0 , 

c'est l'équation canonique habituelle. On vérifie que la 
droite X = o contient trois points d'inflexion en met-
tant l'équation sous la forme 

<*X + Y + Z) (kX -h -+-8Z) (A:X + 0Y -+-6* Z) = (£3 — 1) X 3 ; 

les tangentes aux points d'inflexion A , A', A" sont en 
évidence. 

ou 

(8) X 3 - f - Y 3 -i- Z 3 — 3X: X Y Z = o ; 
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I I I . 

7. Le Tableau de Clebsch peut être écrit sous la 
forme 

00 01 02 
1 o II I'2 
20 21 22, 

chacun des neuf points étant désigné par deux nombres 
(comme un élément d'un déterminant). Trois des neuf 

points sont alors en ligne droite si la somme des pre-

miers indices, aussi bien que celle des seconds, est 

multiple de 3. Les couples numériques oo, o i , ... 
acquièrentun sens réel par la théorie des fonctions ellip-
tiques, et l'énoncé précédent se présente alors de lui-
même. 

IV. 

8. Les seize points d'une biquadratique gauche en 
lesquels le plan oscillateur est surosculateur sont tels 
que le plan qui passe par trois quelconques de ces points 
passe par un quatrième. Comme il passe cinq plans par 
chaque point, le nombre de ces plans est 

i 6 x 5 

[ R 3 a ] 
SUR LE MOMENT D'UN VECTEUR PAR RAPPORT 

A UNE DROITE; 
P A R M . A . P A I L L A R D . 

Dans la théorie des vecteurs, on définit en général 
le moment par rapport à un axe. Il y a cependant 
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avantage, semble-t-il, à introduire tout d'abord la 
nolion plus générale de moment par rapport à une 
droite, sur laquelle aucun sens n'aurait été choisi au 
préalable pour être appelé positif. L'exposition de la 
théorie se trouve ainsi légèrement simplifiée. Il faut aussi 
remarquer que, dans la plupart des applications, on 
considère des moments par rapport à des droites, et 
non par rapport à des axes. 

On trouvera dans cette courte Note une esquisse de 
la théorie classique des moments, modifiée dans l'ordre 
d'idées que je viens d'indiquer. 

Rappelons d'abord quelques propriétés. 
On dit qu'un vecteur CD est de sens positif par 

rapport à un vecteur AB, lorsqu'un observateur, placé 
les pieds en A et la tête en B, et regardant C, voit CD 
à la droite du plan ABC. 

Cette définition ne dépend, ni des grandeurs de AB 
et CD, ni des positions de ces vecteurs sur leurs sup-
ports. Elle suppose que les deux vecteurs ne sont pas 
dans un même plan. 

Si deux vecteurs CD, CE, dont Vun est perpendi-

culaire au plan ABC, forment entre eux un angle 

aigu, ils sont du même côté de ce plan et, par 

conséquent, ils ont même sens par rapport à AB. 

Réciproquement, si deux vecteurs CD, CE, dont 
l'un est perpendiculaire au plan ABC, sont de même 
sens par rapport au vecteur AB, ils forment entre eux 
un angle aigu. 

Le sens de AB par rapport à CD est le même que 

celui de CD par rapport à AB. (Ce sens commun 
sera dit sens relatif des deux vecteurs.) 

D'après la définition, on peut, sans changer ces deux 



( 84o ) 

sens, amener les deux origines A et B des vecteurs aux 
pieds de la perpendiculaire commune aux supports 1 
et 2 de ces vecteurs, et donner des grandeurs égales 
aux deux vecteurs. Le tétraèdre ABCD admet alors 
un axe de symétrie, qui est la bissectrice A de l'angle 
formé par les projections des deux vecteurs sur 
le plan médiateur de AC, et une rotation de i8o° 
autour de A amène AB sur CD, en même temps que 
CD sur AB. Il résulte de là que ce qu'on peut dire 
du vecteur si lue sur la droite 2 par rapport au vecteur 
situé sur la droite 1, se dit, selon l'instant, de AB par 
rapport à CD, ou de CD par rapport à AB, ce qui 
démontre la propriété. 

Par définition, le moment du vecteur AB par rapport 
à la droite D est le moment, par rapport à un point O 
de la droite D, du vecteur ab, projection de AB sur le 
plan P mené par O perpendiculaire à la droite D ; c'est 
un vecteur porté par D. 

On montre aisément que ce moment ne dépend pas 
du choix de O sur D. 

THÉOKÈME. — Quel que soit le point O choisi 

sur D, le moment OH de AB par rapport à D est la 

projection sur D du moment OG de AB par rapport 

à O. 

On voit aisément que OH a même grandeur que la 
projection de OG sur D. Il est donc, ou cette projection, 
ou opposé à cette projection. Pour démontrer le 
théorème, il suffit de montrer que l'angle des vecteurs 
OG, OH est aigu. 

Or, par définition, OH et ab sont de sens relatif 
positif; 1'observaleur OH regardant a, voit ab à sa 
droile. 11 voit en même temps A devant lui, A a étant 
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parallèle à D ; il voit par suite AB à sa droite en même 
temps que ab, Bô étant parallèle au plan DAa, parce 
que parallèle à D. Il résulte de là que OH et AB sont 
aussi de sens relatif positif. 

OH et OG sont donc tous deux de sens positif par 
rapport à AB ; et comme OG est perpendiculaire au 
plan OAB, l'angle GOH est aigu, et OH est bien la 
projection de OG. 

On déduit de là la définition du moment d'un sys-
tème de vecteurs par rapport à une droite D. C'est un 
vecteur parfaitement déterminé. 

Dans le cas particulier où la droite D devient un axe, 

c'est-à-dire lorsqu'on choisit sur D un sens positif, les 
mesures des vecteurs portés par 1) deviennent des nom-
bres algébriques. Mais le moment par rapport à D d'un 
svstème de vecteurs est un vecteur, complètement indé-
pendant du sens qu'on peut choisir sur D. 

AGREGATION » E S SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(C0i\C0l)KS UË 4913 ) . 

Mathématiques élémentaires. 

Soit T un triangle dont les sommets sont A , B, G; 
soit T le cercle circonscrit à T . On sait qu'il y a 

deux cercles tangents àT en A et qui touchent BC : 
Vun, en Un point A< situé entre B et C, Vautre en 

un point A 2 extérieur au segment BC, 

i ° Construire le triangle T connaissant les lon-

gueurs A A , , A A 2 et le côté BC. 
2° Soit A ' le milieu de A|A 2 . Calculer la Ion-

Ann. de Mathémat4* série, t. XIV. (Février 1914-) ^ 



( 8 2 ) 

gueur A A' en fonction des longueurs a, b, e, des 

côtés de T (on supposera a > b > c). Trouver la 

relation qui existe entre la longueur AA! et les deux 

autres longueurs analogues BB; et CO. 

3° Calculer en fonction de a, ¿>, c, /es distances 

des points A', B', O , à deux. 

4° So/£ /e cercle décrit de A comme centre 

avec A A comme rayon; soient F^ et Tc les deux 

autres cercles analogues. Démontrer que ces trois 

cercles se coupent en deux points I et J. Calculer les 

angles sous lesquels ces cercles se coupent deux à 

deux. Indiquer la situation précise des centres de 

similitude de ces cercles deux à deux. Quelles sont 

les particularités du triangle A"B" C" dont les 

sommets sont les points homologues de A, B, C, dans 

une inversion de pôle I? 

5° Calculer'la longueur de la corde IJ et la 

ciistance du centre O de Y à la droite A'B', en fonc-

tion de a, b, c. 

_ 6° On donne les points -A', B', C . Démontrer qu'il 



C 8 3 ) . 
existe une infinité de triangles T correspondants et 

construire ceux de ces triangles qui répondent à 

une valeur donnée du rayon de F. 

y • . , 

S O L U T I O N P A R M . T H I É . 

i° Considérons par exemple le cercle tangent à F 
en A et qui touche BC en A, . Ce cercle rencontre ĴB; 
et AC respectivement en deux points |3 et y tels que (îy 
soit parallèle à BC, puisque A est un centre de simi-
litude de T et du cercle dont il s'agit. A{ est donc milieu 
de l'arc jây et l'on en conclut que AA4 est la bissectrice 
intérieure de l'angle BAC. 

On reconnaît de même que AA 2 est la bissectrice 
extérieure de l'angle BAC. 

Le point de rencontre A' de BC avec la tangente en A 
à T est le milieu de A2A<, puisque l'on a 

A 2 A ' = A ' A = A ' A J . 

Si l'on se donne les longueurs AA< et AA2 , on peut 
construire le triangle AA, A2f rectangle en A. On a 
ensuite 

A ' B . A ' C = A ' A ^ A ' G — A ' B = B C . 

' i-
On est donc ramené au problème classique : cons-

truire deux segments connaissant leur différence et 

leur produit. On peut aussi donner la solution suivante : 
Comme B et C divisent harmoniquemeht le ser-
ment A 4A 2 , le cercle de diamètre BC coupé orthogo-
nalement le cercle de diamètre A , A 2 . Le système de 
ces deux cercles, tous deux de grandeur connue, ^ 
construit aisément, et la construction s'achèVeimmédia-
tement. Le problème est toujours, possible, „11 « 'a 
qu'une solution, s'il est bien spécifié que le p^iiî.^ J^ 
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doit être intérieur, et le point À extérieur à BC. Il en 
aurait deux dans l'hypothèse contraire. 

2° On a A A f = ^ A 2 A 4 . Or, la longueur du seg-

ment A2A< est facile à évaluer, les points A 2 et At 

divisant BC, extérieurement et intérieurement, dans le 

rapport On a 

ab ab 
AJC= T Y ATG = 

d'où 

Ai Aj = 

et 

( i ) AA' = 

b—C 1 b^rC 

i abc 

b%— c* 

abc 

b* — c* 

On trouvera de même, en avant égard aux hypothèses 
faites dans l'énoncé sur les grandeurs relatives de a, b, c, 

{ a ) BB' 
7 'Z2 — rt* 

(3) CC': 

a2 — c* 

abc 

a*— b 

Au moyen de ces expressions, on forme aisément la 
relation 

U ) BB' "" AA GG'* 

On reconnaît encore que les points A' , B', C' sont 
eu ligne droite (théorème connu). Signalons aussi les 
relations 

A'B __ C* B'C _ A* G'A _ b* 
.A!C~ b*' B'A C*' G B ~~ ( 5 ) ~ ~ T» ' 

qui résultent des propriétés connues des divisions 
hàrtiïomques. 
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3° Calculons B'C'. On peut appliquer le théorème 
de Stewart. On peut aussi procéder comme il suit: 
posons pour un moment 

B'A^K b, C'A==K'c. 
On a 

F c * = K 2 b* -h K'2 c2 — i K K ' bc cos A ; 
mais 

ibe cos A = ¿>2-b c 2 — a 2 . 

On eu tire, par élimination de cos A, 

F C ' 2 == K K ' « 2 + ( K — K ' ) ( K 62 — K 'c 2 ) 
Mais 

rt ht 
K = — - , K ' = a^ —• c2 a 2 — 6* 

On trouve, tous calculs faits, 

abc 

en posant 
P = v/a4-+- c 4 — ¿>2c2 — c 2 « 2 — a2¿>2. 

On trouvera de même 

( 7 ) A'C' = ( a 2 — b*)(b% — c 2 ) ^ ' 

B'C', A 'C ' et A 'B' sont positifs, et Ton a A ' C ' > A'B', 
ce qui prouve que le point B' est entre les points h! et G'. 

En comparant les formules ( i ) , (2 ) , (3 ) et ( 6 ) t ( 7 ) , 
(8), on voit encore quron a 

(9) A A ' . B ' C ' = B B ' . A ' C ' « C C ' . A ' B ' . 

4° Le cercle T^est le lieu des poiats M tels qu'oi* ait 

MB _ c 
MG ~ b' 
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ou" . 

&MB = cMC. - -

Les cercles et Tc sont susceptibles de définitions 
analogues. Si donc I est l'un des points de rencontre de 
ces deux derniers cercles, on a 

alA = M B = c IC , 

d'où l'on conclut que le point I appartient au cercle Ta. 
De même, le second point d'intersection J des deux 
cercles r¿ et Tc. On verra plus loin que les points I et J 
sont réels. 

On peut remarquer aussi que, B,, B2. C,, C2 étant 
les points analogues a ux points A< etÀ 2 , les trois cercles 
r a , r¿ ,r c ontpourdiamètres respectifs les diagonalesdu 
quadrilatère complet formé parles quatre droites B,C4 A2, 
C< A< B2, A4 B, C2, A2B2C2 . Il en résulte, en vertu 
d'un théorème bien connu, qu^ils ont deux points 
communs; 

Comme les trois cercles Ta, Tc coupent ortho-
gonalement le cercle T, le centre O de celui-ci 
appartient à leur axe radical commun. Les tiois points 
O, I, J sont donc en ligné droite. 

Considérons maintenant une inversion de pôle A' et 

de puissance A ' A ou, plus brièvement, une inversion 
par rapport au .cercle- Ya. Cherchons l'inverse du 
cercle C'est un cercle qui : doit passer par les 
$cnnts( I et Ĵ  communs à Ta et à fct par le point C, 
homologue du point B. Ce cercle se confond donc 
avec r c . On voit de même que : 

Deux quelconques des cercles Ta, Tc sont in-

vertes par rapport au troisième. 

Il résulte de là que dçux cfe ces cercles coupent le 
troisième sous le même angle. Autrement dit, leurs 
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tangentes, en l'un de leurs points communs, sont telles 
que chacune est la bissectrice de Tangle forme par les 
deux autres. Cela exige nécessairenrïent que : 

Les trois cercles Ta, Tc se coupent mutuellement 

sous des angles de 6o°. ' 

On voit aussi que le centre de chacun des trois cercles 
est l'un des centres de similitude des deux autres [cela 
résultait déjà des formules (9)]. L'examen de la dispo-
sition des trois points A', B, C montre que le premier 
et le troisième sont des centres de similitude externes, 

et que le second est un centre de similitude interne. 

Les autres centres de similitude se trouvent aisément. 
Par exemple, le centre de similitude interne des 
cercles Y^ et Tc est le conjugué harmonique de A ' par 
rapport à B'G. Il est donc sur la polaire du point A/ 

par rapport à l'angle formé par les deux droites BB' et 
CC' (polaire qui se confond avec celle du point A' par 
rapport au cercle F). Cette polaire est la droite qui 
joint le point A au point qui divise intérieurement BC 

c2 

dans le rapport C'est donc, en vertu d'une pro-

priété connue, une symédiane du triangle ABC. 
Remarquons maintenant que le cercle BIC, de 

même que tout cercle passant par les points B et C, 
coupe orthogonalement le cercle Ta. Les cercles CÏA, 
A1B jouissent de propriétés analogues. Ils se coupent 
donc mutuellement sous des angles de 6o°. Si l'on fait 
une inversion de pôle I, transformant les points A, B, 
C en A", B7, C", la droite B'G est l'inverse du 
cercle BIC, etc. Lés trois droites B' G, G A", A"B' se 
coupent donc mutuellement sous des angles de 6o°, et 
le ttiafigïe Âff B" C" est equilateral: f ' ; r 

5° Lés points I ét J sont symétriques {>ar rapport 
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à B 'C . Dpnc IJ est le double de la hauteur du 
triangle IB'C'. En évaluant de deux manières diffé-
rentes l'aire de ce triangle, et en se rappelant que 
l'angle B'IC' est de 6o°, on a 

- B ' C ' . I J = ^ I l B M C ' . 
4 4 

Mais 1B':= B'B, I C ' = C ' C . On a donc, en tenant 
compte des valeurs ( 2 ) , ( 3 ) et ( 6 ) , 

y- abc abc (a2—62)(a2—c2) __ r^abc 
IJ - ^ZTfr âbcP ~ V^-fT-

1J étant réel, les deux points I et J sont aussi réels 
(cas, s'ils étaient imaginaires, leur distance serait 
une imaginaire pure). 

Soit D la distance du point O à la droite A'B'C' . 
On a 

s*D = O I H - O J . 

mais 01. OJ = R2 , R étant le rayon deT, et 

Donc 

Or 

01 — OJ | = IJ = s/^—çr* 

4 0 . - 1 ^ + 411«. 

abc 
R = 4S ' 

S étant l'aire du triangle abc. 

Finalement 

4 

6° Étant donnés les points A', B', C', le point I , tel 
que les angles B'IC' et A ' IB ' soient de 6o° se construit 
aisément. On connaît donc les cercles Fa , r*> I V 



( 89 ) 

Proposons-nous alors de construire le triangle ABC, 
connaissant le rayon R du cercle T. Le centre O de ce 
cercle doit appartenir à IJ, et être tel qu'on ait 

O L O J - R ' . 

On peut donc construire le point O de deux 
manières. 

Le cercle T étant connu, il coupe chacun des 
cercles Ta, Yc en deux points. Ces points, associés 
convenablement, donnent deux triangles ABC satis-
faisants. En effet, soit B l'un des points où T 
rencontre IV Dans une inversion par rapport au 
cercle T se transforme en lui-même et se trans-
forme en r c . Donc, au point B correspond l'un des 
deux points C où T rencontre IV De même, le point B 
détermine sans ambiguïté le point A. Il reste à vérifier 
que AC passe bien parB'. Or cela résulte immédiatement 
de ce queAA', CO, BB' sont les tangentes en A, C, B 
au cercle T. Les deux premières rencontrant les 
côtés BC et AB respectivement aux points A ' et O, le 
point de rencontre B' de la tangente en B et de A ' O 
doit nécessairement appartenir à AC. 

En résumé, étant donné le rayon du cercle T, on 
trouve quatre triangles satisfaisants, deux à deux 
symétriques par rapport à A 'B 'O . Si l'on fait varier R, 
on trouve une infinité de triangles répondant à la 
question. 

BIBLIOGRAPHIE. 

LEÇONS SUR LA D Y N A M I Q U E DES SYSTÈMES MATÉRIELS, p a r 

Et. Delassus. — Grand in-8 de 42 1 pages et 
i5 figures. Paris, A. Hermannet fils, 1913. Prix : i4fr» 
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* Ce Cours, que M. E» Delassus a professé pendant plusieurs 
-années à l 'Université de Bordeaux, comprend « l'-exposition 
systématique, avec les perfectionnements résultant de travaux 
récents, des théories élémentaires de la Mécanique analy-

tique, c 'est-à-dire des conséquences de l'équation de Dalem-
bert, à la 'fois au point de vue théorique et au point de vue 
pratique de la résolution effective des problèmes de dyna-
mique ». Mais sous cette apparence modeste, c'est une œuvre 
didactique originale et forte, appelée à devenir rapidement et 
à rester classique. 

La Mécanique analytique est essentiellement l'étude des 
systèmes matériels à liaisons ; mais la notion de liaison a été 
laissée pendant un siècle dans certain vague, jusqu'à ce que la 
considération des mouvements de roulement eût amené à 
•reconnaître que les liaisons ne pouvaient pas toutes être 
exprimées par des é-quations finies entre les paramètres et que 
certaines se traduisaient par des relations différentielles non 
intégrables. On distingue alors, selon le mot de Hertz, les 
systèmes matériels en systèmes holonomes et non holonomes, 
les équations de liaison des derniers étant linéaires par rapport 
aux différentielles des paramètres. Il était tout indiqué d 'envi-
sager des liaisons analogues, mais analytiquement plus com-
plexes. Du même coup se posait, plus impérativement, 1.1 ques-
tion de La réalisation matérielle de ces liaisons, laquelle peut se 
faire sans adjoindre, au système donné, des corps auxiliaires 
(réalisation directe) ou en introduisant de tels corps (réalisa-
tion indirecte, où le système proposé devient une portion d'un 
système plus étendu soumis à des liaisons directes). En admet-
tant que le système auxil iaire soit sans masse, on arrive fina-
lement à des équations du mouvement dans lesquelles le pro-
cédé de réalisation des liaisons n'a pas laissé de traces. Mais la 
manièredontonécritceséquationsimpliquecette définition : les 
liaisons sont réalisées matériellement quand les déplacements 
virtuels du système considéré comme partie d'un système plus 
complexe sont les mêmes que ceux définis par ses équations 
de liaisons. 

C'est là un point de départ qui introduit évidemment un 
élément étranger à la notion immédiate et intuitive de liaison. 
Aussi M* Delassus ne l'admet-il pas :.pour. lui, « les liaisons 
sont réalisées par l'adjonction d'un système Si quand, des 
relations entre les paramètres de S et Si qui expriment les 



( 9 ' ) 
liaisons du système total, ne résultent entre les paramètres 
âe S que les relations qui exprimentlesl iaisons de ce système ». 
Cette définition naturelle (qui peut être en désaccord avec la 
précédente) se traduit sous forme analytique générale, et elle 
permet d'obtenir une exposition tout à fait logique, évitant les 
paradoxes. 

A un autre point de vue, dans l'étude des liaisons unilaté-
rales, on admet d'ordinaire « comme évidente la cessation 
effective et simultanée de plusieurs contacts dont les réactions 
sont négatives ». C'est là un postulat inadmissible, ainsi que 
le montre M. Delassus qui rectifie ainsi toute une importante 
théorie. 

Il fal lait 'commencer par indiquer ces choses de fondation, 
qui caractérisent le présent Livre, quoique l 'Ouvrage entier 
fût très personnel. C'est un cours de Licence qui s'adresse à 
des étudiants sortant du cours de Mathématiques générales, 
et qui comprend, groupées autour de la Mécanique analytique,, 
toutes les notions, théories et questions qui figurent au pro-
gramme traditionnel deMécnnique rationnelle. 

Les dix-huit Chapitres pourraient former quatre Parties. 
La première Partie comprend des compléments de cinéma-

tique, des généralités sur les systèmes matériels (liaisons, 
quantités de mouvement, forces d'inertie, travail , forces vives), 
l 'établissement des équations générales du mouvement des 
systèmes holonomeset non holonomes (principe de Dalembert, 
équations de Lagrange, de M. Appell , canoniques, équation de 
Jacobi, généralisations ; équations spéciales du mouvement 
d'un corps solide), l'étude de l'équilibre et des petits mouve-
ments de ces systèmes. 

La seconde Partie aurait pour objet l'intégration des équa-
tions obtenues : elle n'est pas tout à fait du domaine de l 'Ana-
lyse, à cause de caractères spéciaux à ces équations. On envi-
sage successivement les procédés d'obtention d'intégrales 
premières (intégrales linéaires, intégrale des forces vives géné^ 
ralisée), les principaux cas de réduction et d'intégration par 
quadratures dès équations du mouvement d'un système holo-
nome, et enfin l'étude approfondie du cas régulier d'intégra— 
gration par quadratures. 

La troisième Partie est formée de divers compléments dont 
certains montrent bien la destination de l 'Oüvrage : l ' impor-
tante question des liaisons unilatérales, les mouvements en1 
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tenant compte de la rotation de la terre, les percussions et 
chocs, l 'équilibre des fils flexibles et inextensibles« et enfin la 
brève synthèse des beaux travaux de l 'Auteur sur la d y n a -
mique et la statique des systèmes soumis à des liaisons 
d'ordre différentiel quelconque. 

Enfin la quatrième Partie a un caractère essentiellement 
pratique : une série habilement graduée d'une quarantaine 
d'exercices, la plupart nouveaux, apprend à l 'étudiant comment 
on aborde et l'on creuse un problème de Mécanique : le lecteur 
est mené jusqu'au seuil du Concours d'Agrégation. Par ce 
report des applications à la fin du Livre , l'exposition des 
théories a gagné en unité et en clarté. 

Nous ne saurions trop recommander aux étudiants en 
Mathématiques des Facultés de lire et de méditer cet Ouvrage 
à la pensée forte, qui les fera sortir des sentiers de la Tradit ion. 

A . B O U L A N G E R . 

CERTIFICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Caen. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Un triangle pesant homo-

gène A B C , rectangle en A et isoscèle, est assujetti à se 

mouvoir de façon que la droite AB glisse sans frottement 

sur une droite horizontale fixe OX. Un point matériel 

pesant M est mobile sur Vhypoténuse BC. 
Equations générales du mouvement du système. 

9." Cas particulier où les vitesses initiales sont toutes 

nulles, le triangle A B C étant placé au début du mouve-

ment dans unplanvertical et au-dessus de Vhorizontale OX, 
et le point matériel M étant alors en C. Temps mis par M 
pour atteindre B. 

Reprendre l'étude du cas particulier spécifié dans a* 

en supposant qu'il y ait frottement du triangle sur la 

droite OX. 

I I . Petits mouvements d'une barre A B autour de sa 

position d'équilibre. 
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La barre est mobile dans un plan vertical V autour de 

son extrémité A , supposée fixe; son extrémité B est attirée 

proportionnellement à la distance par une horizontale xy 

située dans le plan V et au-dessus de A ; un point déter-

miné 0 de la barre est attiré proportionnellement à la 

distance par un point fixe D situé sur la droite d'inter-

section du plan V avec le plan horizontal passant par A. 
La barre est pesante et homogène. 

On donne : 

i° Le poids de la barre, égal à 6ok g ; 
La valeur de la force attractive exercée par D sur G : 

cette attraction est de 40** quand la barre A B est verticale; 

3° Vangle de la barre avec l'horizontale xy dans sa 

position d'équilibre : cet angle est de 3o°; 
4° Les longueurs 

A D = o m ,6o ; AC = i * a o ; C B = 2 m ,8o, 

et la distance, égale à im , 80, du point A à l'horizontale xy. 

Cas où les divers points de la barre subissent en outre 

une résistance proportionnelle aux masses et aux vitesses. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Dans une poutre ayant la forme 

d'un triangle isoscèle A B C , on désigne par B le sommet 

d'où partent les deux côtés égaux, et par D le milieu de 

la base A C ; les côtés égaux B A , B C sont constitués chacun 

par une tige, la base A C par deux tiges en prolongement 

articulées en D, et les points B et D se trouvent reliés par 

une cinquième tige. 

Cela étant, on suppose qu'une grue est formée de la 

poutre A B C D , mobile dans un plan vertical autour du 

point fixe D, et rattachée par une chaîne A E au point 

fixe E , situé au-dessous du point D sur la verticale passant 

par D. La poutre est munie d'un système de trois poulies, 

la première au point fixe D, la deuxième au sommet C, 
la troisième formant avec la poulie C un palan et égale 

à la poulie C. La charge, égale à 2oookg, s*exerce en C 
par l'intermédiaire du palan, et la puissance s'exerce 

verticalement sur la poulie D ; on néglige le frottement 

«et le poids de la grue. Les dimensions de l'appareil sont; 

DA = DC X* D E « 3ra, 60, 
A Ë stt B D « i»>«o. 
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i° Déterminer la charge totale de Varticulation C, du 

point fixe D , et la tension de la chaîne A E . 
Déterminer les tensions et compressions des différentes 

barres constituant la poutre ( B A , B C , D B , D C , D B ) . 

Epure à Véchelle de pour les longueurs, et de imm 

par pour les forces. 

Une feuille d'explications devra être jointe à Vépure. 

( J u i n 1 9 1 3 . ) 

Clermont. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un disque circulaire homogène 

pesant est attaché, par deux points G et C diamétralement 

opposés, à deux fils élastiques identiques C A B et C ' A ' B ' . 
Le premier fil passe en A entre deux petites poulies sans 

frottement que Von considère comme sensiblement réduites 

au point A . Son autre extrémité est fixée au point B tel 

que la longueur naturelle du fil soit A B . il en va de 

même pour le second fil, A et B étant seulement remplacés, 

par les points A ' , B ' symétriques des précédents par rapport 

à O, les cinq points A , B , A ' , B ' , O étant d'ailleurs sur une 

même horizontale Ox. La tension de chaque fil pour un 

allongement r à partir de la longueur naturelle est < kry 

k désignant un coefficient constant. Cela posé : 

i° On abandonne le disque sans vitesse initiale à partir 

d'une position quelconque située dans le plan vertical qui 

passe par Ox. Trouver et étudier son mouvement. 

20 Quelle doit être la position initiale du disque pour 

que son orientation ne change pas dans le cours du mou-

vement ? Pour une position initiale convenable, le disque 

effectue de petites oscillations autour de son centre. Quel 
CC' 

doit être le rapport Pour qu'elles aient même période 

que le mouvement du centre ? Où doit alors se trouver 

primitivement ce centre pour que le disque ne rencontre à 

aucun moment "les poulies A et A ' ? Peut-on toujours 

trouver une telle position ? * 

3° Trouver les deux positions d'équilibre du disque. 

Prouver que l'une est stable et Vautre instable. La position 

initiale étant supposée très voisine de la position d'équi-

libre stable, étudier les petits mouvements du disque. 

Montrer que chaque point est animé sensiblement d'un 
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mouvement vibratoire simple et rectiligne* Enfin, prouver 

que ces petits mouvements peuvent être réalisés par le > 

roulement infiniment petit périodique d'un cercle concen-

trique au disque sur une droite. 

N. B . — On supposera les points C et G', où viennent' 

s'attacher les fils, de part et d'autre du plan du disquet 

mais très voisins de celui-ci, de manière que les fils ne se 

gênent pas dans les mouvements du disque. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Un plan incliné fait io° avec le 

plan horizontal. Un point pesant est lancé sur ce plan. 

avec une vitesse de im par seconde dans une direction 

faisant l'angle <p avec la ligne de plus grande pente 

descendante. Il frotte suivant un coefficient de frottement 

égal à?--

i° Calculer en fonction de <p la durée T du mouvement 

et la position du point d'arrêt P . 
2° Etudier les variations de T et construire le lieu de P ¡: 

quand cp croit de o à 7t. On calculera, en particulier, les 

positions la plus haute et la plus basse de P , à icm près, et 

l'angle <ppour lequel le point P est au même niveau que 

la position initiale, à i minute près. On calculera égale-

ment, à y^j- de seconde près, le maximum et le minimum : 

de T. 

N. B. — L'accélération de la pesanteur est 9m, 8o. 
( Juin 1912 .) 

QUESTIONS. 

2 2 1 4 . Démontrer l'identité suivante, où p est entier et m 

quelconque 

Yxp pxP~l(i-±-x) p (p — 1)... i.(n 

[ m m(m — i) m (m — 1).. ,(m— p) J , 

mi m — 1 ).. .(m — p) . 4 „ 
X - - — - J - L = I - h A t i F - K . .H- KpXP. 

p! 
avec 

m . m (m — 1) 
Al=—y A j = - - , •••• 

I I . 2 
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Pour m entier et p 5 m, il faut faire entrer le facteur m —m 

dans la parenthèse, simplifier comme si ce facteur n'était pas 
nul, et faire ensuite m — m = o. 

Quel résultat obtient-on en supposant que /n, d'abord quel-
conque, tend vers le nombre entier ¡jl, avec ¡x? 

G . FONTENÉ. 

22 15 . Les tangentes communes intérieures à trois cercles 
d'un même plan, pris deux à deux, sont tangentes à une 
conique, homofocale à une conique inscrite au triangle qui a 
pour sommets les centres des trois cercles. THIÉ. 

2216. On sait que l'on appelle anneau le volume engendré 
par le segment compris entre un arc de courbe A B et sa 
corde, tournant autour d'un axe X situé dans son plan et ne le 
rencontrant pas; la distance des projections orthogonales des 
points A et B sur l 'axe l X est la hauteur de cet anneau. 
Démontrer que. si l 'arc AB appartient à une conique admet-
tant X pour axe de symétrie, le centre de gravité de l'anneau 
est le milieu de sa hauteur. M. D'OCAGNE. 

2217 . Soit P P ' un diamètre variable d'une ellipse de foyers 
F , F ' . P F et P F ' rencontrent l'ellipse en M et M'; MF ' et M ' F 
se rencontrent en Q; PQ rencontre F F ' en K et MM' en L . 
Montrer que : 

i° La tangente en P' et MM' se rencontrent en B sur F F ' ; 
2° La droite MM' enveloppe une ellipse, et L est le point où 

MM' touche son enveloppe; 
3° Le lieu de Q est une ellipse de foyer F et F ' ; 
4° Chacune des droites PQ et P ' Q est normale à une ellipse 

f i x e . E.-N. BARISIEN. 

2218. Quand deux normales MP, MQ à une ellipse abaissées 
d'un point M sont rectangulaires : i ° la droite B S , qui jo int 
les pieds R et S des deux autres normales issues de M, 
est telle que les axes interceptent sur cette droite une longueur 
constante égale au rayon du cercle orthoptique à l'ellipse ; 

la droite PQ enveloppe une ellipse et la touche en son point 
de rencontre avec RS. E.-N. BARISIEN. 
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[0*26] 

SLR LES COURBES DE DUPORCQ ET DE MANNHEIM H ; 
PAH M. F . B A L I T R A N D 

Les courbes de Duporcq sont caractérisées par la 
propriété suivante : 

Leurs normales découpent sur une droite fixe des 

segments proportionnels aux arcs décrits par leurs 

points d'incidence. 

Les courbes de Mannheim par celle-ci : 

Le rapport entre le rayon vecteur issu d* un pôle 

fixe et le rayon de courbure est constant pour tous 

les points d'une telle courbe. 

La liaison cinématique entre les deux familles de 
courbes s'établit par le théorème ci-après : 

Si une courbe de Mannheim roule sur une de ses 

tangentes, son pôle décrit une courbe de Duporcq. 

Cette proposition résulte immédiatement de la cons-
truction, donnée par Mannheim, du centre de courbure 
d'une courbe de Duporcq ; mais on peut aussi l'établir 
géométriquement d'une façon directe. 

À cet effet, soit O le pôle d'une courbe de Mannheim 
et M un de ses points. Menons la tangente MT en ce 
point. Prenons sur la courbe un point M', infiniment 
voisin du point M, et sur la tangente un point M, tel que 
MM^ = arc MM'. Si la courbe roule sur la droite, le 

(*) Voir Nouvelles Annales, 1902, p. 181-184,337-343 et 481-482. 

Ann. de M athémat., 4e série, t. XIV. (Mars 1914 ) 7 



( 98 ) 

point M', après un déplacement infiniment petit, vien-
dra en M| et, en même temps, le point O viendra en O,. 
On a 

arc OOâ = OM x OftlOT. 

Mais l'angle OMO^ n'est autre que l'angle M^MM^ ; 
c'est-à-dire que l'angle de contingence de la courbe au 
point M. Il est donc égal à 

ds _ _ M M ' _ M M , 

7 ~~ P " " p 

p désignant le rayon de courbure de la courbe au 
» | , , O M , O O L 

point M. Far riypothese, est constant; donc 

l'est aussi. D'autre part, 0< M< est la normale en 0< à 
la courbe lieu du point O, qui, par suite, est bien une 
courbe de Duporcq. 

Cela posé, prenons comme axes de coordonnées 
mobiles la tangente O r et la normale Oy à la courbe, 
lieu du point O et rappelons les formules de Gesàro : 

ox dx y §y dy x 

ds ds p ' ds ds p ' 

x et y désignant les coordonnées d'un point du plan 
par rapport aux axes mobiles ; les caractéristiques o 
et. d se rapportent au déplacement absolu et au dépla-
cement relatif du point (.r, y) ; l'arc s de la courbe (O) 
a été choisi poar variable indépendante. 

Soit P le point où la normale Oy rencontre la droite 
fixe que nous appellerons désormais directrice. Dési-
gnons par K le segment OP. Les formules précédentes 
appliquées au point P (o, X) donnent 
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auxquelles il faut joindre, puisque le point P décrit 
une droite, 

v as p 

k désigne le rapport, constant par hypothèse, des arcs 
décrits par les points P et O ; 9 représente l'angle de 
la directrice avec la tangente Ox. 

Ces formules suffisent pour l'étude des courbes de 
Duporcq. La première des relations ( i ) conduit immé-
diatement à la construction du centre de courbure 
donnée par Mannheim (Nouvelles Annales, 1902, 
p. 33;) . 

Sur la perpendiculaire élevée en P à la direc-

trice prenons PQ = A. OP. La droite O Q coupe 

en K la parallèle à Ox menée par P ; la parallèle 

à PQ, menée par R, rencontre la normale Oy au 

centre de courbure C. 

Soit G la projection du point Q sur OP. On a 

( 3 ) O G = X — * X c o s e = — , 
P 

d'où une nouvelle construction du centre de courbure. 

Sur GQ prenons Q, tel que OQ, == OP ; la perpen-

diculaire élevée en Q, à OQj passe au centre de cour-

bure C. 

On peut encore remarquer qu'en appelant P4 le 

symétrique de P par rapport à O, les quatre points P4, 
G, P, C forment une division harmonique. 

En différentiant la première des relations (1) et tenant 
compte de la seconde, on arrive à l'équation 

2X' p' ^ • * ' 
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ou bien 
X2 = ap, 

a désignant une constante. Cette formule est due à 
Duporcq. Il estintéressant de rechercher la signification 
géométrique de la constante a. La formule ( 3 ) montre 
que a = OG et par conséquent que OG est une cons-
tante. Ainsi : 

La projection du point Q sur la normale décrit 

une courbe parallèle à la courbe {O). 

Les coordonnées du point Q sont : 

et, par suite, la droite OO a pour équation 

p{ désignant le rayon de courbure de la développée 
de O. La droite OQ passe donc par le milieu de ce 
rayon de courbure et par suite : 

Le rayon de courbure de la développée de (O) 

s'obtient en doublant le segment déterminé sur la 

normale à cette développée par la droite OQ. 

En additionnant les formules ( i ) après les avoir 
élevées au carré, et tenant compte de X 2 = a p , on 
arrive à 

x — k\ sin 0 = XX', y = a. 

De la relation \2 = ap on déduit 

2XX'=ao'=aÊi, 
? 

ou bien 

(4) ds — 
X dl 

^ 2 X 2 — ( X — A ) 2 
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Cette relation est due à Duporcq. Elle peut toujours 
être intégrée et en y remplaçant ensuite X par y/ap on 
obtient l'équation intiinsèque des courbes en question 
sous forme finie. Le résultat est assez compliqué. La 
marche suivie ici a l'avantage de mettre en évidence la 
signification géométrique des constantes de l'équa-
tion (4) . 

Par un point fixe I menons des rayons vecteurs égaux 
et parallèles aux segments de normales d'une courbe de 
Duporcq, compris entre la courbe et sa directrice, et 
proposons-nous d'étudier la courbe lieu des extrémités 
de ces segments. 

Nous emploierons des coordonnées polaires; le point I 
étant le pôle, l'axe polaire étant parallèle à la directrice, 
et nous désignerons par to l'angle polaire. 

Il est commode d'employer les valeurs de \ V, X",..., 
p, o4, p2 en fonction de l'angle 9. 

Ces valeurs sont les suivantes : 

f/0 _ q, _ i — k cos 6 
ds a ' 

. a dl -W , • n 
À= : r> —— z=z k — k sin U, 

i — k cos o ds 

d 2X _ v , /ccosO(i — ¿ c o s 6) 
- s ' 

_ a dp __ , __ 2 A:sin 6 
P ~ (i — k cosÔ) 2 ' d~s ~~ P ~~ i—Arcose' 

_ 2&as inô _ika.(k—cosô -+- i A:2sin20) 
P l ~~ (i — £ c o s 8 ) 3 ' p 2 ~~ (i — ¿cos6)* 

On a aussi 

d\ __ cTk _ k a sin 6 
dû ~~ ~~ P ~ds ~~ ~~ (i — k cos ô)2 * 

Cela posé, l'angle que fait la tangente en un point de 
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la courbe avec le rayon vecteur est donné par la 
formule 

_r kdu> i — kcosd 
t a n g V = ^ r = - ks.ni ) . 

Mais si Ton appelle <p l'angle que la normale de la 
courbe deDuporcq correspondante faitavecla droite OQ, 
le triangle OGQ donne 

donc 

GQ k sinO 
G Ô ~ i — k cos 6 = t a n ^ ^ ' 

t a n g V = — cotcp = tang ĉp — 

et la tangente cherchée est perpendiculaire à la 
droite OQ. 

Le rayon de courbure est donné par la formule 

R == 

Le numérateur et le dénominateur de cette expres-
sion se calculent aisément en fonction de 6, et, après 
quelques réductions, on arrive à la valeur suivante 
pour R : 

(5) r — — — . 
COS3 <p 

Par suile, si l'on projette G en Gj sur OQ, puis G, 
en G2 sur OP, et enfiij G2 en G3 sur OQ, le segmentOG3 

est égal au rayon de courbure R. 
Passons maintenant aux courbes de Mannheim. 

Soient O le pôle et M un point de la courbe (M). Prenons 
pour axes de coordonnées mobiles la tangente Mx et la 
normale My en M à la courbe (M) . 

Des formules de Cesàro on déduit, pour exprimer 
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les conditions de fixité du point (x,y), les conditions 

__ y dy __ x 

ds ~ p ' ds ~ p' 

ou en coordonnées polaires (/',&) 

dr A sinft d 0 i 
-r- = — c o s O , = — — 1 — • 
ds r ds p 

En les appliquant au pôle O, et en tenant compte de 
la relation p = /rr, on obtient successivement: 

dp dr 
= k -7- = — k cos 0, 

ds ds 
rfô _ k sin 0 — i 
do ArpcosO ' 

da k cos 6 d(l 
— -4- j . = o; 
p k sin t) — 1 

d'où, par intégration de cette dernière, 

( 6 ) p (k sin 0 — 1) = a , 

a désignant une constante. 
On arrive aussi aisément à la relation 

m ^ ' - ( - f ) ' -
ou bien 

P dp 
(7) d$= ^ /¿'p*— (p + fl)«' 

qui n'est autre que l'équation différentielle intrinsèque 
des courbes de Mannheim. Elle peut toujours se mettre 
sous forme finie, mais elle est alors assez compliquée. 
Elle se simplifie lorsque k = 1. En faisant le change-
ment de variable y/2 p-+- a — - y on arrive aisément à 
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l'expression 

_ ( p — a \Jip -h a 

~~ S sj~a 

On peut encore remarquer que l'équation ( 7 ) est iden-
tique à celle qui, pour les courbes de Duporcq, relie 
l'arc de la courbe au segment de normale compris entre 
la directrice et le point d'incidence. 

Les développées des courbes de Mannheim ont une 
équation intrinsèque remarquable. Les formules qui 
permettent de passer d'une courbe à sa développée sont 
les suivantes : 

dp 

en les appliquant à l'équation (7), on obtient : 

= (¿S— !) ¿2 __ 2 aS i __ a2 

Ces courbes sont des épicycloïdes ou des hypocyeloïdes. 
Pour k = 1, on a une développante de cercle. Ainsi : 

Les courbes de Mannheim sont des développantes 

d'épi- ou d'hypocyeloïdes. 

La formule ^ — — k cos 9 peut s'écrire 

pi k p cos 0 = o. 

Or, si l'on projette le centre de courbure C en y sur 
le rayon vecteur, on a Cy = p cos 8 ; le rayon de cour-
bure de la développée de ( M ) est donc égal à k foisCy. 

La relation p(A-sinô— 1 ) = a peut se mettre sous 
la forme 

( 8 ) k (p sin ô — r) = a. 

Elle nous montre que le point y décrit un cercle de 
centre O et de rayon a. Ce théorème est dû à Mann-
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heim et l'équation ( 8 ) fournit une interprétation géomé-
trique de la constante d'intégration a. 

La même relation peut encore s'écrire 

ou, en appelant p la distance du pôle à la tangente 
en M, 

Les courbes de Mannheim sont donc caractérisées par 
la propriété suivante : 

Il existe une relation linéaire entre les distances 

du pôle à un point de la courbe et à la tangente en 

ce point. 

Cela va nous permettre de trouver l'équation diffé-
rentielle de ces courbes en coordonnées polaires. 

Prenons pour origine le pôle et pour axe polaire une 
droite quelconque passant par ce point. Soit o> l'angle 
polaire. En remarquant que 9 désigne l'angle de la tan-
gente à la courbe avec le rayon vecteur, on a 

kr sin G — r a 

k 

i a 
r = ~k 

r dio 

' s i n 9 = 

On en déduit sans peine 

A2p2 = k 7̂*2 sin*6 = 

d'où 

(9 ) dix) 

c'est l'équation différentielle cherchée. 
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Il est, d'autre part, évident que, pour toute courbe de 

Mannheim : 

Il existe une relation linéaire, en chacun de ses 

points, entre le rayon de courbure et la distance de 

la tangente à un pôle fixe. 

Divisons (9) par (7), après avoir remplacé r par£, 

nous obtenons 
du) 1 a 

ds p p-

Les courbes de Mannheim sont donc un cas particu-

lier de celles qui ont été étudiées par M. Haag ( N o u -

velles Annalesj 1913, p. 397 et suiv.), Elles corres-

pondent au cas o ù / ( o ) = = - - f - ^ ' 

[ K ^ c ] 
SUR LE POINT DE FEUERRAGH ; 

PAR M. V. T H Ë B A U L T , 
Professeur à Ernée (Mayenne). 

L'une des plus anciennes constructions du point cp 
de contact des cercles inscrit I et des neuf points w d'un 
triangle est due au géomètre Hamilton. Elle est bien 
connue et deux démonstrations géométriques en ont été 
données dans ce journal par Gérono en 1865 et Canon 
(Mannheim) en 1903. 

Entre ces deux démonstrations sont parues dans 
diverses Revues des propriétés fondamentales du point 
© dont les deux plus importantes qui, à notre avis, 
constituent l'essentiel actuellement connu sur la ques-
tion, sont les suivantes : 
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i° Le point de Feuerbach est le centre de Vhyper-

bole équilatère qui passe par les sommets d un 

triangle ABC et le centre I du cercle inscrit ). 

2° Le point de Feuerbach est le foyer de la para-

bole qui admet le triangle ABC comme triangle 

conjugué et qui admet pour directrice la droite 01 
qui joint les centres des cercles circonscrit et inscrit. 

Cette parabole est rf' ailleurs inscrite dans le triangle 

qui a pour sommets les milieux A<, B<, C, des côtés 

du triangle ABC ( 2 ) . 

Nous nous proposons d'utiliser ces deux théorèmes 
pour donner de la construction d'Hamilton deux 
démonstrations élémentaires qui sont peut-être 
nouvelles et qui ont l'avantage d'être plus simples que 
celles rappelées ci-dessus. Ces démonstrations nous 
conduiront de plus à quelques propriétés qui n'ont 
peut-être pas été présentées aux lecteurs de cette Revue, 

1. Rappelons ce théorème énoncé par M. Th. Lemoyne 
{Nouvelles Annales, 1904): 

Si, étant donné un triangle ABC inscrit à une 

conique S, on projette un point quelconque P de cette 

conique sur les côtés du triangle, en Q, R, S, le 

cercle QRS est orthogonal à un cercle fixe, réel ou 

imaginaire. Ouand, en particulier, la conique 2 est 

une hyper bole équilatère, le cercle QRS passe par 

le centre de cette hyperbole. 

( ' ) LEMOINE, Association française pour l'Avancement des 
Sciences, 1889, p. 2o3. — C H . M I C H E L , Journal de Mathématiques 
spéciales de G. de Longchanips, janvier 1895. 

( 2 ) C H . M ICHEL , Journal de Mathématiques spéciales de G. 
de Longchamps, janvier 1890. — BOUVAIST , Nouvelles Annales, 
1906, p. 5io. — V . T H É B A U L T , Nouvelles Annales, 1910, p. 275. 
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Dans un triangle ABC { f ig* i), traçons les perpen-
diculaires AmM et AwN sur les bissectrices Bl et CI, 
m, n, M, N étant les intersections de ces perpendicu-

laires avec BI, CI et BC. Soient A', B;, C; les pieds des 
hauteurs, D, E, F les contacts du cercle inscrit avec 
BC, CA, AB. 

D'après le théorème de M. Lemoyne, le cercle des 

neufs points to' du triangle AMN passe au point cp de 

Feuerbach du triangle ABC. Il contient aussi le 
point de contact D qui, visiblement, est milieu de MN. 

Le cercle a circonscrit au triangle Amn, de diamètre 
AI, passe en E et F ; il est d'ailleurs égal à w'. Ces deux 
cercles a et to', passant en m et /?, sont symétriques par 
rapport à Bt C4 qui est leur axe radical. 

Or EF étant l'axe radical des cercles I et a, le point 
H, commun à B/Ci et EF, a même puissance par 
rapport à I, to' et a. C'est leur centre radical, et Dcp, 
corde commune à I et to', passe par ce point H. D'où la 
construction d'Hamilton : 

Ladroite, qui joint les points de contact avec{ I) des 

côtés AB, AC du triangle, et la droite qui joint les 

Fig. i . 

A 

B M r ir I) ^ V D; JT 
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milieux de ces côtés se coupent en un point H : la 

droite DH rencontre le cercle ( I ) au point o de 

Feuerbach. 

REMARQUES. — a. On peut obtenir directement que 
le cercle des neuf points du triangle AMN passe au 
point <p, sans se servir du théorème de M. Lemoyne. 

On sait, en effet, que DE contient le milieu m de ÀM 
et que 

i n A' B - G 
angle D o A = • 

Il suffit donc d'obtenir 

angle D m A' — ? — • 

Or, 

rfB — m D B = 90° — ^ — ( 9 0 ° - ^ = • 

b. Le triangle AMN donne quelques propriétés inté-
ressantes. L'orthocentre K. de ce triangle est tel que 
A K = 2 ID = 2/*, r étant le rayon du cercle I (car I est 
aussi le centre du cercle circonscrit à AMN). La droite 

d'Euler 1K rencontre donc BC en un point Y* de Vaxe 

radical du cercle inscrit et des neuf points du 

triangle ABC. 
La figure D l y K (y milieu de A K ) . étant en effet un 

parallélogramme, 

P D P K P A ' 2 
P Â ; = PT = P D ' d ° Ù PD = P A i x P A ' ; 

A,I passant,, comme l'on sait, en y milieu de AK . 
c. Soit G le point de concours des médianes du 

triangle ABC; traçons AD'D 4 , D' étant l'extrémité du 
diamètre DI. On sait que DA j = A| D,. 

IG et IK rencontrant AD, respectivement en S et K, , 
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et comme A, l est parallèle à AD4 , 

= lGj_ 
G S ~ 2 ~ G I K ' 

G, étant l'intersection de 1K et de A D ; SK est donc 
parallèle à GG t , c'est-à-dire à BC, et 

S D T = D K = A D ' = D ' K , . 

Comme I est le milieu de DDA : 

La droite d'Euler 1K du triangle AMN est la 

transversale réciproque, dans le triangle D D ' D 0 de 

la droite qui joint le centre de gravité G au centre I 
du cercle inscrit du triangle ABC. 

2. Nous avons donné en octobre 191 i, dans le 
Journal de Vuibert, le théorème qui suit et qui 
complète celui énoncé au début de cette Noie : 

Les côtés du triangle quia pour sommets les points 

de contact D, E, F, du cercle inscrit et des côtés du 

triangle ABC, sont tangents ci une parabole dont le 

foyer est le point code Feuerbàch et la directrice, 01. 

Considérons la droite CÎD ; elle est bissectrice de 1 7 

V angle AjcpA'. En effet, le cercle des neuf points de ABC 
étant tangent en <pau cercle inscrit I, cpD coupe le pre-
mier au point homologue de D, c'est-à-dire au point de 
contactde la tangente parallèle à BC. Or, cette tangente 
touche le cercle d'Euler au milieu de l'arc A, A'. 

Nous allons alors établir les intéressantes propriétés 
ci-dessous : 

a. Les droites qui joignent les pieds des hauteurs 

du triangle ARC au point de Feuerbàch rencontrent 

respectivement les côtés du triangle A,B,C, en leurs 
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points de contact avec la parabole de foyer <p et de 

directrice 01. 

Traçons cp̂  perpendiculaire sur B<C, jusqu'à la 
rencontre avec la directrice 01, soit K, ( f i g . 2) inter-

section de B<C, et <pA'. Il suffit de prouver que l'angle 
O^K1 est droit, c'est-à-dire que = K,M^, M étant 
l'intersection de 01 et B,C, ; car ¡3 étant symétrique 
de o par rapport à B ^ , , K.,¡â = K,ç>, de sorte que si 
OJ3R, est droit, K, appartient à la parabole de foyer <p 
et de directrice 01. 

Or, nous savons que 

angle K, {ta = Ktcp3 = cpÀ'A = A A ' a = MPA KtMjB, 

A'a étant perpendiculaire à 01. 
Voir notre article, Sur quelques théorèmes de 

géométrie élémentaire (Nouvelles Annales, 1910, 

p. 2 7 1 ) , où nous avons établi la symétrie de A'© et A'a 
par rapport à AA ' . KJ est donc le point de contact de 
B,C, et de la parabole précédente. 

Fig. 

B t 



( l i a ) 

b. Les droites qui joignent le point de Feuerbach 

aux milieux des côtés du triangle A.BG rencontrent 

respectivement les côtés du triangle DEF aux points 

de contact avec la parabole précédente de foyer cp et 

de directrice 01. 

Soit J intersection de AI et cpA, ; traçons cpy perpen-
diculaire sur EF et joignons y au point K 2 de rencontre 
de EF et cp/\< ; y est symétrique de cp par rapport à EF, 
donc K2y = K2cp. Il suffit^ par suite, de montrer que 
l'angle OyK.2 est droit, soit que 

angle ç y K 2 = YOK 2 = A J K 2 . 

Or cpDA'=PIN. De plus^cpD élant bissectrice de A, cp A', 
A,cp coupe le cercle I en D, symétrique de D par 
rapport à AI, car 

angle DIN = AIDi = C ~ B = A , o D . 

On a donc, dans la circonférence I, 

mes .AJKo— mes. o D D ' ; 
d'où 

angle A J K 2 = D'Dcp = 900— cpDÀ' 

= 90° — PIN = 90°— AIL = E L I — y LK 2 , 

L étant l'intersection de 01 et EF. 
Alors, C,B, et EF étant tangentes à la parabole de 

foyer cp et de directrice 01, d'après un théorème 
classique, cpH qui j,oint le foyer à l'intersection des 
tangentes est bissectrice de l'angle K,oK2 , ou de son 
opposé par le sommet A,cpA;; cpH est donc le prolon-
gement de Do et la construction d'Hamillon est à 
nouveau établie. 

REMARQUES. — La propriété ( a ) se généralise pour 
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une parabole quelconque tangente aux côtés d'un 
triangle. 

Les points de contact des côtés d'un triangle 

tangent à une parabole sont situés sur les droites 

qui joignent respectivement le foyer aux pieds des 

hauteurs du triangle obtenu en menant, par les 

sommets, les parallèles aux côtés du premier. 

La proposition a ne dépend en effet que de la symé-
trie de <pA/ et A'a par rapporta la hauteur AA f . Or, nous 
avons prouvé (Nouvel les Annales, 1 9 1 0 , p. 274) que 
cette propriété est générale. 

La propriété b n'est d'ailleurs pas différente de <2, 
car on montre, sans difficulté, que le pied de la hauteur 
du triangle D<E|F|, obtenu en menant les parallèles 
aux côtés du triangle DEF parses sommets, n'est autre 
que l'intersection de cpA< avec le cercle I . 

3. Soit P2P3 la portion de l'axe radical du cercle 
inscrit et des neuf points comprise entre BA et AC. 
Dans le quadrilatère circonscrit au cercle I, BCP2P3, 
le point de concours des diagonales BP3 et CP2 est le 
point H commun aux droites EF et coD des points de 
contact, c'est-à-dire le point d'Hamilton. 

En utilisant le théorème que M. Van Aubel a donné 
dans Mathesis, sous le n° 128, on obtient: 

P 2 A AP 3 _ a h __ 
P 2 B P 3 C ~ HQ 

Q étant le point où AH rencontre BC (fig. 2). 
P2P3 est donc la transversale réciproque d'une droite 

A qui contient le point de concours G des médianes du 
triangle ABC. 

Nous montrerons tout à l'heure que A est la droite IG 

Ann. de Mathémat48 série, t. XIV. (Mars 1914«) ^ 
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qui joint le centre I du cercle inscrit au centre de 
gravité G du triangle. D'où cette propriété : 

Les droites qui joignent deux sommets B et C, par 

exemple, au point H correspondant d'Hamilton, 

coupent A(C| et B4A4 sur la droite IG qui joint le 

centre de gravité au centre du cercle inscrit du 

triangle ABC. 

4. Il résulte delà remarque b du premier paragraphe 
que le point cp de Feuerbach est le symétrique du 
contact D par rapport à la droite d'Euler IK du 
triangle AMN {Jig- i ) . 

Mannheim, qui fit cette remarque après sa démons-
tration de la construction d'Hamilton (Nouvelles 

Annales, 1903), en déduisit la construction suivante 
de © ( Bulletin des Sciences mathématiques et phy-

siques élémentaires, décembre 1 9 1 2 , question 1200): 

La droite qui joint le point D' diamétralement 

opposé au contact D, sur le cercle inscrit, au milieu 

de AI, coupe le cercle inscrit au point où celui-ci est 

touché par le cercle des neuf points du triangle ABC. 

D'y qui est en effet perpendiculaire sur Do est paral-
lèle à IK { f ig- 0 et rencontre par suite K A en y tel 
que 

K y = ID' = A y , 

y étant milieu de AK . D'© est alors diagonale du paral-
lélogramme AylD' et passe au milieu a de AI. 

Joignons o aux milieux A<, B<, Cf des côtés du 
triangle ABC {fig. 3). Les longueurs ©A|, <pB1? ©C, 
sont respectivement en fonction des côtés et des rayons 
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des cercles inscrit et circonscrit : '• ':"> 

V b — cà / ir 
<?A> = — [ / * - R ' 

r» a — Ù i / 2T 

r , V ' - Û ' i „ ; . ) 
' ' ' • i 

a—b J %r / ..;t 

V / 1 - « : -

D'à est bissectrice intérieure de l'angle et lé1 

Fig. 3. 

B , M _ oBt A P __ a — c 
( l ' " MC7 ~~ vC] ~ QÂ ~ <*> — b 

De même la droile analogue oFf rencontre A< en N, 
et 

c - b 
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d'où l'on tire, en additionnant ( i ) et (2 ) , 

B J M A T N _ 
• m c ; NC; ~ f ' 

ce qui, diaprés une propriété connue, nous indique 
que MN contient G, point de concours des médianes 
de A iB jC i , c'est-à-dire de ABC. 

Les triangles A {B<C| et ABC étant semblables, le 
centre de similitude étant G, 

B T M _ B M T _ a — C A T N _ A N T _ _ c - b 

M C , " M 1 G ~ A - 6 G T N C [ ~ N ^ C ~ a — b* 

Les points M<, N t sont donc les intersections de la 
droite IG, qui joint le centre du cercle inscrit au point 
de concours des médianes, avec les côtés AC et CB. 
D'où cette intéressante propriété des droites de 
Mannheim, D'à, E'y, que nous croyons nouvelle : 

Les droites de Mannheim rencontrent les côtés du 

triangle formé en joignant les milieux A<, B,, C,, 
des côtés du triangle ABC, en trois points qui sont 

situés sur la droite IG joignant le centre du cercle 

inscrit au point de concours des médianes. 

Joignons AMK/, M étant milieu de AK ' ; IK ' est 
parallèle à D'à, par suite perpendiculaire sur Do en son 
milieu. K/o est donc tangente en cp au cercle I et n'est 
autre que l'axe radical du cercle inscrit et des neuf 
points de ABC. 

Mais BM, = 2R,M== CK' et K' est le symétrique de 
M< par rapport au milieu A{ de BC. La même propriété 
subsiste évidemment pour les points analogues à K/ 
par rapport aux côtés AC et BA. Par suite : 

La transversale réciproque de la droite qui joint 

le centre de gravité d'un triangle au centre de son 
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cercle inscrit est la tangente au point de Feuerbach. 

Cette belle propriété a été publiée dans le Journal 

de Vuibert, 36e année (p. I32). 

REMARQUES. — a. Ce dernier théorème est d'ailleurs 
également donné par la remarque c du paragraphe 1, 
en observant que PA< = A<P| (Jig* i ) . 

b. Soient H et H4 les points d'Hamilton situés sur 
C1B1 et A iC 1 (fig. 3). On trouve sans difficulté 

H E , H T A T _ _ CPBJ CPAI _ 

nói ïïTcI tcï ~ 

Si l'on porte sur C1B1 et A J C m H B 2 = H B i et 

H,A 2 = H<A<, on a, par exemple, cette propriété : 

La droite HH^ qui joint deux points d'Hamilton 

du triangle ABC contient le point de concours des 

médianes du triangle A2CiB2. 

5. La propriété relative à la tangente au cercle 
inscrit au point o de Feuerbach n'est qu'un cas parti-
culier du théorème général : 

Quand une droite tourne autour d?un point quel-

conque P, sa transversale réciproque par rapport à 

un triangle ABC enveloppe une conique inscrite au 

triangle et qui touche Vun quelconque de ses cotés, 

BC par exemple, au point P't isotomique du point P< 
ou la droite AP qui joint P au sommet opposé 

rencontre ce côté. 

i ° Cette conique devient le cercle inscrit I au triangle 
quand P'n P'2, P'3 sont les contacts D, E, F, avec 
les côtés. Le point P n'est autre que le point de Nagel 

du triangle ABC. Ce point est donc tel que la trans-

versale réciproque de toute droite A qui le contient, 
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par rapport au triangle ABC, enveloppe le cercle 

inscrit I. 

En remarquant que le centre I n'est autre que le 
point de Nagel du triangle A ^ C « , on obtient cette 
propriété : 

La transversale réciproque, par rapport au 

triangle AiBiCi de toute droite A passant au centre 

du cercle inscrit du triangle ABC, enveloppe un 

cercle fixe, inscrit à A ^ B ^ C Î , dont le centre est milieu 

de IP, P étant le point de Nagel du triangle ABC 

{fig- 3 ) . 

Ou sait que le point de Nagel est le point de concours 
des droites Y 'X , X'Z, Z Y , telles que 

AZ '=c— b, BX ' = a — c, c Y' = b — a. 

11 est évident, en effet, que les transversales réci-
proques de ces droites par rapport au triangle sont 
tangentes au cercle I, les triangles ABC et X^CY^ par 
exemple, étant égaux. 

2° Rappelons le point K du cercle des neuf points 
relatif à un diamètre quelconque A du cercle circonscrit 
à un triangle ABC, dont nous avons donné ici-même 
(juin 1910, p.-271) quelques propriétés. 

M. Neuberg, le savant professeur de l'Université de 
Liège, appelle d'ailleurs ce point K orthopôle de A et 
A orthopolaire de K. 

Le théorème précédent nous permet alors d'énoncer 
que : 

fjenveloppe de la. transversale réciproque A' par 

rapport à un triangle ABC, d'un diamètre mobile A 
du cercle circonscrit à ce triangle est la conique qui 

a pour foyers V orthocentreU et le centre O du cercle 
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circonscrit et qui est inscrite au triangle A B C . 
D'ailleurs A'passe par Vorthopôle K de A. 

En particulier : 

La transversale réciproque A' de la ligne 0 1 des 

centres des cercles circonscrit et inscrit au triangle, 

touche cette conique. A' passe, de plus, /?ar /e 

point © Je Feuerbach. 

3° Enfin, il est bien connu que : 

Lorsqu'une droite A tourne autour du centre de 

gravité G d'un triangle, sa transversale réciproque 

enveloppe la conique tangente aux trois côtés du 

triangle en leurs milieux. 

[ D 2 b ( 3 ] 

SUR L'ÉQUATION DE FERMETURE 
POUR LES SÉRIES TKIGONOfflÉTRIQUES ; 

P A R M . NICOLAS K R Y L O F F , 

à Saint-Pétersbourg. 

Dans la théorie des séries de Fourier, ou plutôt dans 
la théorie des constantes de Fourier, la relation sui-
vante joue un rôle tout à fait fondamental : 

n~ l 
OÙ 

, r™ j r^ 
an= — / f(x)cosnxdx, bn—— I f(x)s\nnxax, 

f ( x ) étant une fonction quelconque, bornée et inté-
grable dans l'intervalle (a , b). 
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Cette formule ( i ) nommée équation de fermeture par 
M. W . Stekloff, a été généralisée par ce savant pour 
bien d'autres fonctions, rencontrées dans la Physique 
mathématique et l'Analyse pure. 

Vu son importance, le théorème, exprimé par la 
relation ( i ) , a reçu dans ce dernier temps plusieurs 
démonstrations ( ' ) , basées, presque toutes, sur 
diverses formules de sommation des séries trigonomé-
triques divergentes. 

Il est donc naturel d'essayer d'appliquer à la démons-
tration du théorème susdit une méthode plus directe 
de sommation, fondée sur cette remarque bien connue 
que toute série trigonométrique peut être intégrée terme 
à terme ; autrement dit, en partant de la série de 
Fourier d'une fonction f ( # ) , série généralement 
divergente, on forme, par l'intégration terme à terme, 
une fonction bien déterminée, 

(2) F(*) = f"f(x)dx 
J 0 

- i - ^ ( U n f c o s s i n r t a ? £ £ r j ; 
71 = 1 > 0 o / 

on est donc réellement en possession d'un procédé de 
sommation de la série, car, grâce à la formule (2 ) qui 
donne F (a?), on obtient évidemment la fonction cor-
respondant à la série de Fourier considérée, c'est-
à-dire f ( x ) partout où f ( x ) est la dérivée de son inté-
grale indéfinie. 

( ' ) Ainsi, diverses démonstrations ont été données par M. Ulysse 
Dini (cette démonstration date de 1873, mais elle n'a pas été publiée 
par son auteur), M. V . Poussin (1898), M. Liapounoff (1896), 
M. Stekloff (1904, 1911) , M. Hurwitz, (1903), M. Fatou (1905), 
M. Moore (1908), M. Westfall (1908). 
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Gela étant, remarquons que la série obtenue par 

l'intégration terme à terme sera, comme il est bien 
connu, uniformément convergente, si les extrémités de 
l'intervalle de l'intégration sont variables; par suite, la 
valeur de h étant donnée, on peut trouver, si petit que 
soit e, une valeur N de n telle que, pour w ^ N , on 
ait 

Désignons par S(/i, h) la somme entre crochets dans 
le premier membre de la formule (3 ) ; alors, en inté-
grant entre o et 271, on obtient, pour le 
résultat suivant : 

( 3 ) fh~ 
«o i r x + h 

— -+-• —r 7 I cos it dt 
i IKjLL J x _ h 

i ~ i 

en posant 

où lim = o. 
En formant, à présent, la différence 

( 4 ) [f-S(n,h)]*dx 

71 J o 

on s'assure bien facilement qu'on a 

donc, pour une valeur suffisamment petite de h et 
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pour une valeur suffisamment grande de n, on aura 

I <r + i i L . 
i a < 7T + * ' 

par conséquent, sera infiniment petit, car, d'après 
un lemme établi par M. W . SteklofT on peut 
trouver une valeur de h assez petite pour que l'on ait 

do 

quelle que soit le petitesse de e2. 
Ecrivons maintenant la formule ( 4 ) sous une forme 

plus développée : 

!,*=- / f * d x - - / f$(n,h)dx-+- - / S(n,h)*dx, 

et remarquons que 

sin ih cos ix 

*hJ.r-h 
cos it dt = 

ih 

. . . s inz^sirua? 
, . sin it dt — ri 

i h j f ih 

On a donc 

e / /X «0 V * s ' n ih / • t • • \ S(ra, /i) = c o s l , r s ima?) ; 

x 
par conséquent, 

n 
sin ih 

( 6 ) I n = l - j ' r d x - i ^ i ( a } + b}) '- ih 

( l ) W. STIÏKLOFF et TAMARRINE, Problème des vibrations trans-
versales d'une verge élastique homogène ( Rendiconti del Circolo 
Matematico di Palermo, 1911) . 
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augmentons et diminuons le second membre de la for-
mule (6 ) de la quantité 

n 

/=i 

cela ne change pas évidemment le résultat et l'on 
obtient ainsi 

<7) > » « ( j , £ ' * " > * - T - i « ' - » ' ' ) 

chacune des expressions entre parenthèses dans le 
second membre de (7 ) est positive : le fait est évident 
pour la seconde et, pour la première, il résulte de ce 
qu'on a toujours 

f^y a} + b}<z rpdx: 
S " J 0 

donc, chacune d'elles peut être rendue aussi petite 
qu'on veut pour une valeur suffisamment petite de h 

et une valeur suffisamment grande de puisqu'il en 
est ainsi pour comme on l'a vu plus haut; par con-
séquent, on aura, en particulier, 

i — 1 

c'est-à-dire l'équation de fermeture qu'il fallait éta-
blir. 

Quoique la démonstration bien simple, qui précède, 
utilise un lemme ( ' ) de M. W . Stekloff, elle diffère 

( ' ) Ce lemme intervient implicitement, sous une forme ou sous 
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néanmoins des diverses démonstrations que ce géo-
mètre a données de l'équation de fermeture pour les 
fonctions trigonométriques et se rapproche plutôt 
par son idée de la démonstration de M. Hurwitz ( * ) 
( fondée sur la méthode de sommation par les moyennes 
arithmétiques de M. Fejér) ; elle paraît cependant plus 
simple, car elle est basée sur la possibilité d'intégrer 
la série terme à terme ( 2 ) . 

Mai i g i 3 . 

[D2b] 

SUR UNE FORMULE DE SOMMATION CONNUE; 

PAR M. G H A L D E . 

La formule 
00 

7T2 __ ^ I 
"g" ~ 2d m * ' 

1 

qui est un cas particulier de formules relatives aux 

quantités ^ ( J O R D A N , Cours d Analyse), s'établit 

d'habitude en comparant les développements de s'mx 

en série et en produit infini, ou en développant la fonc-

une autre, et par la nature même de la question, dans presque 
toutes les démonstrations de l'équation de fermeture données 
jusqu'ici par divers auteurs; dégagé par M. SteklofF de la manière 
la plus heureuse, ce lemme doit rendre, à notre avis, de grands 
services dans ce genre de questions. 

(1) Math. Annalen, 1903. 
( 2 ) Après la rédaction de cette Notice et pendant la correction 

des épreuves, j'ai appris qu'un théorème très général dans cet ordre 
d'idées a été établi tout récemment par M. Severini {Rend. Cire. 
Matem. Palermo, t. XXXVI) . 
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tion x 2 en série de Fourier. M. Camille Denquin 
(Nouv. Ann1912, p. 127) a établi directement la 
formule équivalente 

TC2 1 1 
8 + 

en partant de la formule de Leibniz 

11 1 1 
4 = — 3 + 5 

On peut déduire la formule en question du rappro-
chement des formules 

(0 = 

( W — 2/KW + 2 m ' w ' ) , 

' sin2 u* ¿Là ^u — rmzj 

On a en général, avec des périodes identiques, 

I I + ^ i 
Pu==7^ 

la fonction prêtant construite à partir de quantités e n 

e2, é3 qui satisfont aux relations 

ex — e3 = 1, e2—e3=A:2, 

en employant les notations habituelles (1 ) ; pour A = o, 
on a, en particulier, 

( ! ) Dans l'opuscule de M. Ch. Henry, les indices 1 et 3 sont 
échangés ; on n'a plus, eu égard à d'autres notations classiques, 

w, 103 — to', mais le contraire. Ce changement est regrettable, 
dans un livre d'ailleurs excellent. 
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l'une des périodes é t a n t l ' a u t r e étant ¿oc; la for-

mule ( i ) devient 

^ s i n 2 u 3 = w2 m i t ) 2 " /n 3 i : 2 J ' 

La comparaison des formules (Y ) et (2 ) donne la 
formule cherchée, où le signe soinmatoire s'applique 
de 1 à 00, et non plus de — ao à + 00, zéro excepté. 

[ P ^ b ] 

S I R LES COURRES OUI DEMEURENT INVARIABLES QUAND 

ON LES SOUMET A UNE TRANSFORMATION QUADRA-

TIQUE INVOLUTIVE; 

PAR M . A . M Y L L E R . 

On sait qu'il y a seulement deux transformations 
quadratiques involutives qu'on peut représenter en 
coordonnées trilinéaires par les formules 

1 1 k 
(1) x :y : z = 

y x z 

et 
a b c 

( 2 ) x :y : z ^ - ; 
x y * 

Les courbes qui demeurent invariables par la trans-
formation (1) sont connues. Elles ont été étudiées ( ' ) 
spécialement dans le cas où deux des sommets dix 
triangle de référence sont situés dans les points circu-

( L ) G . D A R B O U X , Sur une classe remarquable de courbes et de 

surfaces algébriques. 
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laires à l'infini. Ces courbes sont appelées analag-

matiques. 

Je m'occuperai, dans ce qui suit, des courbes qui 
demeurent invariables quand on les soumet à la trans-
formation (2 ) . 

Considérons une droite quelconque 

( 3 ) « X + P Y + W Z = O. 

Sur cette droite, se trouvent seulement deuxpoîfttsJVf, 
M'qui se correspondent par la transformation (2). Si#, 
y, z sont les coordonnées d'un de ces points M, les 

coordonnées du point M' sont - et les coeffi-
r x y z 

cients de la droite (3 ) qui les réunit sont donnés en 
fonction de y, z par les formules 

u _ v _ w 

^ T Z T ^ T ~ z i l T Z ^ T ) ~~ ' 
a \ b c ) b\c a] c \ a b / 

Faisons tourner la droite ( 3 ) autour d'un point 
fixe M0 y0, z0). Les points M et M' décriront 
alors une courbe dont on obtient l'équation en rem-
plaçant dans (3 ) X , Y , Z par y0l z0 et M, w par 
les valeurs obtenues des formules (4 ) . Cette équation 
est 

( 5 ) (y* _ î i u (z- - + ^ ( - C) = o. 
/ a \b c / b \ c a / c \ a b } 

Elle représente une cubique qu'on pourrait consi-
dérer comme la plus simple des courbes qui se changent 
en elles-mêmes par la transformation(2). Cette cubique 
est complètement déterminée par les coordonnées 
xof y^i zo du point M0 que nous nommerons point 

caractéristique. Elle passe par les points doubles de la 
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transformation 

i ()/â, y ( — / â , yfbi / c ) , 

\(s/â, -sJb,sT?l, (/«, sjb, - y f c ) , 

par les sommets du triangle de référence 

( 7 ) ( i l ° ) i (°> ^ 0)1 (°> o, 1). 

et par le point yQ, z0). Les tangentes aux quatre 
premiers de ces points se rencontrent au point carac-
téristique et les tangentes aux quatre derniers au point 
transformé du point caractéristique. 

Prenons deux courbes du système ( 5 ) avec les points 
caractéristiquesM0 (x0,y0, z0) et M4 (x{, y{, zs). Ces 
cubiques se rencontrent en dehors des sept points (6 ) 
et ( 7 ) qui sont communs à toutes les cubiques du sys-
tème (5) encoreendeuxpointsM et M7. La droite MQMJ , 
qui réunit les points caractéristiques des deuxcourbes, 
passe par les points de rencontre M et M7. 

Laissons maintenant le point caractéristique décrire 
une courbe ( K ) que nous nommerons de même courbe 

caractéristique. La cubique correspondante envelop-
pera alors une courbe (C) . Cette courbe (C) , étant 
formée par les intersections successives des cubiques (5), 
possède comme elles la propriété de demeurer inva-
riable quand on la soumet à la transformation (2 ) . La 
droite qui réunit deux points correspondants M et M' 
sur la courbe (C ) est tangente à ( K ) . En effet, les 
points M et M' élant à l'intersection des deux cubiques 
infiniment voisines,* la droite qui les réunit passe par 
les deux points caractéristiques infiniment voisins, 
c'est-à-dire qu'elle est tangente à (K.). 

inversement, étant donnée une courbe (G) , qui a la 
propriété de rester invariable par la transformation (2), 
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la droite qui réunit deux pôints correspondants enve-
loppe une courbe caractéristique ( K ) . La courbe 
donnée (G ) peut être envisagée comme enveloppée par 
une cubique (5 ) dont le point caractéristique décrit la 
courbe caractéristique ( K ) . 

Soit 

( 8 ) cp(a, p, tv) = o 

l'équation tangentielle de la courbe caractéristique (K) . 
On obtient alors l'équation delà courbe (G) invariable 
par la transformation (2 ) en éliminant w, v, w entre (4) 
et (8). Cette équation est 

<•>*[;(£-?). Kf-ï)- K ï - ï ) ] " 
En imaginant une tangente roulant sur la courbe 

caractéristique ( K ) et portant sur elle les deux points 
mobiles M et M7 qui décrivent la courbe (C) , on peut 
constater les relations suivantes entre les courbes ( C ) 

i° À chaque tangente double de ( K ) correspondent 
deux points doubles de (G) . Ce sont les deux points 
qui se correspondent par la transformation ( 2 ) et qui 
sont situés sur cette tangente. 

20 A chaque point d'inflexion de ( K ) correspondent 
deux points de rebroussement de ( C ) situés sur les 
tangentes stationnaires. 

3° Les points doubles (6 ) de la transformation sont 
points multiples de (C ) d'un ordre égal à la classe de 
la courbe ( K ) . Les tangentes dans ces points multiples 
sont les tangentes menées par ces points à la courbe (K). 

Dans un cas spécial, où deux des sommets du triangle 
de référence sont situés dans les points circulaires à 

Ann. de Mathémat4e série, t. XIV. (Mars 1914.) 9 
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l'infini, la transformation (2 ) prend la forme 

x Y ( 1 0 ) r = — A* — ^ — 
v ; X2-hy* x2-h y2 

C'est une inversion suivie d'une réflexion par rapport 
à l'axe des x . Elle constitue ensemble avec l'inversion 
simple Va corrélation circulaire de Môbius (^carac-
térisée par la propriété de transformer chaque cercle 
dans un autre cercle. 

Les courbes invariables par la transformation (10) 
ont une équation de la forme 

/ x2-±-y2-hk x2-+-y2~ k\ __ 

• \ 1 kx 9 1 ky 

Parmi ces courbes se trouve la cubique 

(xy*—yxo) (x2 -hy2) -h ikxy — k (xy0+yx0) = o, 

qui correspond à la cubique (5 ) . 

BIBLIOGRAPHIE. 

LES PRINCIPES DE L 'ANALYSE MATHÉMATIQUE, EXPOSÉ 

THÉORIQUE ET CRIT IQUE; Tome I, par Pierre Bou-

troux, 1 vol. in-4°, de xi-f- 547 pages. Paris, 
Hermann et fils, 1914* Prix : i4 f r. 

Le beau Livre de M. P . B o u t r o u x s 'adresse aux personnes 
qui aimeraient à j e t e r un coup d'oeil sur l 'ensemble de l ' A n a -
lyse mathématique : étudiants désireux de compléter une 
éducation surtout technique, philosophe? dont l 'attention se 
tourne vers lés sciences. Il est très original dans son plan et 
pour cette raison diff icile à définir . On sépare d 'habitude les 
mathématiques , la philosophie des mathématiques et l 'histoire 
des mathématiques. M. B o u t r o u x a, de parti pris, mêlé les 

( * ) A.. F. MÖBIUS, Gesammelte Werke, Vol. I I , p . 243. 
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trois genres. On trouve, dans son Ouvrage, un cours de Mathé-
matiques générales, des considérations sur les méthodes et 
d'abondantes indications sur la formation de la science. 
M. Boutroux a surtout en vue le « contenu » de l'Analyse et 
adopte une grande largeur d'exposition. J e n'o9erais affirmer 
qu'un lecteur tout à fait novice pourrait acquérir dans Les 

Principes de l'Analyse mathématique les connaissances 
solides qui sont le fruit d'une lente étude : la rapidité des 
démonstrations, souvent esquissées, la variété des sujets 
(parfois abandonnés et repris, comme la Trigonométrie élé-
mentaire, qui se trouve répartie en deux Chapitres éloignés 
l'un de l 'autre) risqueraient peut-être de déconcerter le débu-
tant. M. Boutroux ne prétend d'ailleurs pas substituer son 
exposé à celui qu'on trouve dans les traités spéciaux auxquels 
il renvoie fréquemment. Quoi qu'il en soit, la lecture de 
l 'Ouvrage est extrêmement attrayante pour toute personne 
ayant déjà quelque familiarité avec les mathématiques. En 
particulier, les renseignements historiques, dont le nombre 
témoigne d'une érudition vraiment surprenante, ont le plus 
grand prix. L'histoire des Mathématiques est très négligée 
dans notre pays, et ce ne sont pas seulement les étudiants qui 
pourront s'y initier, grâce à M. Boutroux. 

Le Tome I qui vient de paraître est divisé en deux Livres, 
intitulés : Constatation des faits et Construction. 

Dans le premier Chapitre du premier Livre, Les Nombres, 

sont établies ou rappelées les propriétés fondamentales des 
entiers et des fractions, de la numération, etc. L'Auteur insiste 
sur l 'origine historique ou logique des notions qui s ' intro-
duisent successivement; l 'abondance des idées intéressantes 
et de la documentation est telle que je dois me borner à la 
signaler. Cette observation peut d'ailleurs être « mise en fac-
teur » dans tout ce compte rendu trop sommaire. 

Au Chapitre II , on aborde les Grandeurs, et particulière-
ment les grandeurs géométriques. Citons, comme très ins-
tructif , le paragraphe 5, sur « la confrontation du nombre et 
de la grandeur »; on y voit au prix de quelles difficultés s'est 
imposée, grâce à Descartes, l 'identité du calcul algébrique et 
du calcul des grandeurs, identité qui nous parait aujourd'hui 
si naturelle. Pour en approfondir la nature, il faut introduire 
les nombres incommensurables et les nombres relatifs, la 
notion de suite convergente et celle de limite. 
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On voit ensuite comment des besoins pratiques ont conduit 

au calcul logarithmique et à la trigonométrie. 
Au Chapitre III , la Géométrie est considérée - d'un autre 

point de vue, et les figures sont étudiées pour elles-mêmes. 
M. Boutroux distingue la Géométrie qualitative el Géo-
métrie métrique, fondée sur le calcul des grandeurs géomé-
triques. En un nombre de pages relativement restreint, 
l 'Auteur passe en revue à peu près toute la Géométrie élémen-
taire, y compris la théorie des pôles et polaires, celle de l'in-
version, etç. 

Étudiant ensuite le mécanisme de la démonstration géomé-
trique, il montre que, si admirable que fût en elle-même la 
géométrie des Alexandrins, son principe ta condamnait à une 
•certaine stérilité et que la Science a dû, pour se rajeunir, 
chercher un contact plus intime aveç la réalité. 

Le Chapitre se termine par l'étude de la construction géo-
métrique et des lieux géométriques. 

Le Chapitre IV du premier Livre est consacré au Calcul 
combinatoire. 

Le premier Chapitre du Livre II concerne le Calcul algé-
brique (histoire de l 'Algèbre, règles du calcul algébrique, 
théorie des équations) et le Chapitre II le Calcul des folio-
tions (calcul des dérivées, des intégrales, équations, différen-
tielles et même indications sur lés équations intégrales ). Enfin, 
dans le Chapitre III, consacré à Y Algèbre géométrique, 
l 'Auteur revient sur les principes de la Géométrie analytique 
et s'étend sur les secours que la méthode graphique apporte 
à l'étude des fonctions et des équations. 

Encore une fois, il m'a été impossible de donner autre 
•echóse qu'une idée bien affaiblie de la richesse du Livre de 
M. Boutroux. Cet Ouvrage, une fois complété, ne peut man-
quer de constituer un tableau grandiose du développement et 
de l'état actuel de la Science mathématique. , R. B. , 

LEÇONS SUR LA THÉORIE DES NOMBRES, par A. Ghâtelet, 

i vol. in-8, x -M 53 pages. Paris, Gautbier-Villars, 
19 í 3. Prix : 5 f l ,5o. 

, Ce petit volume constitue le premier. Ouvrage publié par 
un Français sur la Théorie des corps algébriques. Il ne sup-
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pose connu du Jecteur que l 'Arithmétique élémentaire, les 
résultats classiques de la Théorie des équations, et quelques 
définitions relatives a u \ ensembles de points et aux intégrales 
multiples. 

Partant de là, il expose : des notions relatives aux formes 
et aux substitutions linéaires, au calcul dés tableaux, et à la 
géométrie des nombres; une théorie des modules de points; 
l'analyse diophantienne du premier degré; les éléments de 
l'arithmétique des corps algébriques, la définition des idéaux, 
la décomposition en idéaux premiers; la réduction continuelle 
d 'Hermite; deux théorèmes de la géométrie des nombres de 
Minkowski ; la recherche des unités d'un corps; le théorème 
d'Hèrmite, à savoir qu'il n'y a qu'un nombre fini de corps de 
discriminant donné; la notion de classes d'idéaux, le fait 
qu'elles sont en nombre fini; l'extension due à Dedekind, 
dans le corps de tous les entiers algébriques, de la propriété 
du plus grand commun diviseur des entiers ordinaires. Trois 
notes sont ajoutées à l 'Ouvrage; la première a trait aux 
périodes des fonctions, la seconde est un exemple de corps 
algébrique avec calculs détaillés, la troisième est relative aux 
congruences dont le module est un idéal. 

Bien que ces questions ne soient pas poussées jusqu'aux 
limites de la science actuelle, on peut s'étonner d'une telle 

.abondance de matières dans un livre de dimensions aussi 
restreintes, et craindre qu'elle ne soit pas toujours obtenue 
sans dommage pour la clarté. Même en reconnaissant que 

, l 'Ouvrage est en effet un peu trop concis, il faut cependant 
signaler que cette grande concision tient en partie au 
point de vue élevé auquel se place M. Châtelet et aux 
méthodes très générales qu'il emploie- En particulier, il a fait 
le premier dans cette théorie un usage constant des tableaux 
et d'un théorème sur les modules de points. Ce théorème lui 
permet de ramener à un principe unique les démonstrations 
de plusieurs propriétés, présentant des analogies manifestes,, 
maisqu'on n'avait pas encore réunies de cette façon : approxi-
mation de plusieurs incommensurables par des fractions du 
même dénominateur, base des entiers d'un corps, base d'un 
idéal, unités fondamentales. J e regrette que la place me 
manque ici pour parler plus en détail de ces démonstrations. 
J e me bornerai à dire qu'elles sont très intéressantes, et à 
souhaiter au Livre de M. Châtèlet tout le succès qu'il 
mérite. E. CAHEN. 
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T H É O R I E DU P O I N T , GÉOMÉTRIE CURVILIGNE (DEUXIÈME 

P A R T I E ) ; COURBES DÉRIVÉES DE LA CIRCONFÉRENCE : 

ELLIPSE, PARABOLE, HYPERBOLE; par M. le lieutenant-
colonel P.-L. Monteil, i vol. in-4°- Paris, H. Dunod 
et E. Pinat, 1914. ' 

Les lecteurs du nouvel Ouvrage de M. le l ieutenant-colonel 
Monteil seront surpris d 'apprendre, entre autres choses : 

Que 7t = -+- y/3 ( thèse soutenue depuis longtemps par 
l 'auteur) ; 

•2° Que la parabole et l 'hyperbole ne sont p^s des courbes 
à branches infinies; 

3" Que le nombre i , quoique satisfaisant à l 'équation 

x*— 7 x + 6 = o, 

n'est pas racine de cette équation. 
Ils s 'expliqueront plusieurs de ces propositions contraires 

aux opinions les plus répandues, comme le faisait Ju les 
Tannery dans un rapport reproduit par M. le colonel Monteil : 
« il change les dé f in i t ions . . . Les définitions étant changées, 
on ne peut s'étonner de voir les conclusions modifiées. » Mais 
ce qui rend perplexe, c'est de rencontrer, au milieu des asser-
tions hétérodoxes de M. le colonel Monteil, des énoncés 
conformes à la Géométrie classique. Par exemple, l 'Auteur 
estime, comme tout le monde, que l 'aire de l 'ellipse d'axes ia 

et ib est égale à TCab. De même, en ce qui concerne le s e g -
ment parabolique, pour l'aire duquel il retrouve, d'une façon 
un peu mystérieuse, il faut l 'avouer, la formule des géomètres 
traditionalistes, qu'il a tort, en ce cas, de vouloir confondre. 
En effet, la formule « classique », qu'il oppose à la sienne, et 
qu'il a trouvée, paraît- i l , dans un livre d'enseignement, est 
affectée d'une erreur de coefficient numérique. R. B. 

EOMRSNMKMCK. 

M. C h a l d e . — Au sujet d'un théorème de P. Serret. — 

Dans le Volume des Nouvelles Annales pour 1847, P. S e r r e t , 
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alors élève, faisait cette remarque : Si ABGD est un contour 
quadrangulaire inscriptible à un cercle, E étant le point de 
rencontre des droites DA et BC, G étant le point de rencontre 
•des droites DG et A B , le segment qui a pour extrémités les 
orthocentres des deux triangles E A B , ECD, et celui qui a 
pour extrémités les orthocentres des deux triangles GDA, 
G B G , segments portés (comme I on sait) par la même droite, 
ont même milieu. On peut compléter cette remarque. 

Soient A, B, C, D quatre points d ;un cercle. On sait que 
les six droites menées par les milieux des côtés du qua-
drangle A B C D perpendiculairement aux côtés opposés passent 
par un même point Q. Si DA et BG, par exemple, se coupent 
en E, et si l'on considère par exemple les deux triangles E A B , 
ECD, leurs orthocentres sont symétriques par rapport à Q ; 
cela est immédiat, si l'on détermine les orthocentres et le 
point Û par des perpendiculaires aux droites DA et BG. 

Si DG et A B se coupent en G , les deux triangles GDA 
et GBG ont leurs orthocentres sur la droite qui joint les deux 
précédents, et cesdeux orthocentres sont naturellement symé-
triques eux aussi par rapport à Û. Les quatre triangles consi-
dérés &©nt ceux du quadrilatère complet fourni par le contour 
quadrangulaire D A B C ; on peut partir également du con-
tour DBGA ou du contour D G A B . 

Si O et O' sont les centres des cercles circonscrits aux 
triangles E A B , ECD, le centre du cercle ABCD étant désigné 
par ï, le quadrilatère EOIO' est un parallélogramme dont les 
côtés sont perpendiculaires aux droites A B et CD. 

CERTIF ICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Alger. 

EPREUVE THÉORIQUE. — I° Enoncer les principaux théo-

rèmes relatifs aux séries à termes positifs. 

Démontrer le théorème basé sur Vétude du rapport 

Un -h I 
Un 

3° Indiquer la marche à suivre pour le calcul approché 
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d'une série. Application : Calculer à 

de la série un = 

ÏOO ooo 
près la valeur 

Calcul. — On donne la courbe y = (sin a? — c o s x ) . La 

construire. Évaluer la longueur d'un arc, Vaire comprise 

entre une boucle et Vaxe des xi les coordonnées du centre 

de gravité, le volume engendré par Vaire d'une boucle 

tournant autour de Ox. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I° intégrer 

/—i 

L'expression 

Sx* — x2-h Sx — 4 

er—e-y . 
au = 2 x — dx 

• e-y 

(x2 -r- I)2 x*-h l 

est-elle une différentielle exacte ? 

dy 

o A 

L'intégrer suivant OAC, suivant OBC. 

EPREUVE THÉORIQUE. — 

à coe fficients constants 

( Juin 19 1 1 . ) 

J. i° Intégrer Véquation linéaire 

dv 
—¡— 2 — -f- y — x*ex. 
dx dx 

20 Déterminer les constantes d'intégration de façon que 

la courbe y = f{x) passe par Vorigine des coordonnées et 

soit tangente en ce point à Ox. 

3° Calculer Vaire comprise entre la courbe ainsi déter-

minéey Vaxe des & et les abscisses o et t . 
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Iï. On donne Véquation aux dérivées partielles 

(d*z d*z\ 
dx*) 

/ . .x à*z / v dz . x àz ^ — y1)-—: (x-\- y)t~ M-(¿p — y) = ° 
^ 'ôxày àx v ày 

définissant une fonction z de x et y. 

On fait le changement de variables 

¿r = pcos<p, y = p sin:p, 

en prenant p et y comme nouvelles variables indépen-

dantes,. 

Intégrer Véquation transformée. Donner Vintégrale de 

Véquation primitive. 

EPREUVE PRATIQUE. — Appliquer la méthode des parties 

proportionnelles, puis la méthode de Newton au calcul 

approché des racines de Véquation 

ZH— 2 -h I = O. 

(Novembre 1 9 1 1 . ) 

EPREUVE THÉORIQUE. — I° Expliquer sur Véquation 

_ 5 d y 6 e a x 

dx2 dx J 

la méthode d'intégration des équations différentielles 

linéaires à coefficients constants. 

Donner Vintégrale générale. 

2° Cas où a — i. 

3° Dans le cas où a ^ 1 ou 3, en considérant cette inté-

grale comme Véquation d'une courbe, déterminer les cons-

tantes arbitraires de façon que la courbe passe par 

l'origine et soit tangente en ce point à Ox, 

4° En supposant a = 4, déterminer les points d'inflexion 

de cette courbe. 

Construire cette courbe. Calculer la fraction de 

l'aire comprise entre la courbe et l'axe des x, dans la 

région négative des abscisses. 
(Novembre 1912.) 
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Besançon. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Cours. — Maxima et minima de 

la fonction 

A" z1 -+- iByz -+• 7.W zx xy u — , 

&-+- y*-+• 

à Végard des trois variables indépendantes x, y et z; appli-

cation à la démonstration de la réalité des racines de 

Véquation en S . 

Problèmes. — 1. Condition pour qu'un cône du second 

degré admette un système de trois génératrices perpendi-

culaires deux à deux. 

II. Transformer et intégrer l'équation 

d* u _ d2u 

I F ~ a ~dx 

par le changement de variables 

; = .r + at, 

Ç — x — at. 

III. Déterminer la fonction de n variables indépendantes 

xt, Xi, Xz ... xn qui, étant de la forme 

F ( r ) ; ( r » = * ï - 4 - a i 

satisfait identiquement à l'équation 

d*F d* F d* F _ 

Cas particuliers de n — a et de n — 3. 

EPREUVE PRATIQUE. — Quelles sont les surfaces repré-

sentées par l'équation 

— gaa? 1-*- (8 — a)yixy(Za -h 4) — -s2— i y * — ' ^ . r = o 

pour les diverses valeurs de al 
( Ju in 1912. ) 



( «39 ) 

Bordeaux. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Démontrer que toute courbe, 

pour laquelle le rayon de courbure reste constant quand 

on se déplace le long de la courbe, est un cercle. 

II. Soient G une courbe, M un point quelconque pris sur 

la courbe, MN la normale. On considère un angle droit 

T 

QMP dont la bissectrice est la normale MN. Lorsque M 
varie, les droites MP et MQ ont chacune une enveloppe. 

Démontrer que les points P, Q, où les droites MP, MQ 
touchent respectivement leurs enveloppes, sont à égale dis-

tance du point M. 

Quelle doit être la courbe G pour que les distances 

égales MP, MQ restent constantes lorsque le point M se 

déplace sur la courbe C. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — On considère Vellipse AB A'B' qu'on 

suppose représenter une méridienne de la surface terrestre, 

B'B étant la ligne des pôles. Véquation de cette ellipse 

dans le système d'axes rectangulaires Ox, Oy sera 

x2 v 2 

et l'on donne 

a = 6378km, b = 6356k m . 

Si M est un point quelconque de la portion AB de l'el-

lipse, ML la tangente en M qui fait avec Oy un angle 9 
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égal à la lali lude du point M, la verticale apparente MN 
est la normale en M à l'ellipse. Cette verticale fait avec 

CM un angle S variable avec 9. On demande de calculerr 

à i' près, la latitude pour laquelle 2 est maximum et, à ir' 

près, /a valeur de ce maximum. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — F. I° Intégrer Véquation différen-

tielle 

(1) (1 + /*)/ + ixy — 2x sinx — ( n - x2) cos# = o. 

20 Déduire du résultat trouvé l'intégrale générale de 

l'équation différentielle 

( 2 ) (1 + x2)y"-h ixy'— ix sina? — (1 -+- x2) c o s # = o. 

3° Quelle est l'intégrale particulière de l'équation ( 2 ) 
qui s'annule en même temps que sa dérivée pour x = o? 

II. (Jn point M. primitivement en A , décrit la circonfé-

rence de centre O et de rayon OA = R dans le sens de la 

flèche. On porte sur OM, dans le sens du vecteur OM, un 

segment MP de longueur égale à celle de l'arc AM. ' 
1" Construire le lieu géométrique C du point P . 

Montrer que la normale à la courbe C au point P 
passe par le point N de la circonférence, tel que l'angle 

MON soit égal à un angle droit. 

B' 

(Novembre 1 9 1 1 . ) 

Caen. 
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3° Évaluer la longueur de Varc décrit par le point P 

quand le point M a décrit sur la circonférence un arc de 

longueur s. 

4 ° Évaluer Vaire balayée par le segment MP quand le 

point M a décrit sur la circonférence un arc de longueurs. -

Cas particulier où s = ni R. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. Appliquer le développement en 

i 
série de ex au calcul de ïïrr avec trois décimales. 

Ve 

II . Montrer que Véquation 

x%—ix--+-ix— 5 = 0 

a une seule racine réelle, et calculer cette racine avec 

deux décimales. 
(Novembre 1 9 1 1 : ) 

CERTIFICATS D'ANALYSE SUPÉRIEURE. 

Paris. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — On envisage tous les cercles 

définis par Véquation 

(x — r 2 , 
où l'on a 

a. — u — tangw, r = tangM, 
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u désignant une variable arbitraire. On demande : i° de 

déterminer les trajectoires orthogonales de tous ces 

cercles et de calculer l'élément linéaire du plan rapporté 

au système de coordonnées curvilignes formé de ces cercles 

et de leurs trajectoires orthogonales ; 2° de faire la carte 

de la sphère de telle manière que les parallèles corres-

pondent aux cercles précédents et les méridiens à leurs 

trajectoires orthogonales, l'équation de la sphère corres-

pondant au cercle de rayon infini et le méridien 

de longitude nulle à l'axe des x, les longueurs étant de 

plus conservées à la fois sur l'équation et sur le méridien 

de longitude nulle. 

On supposera le rayon de la sphère égal à l'unité. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. Représenter, dans le système de 

la projection équivalente de Lambert, la moitié de l'hémi-

sphère Nord. Tracer les parallèles et les méridiens de ioa 

en io° en prenant le méridien central pour origine et le 

pôle Nord pour centre du tracé. 

Les formules qui donnent les coordonnées polaires du 

point du plan qui correspond au point de la sphère de 

longitude v et de colatitude u sont 

a désigne le rayon de la sphère que l'on prendra égal 

On pourra déterminer les valeurs de p soit graphique-

ment, soit par le calcul. 

II. Faire la perspective du canevas obtenu, supposé 

dessiné sur le géométral, le tableau étant un plan vertical 

parallèle au diamètre qui limite le canevas, situé à i5cm 

de ce diamètre, du côté où se trouve le canevas. 

L'horizon est à une cote de 9°'"; le point principal est 

dans le plan de profil mené par le méridien central et la 

distance vaut I2CM. Véchelle du tableau est double de celle 

du géométral. Faire le dessin dans un cadre de 28e"1 x 44cm* 
Placer la projection au-dessous du petit axe du cadre et 

la perspective au-dessus. (Mars 1 9 1 1 . ) 

w = v, 
. u 

i a sin — 
1 

à 9cn\ 
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ÉPREUVE ÉCRITE. — I° Trouver les modes de représenta-

tion de la sphère sur le plan dans lesquels les aires sont 

conservées; les méridiens correspondent à des droites 

concourantes et les parallèles à des droites parallèles. 

2° Déterminer les lignes géodésiques de la surface dont 

Vélément linéaire est donné par la formule 

ds*= ai)(dxi~b dy*). 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Faire une projection uèrèogra-

phique sur le plan du méridien perpendiculaire au méri-

dien de Paris. 

Représenter les méridiens et tes parallèles de 10° en io°, 
en déterminant leurs éléments soit graphiquement, soit 

par le calcul. 

Placer le centre de la carte au centre de la feuille, le 

méridien de Paris suivant le grand axe de la feuille. Le 

rayon de la carte vaut 6c,n. 
Construire l'horizon de Paris (l = o, X = 48% 5o). 
Déterminer la projection du grand cercle qui passe par 

les deux points a (l~—6o°, X=—20°), ¿>(/=—3o° , X = — 5 o ° ) , 
le pôle de ce grand cer cle et la distance des deux points. 

On dessinera en trait noir fin les résultats, c'est-à-dire 

les parallèles limités au contour de la carte et les méri-

diens limités aux parallèles de 8o°; en rouge, les lignes 

de construction. 

On expliquera très sommairement les tracés effectués. 

(Octobre 191 r.) 

CERTIF ICATS DE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Grenoble. 

EPREUVE THÉORIQUE. — Une circonférence homogène de 

masse 2 M, de rayon H, peut tourner autour d'un de ses 

diamètres A B qui est fixe. Les deux extrémités CD d'une 

tige reçtiligne homogène infiniment mince de longueur 

égale au diamètre de la circonférence glissent sur cette 

circonférence. La masse de la tige est 3 M »Les liaisons 

sont sans frottement. 

i° Former et intégrer les équations du mouvement du 

système. On prend comme paramètres Vangle ^ du plan 
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de la circonférence et d'un plan fixe passant par A B et 

2° Discuter : on désignera par t^J, les valeurs initiales 

de 6 ' = <J/ = ? et l'on supposera les valeurs initiales 

jr 
de ^ et 8 respectivement égales à zéro et 

3" Indiquer une méthode pour déterminer, autant qu'il 

est possible de le faire, les réactions s'exerçant en G et D. 
( Jui l let i()i'2.) 

QUESTIONS. 

2219. Une hypocycloïde ( H ) et une épicycloïde ( E ) à trois 
rebroussements ont les mêmes points de rebroussement : 
démontrer que la tangente ¿i ( I I ) en un point quelconque A 
coupe ( E ) en deux points réels B et B ' dont la distance est 
constante, que les milieux de A B et AB'appart iennent à ( H ) ; 
les normales en B et B ' à ( Ë ) sont rectangulaires et se cou-
pent sur le cercle des rebroussements; les tangentes en ces 
points se coupent sur le cercle des sommets de ( E ) ; le cercle 
de diamètre B B ' touche les deux cercles précédents. 

J. LEMAIRE. 

2220. On considéreles trajectoires orthogonales Y d'un sys-
tème de cercles G homothétiques entre eux par rapport au 
pôle 0 . Le centre de courbure de la courbe V répondant au 
point M où elle coupe orthógonalement le cercle G est le 
pôle de la droite OM par rapport à ce cercle. 

M . D'OCAGNE. 
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SUR LES CORDES D'UNE COURBE VUES D'UN POINT FIXE 

SOUS UN ANGLE CONSTANT; 

PAR M. R . G O O R i V l AGHTIGH. 

1. Soient O un point fixe dans le plan d'une 
courbe (G) , A et B deux points variables de ( C ) tels 
que l'angle AOB soit un angle constant a {fig. i ) . 
Désignons par Ea l'enveloppe de la corde AB. 

Soit P la projection de O sur la corde AB; ce point 
est à l'intersection des cercles décrits sur O A et OB 
comme diamètres, et l'enveloppe Ea est l'antipodaire 
du lieu de P. Transformons la figure par une inversion 
de pôle O, de puissance quelconque, et affectons d'ac-
cents les lettres qui désignent les transformés des élé-
ments correspondants de la figure primitive. 

Les droites V P' et B'P' enveloppent l'antipodaire (C") 
de la courbe ( C ) relativement à O, et, comme Tangle 

Ann. de Mathémat4e série, t. XIV. (Avril 1914.) 1 0 

I. — THÉORÈMES GÉNÉRAUX. 

Fig. 1. 

O 
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A'P 'B ' est constant et égal à tc— a, le point P' décrit 
la courbe isoptique d'angle TT— a de la courbe (C"). 

Or,l'antipodaire ( (7 ) de l'inverse (C' ) de la courbe (C) 
est la polaire réciproque de (C ) par rapport à un cercle 
de centre O (*) . 

Le lieu de P est donc l'inverse de l'isoptique (C;//) 
de (C'7), et Ea est l'antipodaire de l'inverse de (Cw ) . 

On est ainsi conduit à ce théorème : 

THÉORÈME A. — Venveloppe E A est la polaire 

réciproque de C isoptique d'angle tz — a. de la polaire 

réciproque de (C). 

2. Soit to le centre du cercle AOB, et cherchons le 
lieu La de ce point (J ig . 2). Désignons par Q Je point 

Fig. 2. 

d'intersection des perpendiculaires élevées en A et B 
sur OA et OB; le lieu de <0 est homothétique de celui 
de Q (rapport 1:2). Or, QA et QB enveloppent l'anti-
podaire de ( C ) par rapport à O et, comme l'angle Q 
est constant et égal à 71 — a, on a ce théorème : 

THÉORÈME B. — Le lieu L A du centre du cercle AOB 

(*) S . L I E und G . SCHEFPKRS, Geometrie der Beriihrungstrans-
formationenyl.\, 1896, p. 17 . 
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est homothétique de Visoptique d'angle tc — a de 

V antipodaire de (C ) . 

Les considérations qui précèdent montrent qu'il 
existe entre une enveloppe Ea et un lieu L a la relation 
suivante : 

THÉORÈME C . — L1 enveloppe E A pour une courbe ( C ) 

est homothétique de la polaire réciproque du lieu L a 

pour la courbe inverse. 

Dans le cas où l'angle a est droit, w est le milieu 
de AB, et le théorème 13 devient le suivant : 

THÉORÈME D . — Le lieu L - des milieux des cordes 

d^ une courbe, vues d\in point fixe sous un angle 

droit, est homothétique de V orthoptique de l antipo-

daire de la courbe. 

Enfin, l'enveloppe du cercle AOB s'obtient aisément 
en utilisant le théorème B. On sait que l'enveloppe 
d'un cercle qui passe par un point fixe, est homothé-
tique de la podaire (rapport 2 ; i ) du lieu de son centre. 

THÉORÈME E . — Z>' enveloppe du cercle A O B est la 

podaire de V isoptique d1 angle 7t — a de C antipo-

daire de (C). 

Les théorèmes précédents ramènent la recherche des 
lieux et des enveloppes considérés à des transforma-
tions connues. 

II . — APPLICATIONS. 

3. Coniques. — La polaire réciproque d'une conique 
par rapport à un cercle quelconque est une seconde 
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conique; les isoptiques de cette conique sont des 
spiriques de Perseus (* ) . 

L'enveloppe des cordes d'une conique vues d'un 

point fixe sous un angle constant est la polaire réci-

proque d' une spirique de Perseus. 

La recherche de cette enveloppe a été proposée par 
M. Barisien dans VIntermédiaire des Mathéma-

ticiens ( 2 ) . La solution analytique (Quil ibet ) montre 
que l'enveloppe est de la quatrième classe, ce qui 
résulte aussi du théorème précédent. 

Si le point O est sur la conique, la polaire réciproque 
de la conique par rapport à un cercle de centre O est 
une parabole, dont les isoptiques sont des coniques. 

Ainsi, les cordes d'une conique vues d'un point 

fixe de la courbe sous un angle constant, enveloppent 

une conique. 

Si le point O coïncide avec un foyer, la polaire 
réciproque est un cercle et V enveloppe Ea est une 

conique. 

Si l'angle a est droit et si le point O est quel-

conque, l'orlhoptique de la polaire réciproque étant un 

cercle, l'enveloppe Ë ̂  est une conique. 

Quand le point O est au centre de la conique, cette 
enveloppe est un cercle. 

Enfin, si le point O est sur la conique et si a > la 

polaire réciproque ayant pour orthoptique une droite, 
la corde AB pivote autour du pôle de cette droite. C'est 
le théorème de Frégier. 

4. Si l'on considère les cordes d'un cercle qui 

( * ) L O R I A - S C H Ü T T E , Spezielle ebene Kurven, t. I, p. I 3 2 . 

(*) Février 1918, p. 3o. 
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passent par un point fixe, leurs milieux sont sur un 
cercle passant par le centre du cercle considéré. Par 
affinité, cette propriété s'étend aux coniques. 

Dès lors, si l'on considère les cordes d'une conique 
vues d'un point de la courbe sous un angle droit, elles 
passent par un point fixe, et la propriété précédente 
est applicable. 

Ainsi, le lieu des milieux des cordes d'une conique, 

vues d'un point de la courbe sous un angle droit, est 

une conique passant par le centre de la conique 

donnée. 

Ceci posé, remarquons que l'inverse d'une conique 
est une cubique circulaire lorsque le centre d'inversion 
appartient à la courbe, et que ce centre est le point 
double de la cubique. En appliquant le théorème G, 
on aura donc la propriété suivante : 

Les cordes d'une cubique circulaire vues du 

point double sous un angle droit enveloppent une 

conique ( * ). 

On déduit aussi de ce qui précède, au moyen du 
théorème D, que l'orthoptique de l'antipodaire d'une 
conique, par rapport à un point de cette conique, est 
une seconde conique. 

On sait que, dans le cas de la parabole, cette antipo-
daire est une parabole semi-cubique de Neil. 

Ainsi, V orthoptique de la parabole de Neil est une 

conique. 

En d'autres termes : 
Le lieu des points d'où l'on peut mener à une 

parabole deux normales rectangulaires est une 

conique. 

C1) Voir, Intermédiaire des Mathématiciens, solution de la ques-
tion 2753, 1904. 
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5. Le théorème D donne lieu à de nombreuses consé-

quences intéressantes. On sait que les quartiques bicir-
culaires unicursales sont les podaires des coniques. On 
a donc ce théorème : 

Le lieu des milieux des cordes d'une quartique 

bicirculaire unicursale vues du point double sous un 

angle droit est une circonférence. 

En particulier, la podaire centrale d'une conique est 
une lemniscate de Booth, et, dans ce cas, la circonfé-
rence trouvée est concentrique à la conique. On en 
déduit aisément cette propriété ( ' ) : 

Les cordes d'une lemniscate de Booth, vues du 

centre sous un angle droit, sont toutes égales entre 

elles. 

De même, les podaires de la parabole sont les cubi-
ques circulaires. Comme l'orthoptique d'une parabole 
est sa directrice, on peut donc dire que le lieu des 

milieux des cordes d'une cubique circulaire, vues du 

point double sous un angle droit, est une parallèle à 

Vasymptote (2). 

L'application du théorème D donne aussi la démons-
tration de cette propriété du trifolium droit signalée 
par M. Barisien ( : i ) : 

Le lieu des milieux des cordes du trifolium droit, 

vues du point triple sous un angle droit, est un 

cercle. 

En effet, l'antipodaire du trifolium droit, par rapport 

(*) Mathesis, 1913, p. 64. 
(2) Intermédiaire des Mathématiciens, question 2707 (Th. L e -

movne), 1904. 
(3) Mathesis, 1913, p. 263, 
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à son point triple, est une hypocycloïde à trois rebrous-
sements, dont l'orthoptique est un cercle (cercle tri-
tangent). 

On voit, de plus, que la propriété est vraie pour une 
podaire quelconque de l'hypocycloïde à trois rehaus-
sements. 

En particulier, le lieu des milieux des cordes d'un 

trifolium oblique, vues du point triple sous un angle 

droit, est une circonférence. 

6. Le théorème B appliqué au cas des cubiques cir-
culaires donne le théorème suivant : 

Si une corde AB (V une cubique circulaire est vue 

du point double O sous un angle constant, le centre 

du cercle AOB décrit une conique, quand la corde 

AB varie. 

Le théorème E établit, entre les cubiques circulaires 
et les quartiques bicirculaires unicursales, une relation 
remarquable. 

Les cercles qui passent par le point double d* une 

cubique circulaire et qui déterminent avec la courbe 

des cordes vues de ce point sous un angle constant, 

enveloppent une quartique bicirculaire unicursale. 

7. Au point de vue qui nous occupe, les courbes 
représentées en coordonnées polaires par l'équation 

(i ) p = a cosfjiô -h b sin(iO, 

où [Ji est un entier impair, méritent une attention 
spéciale. Elles peuvent être considérées comme résul-
tant de l'addition des rayons vecteurs de deux rosaces 
de même indice. Si p et 9 désignent les coordonnées 
polaires de A, et p' le rayon vecteur OB qui correspond 
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à l'angle 0 — - , on a 
° 2 

p' — a cos ̂ [i.6 — {j. -H b sin ̂ {JLO — H1"^)' 

ou 

( 2 ) p' = ZT a sin [JL0 zp b COSJJI6. 

On déduit de ( i ) et (2) 

p2-+-P'2 — « 2 C 0 S 2 JJT,6 -F-¿>2 s i n 2 1X64-2ab s in {JL6 COS JJLÔ 

-h a 2 sin2 f i6-+-è 2cos 2 JJL6 — lab sinfxô cos jx6 = a 2-+-6 2 . 

L'hypoténuse du triangle rectangle AOB est donc 
conslante, ainsi que la médiane issue de O qui en vaut 
la moitié. On a donc ce théorème : 

Pour les courbes (1), le lieu L - est un cercle ayant 

Fig. 3. 

son centre à Vorigine. En particulier ( f i g . 3), si a est 
nul, les courbes (1) sont des Rosaces (*). Le lieu des 

( 1 ) LORIÀ-SCHUTTE, Spez. ebene Kurven, t . 1 , p. 358, 
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milieux des eovdeS d'une rosace d'indice impair, 

vues du centre sous un angle droit, est un cercle 

concentrique. 

Pour les courbes inverses des Rosaces (Ahren -

kurveri) ), l'enveloppe E^ sera un cercle, eu vertu du 

théorème C. En particulier, si JJL = 3, la courbe corres-
pondante a pour équation 

_ b 
' s i n 3 0 

et est donc une trisectricc de G. de Longchamps ( 2 ) . 
Ainsi, les cordes d'une trisectrice de Longchamps, 

vues du centre sous un angle droit, enveloppent un 

cercle concentrique. 

8. Le théorème D permet de déduire, de ces consi-
dérations relatives aux Rosaces, une propriété de cer-
taines hypocycloïdes. On sait, en effet ( 3 ) , qu'une 
épicycloïde ou une hypocycloïde de module n (rapport 
du rayon du cercle décrivant à celui du cercle fixe) ont 
pour podaires centrales des Rosaces d'indices 

i i 
ou 

i H - 2 n r — in 

Comme 

1 -4-2/1 < f ' 

les Rosaces considérées au paragraphe précédent ne 
peuvent pas être des podaires d'épicycloïdes. Mais, si 

( 1 ) LORIA -SCHÜTTK , Spez. ebene Kurven, t . I , p . 367. 

(») Ibid., t. I, p. 92. 
(3) Ibid., t. lï, p. 108. 
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k étant impair, ou si 
k — i 

l'hypocycloïde correspondante aura pour podaire une 
des Rosaces considérées et, pour orthoptique, un 
cercle concentrique au cercle de base, en vertu du 
théorème D. On a donc ce théorème : 

Les hypocycloïdes de modale 

k — i 
n = — 

i k 

ou k est un entier impair, ont pour orthoptique un 

cercle. 

En particulier, si k — 3, n = y et l'on retrouve une 

propriété bien connue de l'hypocycloïde à trois rehaus-
sements. 

Si k = 5, et l'on obtient une hypocycloïde 

étoilée à cinq rebroussements ( f i g . 3), dont l'orthop-
tique est un cercle (cercle cinq fois tangent). 

I I I . — COURBES A POINT DE FRÉGIER. 

9. On peut se demander dans quel cas l'enveloppe 
En se réduit à un point, comme dans le cas ou l'on 

2 

considère une conique et que le point O appartient à 
cette conique. On peut alors dire que la courbe a un 
point de Frégier. 

En vertu du théorème A, il faudra que la courbe (G") 
ait pour orthoptique une droite, par exemple l'axe 
des x . Or, ceci revient à chercher les courbes qui se 
transforment en elles-mêmes par une transformation 
orthotangentielle définie, en coordonnées tangentielles, 
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par les équations à-9transformation : 

yz 
( 3 ) xx\yx\z^y\-x\ 

En coordonnées ponctuelles, ces équations de trans-
formation sont celles qui caractérisent une inversion 
de Hirst, dans laquelle on fait correspondre à un point 
M un point M' tel que MM' soit parallèle à l'axe 
des y et que la distance MM' soit vue de l'origine sous 
un angle droit. Cette transformation est la polaire 
réciproque de la transformation orthotangentielle par 
rapport au cercle 

( 4 ) x*-hy2 — i = o. 

Si donc une courbe algébrique 

( 5 ) * ) = o 

est telle que son équation soit identique à 

(6) = o, 

elle aura un point de Frégier à l'infini. Pour en déduire 
une courbe à point de Frégier à distance finie, il suffit 
de prendre la polaire réciproque par rapport au 
cercle (4), puis la polaire réciproque de la courbe 
obtenue par rapport à un cercle quelconque. 

10. Cherchons donc les fonctions de degré n telles 
que les équations (5 ) et (6 ) soient identiques. Remar-
quons d'abord que si l'on considère un terme 

j;n-2a. IyOL , 

où l'exposant de z est supérieur à celui dey, la subs-
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lilution ( 3 ) donnera lien à un terme 

yfl—OL 

dans lequel x est en dénominateur. Désignons par k 

l'exposant de la plus haute puissance de x qui pourra 
ainsi se produire en dénominateur. Quand on voudra 
ramener l'équation (6 ) à la forme primitive (5), on 
devra multiplier tous les termes par xh\ donc, pour 
retrouver une équation de degré n, on devra pouvoir 
diviser tous les termes de l'équation (6 ) par un terme 
de degré k. Or, tous les termes de cette équation ne 
peuvent renfermer s, car les z de l'équation (6 ) pro-
viennent des mêmes puissances de z dans l'équation (5) . 
Tous les termes de l'équation (6 ) ne sont pas divisibles 
par x, puisque, par hypothèse, la substitution (3 ) 
donne lieu à des fractions où x est en dénominateur. Il 
résulte de là que tous les termes de l'équation (6) 
doivent être divisibles par yh. Ainsi, pour que les 
équations (5 ) et (6 ) soient identiques, il faut que 

( 7 ) = 

Pour que tous les termes de l'équation (6) soient divi-
sibles parj^A, il faut que, dans l'équation primitive (5), 
la somme des exposants de z el x soit au moins égale 
à k. 

Ceci posé, considérons un terme de l'équation (5 ) 

( 8 ) ZP XN~P-BYH ( P < K ) . 

xk 

La transformation (3 ) et la multiplication 

donnent lieu au terme 

( 9 ) yn-P-h(— l)/lXh yPZP ^ = ( — \ )hyn-k-hxk-p+hzp% xp y 
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En vertu de (7 ) , ce terme doit exister dans l'équa-
tion (5). Mais il faut que, si l'on transforme (9), on 
retrouve (8 ) ; or, si l'on transforme le terme (9), on 
trouve 

(— î)n-fcxn-p-hzpt 

Il faut donc que n — k soit pair. Le même raisonne-
ment s'applique au cas où p >> A", mais alors h devra 
être au moins égal à p— k, conformément à ce quia 
été dit plus haut relativement aux exposants de 5 et x. 

On voit, en outre, aisément que p peut varier de o 

à ^(/i -f- k) et h de o à -^(n — k) ou de p — k k —/c), 

suivant les cas. 
De plus, on aurait pu faire correspondre à (8 ) le 

terme (9 ) changé de signe; on aurait alors dû changer 
tous les signes dans l'équation (6). 

On arrive ainsi à la proposition suivante : 

Les équations 

( 10 ) S ZP j! 2 lpji[xTl'P~hyh -4- ( — \ )h yti-k-h} | = 0 

et 

( 1 1 ) S zP j S Ip.h\xn-P~hyh — ( — lY1 xk-p+hyn-k- h ] j _ o 

représentent les courbes algébriques qui ont un point 

de Frégier à l'infini. 

On donnera à k une valeur inférieure à n et de même 

parité que rc, on fera varier/? de o à et, à chaque 

valeur de p inférieure à /f, on fera correspondre les 

valeurs de h de o à - (n — /c); à partir de p — /r, on 
n fc 

fera varier h de p — k à 
r 1 

En vertu du paragraphe 9, pour avoir une courbe à 
point de Frégier à distance finie, il suffit de considérer, 
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da ns (10) el ( i i ) , x, y, z comme coordonnées tangen-
tielles et de prendre les polaires réciproques par rap-
port à un cercle 

( 1 2 ) {x — af-^iy — P)«== rK 

Si l'on transporte l'origine au point (a, |î), on trouve 
les équations 

P 7 — r 2 )P j Z l p , h [ x n - p ~ h y A 

—j- ( — I XK~P+Hyn-k-h ] j — o 

et 

$y—r*)P j 2>lp,h[xn-P-hyh 

— ( — i xk-p+hyti-k-h ] j = o, 

qui caractérisent les courbes qui ont un point de 

Frégier correspondant à Vorigine. 

11. Cherchons quand les courbes représentées par 
( i o ) et ( I I ) en coordonnées tangentielles sont tangentes 
à l'axe des x. Les coordonnées de cet axe étant o, i , o, 
il suffira de chercher quand tous les termes des équa-
tions considérées renferment x ou z. Or, les termes 
qui ne renferment pas z sont 

2lo,h\xn~hyh-*- ( — \ )hxk+hyn-k-h] 
et 

s /o ,/ * [x n ~ h y h ~ (—i ) h x M l y n - k ~ h ] . 

Tous les termes xn~hyh renferment x, car h est infé-
rieur à n. Pour que le terme 

yn—k—h 

ne renferme pas x, il faut k = h = o. 
Ainsi, les courbes représentées par ( i o ) et (i i ) en 

coordonnées tangentielles touchent l'axe des x , excepté 
quand k = o. Donc leurs polaires réciproques passent 
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par le pôle de cet ax€. Si l'on observe que n — k est 
toujours pair, OD déduit, de là, le théorème suivant : 

Si une courbe d'ordre impair a un point de 

Frégier, ce point appartient à la courbe. 

Si une courbe d'ordre pair a un point de Frégier, 

ce point appartient à la courbe si k yé o, et se trouve 

en dehors de la courbe si k est nul. 

12. Cubiques. — Dans le cas où n = 3; on a k = i . 
Les équations (10) et (i i ) deviennent 

¿ 0 , 0 0 3 ± xy*) -+- (x*y zç x*y) 

On voit que la seule équation à considérer est l'équa-
tion (i i ) et qu'on peut l'écrire 

( i 3 ) x(x2—y*) -4- ax^y H- 6( . r 2 — j 2 ) -+- cxy H- dy = o. 

Cette équation représente les cubiques qui ont un 
point de Frégier à l'infini dans la direction de l'axe 
des y. Si d = o, l'origine est un point double ; les tan-
gentes à la courbe en ce point ont pour coefficients 
angulaires les racines de l'équation 

bm2 -h cm — b — o, 

et sont, par suite, rectangulaires. Il en sera de même 
pour la polaire réciproque, par rapport au cercle (t 2), 
de la courbe représentée en cordonnées tangentielles 
par l'équation (13) où d= o. On en déduit ce théorème : 

Les cubiques nodales dont les tangentes au point 

double sont rectangulaires ont un point de Frégier 

situé sur la courbe. 

On retrouve ainsi une propriété signalée par 
M. Th. Lemoyne dans Y Intermédiaire des Mathéma-
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ticiens ( 4 ) . Mais l'analyse précédente montre qu'il y a 
d'antres cubiques ( d o ) qui possèdent un point de 
Frégier. 

13. Quartiques. — Dans le cas de n = on trouve 

x(ax -4- b) (x2 — y1 ) + y ( c x 2 -+- der2-f- ex f ) — o (k — 2). 

xt>-\-yl>-ï-axy(x---y2)-+- bx2 r 2 -h c(x2 — y2)y -h dxy*-\- fy1 — o 

(k — o) . 

À cette dernière classe de quartiques appartient le 
trifolium droit, que l'on obtient pour 

b = i, a = d = f — o. 

Ainsi, les cordes dUin trifolium droit vues du 

point triple sous un angle droit sont parallèles entre 

elles. 

Cette propriété résulte aussi de la transformation 
indiquée par G. de Longchamps pour déduire le 
trifolium du cercle ( 2 ) ; cette transformation montre 
aussi que la propriété est vraie pour le trifolium 
oblique. En particulier, elle a lieu pour le folium 
double ( 3 ) . 

Si a = b = d = f = o, on trouve une courbe d'équa-
tion 

+ c(x2 — y2) y = o. 

C'est le trifolium de Cramer (* ) . On a donc ce 
théorème : 

Les cordes d\in trifolium de Cramer, vues du 

( M Q u e s t i o n 2 7 0 6 , 1 9 0 4 , p . 4 . 

( 2 ) LORIA-SCHUTTE, t . I , p . 168. 

( 3 ) Q u e s t i o n 2 8 7 6 d e M . L e m o y n e d a n s VIntermédiaire des 

Mathématiciens, 1900, P. 27. 
( 4 ) CRAMER, Introduction à VAnalyse des courbes algébriques, 

1760, p . 421. — LORIA-SCHÛTTE, t . I , p. 1 7 1 . 
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point triple sous un angle droit, sont parallèles à 

Vaxe de symétrie de la courbe. 

[ 0 ' 2 q ] 

SUR LES COURBES ISOPTIQUES ET LES P O D A I R E S ; 

PAR M. F . GOMES T E I X E I R A . 

1. On désigne sous le nom de courbe isoptique 

d'une autre courbe (C<) et d'un point O le lien ( C ) 
décrit par le sommet d'un angle constant dont un des 
côtés est tangent à ( C j ) et l'autre passe par le point 
donné O. Si l'angle est droit, la courbe (C ) est dite 
orthoptique et elle est identique à la podaire de ( C j ) 
par rapport à O. 

Prenons pour origine des coordonnées orthogonales 
le point O et représentons la courbe ( C , ) par les équa-
tions paramétriques 

* = <?(<) , y = W ) , 

l'angle donné par a, et les coordonnées de son sommet 
par (X , Y ) , On a 

y' c o s a H- x' sin a 
Y = —, r—.—X. 

x c o s a — y s i n a 

Donc la courbe (G ) peut être représentée par les 
équations paramétriques 

yx' — xy' ¿ p ' c o s a — y' s i n a — —— ; , 
x 2 - h y 2 sin a 

yx' — xy' y' cos a -+- x' sin a 

x'2-\r-y'2 s ina 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIV. (Avril 1914O 1 1 
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Si a = et si XM Y! désignent les valeurs qu'alors 

prennent X, Y , on a les équalions de la courbe orthop-
tique de (C<) et O, savoir : 

x = _ xy')y' Y = (y*' — */)*' 

1 ' 1 y 2 

Donc on a 

X sina == Y! cosa -h X t sina, 

Y sina = Y! sina — X j cosa, OU 
X = Y2 cosa -f- X 2 sina, 

Y = Y 2 sina — X 2 cosa, 

OÙ 

( 3 ) Xi = X 2 s i n a , Y ^ Y ^ i n a . 

Quand le point (X , , Y4 ) décrit la podaire de (C{) 
par rapport à O, le point (X 2 , Y 2 ) décrit une courbe 
semblable à celle-là. Le point(X, Y) , déterminé parles 
équations ( 2 ) , décrit la courbe isoptique de (C<) et O. 
Mais, en désignant par (6, p) et (92, p2) les coordon-
nées polaires des points (X , Y ) et (X 2 , Y 2 ) , on a 

Y Y 

tan g 6 = — , t a n g 6 2 = 

et, par conséquent, en tenant comple des formules (2), 

t a n g ( 6 — 6 2 ) = t a n g ^ a — ^ j , 

d'où il résulte e _ e2 = a - - . 2 

Comme on a aussi p = p2, nous avons le théorème 
suivant : 

La courbe isoptique de C< et O est semblable à la 
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podaire de ( C { ) par rapport a O. On détermine la 

nature de cette courbe, quand la podaire est connue, 

au moyen des équations (3), et Von en obtient la 

position dans le plan de ( C i ) en faisant tourner le 

lieu de (X 2 , Y 2 ) autour du point O d'un angle égal 

à j — a dans le sens du mouvement des aiguilles 

d'une montre. 

2. Nous allons nous occuper maintenant de la ques-
tion inverse de celle qui précède, c'est-à-dire du pro-
blème suivant : 

Déterminer une courbe (C<) sur laquelle doit 

rouler un côté d'un angle donné a, dont l'autre 

côté passe par un point fixe O ,pour que le sommet M 

décrive une ligne donnée (C) . 

Prenons encore pour origine des coordonnées ortho-
gonales le point O. L'équation d'une tangente à la 
courbe ) est 

x COSOJ - h y sinw = p = / ( W ) , 

w désignant l'angle que la normale correspondante fait 
avec l'axe des abscisses et p = f ( t o ) la distance de 
l'origine à la tangente considérée. La courbe (G, ) est 
l'enveloppe des positions que cette tangente prend 
quand to varie, et elle peut donc être représentée par 
les équations paramétriques 

x = f ( O ) ) C O S O J — f ( U > ) sinw, 

y = / ' ( t o ) COSCO-h f (to)siïlO). 

Mais, en représentant par pK la distance de l'origine 
au sommet M de l'angle a et par 6 l'angle de OM et de 
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l'axe des abscisses, nous avons 

p , = - J-— = — - , 0 = w + a r s m a s m a i 

Donc la courbe (C ) peut être représentée par 
l'équation polaire 

p = f i = : sin a 

Si p = F (6 ) est l'équation donnée de la courbe C, 
on a 

/(:+«_,) 
V . J- = F ( 6 ) 

s ina 

et, par suite, 

/ (u>) = s i n a F ^ w 4 - a — ^ = F ( 8 ) s i n a . 

Donc la courbe (C^) peut être représentée par les 
équations paramétriques 

( 4 ) 

ou 

( 5 ) 

x = sin a [ F (8) sin (a — 6) — F ' ( 6 ) cos (a — 6)], 

y = s ina [ F ( 8 ) cos (a — 0) F ' ( 6 ) sin (a — 6)], 

¡ a? = s ina j [ F (6) cos6 — F ' ( 6 ) s in6] s ina 

\ — [ F (6) sin 8 -h F ' ( 8 ) cos8] cosa j, 

y — sin a j [ F ' ( 6 ) eos 6 -4- F (6) sinO] s ina 

'-f- [ F (6) cos6 — F ' ( 0 ) sin 0] c o s a í . 

En désignant maintenant par X et Y les coordonnées 
de la podaire négative de (C ) par rapport à O, nous 

avons, en faisant a = - , 
•2 

( X = F (8) cosÔ — F ' ( 8 ) sin 8, 
( 6 ) | Y = F f ( 8 ) cos8 -+- F (8) sin8. 
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Donc 
x = sina [X sina — Y cosa], 
y — sina [Y sina 4- X cosa], 

ou 

( 7 ) 
x = Xj sina — Yj cosa, 
y — Y, sina H- Xt cosa, 

ou 

(8) Xj = Xsina, Yi = Y sina. 

Quand le point (X , Y ) décrit la podaire négative 
de (C ) , le point (X , , Y , ) , déterminé par les équa-
tions (8), décrit nne courbe semblable, et le point y ) , 
déterminé par les équations (7), décrit la ligne dont(C) 
est la courbe isoptique. 

Ces équations donnent, comme dans la question 
précédente, le théorème suivant : 

Si (C) est la podaire de (Ci) par rapport à O 

et (C 2 ) est une courbe isoptique de (C ) et O, les 

courbes (C 4 ) et (C2 ) sont semblables. Si Von connaît 

(C^ , on détermine la nature de (C 2 ) au moyen des 

formules (S) et Von en obtient là position dans le 

plan de (C ) en faisant tourner le lieu de (X ) , Y 4 ) 
autour du point O d'un angle égal à et — ^ dans le 

sens du mouvement des aiguilles d'une montre. 

Appliquons cette doctrine au cas où la ligne ( C ) est 
une droite. 

Nous pouvons prendre pour axe des abscisses la 
parallèle à la droite donnée passant par O, et alors 
l'équation de cette droite est 

a 

cos 6 

Les équations de sa podaire négative sont 

cos 1 ô sina6 
x = a cos2 6 
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Il en résulte, en faisant 

x = PJ c o s y = pi sin( 

l'équation polaire de la même courbe 

pi = costii -+- I 

et ensuite son équation cartésienne 

7 « = 4 a ( a —ar) . 

La podaire négative de la droite donnée est donc 
une parabole à laquelle cette droite est tangente au 
sommet, et le point O coïncide avec le foyer de cette 
parabole. Ce théorème est bien connu. 

11 résulte maintenant, du théorème général énoncé 
ci-dessus, que l'équation de la courbe qui satisfait à la 
condition d'avoir pour ligne isoptique d'elle-même et 
du point O la droite donnée est 

za 
p! s ina = -T— g— r s in(a — 6j) - f- 1 

Cette courbe est encore une parabole dont le foyer 
coïncide avec le point O. 

[ 0 > 2 q ] 
S U R L E S G L I S S E T T E S ; 

PAR M. L. B R A U D E , 

à Bierstadt-Wiesbaden. 

1. Dans une lettre adressée à M. Haton de la Gou-
pil lière et publiée au Journal de Mathématiques 

pures et appliquées, 1913, p. 165-170, M. F.-G. 
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Teixeira a traité un exemple concernant les glissettes 

d'une courbe par rapport à une droite fixe. On 
aura cette courbe associée en faisant glisser une courbe 
sur une droite, de sorte qu'elle soit toujours tangente 
au même point. 

Ces courbes ont été mentionnées et illustrées de 
quelques exemples par W. -H. Besant (Notes on Rou-

lettes and Glissettes, Cambridge, 1890). 
En rapportant la courbe glissante ( C ) à un système 

rectangulaire ayant pour axe des x la tangente fixe, et 
pour axe des y la normale de (C ) dans le point de 
contact, les coordonnées du point P ( x , y ) de la glis-
sette sont 

(1) a ? = p c o s p , ^ = p s i n e , 

v désignant l'angle entre la tangente de ( C ) et le rayon 
vecteur de P. On a donc 

do p' 
tangv = — = 0 p p 

et les coordonnées cartésiennes sont 

PP̂  P* (2 ) x = rr JK= , 
V/p*-hp'2 s/pt-hp'* 

Les coordonnées polaires de ( C ) sont donc 

p' 
( 3 ) r = p, p = a r c t a n g ~ 

M. F.-G. Teixeira a traité la glissette d'une épi-ou 

hypocycloïde. En la représentant par 

i / O N l x = ( R -h r ) coscp — r cos <p, 

( 4 ) 1 , R ï • • j = ( R + r ) sin<p — r sin — - — <p, 

R et r désignant les rayons des cercles mobile et fixe, 
la glissette du centre du cercle fixe est, suivant le 
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calcul de M. Teixeira, une ellipse représentée par 
l'équation 

Du reste, l'équation polaire différentielle 

( 6 ) = 
v y P V 02 — R 2 ' 

se trouve dans l'œuvre de M. G. Loria ( Spezielle 

ebene Kurven, t. Il, p. 102, Leipzig, 191 1); d'après 
les équations (2 ) elle suffit pour représenter les coor-
données de la glissette en fonctions de p. 

2. De ce théorème on en déduit sans aucun calcul 
encore un autre, donné par M. Teixeira dans la Revista 

da (Jniversidade de Coimbra, t. XI , 1913, En fai-
sant ^ ^^ imaginaire, on aura comme cycloïdale une 
para- ou une hypercycloïde ; l'ellipse est remplacée 
par une hyperbole. 

Donc, en faisant glisser une para- ou une hyper-

cycloïde sur une droite, la glissette du centre du 

cercle fixe est une hyperbole dont les sommets réels 

se trouvent sur Vaxe des y ou sur celui des x. 

Pour la développante du cercle de rayon a, repré-
sentée par 

(7) x = a(coscp cp sincp), y = tf(sincp — cpcoscp), 

ou par l'équation différentielle polaire 

(8) • =
 a p 

d 6 / p 4 — 

on aura comme glissette du centre de la développée la 
droite x = a. 

3. Pour les spirales sinusoïdes 

(9 ) ç>n= atl sinricp, 
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la glissette est la multiplicatrice de Clairaut 

( 10) rn = an sincp, 

suivant la propriété caractéristique des spirales sinu-

soïdes, représentée par Véquation arc tang = no. 

La glissette de la cardioïde (^n = ^ est un biovale 

(Doppeleilinie), celle de la cayley-sextic ^n = ^ est 
un folium simple (Einb la t t ) , etc. Nous avons publié 
cette génération dans l'œuvre de M. C. de Jans (Les 

courbes multiplicatrices de Clairaut, Gand, 1912, 
p. 12). 

Du reste, nous avions engendré les courbes (10) 
comme roulettes à base rectiligne de la développée 

d'une spirale sinusoïde \Ueber Roll- und Fuss-

punklkurven (Rend. Cire. mat. Pal., 34, 1912)]. 

4. Gette double génération des courbes multiplica-
trices nous a fait reconnaître le théorème général : 

La glissette d'une courbe (G ) par rapport à Vaxe 

des x d'un système rectangulaire est identique à la 

roulette de la développée de (C ) par rapport à 

l'axe des y. 

Soit (C ) le profil générateur qu'on fait rouler sur 
l'axe des x, alors les coordonnées rectangulaires de la 
roulette d'un point fixe P sont 

(n) £ = ==== ' 1 = -
\/p2-h p'2 /pM-p^ 

s désignant l'arc de ( C ) mesuré du point initial P0 

correspondant à l'origine du système. L'angle entre 
£ 

Pour avoir la roulette de la développée de (C) , il 

l'axe des x et le rayon vecteur AP est cp = arc tang j, • 
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faut regarder (i i ) comme courbe de Mannheim d'une 
certaine courbe (T) , alors la roulette de la déve-
loppée de (CM) est la courbe de Mannheim de la déve-
loppée de (F). Si l'équation intrinsèque de (T ) est 

( 1 2 ) / ( i , R ) = o, 

s désignant l'arc, R le rayon de courbure, les coordon-
nées intrinsèques de la développée sont 

( 1 3 ) * i = R , R i = R ^ r • 
as 

L'équation cartésienne de la courbe de Mannheim 
de T est 

04) = o, 

on aura donc l'équation de la courbe de Mannheim de 
la développée parla représentation paramétrique 

( . 5 ) 

En outre,cette courbe est le lieu des points extrêmes 
des rayons équipollents aux normales de ( i 4 ) p a r rap-
port à l'axe des x. 

5. Nous allons donc appliquer la transformation ( i 5 ) 
sur la courbe ( I I ) . On aura 

xt = y = 
v/p2 

( 1 6 ) 

2v/p2H-p'2pp' — p2 / -
= y d y = p2 v £ 

W i dx . v /p2_ + . p'2 p 2 + p ' 2 

p'(p-+-p") 
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En conséquence, la glissette de (C ) est identique 

à la roulette de la développée de (G). 

Pour les courbes de Ribaucour, le rayon de cour-
bure est proportionnel à la normale; la radiale, lieu 
des points extrêmes des rayons équipollenls aux rayons 
de courbure, est une multiplicatrice de Clairaut sem-
blable à la roulelte de la développée de la spirale 
sinusoïde. 

6. Il y a encore une autre déduction géométrique 
de notre théorème : 

Quand on fait rouler la développée de ( C ) sur l'axe 
des y, de sorte que le point s = o corresponde à l'ori-
gine, la développante passe toujours par l'origine ayant 
pour tangente l'axe des x. Donc le glissement de (G) 
est identique au roulement de la développée. 

7. De même, nous faisons glisser la courbe (G ) 
représentée par Véquation cartésienne y = f ( x ) 

sur Vaxe des x, pour déterminer l'enveloppe de i'axe 

des x. En fa i sant^ = tangcp, l'équation tangentielle 

de l'enveloppe E est 

( 17 ) x sin<p y coscp—y — o 

R désignant le rayon de courbure. La développée 
de E est représentée par 

ou 

( 19) Ei== x coscp—^sincp—Rsin<p = o 

ou 

(19') E i s a ? cotcp — y — R = o. 
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On aura donc cette développée en faisant, sur 

l'axe des y , OA = R et en menant par le point A une 
parallèle à la tangente de (C) . 

Suivant la dénomination de M. E. Koestlin (voir la 
Thèse bien intéressante : Ueber eine Deutung der 

Gleichung, die Zwischen dem Bogen und dem 

Neigungswinkel der Tangente im Endpunkte des 

Bogens einer ebenen Kurve besteht, Tubingue, 1907), 
la développée de l'enveloppe E est Varcuïde de la dé-
veloppée de (C) . En faisant glisser la courbe 
y ~ f{oo) -f- c, on aura comme enveloppe une courbe 
parallèle à (C ) ; mais par le glissement d'une courbe 

parallèle, la courbe E est déplacée le long de l'axe 
des y, Quand on cherche l'enveloppe d'une droite gK 

qui coupe l'axe des x au point P en formant l'angle a, 
l'enveloppe des droites gK est une transformée géné-

rale de Koestlin. On l'aura comme enveloppe des 
droites, menées par une intersection de gK et la glis-
sette du point P, formant l'angle a avec gK. [ Voir 

notre article : Sur quelques généralisations de la 

transformation de M. E. Koestlin (Annales de 

VAcadémie de Porto, t. IX , 1914^ P- 2 I ) - ] 

8. Exemples. — a. Quand on fait glisser la déve-
loppante du cercle sur l'axe des x (voir n° 2) l'enve-
loppe d'une droite quelconque menée par le centre du 
cercle fixe est une cycloïde. Toutes ces cycloïdes ont 
comme tangentes aux sommets la glissette du centre, 
c'est-à-dire la parallèle à l'axe des y ; enfin, comme la 
développante du cercle est transformée dans une 
courbe parallèle par une rotation autour du centre du 
cercle, les transformées koestliniennes d'une cy-

cloïde par rapport à la tangente aux sommets sont 

congruentes entre elles, j Voir E. K O E S T L I N , Ueber 
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eine Transformation ebener Kurven [Mitt. Math. 

Nat. Verein Württenberg, (2) , 8, 1906, p. 71]; 
H. W I E L E I T N E R , Spez. eb. Kurven, Leipzig, 1 9 0 8 , 

p .38 7 . j 
6. L'arcuïde d'une cycloïde étant une astroïde, il 

résulte que : 

Quand on fait glisser une cycloïde sur une 

droite (y = o), Venveloppe de la base rectiligne est 

une astroïde droite dont les rebroussements se trou-

vent sur les droites y àz x = o; Venveloppe d'une 

tangente aux sommets est une astroïde à un point 

autotangentiel nommée « croix de Malte ». 

c. L'arcuïde d'une astroïde oblique est une hypo-
cycloïde tricuspidale ; de là on déduit : 

Quand on fait glisser une astroïde oblique ou 

droite sur une droite, l'enveloppe d'une droite pa-

rallèle à une tangente double de la glissante est 

une hypocycloïde de Steiner. 

d. La spirale logarithmique est congruente à la dé-
veloppée, d'où il résulte que : 

Quand on fait glisser une spirale logarithmique ou 
une développante de la spirale sur l'axe des x, l'enve-
loppe d'une droite menée par le pôle (ou par le centre 
du cercle asymptotique) est une logarithmoïde, repré-
sentée par l'équation intrinsèque 

R = ae,nV c o s o . 

La glissette du pôle est la droite sur laquelle il fau-
drait faire rouler la spirale, pour avoir la logarithmoïde 
comme enveloppe de la droite menée par le pôle. 
Quant à la logarithmoïde, voir H . W L E L E I T N E R , loc. 

cit., p. 386; E. K O E S T L I N , Ueber eine transzendente 
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Kurve, von der die Zykloide ein Grenzfalli*t[Mitt. 

Math. Nat. Verein Württenberg, ( 2 ) , 9, 1907, 
p. 21] ou enfin notre article mentionné à la fin du n° 7. 

[ D 6 e < 5 ] 

SUR I M ; FORMULE » ' A P P R O X I M A T I O N 

POUR LES NOMBRES DE BERNOULLI , T R E S G R A N D S ; 

PAR M . J. M A L A I S E . 

Soit 

A 0 ( A — I ) ! , A T ( Ä - A ) ! A Ä -

( a — ' ( a — z 

où <f(z) demeure finie pour z = a et est développable 
dans un cercle de rayon p > R, en appelant R le rayon 

du cercle de convergence de f ( z ) (voir la figure). Soit 

< p ( s ) = b0-h bxz - H . ..-+-bnzn-h 

Posons 
ae 

0 

Remarquons que dans ^ — q u i se développe 

(*) Voir M . G . JDARBOUX, Journal de Liouville, 1 8 7 8 . 
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comme suit : 

A / — i z i h v ï - h - 1 2 - h . . . 

N ( I — h)(i — h — — A — N - H I ) . . „ M "] 

on a, pour coefficient de zn, ceci : 

A i ( h — i ) (h - h i — i ) . . . ( / / - h n — i — i ) 

Donc, en identifiant les expressions f (z), on a 

i=h-1 

(h i) (h t' + i)...(/t i n i) 
X ^ , 

ou, si l'on veut, 

( i ) a n a » = ^ - ( / n - i ) ( / n - 2 ) . . . ( / i - f - A - i ) 
a " 

a« 1 a 

La série est convergente dans un cercle de 
rayon p >> R, donc dans la couronne circulaire. 
Prenons K, tel que : o < ^ K < p — R- Alors, à cause 
du théorème de Cauchy-Hadamard (* ) , on a 

l im(p — K)nbn = o et bn- £/i 
( p - K ) n 

lend vers zéro a v e c ^ « 

( 1 ) Ce théorème dit que, pour S a ^ * , le rayon du cercle de con-

vergence H est donné par R = la plus grande limite de 
Vf*n 
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On a donc 

( 2 ) an*n— ^ (n -h 1)... + h— 1) 

-+- + (n + h — i) 

A a - i / a 
+ K ) • 

On en déduit la partie principale 

( s tend vers zéro avec 

Soit la fonction 

tang(a?-+- f ) = / ( * ) • 

Nous supposerons d'abord x réel et positif. Cette 

fonction admet le pôle t = ^ — x sur son cercle de 

convergence. Comme c'est un pôle du premier ordre, 
on trouve le résidu de la fonction en cherchant 

lim h tang ( - — h ) y ce qui donne 1 ; et alors 
h-0 V 2 / 

o ( i ) étantdéveloppable en série de puissances entières 
de i : 

cp ( t ) = ¿>0 4- b\ t -h . . . -4- bn tn -4-. . ., 

convergente dans un cercle de rayon plus grand que le 
cercle de convergence de f ( t ) . 
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La nïème dérivée de tang# vaut le coefficient de tn, 

multiplié par rt\ 
Cherchons le coefficient an de tn dans le développe-

ment 
n 

f{t) J^dnt», 
0 

La formule (3 ) donne 

dn tang^r _ n ! 
dxfi 

G-
l O + O . 

où x est réel et positif. 
Cette formule est valable, en général, si 

x\< 
TZ 

X 2 

c'est-à-dire lorsque x est imaginaire à partie réelle 
positive. 

Lorsque x est imaginaire à partie réelle négative, ou 
en particulier lorsque x est réel et négatif, on a 

dn tangue _ n\{— 

car, dans ce cas, le cercle de convergence passe par le 
p ô l e 

Enfin, si 
TZ 

X 
2 

X 
•1 

c'est-à-dire lorsque x est une imaginaire pure, ou 
lorsque ^ = o ,ona deux pôles sur le cercle de conver-

Ann. de Matkémat4e série, t. XIV. (Avril «914.) 1 2 
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gence . A l o r s : 

d n tan g a? 
dxn 

. „ • R ! 

' ( i - r ( ï - r J 
• 0 ( ' ) • 

O ï l sait que 

B B 
tanga? = 2* ( 2 * — i ) —\x — ?>(24 — i) ~ x3 -h. .. 

2 . 4 • 
D 

-+- ( - - I ) ' 1 - 1 ( ' i2 n — l ) 2 " a ? » " - * - H . . 
(2/ 1 ) 1 

où B 2 , . B 2 » , . . . représentent les nombres de 

Bernoul l i . 

En comparant notre f o rmule avec ce résultat, nous 

trouvons 

Mais on a, d'après la formule de St i r l ing , 

( m ) \ = ( 2 n ) 2 n e ~ 2 n \T^ïzn (approx imat ivement) . 

( 1 ) On sait q u e 

tang x = - I - + -4-
32 " ( 2 / 7 - 1 ) 

2 
+ " I 1 t4\l* 34 ' ( 2 p 1 ) y 

Les coefficients de ce développement rce scmi />as égaux à 

'rf" t a n g x 

dxa 

mais il est curieux qu'ils tendent à le devenir quand n grandit, 
car, pour n impair très grand 

i /dn tangaA __ 2n+a 

ni \ dx~n ) 0 ~ TF*1 

n+i 
1 + « ) 
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Il vient 

"in = f (1 -+- e), 
2/1 

( 2 s « — i ) i r 2 

où e tend vers zéro, avec 
7 n 

Telle est la formule d'approximation que nous 
voulions établir pour les grands nombres de Bernoulli. 

[ C 2 h ] 

QUELQUES FORMES SPÉCIALES BU THEOREME 

DE LA MOYENNE; 

PAR M . MICHEL P E T R O V J T C H . 

( 0 

1. Les valeurs de la fonction 

Ci -t- t m y 
t,ni> 

où m et p sont deux nombres réels quelconques, ne 
sortent jamais en dehors de l'intervalle À compris 
entre i et t.p~k , quelle que soit la valeur réelle positive 
ou nulle de t. On le voit soit directement sur l'expres-
sion ( i ) , soit en posant 

(•2) f'w=tang2*, 

ce qui transforme cette expression en 

(3) ! v J sin2/' z -f- cos2/'z 

Il s'ensuit que, u et v étant deux quantités réelles 
positives quelconques, la valeur de l'expression 

(um+çmy 
( 4 ) V 7 U,nP-+-Vmt} 
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est toujours comprise dans l'intervalle A. Les limites i 
et 2p~{ de cet intervalle seront atteintes lorsque l'une 
des quantités u el v est nulle, ou lorsque u = v. 

Il s'ensuit de même que, u et v étant positifs, on a 
toujours 

( 5 ) l o = i log(u'nP-i- P ~ 1 61og2, 

(6) log(umP-+- V,nP ) = p log(i¿/rtH- p'»)— (p — i) 6Iog2, 

6 étant une quantité comprise entre o et i. 

2. Soient w, v, ÍV trois fonctions d'une variable x, 
réelles et positives dans un intervalle considéré 
de x = a à x = b. D'après ce qui précède on aura 

( 7 ) (u m - f - Vtn)p = ( u"lP + )üT, 

"us étant une fonction de x, dont les valeurs, quel que 
soit x positif, sont comprises dans l'intervalle À. On en 
tire, par application du théorème de la moyenne 
commun, la proposition suivante : 

Les trois fonctions u, v, w de la variable x étant 

réelles et positives dans Vintervalle ( a , 6) , m et n 

étant deux constantes réelles quelconques, on a 

k étant un coefficient compris entre i et iP~~K. 

Lorsque m est un entier pair, en désignant par \ a\ 

la valeur absolue de la quantité réelle a, on aura, quel 
que soit le signe de u et de v dans l'intervalle (a, 6), 

(9) 
(Um+çm)p j\u\>»+-\v\>n\p 

U,HP -h VmP | u\mP -f- | Ç |fnP 
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et l'égalité (8 ) devient 

(10) I w(um-+- V'N)P dx 

b 

= w\u\MP dx -¿R J^ p I"«/' ¿/¿rj ; 

elle est alors valable quel que soit le signe de u et 

de v dans Vintervalle (a, b). 

En faisant p = ~ l'égalité (8 ) devient 

(11) J w( um -+- v,n )m dx — X J w u dx -F- ^ wv dx j 

où, dans le cas de m = entier pair, il faut remplacer 
dans le second membre w e l v par | u | et j r|. 

De même en faisant p = on aura 
' m 

b w dx 
(12) 

Ja (um-+-Vm)> 

. [ rhw dx r b w dx 1 
=X\J — L ^ (i ^ <i J 

avec la remarque précédente. Dans le cas particulier 
de m = i les égalités (i i) et (i i ) deviennent 

( i 3 ) ^ w y/a2-+- P2 dx = Xi ^J wudx-+- w e û k r j , 

J a s f u ^ V * L J a U J a * J 

où est un coefficient compris entre 

(15) -^=0,7071.. . et 1. 
s/ 2 

et X2 un coefficient compris entre 

(16) -7= — o , 3 5 3 5 . . . et 1. 
v 8 
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3. Ces formules permettent, par exemple, de com-
parer les intégrales du genre elliptique, hyperellip-
tiques. etc. à des intégrales de fonctions rationnelles. 

P o u r 
w = i, u = i , v=y, 

y étnrjt une fonction de x croissante dans l'inter-
valle (//, b), la formule ( i 3 ) fournit 

( 1 7 ) / v/i -+•y" l dx = X,[(¿> — a) ~y(b)— y (a)], 
it 

et pour les fonctions^ décroissantes 

( 18) I + /2 dx = X, \(b - a) +y(a)-y(b)] 
* ii 

exprimant alors un théorème de la moyenne 

rattaché aux intégrales des arcs de courbes planes 

dont je m'occuperai ailleurs. 

4. Les trois fonctions u, v, w étant réelles et posi-
tives dans l'intervalle (a , b), m et p étant des cons-
tantes réelles quelconques, l'égalité ( 5 ) conduit à 

( 19) j* w log ( um -4- Vm ) dx = ^ J w log ( umP -f- V»1P ) dx 

— i r b 
0 P- L l o o r 9 I W d x 

P J a 

ou bien à 

('20 ) w log( u»'P -h v"'P ) dx — p I* w 1 o g ( urn 4- vm ) dx 
• </ *' a 

rh 
— Q(/> — l ) l o g 2 I w dx, 

a 

9 étant une valeur comprise entre o et 1. Pour 
m = entier pair ces formules sont valables quel que 
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soit le signe de u et de v dans l'intervalle ( a , b) 
pourvu qu'on remplace dans les intégrales u et v 

par | u | et | ç Ces formules expriment un théorème 
de la moyenne rattaché aux intégrales de la forme 

(11) I w log(w/i"H- vk) dx. 
a 

En prenant p = ~ la formule ( 1 9 ) donne pour m 

réel quelconque 

s. 
b 

w l o g ç f n ) dx 

= m f w log(u -1- v) dx -1-6 (1 — m)\ogi Ç 
a «- ti 

l, 
w dx, 

où pour m = entier pair on remplacera dans l'intégrale 

du second membre u et v par | u | et | v 
O n en conclut, par exemple, que la différence entre 

l'intégrale de Jensen 

et l'intégrale 

l o g ( P + Q)dB, 

où P et Q désignent les valeurs absolues de la partie 

réelle et du coefficient de i dans / ( p e 6 / ) ? est comprise 

entre — i l o g 2 et o quelle que soit la fonction ana-

lytique f ( z ) considérée ( i ). J e remarquerai en termi-

nant que ce qui précède n'est qu'un cas particulier du 

(M Voir une autre forme du théorème de la moyenne dans ma 
Note Théorème de la moyenne sans restriction (Nouvelles 
Annales, 4" série, t. XIII, septembre 1913). 
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fail pîus général suivant, dont je développerai ailleurs 
les conséquences : 

Les quantités xt étant toutes réelles et positives et p 

étant une valeur réelle quelconque, on a 

+ 6(a?Ç-+-. ..H-arg) 

où il est une quantité dont la valeur ne sort jamais en 
dehors des limites i et nP~i. 

[ D l ] 

NOTE suit LA FONCTION sin[(,i + i) arccos*] : 

PAR M. J . F. R U T . 

En cherchant une valeur approchée du terme nième 

du développement, suivant les puissances de de la 
fonction 

i i i 
[i — {x-+- n2] 2=(i — x — t) -(\-hx h-î) 2 

(Nouvelles Annales, novembre 1 9 1 8 ) , M. J .Malaise 
s'est servi d'un théorème de M. Darboux qui n'est 
poinl applicable à cette fonction. 

Ayant fait la substitution 

/ (*) = ( - - a ) * * ( * ) + *(*) 

où l'erreur commise est de l'ordre de M. Malaise 

donne, pour la valeur a'in approchée du coefficient de zn 
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def(z), 

1 , f/ , s , (A--+-1) k . . . (A: — n -+- a) 1 -4-a<ï>'(a) (— - ^ -

( , ) -I ap -l ,)/!-+-/,-1 

f ( A- -+- — i ). . . ( k -h p — n ) QP-i ( a ) 
X ÎT! (/> — i)! ' 

formule différente de celle de M . Darboux, mais encore 

incorrecte. Cependant, elle nous donnera la valeur 

de a n ~ k a / n à t l étant le coefficient de ztl de 

j \ j>( a ) + -<!>'(*) -h . . . + (Z )P <Pf> ( « ) j (a — z)*. 

n +1 

Ainsi en développant la fonction [i — (x -+- £)'-] 2 , 

on trouve, avec M . Malaise, 

i 
dn ( I — X- ) 2 

dxtl 
=(—,)/* ï ( 2 n -h i).. .3(i — x)2 

Le rapport d'un terme quelconque de ( i ) au précé-

dent est de la forme 

<ï>/'(a) / I+/J 
p <J>A»-I ( A ) k -+-p — n 

Si ( a ) e t i > / , ( a ) sont du même ordre, et si k est 

fini, ce rapport sera de l 'ordre de i pour n très grand, 

et la partie principale de a'n proviendra du premier 

terme de ( î ) . Mais ici nous avons affaire à un cas fort 

différent. C e qu'il ne faut pas oublier, c'est d'abord 

que k devient infini avec tandis que k — n demeure 

fini, et de plus que, pour les valeurs finies de p7 l'on 
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introduit continuellement des facteurs de l 'ordre de n 
n-h1 

dans les dérivées successives de(i + x -h t) 2 , de sorte 

que le rapport d'un terme au précédent sera de l 'ordre 

de n1. Il est donc évident qu'on ne peut pas poser 

dn ( i — x"- i 2 i 1 
1 / = ( - l ) « 2 2 (2/¿-+-l)(2 7l— I ) . . .3 (l - x ) * 

En effet, en comparant directement cette dernière 

équation avec celle d'Olinde Rodrigues, 

i 
d»(I — 1 . 3 . 5 . . .(2/2-H I) . r /  

d x > l = ( - I)'1 sin[(/i-+-i) arc cosa?], 

on trouve, pour n très grand, 

i i 
sin [(/i H- i) arc eos x] = 2 2 ( n + a ) ( i — x)2, 

résultat auquel doit équivaloir l'expression compliquée 

de M. Malaise, et dont l'impossibilité est manifeste. 

C E R T I F I C A T S DE MÉCANIQUE R A T I O N N E L L E . 

Grenoble. 

EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque rectangulaire homo-
gène, pesante, infiniment mince, a pour masse M, les 
longueurs de ses côtés sont ia et 4a. 

i° Former l'équation de Vellipsoïde d'inertie, relatif 
au centre O de la plaque, rapportée à des axes rectangu-
laires Oxyz, Oa? étant parallèle aux plus grands côtés 
et O y aux plus petits. 

2° A un instant où la plaque est immobile et horizontale, 
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on lui applique, au sommet de coordonnées x — 2a, y — a, 

M/ig percussion verticale, dirigée vers le haut, d'inten-

sité MV. Trouver la distribution des vitesses immédiate-

ment après la percussion. On prendra pour inconnues les 

projections (sur Ox, O^K, OS ) £1, riU de la vitesse de 0 
et celles qi} rx de la vitesse de rotation de la plaque. 

3° Après la percussion, la plaque se meut comme un 

solide pesant libre; son mouvement par rapport à des 

axes OxjyiZi de directions fixes menés par O est donc un 

mouvement à la Poinsot. Déterminer les éléments suivants 

de ce dernier mouvement : 

Force vive. 

Grandeur du moment résultant des quantités de mou-

vement (moment par rapport à O). 

Équation du cône roulette mobile (rapportée à Oxyz). 

Expression (sous forme d'intégrale définie) de la 

période du mouvement. Vérifier que cette période est 

inversement proportionnelle à — • 

(Juil let 1912. ) 

Glermont. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une tige AOA', de masse négli-

geable et de longueur %a peut pivoter autour de son 

milieu O .Deux disques circulaires identiques, d'épaisseur 

négligeable, de rayon ^ et de masse commune M, admettent 

cette tige pour axe. Le centre G de l'un d'eux est au 

milieu de OA. Le centre G' de l'autre est à la distance x 

de O entre O et A'. Un point B situé sur la verticale du 

point O, à une distance a au-dessus de celui-ci, attire A 
suivant une force égale à k. AB, k désignant un coefficient 

donné. Le point B' symétrique de B par rapport à O 
attire A' suivant la même force. Le corps solide formé par 

les disques et la tige est lancé, à partir d'une position 

quelconque, avec une vitesse angulaire W autour de AA'. 
Etudier le mouvement ultérieur. Discuter suivant la 

valeur de x. 

On montrera en particulier qu'en aucun cas le mouve-

ment de précession et le mouvement de rotation propre ne 
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changent de sens dans la durée du mouvement. On étudiera 

les variations de vitesses angulaires de ces deux mouve-

ments. Enfin, on prouvera que, pour une certaine valeur 

de x, le système est en équilibre indifférent. 

EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque rectangulaire homogène, 

d'épaisseur négligeable, ¿/e dimensions a et 9.a, de masse m, 

tourner autour d'un axe vertical suivant le petit 

coté AB. Le frottement développe un couple résistant égal 

à fuen appelant 10 /a vitesse angulaire et f un coefficient 

numérique. En outre, l'air, supposé au repos, oppose à 

chaque élément d'aire dS de la plaque une résistance 

normale égale à k.dS.e2, e/i appelant v la vitesse de cet 

élément. 

La plaque étant supposée lancée avec une vitesse angu-

laire initiale io0, déterminer son mouvement ultérieur. 

Calculer en particulier Vangle total 6 dont tourne la 

plaque. Etudier les variations de ô en fonction de w0. 

Montrer comment on pourrait déduire le coefficient f de 

la courbe représentative de ces variations et comment on 

pourrait ensuite calculer k en se bornant à considérer 

des petites valeurs de w0. (Novembre 19 12 . ) 

EPREUVE THÉORIQUE. — On donne un cercle G, de centre O 
et de rayon R, et une barre homogène AB, de longueur 2/, 

assujettie à rester tangente au cercle, sur lequel elle peut 

glisser sans frottement. 

Chaque élément de la barre est attiré par le point O 

proportionnellement à sa masse et à sa distance à ce point. 

Les conditions initiales étant quelconques, calculer, 
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à des quadratures près, la position de la barre à V époque t. 

On prendra comme paramètre l'angle polaire cp du 

point M et la mesure algébrique X du vecteur MG (G étant 

le milieu de AB ) sur là demi-droite d'angle polaire f -+- ^ j • 

Etudier le mouvement dans le cas particulier où la 

barre est primitivement au repos. Trouver dans ce cas la 

relation entre X et cp. Calculer la position du centre 

instantané de rotation de la barre, en fonction de X ou 

de cp. Construire la courbe roulette et la courbe base. 

Calculer l'aire balayée par le rayon vecteur OG en 

fonction de l'aire balayée par OM. Quelle est la valeur de 

cette aire pour une oscillation simple de la barre, en 

supposant l = 3 R et X0 = i R ? 

ÉPREUVE PRATIQUE. — Deux tiges homogènes identiques o A, 
o' A', de longueur l. peuvent osciller librement ( et sans 

frottement) dans le même plan vertical V, autour de 

X 

leurs extrémités respectives o et o', situées sur une même 

horizontale, à la distance a < O n écarte o' A' vers la 

droite d'un angle 6 et on l'abandonne ensuite à l'action 

de la pesanteur. Si l'angle 0 a été choisi assez grand, 

o' A' vient choquer o A. Immédiatement après le choc, on 

amène le centre d'oscillation o' un peu en avant du 

plan V, afin que les deux tiges ne puissent plus se ren-

contrer. 

Cela posé, on suppose les deux tiges parfaitement polies 

et parfaitement élastiques et l'on demande de calculer les 
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amplitudes des oscillations que prennent les deux tiges. 

Peut-on toujours choisir 6 de manière que ces amplitudes 

soient égales? Calculer une telle valeur de 8 dans l'hypo-

thèse suivante : 
l = in\ a — om, 45 ; 

ainsi que la valeur commune des amplitudes. 

( Ju in 1 9 1 3 . ) 

Lille. 

EPREUVETHÉORIQUE. — 1. Question de cours. — Choc des 

solides. On étudiera seulement les questions suivantes : 

Paramètre de percussion d'une droite; 

•À" Variation de la force vive totale d'un solide libre sous 

Vaction d'une percussion ; 

3° Perte de force vive dans le choc de deux solides 

libres. 

II. Prob lème.— Appliquer la méthode de Jacobi à l'étude 

du mouvement d'un point matériel rapporté à des coor-

données polaires de l'espace (p, 0, cp) et soumis à Vaction 

d'une force dérivant de la fonction d'énergie poten-

tielle 

1 p2 p2 sin21) 

A, B , C étant chacune une fonction donnée de l'argument 

indiqué. 

Après avoir ramené le problème à des quadratures, on 

précisera la nature de ces quadratures dans le cas parti-

culier où l'on a 

A f p ) = - , B ( 6 ) = ¡3 cot 26, C(cp) = ysin2cp, 
P 

a, fi, Y étant des constantes. 

EPREUVE PRATIQUE. — I . Un cerf-volant est en équilibre 

sous l'action du vent, de son poids et de la tension de la 

ficelle de retenue, La ficelle débitée, du point d'attache à 

la main, est de 2oom. La tension à la main, estimée à 
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l'aide d'un peson, est inclinée à 3o" sur l'horizon et équi-

vaut à un poids de 5om de ficelle. On néglige l'action du 

vent sur la ficelle. Calculer la hauteur du cerf-volant au-

dessus de la main. 

II. Détermination expérimentale du moment d'inertie I 
d'un solide S par rapport à une droite A et de la dis-

tance a du centre de gravité G de ce solide à cette même 

droite. 

i° On mesure la durée t des petites oscillations du 

solide S autour de l'axe A placé horizontalement. 

2° Après avoir invariablement fixé à S un deuxième so-

lide S', de façon que le centre de gravité G' de ce dernier 

soit dans le plan (A, G) , on mesure la durée t' des petites 

oscillations du système invariable ( S , S ' ) autour du même 

axe A placé encore horizontalement. 

Cela fait, on demande de calculer I et a, connaissant, 

outre t et t', les poids P et P ' de S et S ' , la distance a' 

de G' à A pendant la deuxième expérience et le moment 

d'inertie I' de S ' par rapport à l'axe A' mené par G' paral-

lèlement à A. 
Donnés numériques : 

P = 20KS, P ' = I O K - , a '=im î5, r = o , i , 
t = O\9, t'— I S , I . 

( Ju in 1912). 

QUESTION . 

2221 . Démontrer les égalités : 

'H" « - - i — H-Ci- 1 , 3 

( 2 /i — 0(2/1 — 3 ) 

n 1 . 3 . 5 2 . 4 . 6 . . . ( 2 n) 

" (in — i)(2/i — 3)(2n — 5) 1.3.5...(2/1 — 1) 



( ) 
et 

1 -f- G • _ — 
2n — i n 1 (in — i )(in — 3) 

c o i .3.5 ^ _ 4 .6.8.. .(in) 

1.3 3° 
( m — 1 ) ( 2 /i — 3) 

(in — i)(in — 3) (2/1 — 5) 
1 . 3 . 5 . 7 _ 6 . 8 . 1 0 . . . ( a n ) . 

2 (in i)(2n 3 ) ( in b)(m-y) 5.7.9...(2/1 1)' 

1.3.5 
( 2/1 — 1 ) ( 2 n — 3 ) ( 2 /i — 5 ) 

c , 1 - 3 . 5 . 7 = 8 . 1 0 . . . ( 2 / 1 ) . 
'n~3(m \)(m 3)(w 5)(2/i 7) " " 7 . 9 . . .(in — if 

< — I ) . . . ( /l — /• -h I ) 
o u T Î 7 T 7 T . Ono. 

i; It It ATA. 

Page 78, ligne 19, lire : Le nombre de ces plans est 

C:;6:4 
1 6 . 1 5 . 1 4 

'A — — c 
1 .2 .3 .4 

Quatre de ces plans sont les plans des faces du tétraèdre conjugué 
commun aux quadriques qui passent par la biquadratique. ( L É A U T K , 

Nouvelles Annales, 1901, p. 47; *9<>2> P- 7^; 1904, p. 336). Restent 
des plans au nombre de i36 ou 17 x 8. 

Page 96, Question 2218, ?e ligne, remplacer : avec RS, par: avec 
la corde IV S' symétrique de RS par rapport au centre O de 
l 'ellipse. 
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[ L 2 1 1 a] 

8UK LES AXES DE L ' IND ICATRICE ET LES C E N T R E S DE 
C O U R B U R E P R I N C I P A U X EN UN P O I N T D 'UNE SURFACE 
BU SECONB O R O R E ; 

PAR M. G. S E R V A I S , 
Professeur à l'Université de Gand. 

NOTATIONS. — On désigne par : 

M un point d'une quadrique 2 ; 
p, le plan tangent en ce point; 
n la normale, /ii sa conjuguée; 
t\, t> les axes de l'indicatrice au point M; 
C], C2 les centres de courbure principaux relatifs aux sections 

principales ntx, nt2 ; 
a, ¡3, y les plans de symétrie, cr le plan de l'infini; 
(a), (¡3), (y ) les coniques focales, (<r) le cercle imaginaire à 

l'infini ; 
A, B, G, S, les traces de la normale sur les plans a, ¡3, y, a ; 
a , ô, c les perpendiculaires élevées aux points A, B, G, sur 

les plans a, p, y ; 
d le diamètre passant par M; 

mi, /n2, /n3 les perpendiculaires abaissées de M sur les plans 

« , P. Y-

1. Soient S,, S2 les deux quadriques homofocales à 
la quadrique S et passant par le point M; leurs nor-
males en ce point seront respectivement tt, t2. Les 
conjuguées de la normale /*, relativement aux surfaces 
2, 2,, S2, (a), (¡3), (<x) du système homofocal sont n{, 

(aa), (¡¿¡3), (¡¿s*). Ces droites tangentes à une 
parabole (P) du plan p. forment un faisceau du second 
ordre, projectif à la ponctuelle des pôles M, Cl7 C2, A, 
B, S du plan fji relativement à ces surfaces. La para-

Ann. de Maihémat4e série, l. XIV. (Mai 1914») 
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bole (P) est projetée d'un point quelconque O de la 
droite a[3, sur le plan <r suivant une conique dont on 
prend la polaire réciproque (P< ) relativement au cercle 
imaginaire à l'infini (o-). Les pôles M/, C'n C!2. A,-, B,, 
S des plans On,, Ot2, Ot{, [0,(ua)] == a, [O,([*£)] = [4, 
[0,({jia-)] relativement à ce cercle (<r) forment sur la 
courbe (IV) une ponctuelle du second ordre projective 
au faisceau [/?,, t2, tt, (jxa), (¡¿¡3), (p3*)]- Par suile 

(M, C „ G, , A, B , S ) ^ ( M / , C i , C i , A,-, B,-, S ) . 

Cette projectivité montre que les droites MM/, 
C2C2 , A A / = a, B B / E E E b font partie d'un même système 
réglé (R). Le rayon MM} est perpendiculaire an plan 
On{ : les rayons CjC^, C2C2 normaux respectivement 
aux plans O t2, O tK sont les rayons du système réglé (R) 
perpendiculaires à la droite OM. Ces considérations 
établissent le théorème : 

Si O est un point arbitrairement choisi sur Vaxe 
de symétrie a,3 de la quadrique S, m la perpendicu-
laire abaissée du point M sur le plan O n{y les rayons 
du système réglé (a, ¿>, m) normaux à la droite OM 
rencontrent la normale n aux centres de courbure 
principaux cle la quadrique au point M. Les plans 
menés par O normalement à ces deux rayons déter-
minent dans le plan tangent en M les axes de Vin-
dicatrice. 

!2. Si la quadrique S a un centre à distance finie, on 
peut choisir ce centre pour le point O et faire inter-
venir dans les raisonnements qui précèdent le troisième 
plan de symétrie y au même titre que les plans a, 3. 
On a alors la propriété : 

Les rayons du système réglé (a, c), normaux 
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au diamètre passant par M, rencontrent la normale 
n aux centres de courbure principaux de la qua-
drique au point M. Les plans diamétraux perpendi-
culaires à ces rayons déterminent dans le plan 
tangent en M les axes de Vindicatrice (*). 

Corollaire. — Le rayon du système réglé (a, 6, c) 
issu du point M est normal au plan diamétral conjugué 
de la normale n. 

3. Si le point O (i) est à l'infini sur l'axe ajî, les 
traces des plans On^ Ot2, O a , sur le plan de 
l'infini, forment un faisceau projeclif au faisceau du 
second ordre [A*,, £2, t\, (¡/.a), ([¿[3)] et projectif à la 
ponctuelle des pôles (M/, C'1? C'a, A/, B,-) de ces plans 
relativement au cercle (c) ; on a donc encore 

(M,-, C i , C,, A/, B,-)Â (M, C „ C2 , A, B ) , 

et le théorème (i) est encore vrai si le point O est à 
l'infini. On peut remarquer que dans le cas d'un 
paraboloïde, le rayon m est normal au plan dia-
métral conjugué de la normale si le point O est 
à Vinfini sur aj3. 

Dans le cas d'une quadrique ayant un troisième 
plan de symétrie y, le rayon m est normal au plan 
polaire du point*C = ny, si O est à /'infini sur a(3. 

4. Soien 11, t'deux tangentes conj uguées quelconques 
au point M 5 une surface S' homofocale à S est tangente 
à la droite t, le point de contact est désigné par M'. La 
normale nr au point M' de S' est tangente à la para-
bole (P) (i); car cette courbe est aussi l'enveloppe des 

(X ) LAGUERRE, GE'uvres, t, II, p. 526; Journal de Mathéma-
tiques pures et appliques, 1878. 



( 196 ) 

normales correspondant aux plans tangents menés de 
la droite n aux quadriques homofocales à S. Une 
seconde tangente à la parabole (P) passe par le point M', 
c'est la conjuguée n" de la droile n par rapport à la 
surface S'. Les rayons du système réglé (m, a, b) (1) 
ou (a, b, c) (2) normaux aux plans On', On" sont 
perpendiculaires à la droite OM'. Le premier normal 
à la droite n' est nécessairement dans le plan nt\ le 
second coupe la normale n au pôle Q du plan JJL rela-
tivement à h' (1). Si l'on imagine une courbe (A) 
tracée sur la quadrique S et tangente au point M à la 
droite t1, ce point Q est le point central de la généra-
trice n sur la normalie dont la courbe (A) est la direc-
trice (1 ). Par suite : 

Soient t, t! deax tangentes conjuguées au point M 
d'une quadrique S, (A) une courbe de S tangente 
en M à la droite tf ] la droite t est tangente en un 
point M'a une quadrique S7 honiofocale ci S. Deux 
rayons du système réglé (m, a, b) (1) ou (a, b, c) (2) 
sont perpendiculaires à la droite OM'; C un est situé 
dans le plan nt, l'autre coupe la normale n au 
point central de la génératrice n sur la normalie 
dont la courbe (A) est la directrice. Le plan mené 
par le point O perpendiculairement à ce second 
rayon détermine dans le plan tangent en IVI la con-
juguée de la normale n, par rapport à la qua-
drique Sr. 

Cette propriété généralise les précédentes. 

Corollaire. — Une tangente t au point M de la 
quadrique I est tangente à une quadrique S' homo-
focale, au point M'. Tout plan normal au diamètre 

( L ) C . S E R V A I S , Mathesis, 3° série, t. VII, p. N 5 . 
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passant par M' coupe le système réglé (a, b, c) suivant 
une hyperbole. 

5. On peut substituer au point O, dans les raisonne-
ments (1), la trace A de la normale n sur le plan de 
symétrie a; on obtient la propriété : 

Par les centres de courbure Ci7 C2 on mène des 
parallèles cK, c2 aux tangentes principales corres-
pondantes tK, t2\ par le point B passe un rayon b' du 
système réglé (c,, c2l a). Le plan tangent en M, le 
plan de symétrie ¡3 et le plan mené par A normale-
ment au rayon b' font partie d1 un même faisceau. 
Le plan mené par A perpendiculairement au rayon 
du système (c,7 c2, a), issu de M, coupe le plan tan-
gent ut suivant la conjuguée nx de la normale n 
relativement à la quadrique 2. 

Si l'on adopte également dans les raisonnements du 
n° 4 la substitution de la trace A au point O, on voit 
que : 

Deux rayons du système réglé c2, a ) sont 
perpendiculaires ci la droite A M7 ; Vun est situé dans 
le plan nt, Vautre coupe la normale n au point 
central de la génératrice n sur la norma lie dont la 
courbe (A) est la directrice. Le plan mené par le 
point A perpendiculaire à ce second rayon déter-
mine, dans le plan tangent en M, la conjuguée de 
la normale n relativement à la quadrique S'. 

6. La figure réciproque de la parabole (P ) relative-
ment à la quadrique 2 est un cône de sommet M; il a 
pour génératrices les conjuguées des droites ¿2, t\, 
{¿a, [/.¡3, ¡xa-. Ces droites sont la normale n\ les tan-
gentes t2 ; les perpendiculaires m2 abaissées du 
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point M sur les plans de symétrie a, ¡3; le diamètre d 
de la quadrique 2 issu du point M. On a 

O , tu ¿2, rnu /?¿2, d) " C M , CJ, C 2 , A , B, S ) , 

ou en désignant par T4, T2, M2, D les points à 
l'infini des droites tiy t2, mm2, d : 

( S , T „ T „ M „ M 2 , D ) ^ ( M , C „ C 2 , A , B, S ) . 

On considère l'involution déterminée par les deux 
couples de points MS, AB et l'on désigne par C'f, C"2 

les homologues de C4, C2 dans cette involution. 
On a 

(M, CT, c2, A, B, S)x(S, c; , c; , B, A, M), 

par suite 

( S , T „ T 2 , M I , M 2 , D ) ^ ( S , C ; , G ; , B5 A , M ) . 

Cette dernière projectivité établit que les rayons C'̂ T,, 
C'gTo, BM<, AMO, MD appartiennent à un même sys-
tème réglé. Donc : 

Si d est le diamètre de la quadrique 2, issu du 
point M, aK, b{ les perpendiculaires abaissées de A 
et de B respectivement sur les plans de symétrie ¡3, a, 
le système réglé (a,, b^d) a deux rayons parallèles 
aux tangentes principales t2. Le rayon parallèle 
à t coupe la normale n en un point C" tel que 

M C , . M C J = M A . M B , 

Ci étant le centre de courbure principal correspon-
dant à la tangente t{. 

7. Si la surface 2 a un troisième plan de symétrie y, 
on désigne par C* l'homologue de C = ny dans l'invo-
lution (MS, AB), par M3 le point à l'infini de la per-



( >99 ) 
pendiculaire m3 abaissée de M sur le plan y. Dans les 
diverses projectivités utilisées au n°6, on a successive-
ment les couples d'éléments homologues : m3 et C, 
M3 et C, C et C*, M3 et C*; donc la droite CAM3 est 
un rayon du système réglé (atJ 6,, d). Par suite : 

Si la quadrique S a un troisième plan de symé-
tries, le système réglé (a, f biyd) a un rayon normal 
à ce plan : il coupe la normale n en un point C* 
tel que 

MC. MO/, = M A . MB, 

C étant la trace de la normale n sur le plan y. 
8. Les conjuguées n\, n\ des droites n', n" (4) par 

rapport à la quadrique 2 sont des génératrices du 
cône (M) (6). Le plan nt tangent à la quadrique S' au 
point M' doit contenir les conjuguées de la droite n' 
relativement aux quadriques homofocales à et en 
particulier la droile n[. Les droites n\ et ri\ sont dans 
le plan polaire du point M'par rapport à la quadrique S, 
ce plan passe par la droite t] conjuguée de t. Soient Q 
le conjugué du point Q (4) dans l'involution (MS, AB), 

le point à l'infini de ri\ ; dans les diverses projec-
tivités utilisées au n° 6, on a successivement les couples 
d'éléments homologues ri\ et Q; N'i et Q; Q et Q'; 
N", et Q'; donc la droite Q'IS", est un rayon du système 
réglé (aiy bSy d). Par suite : 

Soient t, t'deux tangentes conjuguées au point M 
de la quadrique S, le plan nt coupe le cône (M) du 
complexe des droites normales à leurs conjuguées 
suivant les génératrices net n\. Le plan n\t! ren-
contre le même cône suivant les génératrices n\ et ri\. 
Il existe un rayon du système réglé (a<, bu d) pa-
rallèle à la droite ri\ ; il rencontre la normale n en 
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un point Q' tel que 

M Q ' . M Q = M A . M B , 

Q étant le point central de la génératrice n sur la 
normalie dont la directrice (A) est tangente à la 
droite t' au point M. 

9. On a (6) 

O , tu t-i, mI, M 2 , d) ~ ( M , C I , C 2 , A . B , G, S ) ; 

p a r s u i t e 

N ( T U T*, / » ] , T?I2, M 3 , D ) T; ( C I , C 2 , A , B , C, S ) . 

Le faisceau formé par les plans principaux nt{, 
nt.2 et les plans nmhy nm2, nm2yprojetant la normale n 
sur les plans de symétrie a, ¡3, y, est projectif à la 
ponctuelle formée par les centres de courbure prin-
cipaux C,, C2 et les traces A, B, C de la normale n 
sur les plans a, (3, y. Dans cette projectivité le plan 
normal diamétral nd correspond au point à Vin-
fini S de la ponctuelle (1). 

10. Soient Ar, B' les projections orthogonales des 
points A, B sur l'axe de symétrie a[3; X1; X2 les traces 
de cet axe sur les plans ntn nl2; O le centre de la 
quadruple La section du faisceau 

/i(ti. 12, nix, m 2 , d), 

par la droite aj3, est 

( X L 5 X 2 ; B ' , A ' , OO. O ) . 

L e s p l a n s n o r m a u x à l ' a x e a¡3 m e n é s p a r l es p o i n t s X , , 

( 1 ) S E R V A I S , Sur les points focaux dans les surfaces du second 
degré ( An/iaes da Academia Polytechnica do Porto, t. II, 1907). 
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X2, B', A', oo, O de cetle ponctuelle déterminent sur 
la normale les points Y,, Y2, B, A, S, C; on a donc 

( Y , , Y 2 , B , A , S , C ) * ( C „ C,2, A , B , G, S ) , 

et les couples C^Y,, C2Y2, AB, CS sont conjugués 
dans une même involution : 

Par les traces d'un axe de symétrie a[3 de la qua-
drique 2, sur les plans des sections principales ntn 

nt2 au point M de cette surface, on mène des plans 
normaux à cet axe. La normale n au point M de 2 
coupe ces deux plans aux points Y<, Y2 qui sont les 
conjugués respectifs des centres de courbure prin-
cipaux CI, C2 au point M dans Vinvolution (AB, CS). 

11. Si la surface S est un paraboloide, le diamètre 
est parallèle à Taxe de symétrie a¡3; on conclut de la 
projectivité 

( ¿I, t2, mu m2l d) ^ ( M , C I , C 2 , A , B , S ) , 
que : 

Dans le cas d'un paraboloide 2, les couples C, Y , , 
C2 YO, AB sont conjugués dans une involution ayant 
un point double à Vinfini. 

12. En utilisant successivement les axes de symétrie 
¡3y, va dans les développements du n° 10, on trouve 
sur la normale n deux points Z,, U1? analogues à Y1? 

et deux points Z2, U2, analogues à Y2, et l'on a les trois 
involutions : 

C , Y , , C 2 Y 2 , A B , C S , 

C , Z , , C 2 Z 2 , BC , A S , 

C L U I , C 2 U 2 , C A , BS . 

On en conclut que les couples Z ^ Î , Z2U2 appar-
tiennent à la première involution; les couples U|Y|, 
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U2Y2 à la seconde; les couples Y tZ t 1 Y2Z2 a la troi-
sième. Donc : 

La section principale nt{1 au point M d'une qua-
drique 2, coupe les axes de symétrie a|3, ¡3y, ya de 
cette surface en trois points, qui sont les projections 
orthogonales sur ces axes des points YnZM de la 
normale n au point M. La section principale nU au 
même point donne les points analogues Y2, Z2, U2 ; 
si Gj, C2 sont les centres de courbure principaux 
de 2 au point M, on a les trois involutions : 

C, C 2 Y 2 , Z , Ui, z 2 u 2 , A B , e s , 

C, T Z I , c 2 z 2 , U: . V . , u 2 Y 2 , B C , A S , 

C , Vu C 2 U 2J Y , Z . , Y 2 z 2 , G A , B S . 

S est le point à Vinfini de la normale n. 

13. On a 

m 2 (/ i , t , , ¿2, m u m 3 , C t , C 2 , A , G, S) . 

On coupe le faisceau m2(n, ¿2, /?z3, d) par l'axe 
de symétrie aß, on obtient la ponctuelle 

(A ' , K j , K 2 , M", oo, O) ; 

A' et M" sont les projections orthogonales des points A 
et M sur l'axe aß. La projectivité 

(A' , K j , K 2 , M", oc, 0 ) ^ (M, Cj , C 2 , A, C, S ) 

donne 

O K 1 . C C l = O K 2 . G C 2 = OA' .GM = OM' .GA. 

Les plans projetant orthogonalement les tan-
gentes ¿M t2 au point M de la quadrique 2 sur le 
plan de symétrie ¡3 coupe l'axe aß aux points K,, 
K2 ; si M" et A' sont les projections orthogonales sur 
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Vaxe a [3, des points M et A, on a 

O K L G C , ^ 0 K 2 . G G 2 = O A ' . C M = O M " . G A , 

C,, C2 sont les centres de courbure principaux au 
point M, O le centre de 2. 

14. Dans le cas d'un paraboloïde 2 les ponctuelles 

( A ' , K 1 } K 2 , M " ) , ( M , C I , C 2 , A ) 

sont semblables et l'on a 

MCI : MC 2 = A ' K I : A ' K 2 . 

Dans le cas d'un paraboloïde 2 le rapport des 
rayons de courbure MC,, MC2 est égal au quotient 
A-K, : A'K2. 

lo. On a (1) 

( M , G,, C 2 , A , B, G, t2l tu ¡ix, fxp, ny, jiï); 

donc si Ton désigne par (T'o, T'̂ , C", B", S") la sec-
tion par la droite ¡¿a du faisceau du second ordre 
(¿2, tf, u[3, [Ay, ULO-), on a la projectivité 

( C I , C 2 , B, G, S ) ^ ( T ' I , T'J, G", B", S" ) , 

d'où l'on déduit le système réglé 

( C T T ' I , C 2 T ' ; , BG", B ' G , SS">. 

Le plan tangent au point M d'une quadrique 2 
coupe les axes de symétrie ¡3a, ya aux points G'', B". 
Le paraboloïde circonscrit au quadrilatère gauche 
BC"B"C est tangent aux sections principales nt 
nt2 de aux centres de courbure principaux non 
correspondants C2, C,. 

16. On projette du centre O de la surface 2 la para-
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bole (AI|, ¿2> ¡̂ y, ¡¿a-) el l'on prend, par 
rapport au cône asymptote de S, le cône polaire réci-
proque du cône obtenu par projection. Le cône polaire 
réciproqne a pour génératrices les parallèles t\, t!2 

menées par O aux droites n, t2, les axes de symé-
trie ¡3y, ay, et le diamètre Par suite, on a 

(M, Cu C2, A, B, G, t't, d). 

Le faisceau ¿'2, ¡3y, va, c/) est coupé par la 
droite n suivant la ponctuelle (S, T',, T'0, B, A, M) et 
l'on a 

(M , Ci, C2, A, B, S)TX (S, T ' n T 2 , B, A, M ) ; 

par suite, les couples MS, AB, C,!^, C2T2 sont con-
jugués dans une même involution. 

Les plans menés par l'axe de symétrie a[3, paral-
lèlement aux tangentes principales t2 au point M 
de la quadrique 2 coupent la normale en ce point, 
aux points Tj , T!,. Si C,, C2 sont les centres de cour-
bure principaux au point M de les couples T',, 
CoT!,, AB sont conjligués dans une involution ayant 
pour point central le point M. 

Remarque. — Les points T ,̂ T', sont identiques 
aux points G,, rencontrés au n° 6. De là une déter-
mination géométrique des points C'i, C'1. 

17. Le cône (/>, t\, t'2, jây, ya, d) est coupé par le 
plan a suivant l'hyperbole équilatère (P,T, ,T2,A",B",M) 
et l'on a 

(M , Cj, C2, A, B, S ) Â ( P , T i , T2 , A", B", M). 

Mais (16) 

(M , Ci, C2, A , B, S ) ^ CS, T',, T ' t , B, A, M ) ; 
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par suite, 

( P , T j , T2 , A", B', M ) ^ (S , T' l 5 r 2 , B, A, M ) 

et les droites PS, T{ T',, T2T'2, A"B, B"A sont des rayons 
d'un même système réglé. 

Soient p la perpendiculaire abaissée du centre O 
de la quadrique S sur le plan ¡JL tangent en M; A", 
B/; les traces des axes de symétrie j5y, ay sur le plan [ji. 
Les trois droites p, AB", A"B déterminent un système 
réglé (p, AB", A"B, . . . ) dont deux rayons sont pa-
rallèles aux tangentes principales ¿2. Le rayon 
parallèle à t{ coupe la normale n en un point T7t 

homologue du centre de courbure G, dans Vinvolu-
tion (Mao, AB). 

18. On a (6) 
o , 11, mu m2, m3, d)^ ( ¡V I , Ci, C2, A, B, G, S). 

Le cône (n, ¿2, m2, m3, d) est coupé par le 
plan de symétrie a suivant l'hyperbole équilatère 
(A, T';, T;, M1? M2, Ms, O) et le faisceau 

O ( A , T'i, T'J, M,, M2, Ma) 

détermine sur la droite AM< la ponctuelle 

( A , O';, 05, Ml, G', B' ) . 

Les parallèles à l'axe de symétrie py menées respecti-
vement par les points A, 0"4, 0!>, Mm C, B' sont 
coupées par la normale suivant la ponctuelle 

( A, Oj, 0 2 , M, G, B) 
proiective à 

(M, Cj, C2, A , B, G ) ; 

par suite les couples AM, B G, 0*0,, 02C2 sont en 
involution. 
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Les plans projetant de Vaxe de symétrie ¡3y, les 
traces 1™, T"2 des tangentes principales t2 sur le 
plan de symétrie a, coupent la normale n en deux 
points O,, 02 conjugués respectifs des centres de 
courbure C,, C2 dans I' involution (MA, BC). 

19. On mène par le point A une parallèle à l'axe ay, 
elle coupe l'axe a¡3 au point U ; on mène par le point M, 
une parallèle à l'axe a¡3, elle coupe l'axe ay au point V. 
La propriété involutive du quadrangle complet, ayant 
pour sommets les points U, V et les points à l'infini sur 
les axes a[3, ay, montre que le point Sj = (AM,, UV) 
est le point central de Tinvolution (AM,, B'C); par 
suite la parallèle menée par le point S'4 à l'axe |3y coupe 
la normale n au point central S, de Tinvolution 
(AM,BC). Ainsi : 

Le plan mené par le point A parallèlement au 
plan de symétrie y coupe le plan de symétrie ¡3 sui-
vant une droite u \ le plan mené par le point M 
parallèlement au plan de symétrie [3 coupe le plan 
de symétrie y suivant une droite v. Le plan uv 
détermine sur la normale n le point central S, de 
Vinvolution (MA, BG, 0,C,, 02C2). 

20. Si, dans les raisonnements du n° 18, on substitue 
le point T"{ au point O comme sommet du faisceau de 
rayons, on obtient la propriété suivante : 

Par la trace du plan tangent en M sur le plan de 
symétrie a, on mène un plan parallèle à l'axe de 
symétrie [3y ; ce plan coupe la normale en un point R 
conjugué du centre de courbure C2 dans lJinvolution 
(AM, O,ao). Par la trace T^ de la tangente prin-
cipale t, sur le plan de symétrie a, on mène un plan 
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parallèle au plan de symétrie p, coupant suivant 
une droite u! le plan mené par A parallèlement au 
plan de symétrie y. Le plan mené par T'J parallèle-
ment à y coupe suivant une droite vf le plan mené 
par M parallèlement à p. Le plan u'v1 coupe la 
normale n au conjugué du centre de courbure C, 
dans Vinvolution (AM, 0,00, C2R). 

21. On a (6) 

( M , C I , C 2 , A , B, S ) ^ (n, tu t2, mu M 2 , d). 

Les plans menés par les points G,, C2, A, B perpendi-
culairement à la normale n coupent le diamètre d aux 
points D,, D2, DÔ. Si D désigne le point à l'infini 
du diamètre d, on a 

( M , DJ, D 2 , D A , D ) ^ (/I, tu t2, mu M 2 , d); 

par suite, la normale AI, les parallèles t'{, t'2, a', b' aux 
droites t{, ¿2, m,, m2, menées respectivement par les 
points D,, D2, D ,̂ appartiennent à un même sys-
tème réglé. Le plan ntK contient la directrice t\ de ce 
système, parallèle au rayon t\ ; le point (nt\) situé dans 
le plan t'2t'\ normal à n est nécessairement sur la per-
pendiculaire menée du point I32 à cette droite ai; par 
suite le point (ni\ ) est identique à C2. De même par le 
point G, passe une directrice t"2 du système réglé 
(a', b', « , . . . ) parallèle à t'2. 

Par les points A, B, on mène des plans perpendi-
culaires à la normale AI, rencontrant le diamètre d 
issu de M en deux points D«, D^. Par ces points on 
mène les droites a\ b' respectivement normales aux 
plans a, ¡3. Les directrices du système réglé (af b'n) 
menées par les centres de courbure principaux C,, 
C2 sont respectivement parallèles aux tangentes 
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principales non correspondantes 12, ( M A N N H E I M , 

Journal de Liouville, 5e série, t. II, p. 5i.) 

22. Les directrices a', du système réglé (a'b'n) 
respectivement parallèles à a! et b' coupent la normale n 
aux points Ara, B„ situés respectivement dans les plans 
menés par les points D¿, T>a normalement à l'axe de 
symétrie a¡3. Si n1 désigne la directrice parallèle à n, 
on a 

(/i, t\, ¿'2, a', 6') 7X (n', ¿'¡, t\, a", b") 
ou 

( M , D , , D 2 , D A , G 2 , G L 5 

Mais 

donc 
( « , G 2 , CJ, A N , B , , ) R X (M, GJ, G2 , A , B ) , 

et les couples Mco, AA„, BB„, C,C2 sont en involution ; 
par suite, 

M G 1 . M G 2 = M A J J A „ = : .MB. M13N. 

On désigne par D¿ la trace du diamètre d issu 
de M sur le plan mené par B perpendiculairement 
à la normale n \ par A,¿ celle de la droite n sur le 
plan mené par D¿ normalement à Vaxe ak3. Le pro-
duit des rayons de courbure principaux au point M 
est égal au produit MA. M Art. 

23. Dans le cas d'une quadrique S à centre, soientp 
la distance de ce point au plan tangent en M; M e 
les carrés des demi-axes, on a (22) 

M G I . M G 2 = I ^ M À . / > = 

P P 

M A „ _ MD¿, _ MC.p. M D/, _ MDÔ 

M G ~ M O ' 1 A W " p. MO ~ CP. M O ' 

MD¿> _ M B _ P ¿  

M O ~~ ~p~ ~ p* '' 
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par suite, 
MC,.MC,= PaPéP<-

/>4 

formule de Du pin. 

24. Dans le cas du paraboloïde, on a 

M G ! . M G 2 = MA.MArt, 
MDb = MA,, cos6, MB = MD*cos6, 

0 désignant l'angle de la normale n avec l'axe de symé-
trie; par suite, 

mp M r MA. MB MGi.MCs = t j t * cos20 

Mais si la^ib désignent les paramètres principaux du 
paraboloïde, on a 

MA cosô = b, MB cosO = a; 

donc 
MCi. MC2 = cos4 0 

formule connue. 

25. Les plans polaires du point M par rapport à S, 
ï,, (a), (¡3), (y), (<r) forment un faisceau du troi-
sième ordre : 

[[*==(*, , ¿2), = ( n h ) , = (ntx), a, ¡3, y, <7], 

projectif à la ponctuelle 

(M, G 1 , G 2 , A , B , G , S ) . 

L'axe de symétrie a[3 de la quadrique S est un axe de 
ce faisceau, il est coupé par les plans ¡JL, ¡JL4, ¡JL2, y, 7 
suivant la ponctuelle (C", X2, XM O, 00) projective à la 
ponctuelle (M, C4, C2, C, S); donc les rayons MC7, 

Ann. de Mathémat., I? série, t. XIV. (Mai 1914.) 
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CO, Soc, C, X2, C2X, appartiennent à un même système 
réglé. 

Le plan tangent [x et la normale n en un point M 
d'une quadrique S de centre O rencontrent respec-
tivement Vaxe de symétrie a[3, et le plan de symé-
trie y aux points G' et C. Le paraboloïde circonscrit 
au quadrique gauche MC'OC est tangent aux sec-
tions principales ntt1 nt2 aux centres de courbure 
principaux non correspondants C2, C,. 

26. En se reportant aux notations du n° 4, au point Q 
de la ponctuelle (M, C f ) C2, ...) correspond dans le 
faisceau (¡JL, ¡JL,, ¡JL2, ...) le plan polaire PT77 du point M 
par rapport à la quadrique S7. Ce plan ¡JI" coupe a[3 en 
un point M'7 et la droite QM" est un rayon du système 
réglé (MC", CO, Soo, ...). 

Soient t, t' deux tangentes conjuguées au point M 
de la quadrique S; Q le point central sur la géné-
ratrice n de la normalie tangente à t' au point M; 
S7 la quadrique homofocale à 2 et tangente à t. Le 
plan tangent au point Q au paraboloïde (MC"OC) (25) 
et le plan polaire du plan M relativement à S7 

coupent Vaxe de symétrie a(3 au même point. 

27. La droite à l'infini du plan de symétrie a est un 
axe du faisceau du troisième ordre; il est coupé par les 
plans ¡JL, ¡JL,, p.2, ¡3, y suivant la ponctuelle 

( H , HJ, HJ, B'", C ' " ) 

projective à la ponctuelle (M, CM C2, B, C); donc les 
rayons MH, BB'7/, CC7//, C,H„ C2H2 appartiennent à 
un même système réglé. Ainsi : 

Le trièdre [ajx, p.2 est coupé par un plan mené par 
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le point M parallèlement au plan de symétrie a 
suivant trois droites s, st1 s2. Les droites menées 
par les points M, B, G, respectivement parallèles ci 
la droite s, à Vaxe de symétrie a¡3 et à Vaxe de 
symétrie ay, déterminent un système réglé dont 
deux rayons sont parallèles aux droites s{, Ces 
rayons coupent la normale n aux centres de cour-
bure principaux C0 C2 de 

28. On a (6) 

(M, Ci, C2, A, B, S) 11, t2, mu m2, d). 

Les plans menés par les points C,, C2, A, B perpendi-
culairement à Taxe de symétrie a¡3 coupent le diamètre d 
aux points D^, D2, D'a, D¿ et l'on a 

(M, D',, Dg, D'a, D ) ^ ( n , tu h, mu /n2, d): 

par suite, la normale n, les parallèles tr2, m\, m'2 aux 
droites ¿j, t2, m,, m2 menées respectivement par les 
points D',, D'2, D¿ appartiennent à un même système 
réglé. Le plan Am\ renferme une directrice bK de ce 
système; elle passe par A et est parallèle à m'2. De 
même une directrice aK parallèle à m\ passe par B. 
Donc : 

Les directrices du système réglé (a, d) (6) per-
pendiculaires à la normale n sont parallèles aux 
tangentes principales t2 ; elles rencontrent le 
diamètre d en deux points D',, D'2 situés dans les 
plans menés par les centres de courbure principaux 
perpendiculairement à Vaxe de symétrie a(3. 

29. On suppose que la quadrique S ait trois plans de 
symétrie a, jî, y (2). Par les points C,, C2, A, B, C, S 
on mène des plans parallèles au plan de symétrie a; ils 
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coupent /n, aux points C2, A', B', C, S'. Le cône 
(n, m2, m3, rf) est coupé par le plan a suivant 
la ponctuelle du second ordre (A, Tt, T2, A', M2, M3, O) 
en désignant par O le centre de la surface 2. 

De la projectivité 

(M, c ; , G;, A', B', G', S ' ) x ( A , T j , T2, A', M2, M3, O ) , 

on déduit que les droites MA, Ĉ TJJ, C2T2, B'M2, 
C'Mj, OS' font partie d'un même système réglé. Le 
plan BB'M2 renferme une directrice c{ de ce système; 
elle passe par B et est parallèle à C;M3. De même une 
directrice bK parallèle à B'M2 passe par le point C. 

Par les points B et C on mène des perpendicu-
laires Ci et b{ respectivement sur les plans de 
symétrie y et La trace ¡JLOC du plan tangent en M 
sur le plan CL rencontre le système réglé (bKy c4, mt) 
en deux points T4, T2 situés respectivement sur les 
tangentes principales tK, t2. Les directrices de ce 
système réglé passant par T<, T2 rencontrent mK en 
deux points C',, C2 situés dans les plans projetant 
les centres de courbure principaux CM, C2 parallè-
lement au plan a. 

30. On a (1) 
(M, C,. C2, A, B, G, S)x(nl9 t2, tu y.*, py, ¡xtr); 

par suite, les parallèles menées par les points C,, C2, 
A, B, G respectivement aux droites t2, t{, ¡¿a, ¡¿¡3, ¡¿y 
sont des rayons d'un système réglé. Ainsi : 

Les plans parallèles au plan tangent en M menés 
par les points A, B, C rencontrent les plans de 
symétrie correspondants a, ¡3, y suivant les droites 
a2, b2l c2. Les rayons du système réglé (a2, b2f c2) 
passant par les centres de courbure principaux G1? 



( ao3 ) 

C2 sont respectivement parallèles aux tangentes 
principales t2, th. 

Le rayon s du système réglé (a2, b2,c2) passant par M 
est une corde conjuguée du plan diamétral normal 
en M. Ce rayon peut remplacer c2 dans la propriété 
précédente qui est alors applicable au paraboloïde. 

31. Les rayons du système réglé (a2, b2, c2) sont les 
conjuguées relativement aux quadriques homofocales 
à 2, de la tangente s' en M à 2, située dans le plan dia-
métral normal. Si des points de la tangente 5 conjuguée 
de s' on abaisse des perpendiculaires sur leurs plans 
polaires relatifs à 2, ces perpendiculaires seront les 
directrices du système réglé. Les plans projetant d'une 
de ces directrices les points C,, C2 sont parallèles res-
pectivement aux droites ti: t2 (30). Par suite : 

Si s est la tangente en M conjuguée au plan dia-
métral passant par la normale n, X sa trace sur le 
plan de symétrie CL, X la perpendiculaire abaissée 
de X sur son plan polaire; les plans menés par x 
parallèlement aux tangentes principales t2 

passent respectivement par les centres de courbure 
Coj C,. 

32. Les rayons et les directrices du système réglé 
{a.*, b2, c2) sont projetés du centre O sur le plan ¡JL 
suivant les tangentes à une conique. Cette conique est 
déterminée par les cinq, tangentes s, s\ ¡¿a, ¡jip, ¡Jiy. 
Des génératrices du système réglé passant par C, 
et C2 (31), on déduit : 

La tangente s (31) et sa conjuguée s\ les traces 
des plans de symétrie sur le plan a, déterminent 
une conique. Les diamètres OC1? OC2 de 2 ren-
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contrent la droite s/ en deux points tels que les 
secondes tangentes menées de ces points à la conique 
sont parallèles respectivement aux tangentes prin-
cipales t<¿, tK. 

33. De la projectivité 

(M , Ci, C2, A , B, C, S ) ^ ( n , /,, t2, mu m2, d), 

on déduit : 
Une surface réglée du troisième ordre S3, ayant 

pour cône directeur le cône (M) du complexe des 
droites normales à leurs -conjuguées, est déterminée 
par la directrice double n et les génératrices a, b, c. 
Les génératrices de S3 passant par les centres de 
courbure principaux sont parallèles aux tangentes 
principales t{, t2> 

Remarque. — La génératrice à l'infini de la surface 
ï3 est dans le plan diamétral nd. 

34. Les plans projetant les génératrices de I3 nor-
malement au plan a enveloppent un cylindre parabo-
lique langent au plan (a/i) le long de la génératrice 
la génératrice à l'infini de ce cylindre est dans le 
plan m{ d. En coupant ce cylindre par le plan a, 
on a : 

Soient t\, t[¿, M|, d\ bC,, C'2 les projections 
orthogonales sur le plan de symétrie a des éléments 
¿4, i2, M, d, b, C4, C2; la droite d' est le diamètre 
d'une parabole tangente aux droites AM< et bf et 
passant par M,. Les tangentes à cette parabole 
parallèles aux droites t{J t'2 passent respectivement 
par les points C',, C^. 

3o. La section de la surface par un plan mené 
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par A normalement à l'axe de symétrie ajâ se compose 
de la droite a et d'une conique (ai) tangente en A au 
cône (M); ses directions asymptotiques sont b et l'in-
tersection des plans a, et nd; la conique passe parle 
point (a,, c). On a la construction suivante du plan 
tangent en A au cône (M) du complexe. Le rayon MA 
repcontre les faces du tétraèdre principal aux points A, 
B, G, S; on détermine le conjugué K du point M dans 
l'involution (AB, CS), la droite menée par K s'appuyaot 
sur le couple d'arêtes opposées a¡3, y<r du tétraèdre est 
dans le plan tangent cherché (1 ). On en conclut : 

Du conjugué de M dans V involution (AB, Coo) 
on abaisse une perpendiculaire k sur Vaxe a¡3. Dans 
le plan a, mené par A normalement à Vaxe a(3, une 
conique (a, ) est déterminée par le point A, la tan-
gente k| en ce point parallèle à A*, le point ( a 0 c), 
les directions asymptotiques ay et OC, O étant le 
centre de là quadrique. Les plans des sections prin-
cipales nt{, nt2 coupent cette conique en deux points 
dont les projections sur la normale n sont les centres 
de courbure principaux C,, C2. 

36. Si l'on coupe par un plan parallèle au plan nd 
on a la propriété suivante : 

Un plan T: parallèle au plan diamétral normal nd 
est coupé par le plan nk et les droites a, 6, c suivant 
une asymptote n" et trois points A", B", C'' d'une 
hyperbole. Cette courbe est rencontrée par les plans 
principaux nt,, nt2 en deux points dont les projec-
tions sur la normale n sont les centres de courbure 
principaux C t, C2. 

(*) C. SERVAIS, Mathesis, 1909, p. 5. 
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37. On coupe par le plan a les plans projetant les 
génératrices de S3 parallèlement au diamètre d. Ces 
plans enveloppent un cylindre parabolique tangent au 
plan nd le long de la génératrice d. Par suite : 

Les plans menés par les droites b, c parallèlement 
au diamètre d rencontrent le plan de symétrie a 
suivant les droites b", ctf. La parabole tangente aux 
droites OA, ¿>", c" et passant par le centre O de 2 a 
deux tangentes parallèles respectivement aux plans 
Of,, Ot2; ces tangentes rencontrent OA en deux 
points situés sur les parallèles menées par les centres 
de courbure principaux C,, C2 au diamètre d. 

Remarque. — Cette propriété est applicable au 
paraboloïde, si, au lieu du pJan a, on choisit un plan 
normal à Taxe (3y du paraboloïde; il suffît de rem-
placer O et A par les traces de d et n sur le plan 
sécant. 

38. On coupe parle plan nth les plans projetant les 
génératrices de parallèlement à t2 ; on a la pro-
priété : 

La normale n et les projections orthogonales des 
droites a, b, c sur le plan principal nth déterminent 
une parabole dont la directrice passe par le centre 
de courbure C1. 

Remarque. — Cette parabole est tangente à la nor-
male n au point M, ce qui permet de supprimer la 
projection de c dans la détermination de la parabole; 
la propriété est alors applicable au paraboloïde. 

39. Construction des centres de courbure princi-
paux C,, C2 d\ine quadrique 2, le centre O étant à 
distance finie ou infinie. — Soient A', B', G7 les traces 
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des axes de symétrie [3y, ya, a[3 sur lé plan tangent 
en M (<); By, C" celle des droites MB7, MO respecti-
vement sur les plans ¡3 et y; Ba, Ca celles de Taxe ¡3y 
sur deux plans, l'un mené par B" normalement à la 
droite A'O, l'autre mené par C" normalement à la 
droite A'B'; ar la droite commune aux plans BOB7, 
COO; B'", C'" les points (BC*, B'B«), (CB„, C"Ca). 

Le cône déterminé par les droites a!, OBw, OGw, a[3, 
ay rencontre la normale n aux centres de courbure 
principaux C,, C2. 

En effet, les perpendiculaires abaissées des points 
de la droite MB' sur leurs plans polaires appartiennent 
à un système réglé ; la normale n, l'axe ay, la droite B/;Brt 

font partie de ce système. Les directrices du système 
réglé sont les conjuguées de la tangente en M parallèle 
à A'(7, relativement aux quadriques homofocales à la 
quadrique Les droites BO, CBrt sont les conjuguées 
de cette tangente par rapport aux coniques focales des 
plans ¡3 et y. En considérant la tangente en M parallèle 
à A'B', on aura un second système réglé (n, a[3, C"C 
ayant pour directrices CO, BCfl. Ces deux surfaces ont 
une génératrice commune n et sont tangentes aux 
centres de courbure principaux C,, C2 ; elles se coupent 
donc suivant une cubique gauche passant par C,, C2. 
Les génératrices et les directrices qui précèdent 
donnent les points de la cubique 

O, B " , C " ( a Y , C f f C a ) , ( a p , B ' B a ) . ' 

La tangente à la cubique au point O est l'intersection a' 
des plans BOB', COC; tangents en O aux deux para-
boloides; par suite, le cône ayant pour génératrices ar, 

( x ) Dans le cas d'un paraboloide, le plan de symétrie a esta 
l'infini. 
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OB'", 0CW, ay, a{3 est le cône de sommet O perspectif 
à la cubique; il passe par C, et C2. 

Remarque. — La droite à l'infini du plan mené par 
le diamètre BO parallèlement à la droite CBa appartient 
au système réglé (n, ay, B'B«); celle du plan mené par 
le diamètre GO parallèlement à la droite BCrt appartient 
au système réglé (/i, a[3, C'C«); par suite, la droite 
commune à ces deux plans est une génératrice du 
cône (O). 

[ K ' 2 e ] 

G É N É R A L I S A T I O N D 'UN THÉORÈME M M. T . LEMOYNE ; 
PAR M. Y . T H É B A U L T , 

Professeur à Ernée (Mayenne). 

M. T. Lemoyne a donné dans ce Journal, 1904, 
p. 4°°> Ie théorème suivant, sans démonstration : 

Les axes radicaux des cercles podaires de chacun 
des points d'une transversale A, par rapport à un 
triangle ABC, passent par un point fixe co; ce qui 
revient à dire que w a même puissance par rapport à 
tous ces cercles. Lorsque A coupe le cercle ABC, en 
deux points P, Q, les droites de Simson de V et Q se 
rencontrent au point co. 

Cette proposition a été l'objet d'une étude géomé-
trique de M. Neuberg, professeur à l'Université de 
Liège (Rulletin de CAcadémie Royale de Belgique, 
juillet et août 1910). 

La deuxième partie a été aussi établie analytiquement 
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dans Mathesis: Sur le cerclepodaire, novembre 1912, 
p . a 3 8 . 

Je me propose ici, tout en présentant celte dernière 
partie d'une manière un peu plus générale, d'en donner 
une démonstration géométrique élémentaire assez élé-
gante. 

1. Je donnerai tout d'abord le théorème suivant 
généralisant celui que j'ai signalé en juin 1910, 
p . 272 ( ' ) : 

On coupe les côtés d'un triangle ABC par une 
transversale A, et des sommets, on mène trois paral-
lèles quelconques Aa, B[3, Cy, faisant avec A un 
angle aigu o. Puis de a, ¡3, y, on trace les droites 
a M, pN, yP faisant des angles égaux à <j>, avec BC, 
CA, AB, dans le même sens de rotation. Les droites 
a M, pN, yP concourent en un point a>. 

Considérons le cas particulier d'une transversale A4, 
parallèle à A, qui contient le sommet B (fig. 1). Le cas 
général s'en déduira par une translation suivant Aaqui 
amène le sommet B sur A. Traçons les droites a(b)| 
et yf to4 faisant respectivement avec BC et AB, dans Je 
même sens, l'angle <p. Ces droites se coupant en (o4, je 
dis que Bo)t B; fait avec CA le même angle 

Les quadrilatères inscriptibles a^A'Cy et ajC'Avj, 
donnent 

Ba^Byi = BC'.BA = BA\ BC ; 

le quadrilatère A'C'AC est inscriptible, et 
Ba)\A f = B C ' A ' = C. 

( ' ) C e théorème énoncé, page 272 ( 1 9 1 0 ) , est dû à M, NEUBERG, 
Projections et contre-projections d'un triangle fixe, 1890, p. 75 
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Les triangles Bw{ A/ et BB'C sont alors semblables, el 

F i g . i . 

a, A'el Ba^B' sont antiparallèles par rapport à BC 
et CA. 

2. La théorie des droites isogonales par rapport aux 
côtés d'un triangle ABC permet de généraliser les 
propriétés de la droite de Simson. 

Si d1 un pointM. du cercle circonscrit à un triangle 
ABC on mène les droites MP, MQ, MR, faisant des 
angles égaux avec BC, GA, AB, dans le même sens 
de rotation, les points P, Q, R sont en ligne droite. 
Réciproquement, d'ailleurs, si les droites MP, MQ, 
MR, également inclinées sur BC, CA, AB, ont leurs 
pieds en ligne droite, le point M appartient au cercle 
circonscrit au triangle ABC. 

On obtient même ce résultat qui mérite peut-être 
d'être signalé : 

Les droites A, et A2 , contenant les trois points en 
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ligne droite obtenus commeprécédemmènt en menant 
de deux points M et M ' d u cercle circonscrit à un 
triangle des droites MP, MQ, MR, M'P', M'Q' , M'R' 
faisant avec les côtés des angles égaux, font entre 
elles un angle égal à Vangle inscrit sous-tendu par 
la corde MM7 ou à son supplément, et récipro-
quement. 

E n particulier, si MM/ est un diamètre du cercle 
circonscrit, les droites A< et A2 sont rectangulaires. 

3 . Soient A, et A2 deux droites précédentes obte-
nues en traçant des points M| et M2, où la transver-
sale A du paragraphe 1 rencontre le cercle circons-
crit au triangle ABC, des droites M, P,, M1Q1 , M1R,, 
M 2 P j , M 2 Q 2 , M 2 R 2 faisant avec B C , C A , A B , dans 

Fig. 2. 

le même sens, des angles égaux à Cangle cp de A avec 
les parallèles AA, B[3, CY. Les droites A{ et A2 se 
rencontrent au point to de concours de a M , [3N 
ety?(fig. i). 
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C'est le théorème de M. Lemoyne sous une forme 
plus générale. Il sera démontré si nous prouvons que 
le point to appartient à Af, car nous aurons ainsi montré 
que l'une quelconque des droites, aw par exemple, est 
rencontrée par l'une quelconque des deux autres droites 
analogues sur l'une quelconque des droites Af et A2 

relatives à et M2. Or, les quadrilatères inscriptibles 
IV^yCB'et M^BC', donnent 

angle M! YB ' = [8O°— M , C B 

et 
angle Mi p G' = angle M j B G ' , 

c'est-à-dire que 
angle M i C B ' = angle M, B C \ 

On en conclut que les angles (i8o° — MfyB') et 
M, ¡3C; sont égaux, et que les droites ¡3C' et yB' sont 
parallèles. 

Considérons alors l'hexagone pojyB'MjC'; pC'etyB' 
sont parallèles; ¡3w et MtB7 sont parallèles par cons-
truction, de même que yco et MiC. 

Cet hexagone est donc un hexagone de Pascal, où la 
droite de Pascal est à l'infini. Trois sommets, ¡3, y, M, 
étant en ligne droite, il en est de même des trois autres, 
co, B' G et le point co est sur A,. 

REMARQUES. — a. M. Neuberg a donné dans le 
Wiskundig Tydschrift, ioe année, p. 8o, le théorème 
suivant : 

Par les sommets d'un triangle ABC, on mène trois 
parallèles Aa, Bj3, Cy qui rencontrent une trans-
versale quelconque A en a, ¡3, y. Les parallèles aux 
côtés BC, G A, AB menés par a, ¡3, y forment un 
triangle A< B, C, égal à ABC ; 
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qu'il a d'ailleurs étendu au tétraèdre (Mathesis, 1913, 
question 1939). 

En appliquant la réciproque de l'une des propriétés 
du paragraphe 2, on obtient ce résultat : 

Le cercle circonscrit au triangle A^Cf contient 
le point <0 correspondant à Vangle J des paral-
lèles Aa, Bj3, Cy avec la transversale A. 

b. Enfin, dans le cas particulier où o = 90° et où la 
corde M, M2 devient tangente au cercle O circonscrit 
à x\BC, A< et A2 sont confondues et co devient le point 
où ces droites louchent leur enveloppe, une hypocy-
cloïde à trois rebroussements. 

Si la transversale A se déplace parallèlement à une 
direction donnée, to décrit une tangente à l'hypocy-
cloïde perpendiculaire à A. 

Cesrésultats se IrouventdansTOuvrage de M.Neuberg, 
précédemment cité : Sur les projections et contre-
projections d'un triangle fixe, p. 76. 

Dans le cas plus général envisagé dans cette Note, 
quand M4 M2 est tangente au cercle circonscrit O, <0 est 
encore le contact de A, avec son enveloppe. 

C E R T I F I C A T S DE MÉCANIQUE R A T I O N N E L L E . 

Lille. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. Etablir les formules qui don-

nent la vitesse et Vaccélération dun point dans un sys-

tème de coordonnées curvilignes quelconque : les appliquer 

au cas du mouvement d'un point sur une surface de révo-

lution, en prenant comme lignes de coordonnées sur cette 

surface les méridiens et les parallèles. 



( 224 ) 

II. Un corps solide présentant un point fixe O est animé 

d'un mouvement à la Poinsot, Sur les trois axes princi-

paux d'inertie relatifs au point O, on porte des seg-

ments 

0(7 = y/Â, 0 6 = y/B, O c = t/C, 

A, B , G étant les moments d'inertie correspondants. Soient 

to, a, ¡3, y les projections orthogonales des points O, a, b, c 

sur un point perpendiculaire au moment cinétique résul-

tant. Démontrer que la somme des aires balayées par tox, 

twp, arfj dans le mouvement du solide,reste proportionnelle 

au temps. 

ÉPREUVE PRATIQUE. — I. Une sphère homogène S , de 

masse m, animée d'un mouvement de translation recti-

ligne et uniforme, de vitesse v0, heurte à un certain ins-

tant, en un point M, un solide S ' immobile et de très 

grande masse. Déterminer l'état dynamique de la sphère 

après le choc, et la perte de force vive, en supposant que 

la masse m de S soit assez petite relativement à celle de S ' , 
pour que ce dernier solide puisse encore être considéré 

comme immobile après le choc. 

II. Forme d'équilibre d'un fil flexible, inextensible, non 

pesant, traversé par un courant uniforme et soumis ¿1 

l'influence d'un pôle d'aimant. On donne les positions des 

extrémités du fil ainsi que sa longueur. 

Nota. — Le pôle étant pris pour origine d'axes rectan-

gulaires, l'élément {dx, dy, dz) du fil, issu du point 

(x, y, z), à la distance r du pôle, est soumis ci une force 

totale, dont les composantes suivant les axes sont, en 

vertu de la loi de Laplace et d'Ampère, 

¡JL étant une constante donnée. 
(Novembre 1 9 1 2 . ) 

Lyon. 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Un corps solide, homogène, pesanty 

de forme quelconque est tel que, aux deux points où une 
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droite D, qui lui est invariablement liée, rencontrerait sa 

surface, ce corps se prolonge en deux tourillons dont les 

surfaces font partie d'un même cylindre de révolution de 

rayon r, ayant pour axe cette droite D. Le corps repose, 

au moyen de ces deux tourillons, A et B , sur deux coussi-

nets fixes, faisant eux-mêmes partie d'un deuxième cy-

lindre de révolution horizontal et de rayon R = 5 r . On 

suppose le corps solide parfaitement rigide, et les coussi-

nets assez solidement établis pour que, malgré la distance 

qui sépare l'un de Vautre les pieds des deux tourillons, 

distance qui est aussi sensiblement celle des deux coussi-

nets, les deux cylindres se touchent toujours également le 

long d'une même génératrice de contact, c'est-à-dire que 

cela doit avoir lieu dans chaque coussinet, ces deux por-

tions de génératrice faisant partie de la même génératrice 

prolongée idéalement à travers le corps. Au début du mou-

vement, cette génératrice de contact est une génératrice 

quelconque du cylindre fixe des coussinets, et la posi-

tion du solide par rapport à cette génératrice est aussi 

quelconque ; mais les vitesses initiales dont peuvent être 

animés les divers points du corps sont toutes dirigées dans 

un plan perpendiculaire à la direction commune des géné-

ratrices des cylindres. Enfin ces vitesses initiales et la 

nature des cylindres en contact sont telles que le cylindre 

des tourillons ne peut jamais que rouler sans glisser à l'in-

térieur du cylindre des coussinets. On demande d'établir 

la ou les équations différentielles du mouvement dans le 

cas le plus général et d'en déduire ensuite celles qui con-

viennent au cas des petits mouvements, qu'on étudiera 

spécialement. 

(Juil let 1 9 1 2 . ) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I° On considère une ellipse maté-

rielle qui tourne d'un mouvement uniforme donné autour 

de son centre dans son plan supposé fixe, la position ini-

tiale du grand axe étant horizontale. Un point matériel 

pesant M est astreint à se mouvoir sans frottement sur 

l'ellipse y sa position et sa vitesse initiales étant d'ailleurs 

quelconques. Etablir l'équation différentielle du mouve-

ment. 

Particulariser cette équation pour le cas où l'ellipse 

Ann. de Mathémat.f 4 e série, t. XIV. (Mai 1914-) 
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se réduit à une circonférence de cercle toujours mobile 

uniformément dans son plan autour de son centre. Dire si 

l'on ne pourrait pas, dans ce cas particulier, établir V équa-

tion différentielle directement par une méthode plus 

simple (sans parler de mouvement relatif). Dire enfin ce 

à quoi se réduit la discussion du mouvement dans le même 

cas de la circonférence. 

3° Toujours dans le cas de la circonférence mobile 

établir l'équation du mouvement du point en tenant 

compte du frottement. 

EPREUVE PRATIQUE. — Un point mobile M parcourt une 

cardioïde fixe avec une vitesse dont la grandeur croit pro-

portionnellement à une puissance d'exposant entier n du 

temps. A l'instant initial, le mobile se trouve au point de 

rebrousse ment O, avec une vitesse nulle. 

i° Déterminer Vhodographe du mouvement ; 

Calculer la grandeur du vecteur-accélération à un 

instant quelconque. 
( N o v e m b r e TQII.) 

Marseille. 

EPREUVE THÉORIQUE. — Trouver le mouvement d'une sphère 

pesante et homogène sur un plan incliné dépoli dont le 

frottement est suffisant pour ne permettre qu'un roule-

ment sans glissement. 

Déterminer, dans ce casr la valeur minimum du frotte-

ment en fonction de V inclinaison du plan sur l'horizon. 

On négligera la résistance au roulement. 

SOLUTION. 

Soient, dans le plan incliné, un axe OX horizontal et un 
axe OY suivant la l igne de pente vers le haut. 

On fait passer par le centre G de la sphère mobile trois axes 
de directions fixes, Ç*x et Gy parallèles à O X et à OY et le 
troisième normal au plan incliné vers le haut . 

Soient X , Y et N les composantes de la réaction du plan 
incl iné; a et p l 'abscisse et l 'ordonnée du centre G ; p , q , r i e s 
composantes de la rotation de la sphère ; R le rayon. 

Puisqu' i l y a roulement, la vitesse du point de contact est 
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nulle, ou encore ses composantes suivant G a? et Cy sont nulles. 
On a ainsi 

doL 

l i - r " - ' -
M étant la masse de la sphère, le mouvement du centre de 

gravité est fourni par les équations 

(a) i 
KM d2P v, m/r • = Y — M ^ s i n a , 

et le mouvement autour du centre de gravité s'obtient en 
prenant les moments par rapport à Cx et Cy, ce qui donne 

^ m r 2 ^ = — r y , 
dt 

( 3 ) _ . . . " 
r x . 

3 dt 

La combinaison des équations ( 2 ) et ( 3 ) donne 

( 4 ) 

d^rt 2 _ dq 
—r— - R —r- = O. 
¿ft2 3 

¿23 •>. D dp 
~dtï ~dt = ^ s ina. 

Enfin, en vertu de (1), on a 

¿/«S 5 
—r— = o, —~ = g sin 1. 
dt2 ' rfi* 7 

La trajectoire décrit une parabole» celle qui s'offrirait si l'on 
supprimait le frottement et si I on réduisait la pesanteur 

aux ^ de sa valeur. 

Il n'y aura pas glissement si la réaction tangentielle du 
plan est inférieure à la réaction normale multipliée par f . 

Il faut donc qu'on ait 

2 2 
- M q sina < M g / c o s a , ou / > - t a n g a , 
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ou encore que le coefficient de frottement soit supérieur 
. 2 
a - tanga. 

7 

ÉPREUVE PRATIQUE. — On donne un quadrilatère 

articulé A B C D . Les côtés A B et AD sont égaux. Les 

côtés GB et GD sont aussi égaux, mais doubles des pré-

cédents. 

On fixe les points A et B et l'on déplace le système dans 

son plan en faisant tourner la barre AD uniformément 

autour du point A . 
Déterminer à chaque instant la vitesse angulaire de la 

barre BG et la représenter graphiquement en portant 

sur BC une longueur proportionnelle à cette vitesse angu-

laire. 

Sur l'axe autour duquel tourne BG on cale un volant 

formé d'un disque circulaire homogène. Trouver quelle 

est à chaque instant la tension de la barre BG? On néglige 

les masses des barres. 

On suppose la longueur A B égale à im , le rayon du 

volant égal à 2m, et le poids du volant égal à ioookg. Enfin 

la barre AD fait un tour par seconde. 

SOLUTION. 

La vitesse angulairç io de AD est 

dz <o = 2 —- . 
dt 

La vitesse angulaire w' de BG est 

dû _ d% 
W ~ dt ~~ dt dt' 
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Mais on a 

sina = 2 sin ¡3, 
d'où 

d<x • rfû 
c o s a — = 2 cosp 

dt dt 

On voit aussi facilement que l'on a 

• 2 cos 0 n 2 + COs0 
et 

Y/5 H— 4 cosO 

On en conclut 

W , = / 3 \ # 

2 \ 4 -+- >• cosO / 

Si , sur BC, on porte BM = to', le lieu de M sera la courbe 
représentative de la vitesse angulaire de BC. Cette courbe est 

la conchoïde de l'ellipse p = ^ ^ cosO* °lua i l c* o n a u g m e n t e 

les rayons p de a>. 
Soit T la tension de la barre DC, soit M la masse et soit R 

le rayon du volant. Le théorème des moments appliqué au 
volant donne 

I M R * ^ = T 2 t f SN12ß, 
2 dt2 1 

et, comme H = 2 a et que w = — t on en tire 

d1 G _ to2 (isinO 5-4-4 cos 6 
~dtï ~ ~~ T (4 H- •> cosO)2 (4 —H 2 cos 0 ) ' 

et, comme conséquence, 
3 M A P » 

8 cos^ [i 

Cette valeur de T convient quand 6 varie de o à îu; pour d 
variant de N à 2TC, il faut changer le signe parce que, dans 
ce cas, l'angle [i ayant changé de sens, le moment de T 
est — T 2 a s in2 ß. 

La plus petite valeur absolue de T est | • 1 0 0 0 w*. 
8 g 

Mais to = 27r; on a donc 

3 
% 
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On a alors 
P = O, ) = o Ô = 7T. 

La plus grande valeur absolue de T correspond à cos ¡3 
maximum ; ce qui arrive quand AD est sur le prolongement 
de A B . On a alors 

P = 6o°, cos p = - ? 
cos4P 16 

Le maximum est donc 16 fois plus grand que le minimum et 
atteint 2{oookg . (Juin 1 9 1 2 . ) 

EPREUVE THÉORIQUE. — Une plaque carrée pesante et 

homogène repose par un de ses côtés sur un plan hori-

zontal. L'une des extrémités de ce côté est fixe et le côté 

peut tourner autour de cette extrémité et glisser sans 

frottement sur le plan horizontal. 

Primitivement, la plaque est sans vitesse, et elle est 

presque verticale. On l'abandonne à elle-même et Von 

demande de quel angle aura tourné le côté qui glisse sur 

le plan horizontal lorsque la plaque sera devenue hori-

zontale. 

SOLUTION. 

Soient trois axes fixes oxyz et oz vertical, oxx et oy\ 

deux côtés de la plaque, a la longueur d'un côté, ty et 0 les 
angles xox\ et zoy{. 

Les coordonnées d'un point de la plaque sont 

;F = ÎF1COSI|;— J ^ S I N Ô S I N ^ , 

y = xt s in^ -t- y 1 sinô cos^ , 

z = yi cos0. 
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La somme des moments des quantités de mouvement par 

rapport à oz étant nulle, on a 

o = 2 . m ( x y ' — 4 - y\ sin26)-f- cosôô'Sma?, yx 

ou 

o = -<}/(! s in 26)H- y cos66', 
j 4 

d'où 
- * , I r * coseô' • 3 , . 3 

& = — - ! :——7; = — 7 (arc tan g sm6) = 7t. T 4 , / 0 1 -h sin26 4V 5 ;o 16 

EPREUVE PRATIQUE. — Un losange articulé est formé 

de quatre barres identiques, pesantes et homogènes de 

longueur a. On le suspend par un de ses sommets à un 

point fixe, et l'on place, entre les deux barres inférieures, 

un disque circulaire homogène de rayon ~ et de même 

poids que chacune des barres. 

Quelle est, dans la position d'équilibre, la distance du 

point fixe au centre du disque, et quelle est la réaction 

qu'exercent l'une sur l'autre les deux barres inférieures, 

si l'on suppose que le poids de l'une des barres est de iok g? 

SOLUTION. 

La distance -s du centre de gravité du système au point O 

0 

est fournie par le théorème des moments 
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Quand il y a équilibre, z est maximum et l'on a 

60 sin3 6 — cosô = o. 

En faisant tangÔ = x , on a l'équation 

60 x* — x 2 — 1 = 0, 
d'où 

x = o, 26, 
on en tire 

OC = a ( 2 cosG -r—7: ) = 1 , 5 4 « . 
\ los inO/ 

Ensuite, la réaction en B étant évidemment horizontale, on 
a, par rapport au point A et pour la tige AB, l'équation 
d'équilibre 

X a cosO = P — sin 0 -+- - . (a — — c o t o V 
2 1 sin 0 \ 10 / 

où X est la réaction en B et P le poids de la tige. 
On tire de là 

X = I , ) I P = I 5 K , I . 

(Octobre 1912 . ) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — Une plaque rectangulaire A B G D 

homogène de masse M est mobile sans frottement autour 

d'un axe PQ, de poids négligeable, qui coïncide avec la 

diagonale AC et dont les extrémités P et Q reposent sur 

deux appuis dépolis, situés dans un même plan horizontal. 

Le milieu de l'axe PQ est au centre O de la plaque. 

Le coefficient du frottement des extrémités P , Q sur les 

appuis est égal à tang3o°. 
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La plaque est lancée avec une vitesse angulaire 10. 

A quel nombre maximum de tours par seconde doit 

correspondre w pour que les points P et Q ne glissent pas 

sur leurs appuis? 

Lorsque w dépasse un peu sa valeur maximum, quel 

angle la plaque fait-elle avec le plan vertical lorsque le 

glissement se produit? 

Les côtés du rectangle sont A B = iocm et BG = 20cm. La 

longueur de Vaxe PQ est 4ocm. 
L'ellipsoïde d'inertie relatif au point O coupe le plan de 

la plaque suivant une ellipse dont Véquation est, en 

prenant PQ pour axe des x et en prenant le centimètre 

pour unité 

i2xy -h lyy2) = i. 

SOLUTION. 

La plaque tourne évidemment d'un mouvement uniforme. 
Considérons un plan qui tournerait autour de Oa: d'un mou-
ment uniforme avec la vitesse angulaire to. 

Par rapport à ce plan, la plaque serait en repos relatif . 
Les conditions de cet équilibre relatif s'obtiendront en 

ajoutant, aux forces qui sollicitent la plaque, sur chaque 
point une force mto^y, dirigée parallèlement à Oy. Ces 
forces mi*)2y, qui sont parallèles, ont une somme S m w 2 / qui 
est nulle. Elles se réduisent à un couple dont le moment 
est S moj^xy = to'2 S mxy. 

La plaque est donc soumise à son poids et au couple 2 m u>*xy. 

Mais ^mxy est égal à — 1 0 M . Si l'on donne à ce couple pour 
bras de levier PQ, il donnera en P et Q deux forces perpendi-
culaires à PQ situées dans le plan de la plaque et égales 
, # ioM 5 # 
a to2 = — Mw2 . 

4o 20 
Si la plaque fait un angle f avec le plan vertical, ces forces 

5 
auront une composante verticale égale à — Mw2cos<p et une 

5 
composante horizontale égale à ~ M w 2 sincp. 

D'ailleurs le poids de là plaque donne en P et Q deux com-

posantes verticales égales à — M^-. 
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On aura donc en P une force verticale égale à 

i M g ± - M to* cos o 
i i 

et une force horizontale égale à 

5 
- M w 2 sinco. 
a 1 

Pour qu'il y ait équil ibre, il faut (en valeur absolue) 

~ Mw 2 sincp < ^ M g ± ~ Mco2 coscp^ tang3o° , 

5 

— w2 sin (cp d= 3o°) < g sin 3ow, 

où cp peut var ier de o° à 36o°; il faut donc que 

Si n désigne le nombre de tours par seconde, on a w = • ?.TZn; 

on a donc 

4 o n 2 /I 2 < 980 OU N25 environ ( n = v/'M). 

Si n dépasse cette va leur très peu, l ' inégalité cessera d'être 
vérifiée lorsque s in(cpzh3o°) sera max imum, c 'est-à-dire 
pour cp = 6o° ou 120°. 

C 'est-à-dire que le point Q glissera quand A B C fera avec la 
verticale supérieure un angle dej6o°, et P glissera quand B D C 
fera, avec la verticale supérieure, un angle de 6o°. 

EPREUVE PRATIQUE. — On prend dans un plan six points 

fixes placés aux sommets d'un hexagone régulier. On les 

numérote 1, 2, 3, 5, 6 en parcourant le périmètre de 

Vhexagone dans un sens déterminé. 

A ces six points, on attache six fils de caoutchouc, qu*on 

numérote 1, 2, 4, 5, 6; les numéros des fils étant les 

numéros des sommets auxquels ils sont attachés. 

Ces fils sont de même nature, et leur longueur double-

rait sous Vaction d'une tension de iooo*. 
On réunit en un même point P les extrémités qui n'ont 

pas encore été fixées. 
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On demande de trouver approximativement là tension 
des fds et la position du nœud P , sachant que les lon-
gueurs des fils non tirés sont r. 

N° 1 , io2cm; N° 2, io i c m ; N° 3, ioocm; 

N ° 4 , 97cmv 98<m; N° 99™ 

Le côté de Vhexagone a ioocm de longueur. 

SOLUTION. 

On trouvera que les fils I , 3, 5 ne sont pas tendus et que 
les fils 2, 6 ont une tension de iog. 

Pour le nœud P, par rapport aux axes dont celui des x est 
la ligne 3, 6, on trouve 

x — o, 

y = — 2 , 3 centimètres. 

(Juin 19 13 . ) 

C O N C O U R S D ' A D M I S S I O N A L 'ÉCOLE P O L Y T E C H N I Q U E EN 1 9 1 5 . 

I . 

Composition d'Algèbre et Trigonométrie. 

On considère la fonction 9 de x définie par la 
relation 

x 
arc tang x = r—, 0 1 h- 8a?* 

où le premier membre représente un arc compris 
TC , TZ 

entre et H 
2 2 

i° Déterminer les valeurs limites de Q pour x—±co 
et x = o. 
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2° Suivre ces variations de la fonction 9 (x) quand 

x croit de — oo à -h oo. 
3° Dans cette fonction 6 (x), on remplace x 

par nP, n étant un entier variable et p un nombre 
positif donné ; on considère la série dont le terme 
de rang n a pour valeur Pour quelles valeurs 
de p la série est-elle convergente ? 

4° Calculer 

f x e (x)dx. 
Ja ' + * 1 

Etudier la variation de cette intégrale quand a 
augmente de — oo à 4 - oo. 

5° Calculer, à Vapproximation de la règle à 
calcul, la valeur numérique de 

A 

S O L U T I O N PAR M . T H I É . 

I° On a 

g _ x — a r c ta n g x __ i / i r \ 

a r c tan g a? # \ a r c t a n g ; r x ) 

La seconde forme de 9 montre que cette fonction 
prend la valeur o pour x = ± oo. Pour x tendant 
vers o, on a, par le développement en série de la pre-
mière forme, 

x3 x» 

Donc, pour x = o, 9 prend la valeur 

2° Comme la fonction 9 est visiblement paire, il 
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suffit de l'étudier pour x > o. Calculons la dérivée de Ô : 

i / i i \ i F —-î i j T l 
a?2 \arc tang a? a?/ a? L(arc tango?)2 i -ha? 2 a?1 J ' 

# étant positif, Ô' a le signe de la quantité 

u = a?3(arc tanga?)20' = s» (arc tang a?)2 — a? arctanga? 
i -h x x 

Pour x = o, u s'annule. Calculons la dérivée de 
cette fonction : 

, , I ^ X I X 
u = 4 arc tang x — arc tang x — 

= arc tang x 

i -ha? 2 i-hx* (i-4-a?2)2 

3 X2 __ 37(3 -hx*~) 
I -h X1 ( l -+- x- )2 

Pour y/3, u' est négatif. Pour# < y/3, ¿¿'aie signe 
de la quantité 

a? ( 3 -f- x- ) 
V = a rc ta n g # — 7 —-r—-—— • & (i -f- a?2) (3 — a?2) 

V s'annule encore pour # = 0. Calculons la dérivée 

_ 1 (f -4-a?2)(3 — ¿r2)(3-h3a72)--a7(3-j-3:2)(4a?— 
~~ 1 -h ^ ~~ (1 - f - # 2 ) 2 ( 3 — ^r2)2 

Par un calcul sans difficulté, on trouve que cette 
expression se réduit à 

— 8 a?2 

V : 
( 3 — x* ) (1 -f- a*2 

V' est donc négatif pour o < x < y/3, et la fonc-
tion V est décroissante dans cet intervalle. Elle est 
donc négative. Par suite, la dérivée u' est négative pour 
toutes les valeurs positives de x. On conclut de même 
que la fonction u et par conséquent la dérivée 6' sont 
négatives. La fonction 0 est décroissante. 

En résumé, quand x varie de o à 00, la fonction (l 
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décroit de ̂  à o ; c'est une fonction paire, et la courbe 
représentative se construirait sans difficulté. 

3° On a 
A / . 1 i i / a r c t a n g n / ' \ 

nPQ(nf>) — = i 2_. . 
arc tang/i^ nP arc t a n g n i * / 

Cette expression tend vers quand n augmente 
indéfiniment. On en déduit immédiatement, par appli-
cation d'un théorème classique, que la série considérée 
est convergente pour p >> i et divergente pour/?£i. 

4° On a 

C —U—Q(x)dx = f*—l—( ! i)dx J i x2 J a i ~+-x2 \ a r c t a n g # x ) 

— f 1 1 dx — Çdx Ç x d x 

~~ J i -H x1 a r c tari g x J x J .r 2 

! . i 00 

j a r c tan g x y \ -f-.?:2 j 

\ S H « ' 

Pour x = oo, la fonction obtenue prend la valeur L -
On a donc, en appelant f (a) l'intégrale donnée, 

v * a r c t a n g a s/1 + ™ 
f {ci) = L L 2 — l = j J 

•>. a 2 a r c t a n g a y/ i 

On a supprimé le signe de la valeur absolue après 
le symbole L, caria quantité 

2 arc tang a y \ -+- a1 

est toujours positive. 
La fonction f (a) est paire. Pour a — o, elle prend 

la valeur L Pour a ?= oo, elle prend la valeur o. Dans 
tout l'intervalle elle est décroissante. On a en effet 

f ( a ) ~ 7~r~77ï G ( a ) < 
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La courbe représentative de cette fonction est donc 
analogue à celle de la fonction 9. 

5° Il s'agit de calculer 

= L 1 (ï)] 
= L 

y/3 V 3 
3 

log 1 0 3 — log 1 0 2 o,477 — o,3or 0,176 „ 
— — —• • — 0,40 ). 

logio « 0,434 o,434 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES 

1966. 
(1903, p. 143.) 

Soit a un nombre positif donné; on pose 

aa uQ 
IL() = ——- > U\ = 

(«-+- ! )*+1 (l — «o)*2 

" ( 1 - W / i - l ) " ' -

Démontrer que pour n infini 

lira un = — 

MAILLARD. 

SOLUTION 

P a r M . R . CARDELOPP I . . 

i° On a, quel que soit /iy 
1 

(1) o <un< 
a 4-
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En effet, cette double inégalité est vérifiée pour n = o ; sup-
posé qu'elle le soit jusqu'à une certaine valeur de n , établis-
sons-la pour la valeur immédiatement supérieure. On a 

u0 
= 

Gomme un est < i d'après ( i ) on voit d 'abord que un + \ 
est positif. Il faut ensuite démontrer que l'on a 

Mft aa i ^ i 

( i — un )a (a-h i ) a + 1 ( i — utl)a a -+- r 
ou 

a 
< i — u n 

ce qui résulte de la deuxième inégalité (i). 
x" On voit encore, par récurrence, que 

> M« ; 

en effet, cette inégalité peut's 'écrire 

Mo ^ "O 
( i — m « ) " ( i — 

ou 
u,l> M/Ì--1. 

D'autre part, elle est vérifiée pour 71 = 0 ; donc, etc. 
3° La suite des u étant, d'après ce qui précède, bornée et 

croissante, un tend vers une limite X que l'on déterminera 
on écrivant qu'elle satisfait à l 'équation 

__ aa 1 
"" (a-h !)«-+-» (1 — X ) « ' 

M. , w,v 
1 h )U — (f l + l ) « + 1 

qui admet la racine (double) X = dans l 'intervalle de 

o à 1 et n'en admet pas d'autre. La proposition énoncée est 
donc bien établie. 
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[ P ^ a ] 

SUR UNE CERTAINE C L A S S E DE C O U R B E S ET DE S U R F A C E S ; 
PAU M . C H . F R A N Ç O I S . 

1. Proposons-nous de déterminer les surfaces jouis-
sant de la propriété suivante : En un point quelconque 
M (x, y, z) cle la surface, menons le plan tangent 
qui intercepte sur les axes coordonnés Ox, Oy, Os, 
des longueurs OA = H, OB = Y}, OC = telles qu1 on 
ait 
( i ) 

6,, c, étant des constantes. Celles-ci doivent véri-
fier la relation 

i i î 
h -7- H = I , a j Ci 

car les coordonnées du point M satisfont à l'équation 
du plan jx, qui est 

x y z 
T — y = 

Soit F(x,y, s) = o l'équation de la surface cher-
chée. Celle du plan ¡JL est 

(X-x)F'x+(Y -y)F'y+(Z-z)FL = o, 

où X, Y, Z sont les coordonnées courantes; on en dé-
duit 

t S x F ' x Z x F ' x S . r F i 
Ç = ——, > fi = * r = 

F i ' F ; . 7 * F ' z ' 

d'où 
T?/ 17/ 17/ ¿LiXF'r 1 ^ ^ 1 "ÂT^T' * = = «jir } bxy z CiZ 

Ann. de Mathémat4* série, t. X I V . ( J u i n 1914O 
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Substituons ces valeurs de F̂ ., F̂ ., F'z dans l'équation 

F;c dx -h Fy dy FZdz — o, 

nous aurons 
dx dy dz _ 

ci\X b\y C\ z ' 

en intégrant, il vient 

— I x -h -7- ! y H—— l z = hn. 
ax b\ ^ Ci 

m étant une constante. 
L'équation de la surface cherchée est donc 

.L I . -L 
xai y^i zc• = t)i, 

pour laquelle nous mettrons encore 

(A) xayhzv~m, 

en représentant par a, ¿>, c les quantités — • 
Nous aurons maintenant la relation constante 

Réciproquement, toute équation de la forme (2), 
même lorsque a + è + 0^1, à condition que cette 
expression ne soit pas nulle, représente une surface 
telle que les rapports entre les coordonnées à l'origine 
d'un plan tangent quelconque aux coordonnées corres-
pondantes di> point de contact sont égaux à a ^ c > 

^ , 2 Ou est ramené au cas précédent en 

remarquant que si a 4- b -b c — Jv ̂  o, on peut écrire, 
a b r i 

au lieu de x"yh zc — m, l'équation x*yKzw = />*K, de 
telle sorte que la somme des exposants est maintenant 
égale à l'unité. 
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2. Considérons l'ensemble des valeurs rationnelles de 
a, c satisfaisant à la relation + = i. Celle-ci 
ne peut être vérifiée en nombres entiers qu'en attri-
buant à l'un au moins de ses termes des valeurs néga-
tives. Généralement a, b, c seront donnés sous forme 
de fractions irréductibles et l'on pourra écrire 

a , P T 
a = - , o = — y c = - Î 

A {JL V 

les deux termes de ces fractions étant des entiers quel-
conques, mais satisfaisant à S ̂  = i. Pour tout déno-
minateur pair, la variable correspondante sera affeclée 
d'un double signe. 

Si X, ¡A, v sont impairs, les deux surfaces représen-
tées par xayb zc = m et xa yb zc ~- — m sont distinctes 
et symétriques par rapport à l'origine. 

Soit a le plus petit commun multiple de A, ¡A, V et 
posons 

- = ~ , Ë _ i i . 1 —Ll. 
X n [A n v n 

On a aussi 2/* = n. Si n est pair, le nombre des quan-
tités r impaires sera égal à o ou à 2. Ce nombre ne 
sera toutefois pas égal à zéro, car on vérifie que, dans 
ce cas, n n'est pas le plus petit commun multiple des 
quantités A, ¡JL, v, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
Donc deux des quantités r et deux seulement seront 
impaires; la troisième sera nécessairement paire. Sup-
posons que r{ et /-2 soient les numérateurs impairs; il 
est clair que A et JJL seront pairs et contiendront 2 Je 
même nombre de fois en facteur. Quant au dénomina-
teur v, il pourra être pair ou impair. Il s'ensuit qu'il ne 
pourra y avoir que o, 2 ou 3 doubles signes. 

Si X et p. sont pairs et v impair, nous écrirons la for-
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mule fondamentale xaybzc= m sous la forme 

(d= yfii ) = m, 
avec 

(3) X = fx = kl. k = a, = a:/i, p, = p : / 

étant un entier positif et /¿, / des entiers impairs et 
positifs. On voit que x et y pourront prendre simulta-
nément des valeurs positives ou négatives. Si m est 
positif, on devra combiner ensemble des valeurs de 
même signe du radical et de ; si m est négatif, on 
combinera ensemble des valeurs du radical et de de 
signe contraire. Eu particulier, si y est pair, le radical 
sera de même signe que m. Dans tous les cas, les sur-
faces définies par xaybzc=m et xaybzc~—m sont 
identiques. 

Si A, v sont pairs, nous écrirons 

en posant les relations (3) et en outre 

v—tb, t=z-iy, = Y : 

r étant un entier positif et b un entier impair et positif ; 
y est d'ailleurs, dans le cas considéré, toujours impair. 
Le premier membre de l'équation précédente sera réel, 
dans tous les cas suivants : i° x >> o, y > o, s > o; 
'<4° ̂ < o , y<o, z> o; 3 ° ^ < o , y>o, z< o; 
4° x >> o, : < o . On voit aussi que les deux 
expressions xaybzc — m et xay6z°= — m définissent 
la même surface. 

Nous arrivons finalement à cet énoncé : Si /? est im-
pair, les deux surfaces d'équations xaybzc = m et 
xaybzc= — m sont distinctes ; si n est pair, elles sont 
identiques. 
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3 . Désignons les surfaces ( 2 ) parla lettre S . Lorsque 
m varie, les surfaces S qu'on obtient sont coupées par 
une droite menée par l'origine O, en des points tels que 
les plans tangents correspondants sont parallèles. Cette 
propriété résulte immédiatement de la définition de ces 
surfaces. 

Les formules (i) admettentl'interprétation suivante : 

Le point de contact M d'un plan tangent est le centre 
de gravité des masses — > ~, — > attachées aux points 

0 a 1 bi Ci 1 

oii ce plan rencontre les axes. 

A. un plan ¡JL dont les coordonnées à l'origine sont V 
•/i, faisons correspondre le point N de coordonnées 
v\, nous dirons que le point N est le transformé cru-
cial du plan ¡JL, que le plan ¡J. est le transformé sous-
crucial du point N ( 1 ). 

Si le plan ¡A touche la surface S au point y , 3), 
les points M et N sont liés par les formules (1) qu'on 
peut écrire 

( 4 ) v = y = br¡, z = c*. 

On voit que les points M, N se correspondent dans une 
transformation affine. 

Lasurface xaybzc = m, où l'on suppose « - f - b-\- c— i, 
se change, par cette transformation, en la surface 

Ce résultat pourrait s'énoncer ainsi : Les surfaces com-
prises dans l'équation xaybzc=m, où ¿>, c sont 

(*) Voir, pour la transformation cruciale, nos Mémoires : Sur 
une certaine transformation et son inverse (Mathesis, octobre 
1909); Étude sur la transformation cruciale (Mém. de la Soc.. 
Roy. des Se. de Liège, 3e série, t. IX, 1910). 
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fixes et m variable, forment un groupe relativement à 

la transformation ( 4 ) appliquée plusieurs fois de soite. 

Car la r [èm* transformée a pour équation 

( 5 ) m 

(aabhccY 

(Considérons deux cas particuliers remarquables : 

i ° La suif ace asymptotç xyz = m 

\ou x3 yz z 
M 

* m* ) 

a pour /,ième transformée affine x * y * z* = ni* 3 r . M est 

le centre des médianes du triangle A B C ; le raèmc trans-

formé de M a pour coordonnées 3rx, 3 r y , 3 r z ; M et 

ses transformés successifs sont donc situés sur une 

même droite passant par l 'origine. 

2° L 'équation xyz~* = m représente un paraboloide 

hyperbolique. L a première transformée de cette qua-

drique a pour équation xyz~' = — m ; elle est symé-

trique de la surface primitive par rapport à l 'origine. 

L a seconde transformée coïncide avec la surface primi-

tive et ainsi de suite. 

i . L'équation du plan tangent JJL au point M (x,y, z) 

de la surface xaybzc= m, est, si a + i + c = i , 

aX b Y c Z 
<fi) \ 1 = i. 

x y z 

Si ce plan doit passer par un point donné P ( X , Y , Z ) , 

l'équation précédente, où x , y , ^ sont des coordonnées 

courantes, représente, une surface cubique, lieu des 

points de contact des plans tangents menés par P aux 

surfaces S contenues dans l 'équation xaybzc = m, où 

m est un paramètre variable. 

L e lieu des points de contact des plans tangents, 
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menés par P à une même surface de ce système, est la 
eourbe représentée par les deux équations 

En appliquant ces considérations à la surface asymp-
tote, on voit que la courbe de contact du cône circons-
crit de sommet P ( X , Y , Z ) est représentée par les 
équations 

dont la dernière, simplifiée au moyen de la précédente, 
donne = 3 m. Cette courbe est donc située sur 
un Hyperboloide et les axes coordonnés sont des géné-
ratrices du cône asymptote. 

o. Soit à déterminer la trajectoire orthogonale de 
l'ensemble des surfaces xaybzc= m, où m est variable. 
On a les équations 

x dx __ y dy __ z dz 

a b c 

qui, intégrées, donnent 

A et B sont deux constantes arbitraires. Les équa-
tions ( - ) définissent deux cylindres du second degré; 
leur intersection est donc une quartique. Si A = B = o, 
les équations intégrales sont 

a X bY cl 
xaybzc—m, 1 1 =i ' a ? y z 

X Y Z 
xyz = m 

sja 

x 

Sic 

elles représentent quatre droites réelles passant par 
l'origine, si a , b et c sont de même signe; l'origine cor-
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respond à m = o ou m = oo suivant les signes de a, b, c. 

Si m est fixe et que, c étant donné, b est le paramètre 
variable et a une fonction donnée de b, a = cp (6) , la 
trajectoire sera définie par 

& dx y dy z dz 
(8) o(b) b c 

6. Reprenons la relation xaybzc=m. Supposons 
d'abord que l'un des exposants soit nul. La surface cor-
respondante est un cylindre dont les génératrices sont 
parallèles à un axe coordonné. Si a - f è + c = o, 
l'équation xayb = mza+b représente un cône de som-
met O. Dans l'un et l'autre cas, le point de contact 
d'un plan tangent est indéterminé. Dans ce qui suit, 
nous écarterons ces deux cas exceptionnels. 

L'intersection de deux surfaces S , données par 
xaybz° = m et x"'y1''' zc' ~ mr est une courbe que nous 
désignerons en général par T. Cette intersection appar-
tient également à chacune des surfaces S définies par 

(9) xa+na'yb+nV zc+nc' = mm'n, 

où n est un paramètre variable. Disposons de n afin 
d'avoir 

rt + i + c 
-H /!«'): 

b' 

La surface correspondante, dont l'équation est de la 
forme 

(IO) xa"yb" — m" za"+>>", 

est un cône A centré à l'origine. Un tel cône est déter-
miné par deux points (x^yt, z<), (x2, y2l z2) non col-
linéaires avec O; car de (io) on déduit 

a*(lxï— ÎZi) -h bw(ly, — lz,-) — Im" = o (i = i, 2), 
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et de ces formules, les rapports a" : b" : lm!' qui suffi-
sent pour déterminer A. 

Cette conclusion subsiste dans le cas où le détermi-
nant 

lxl—lzl lyx — lz\ 

lx 2—l zt lyt— 

est nul. Dans ce cas, on a / m , r = o, m'f = 1 et a", b" sont 
encore proportionnels à deux nombres donnés. 

Considérons la relation 

( i l ) xtr*-n<t'yb+nb' zc+nc' — M, 

où n et M sont donnés, et écrivons l'équation du plan 
tangent en un point de coordonnées (x,y, z) à la sur-
face correspondante 

(11) y - (X — X) -+- ny - ( X - x) = o. 
v jLàx ' ¿ml x v 7 

D'où l'énoncé : 

Par un point donné (a?, y, z) de l'espace, on peut 
faire passer une infinité de surfaces delà famille (i i), 
où n et M sont des paramètres indéterminés ; tous 
les plans tangents en ce point à ces surfaces 
passent par une même droite. 

Les deux surfaces x(lyhzc=m et xbyazc=m, où 
nous supposons m positif, sont symétriques par rap-
port au plan bissecteur passant par O z, dans le trièdre 
positif; l'intersection est une courbe plane située dans 
ce plan et ses projections sur les plans zOx, zOy sont 
données par xa+bzc= m, yit+bzc = m. 

L'intersection dépend donc de a: b et de m. Donc : 
Toutes les surfaces S de paramètre m, donnant à 

a-1!- b la même valeur y passent par une même courbe 
plane. 

Cette conclusion se généralise aisément. 
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7 . Soient A , , A 2 , A 3 trois points de l'espace et 

( x i , V/, Zi) les coordonnées du point A 2 , 3 ) -

Proposons-nous de faire passer une surface S par ces 

trois points. Soit xaybzc = m (a H- b -f- c = 1) l 'équa-

tion de cette surface, ou a , b, m sont inconnus. On 

peut encore l 'écrire 

et en remarquant qu'elle doit être vérifiée par les coor-

données des points A , , A 2 , A 3 

( I3 ) a(lxi~ lzi)-+-b(lyi—Izi)—lm = —lzi ( ¿ = 1 , 2 , 3), 

d'où 

Si les quatre déterminants précédents sont différents 

de zéro, les valeurs de « , ¿>, (m sont bien déterminées 

et ces quantités définissent entièrement la surface S 

passant par A , , A 2 , \ 3 . Si A = o, la surface S corres-

pondante est un cylindre dont les génératrices sont 

parallèles à Taxe des x , et dont la section par le plan 

des yz a une équation de la forme 3 = Ç\yv\ 1111 raison-

nement analogue s'applique au cas où B = o. Si D = o, 

la surface S passant par A { , A 2 , A 3 est un cône A. 

Les égalités A = B = o ont pour conséquence 

C = D = o. C e cas se présente quand les trois points 

donnés se trouvent sur une même courbe T. L e s v a -

leurs de a , ¿>, Im sont alors indéterminées. D'où le 

théorème : 

ailx — lz) -h b(ly — l z) -+- Iz = Im, 

O i ) 
-V _ B G 
- : b — — 5 c — —-> 

avec 
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Une surface S est complètement déterminée par 
trois points distincts lorsque ceux-ci ne se trouvent 
pas sur une même courbe T. 

8. De l'équation { 9 ) , si Fon pose successivement 
b-{-nbf = o, c-^nc'= o, on déduit les équations de 
deux projections de T. Celles-ci sont de la forme 

z — Go?*', y = 

ou C, D, ÍV sont des constantes. Posons x = CiX" 1 , 
A étant un paramètre variable. On pourra définir toute 
courbe F par trois équations paramétriques telles que 

0 6 ) x = Cj X«., y = z = C3X'S 

les C¿ et a¿ étant des constantes. 
Le plan oscillateur en un point (x<y,z) d'une 

courbe T a pour équation 

— x) (dy dfiz — dz d*y) = S ( X — = o, 

les K/ étant des constantes appropriées. Cette relation 

peut s'écrire 

L'examen de cette équation nous conduit à l'énoncé 
suivant : 

Si A , B, C sont les segments interceptés sur les 
axes par le plan osculateur en un point M (a, è, c) 
d'une courbe F, on a les relations 

— r> ® — c ^ — c b ~ ^ 3? 

C' n C j , C3 étant indépendants de La position de M 
sur T. 
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Inversement, considérons un plan 

( 17 ) M j + Ny + P 2 = i, 

dont les coefficients de l'équation sont des fonctions 

inconnues d'un paramètre variable t. Supposons qu'on 

ait en tout point ( x , y, z ) de l'arête de rebroussement d 
de la développable décrite par ce plan 

( 1 8 ; M a? = A j , Njk = A2, P ^ A * . 

M, N, P étant les coefficients de l'équation du plan 

passant par ( x , y , z ) et A , , A 2 , A 3 des constantes. 11 

s'ensuit que les plans oscuiateurs de d jouissent de la 

même propriété que ceux des courbes I\ 

On peut alors démontrer que d est nécessairement 

située sur une surface S . E n effet, d est donnée par 

( 1 7 ) et 

(19) M'a? -h N ' y -4- P ' s = o, iMff.r 4- -h P'z = o, 

en désignant par M', M", . . . les dérivées des coeffi-

cients par rapport à t. E n faisant usage des relations(i8), 

on peut écrire les équations ( 1 9 ) 

* dx „ k ( dx \ -
S A , = 0 , S A , ( ) = O, 

X \ X ) 

dont la première, intégrée, donne 

(>o) S Ai Ix—hn ou xk* yK*zk*= m, 

m étant une constante arbitraire; d e s t donc bien tracée 

sur la surface S définie par ( 2 0 ) . 

O n a aussi cet' énoncé qui se démontre directe-

ment : 

« Si l'on applique la transformation cruciale à une 

courbe Y donnée par ( 1 6 ) , on change celle-ci en une 

autre courbe du même genre ne différant de la première 

que par la valeur des constantes C * , C 2 , C 3 . » 
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9. L'équation des surfaces orthogonales aux courbes Y 

définies par les équations ( 1 6 ) , où C , , G», C 3 sont va-
riables et a , , « 2 , «3 constants, satisfait aux rela-
tions 

_ a i x _ 

Portons ces valeurs de p et q dans la formule 

dz = pdx -+- qdy ; 

on obtient l'équation = o, dont l'intégrale 
définit un système de quadriques centrées à l'origine. 

De même, si a{, a2, a 3 sont variables et C i , C 2 , C 3 

constants, on aura 

" ( £ ) " ( é ) 
/> = <1 = — 

e t 
'(è) "(é) 

cette dernière équation a pour intégrale 

(21) ZI 2 = s C l Y H- c o n s t . 

10. La forme spéciale des équations paramétriques 
des courbes Y permet d'énoncer certains théorèmes 
assez élégants relatifs à la courbure de ces lignes. Si p 

est le rayon de courbure en un point M de la courbe Y 
définie par 

( 2 2 ) a7 = C 1X«», y — Q^V**, z = C3)/<3, 

on pourra écrire 

( 2 3 ) P = 
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L'examen de celte équation conduit aux énoncés 

suivants : 

i° Dans toute courbe r , les points possédant le même 

rayon de courbure en valeur absolue sont situés aux 

intersections de cette courbe avec une surface du 

sixième ordre passant par l 'origine. 

2° Celte surface est la même pour toutes les courbes T 

ne différant entre elles que par les valeurs de C 4 > C 2 , 

C , , à condition de définir a priori la valeur attri-

buée à p. 

S i l 'on considère toutes les courbes F passant par 

un point donné, il en exisie une infinité possédaut en 

ce point le même rayon de courbure en valeur absolue. 

Toute surface S passant par le point donné, contient 

au plus six de ces courbes. 

On a aussi ce théorème qui se démontre facilement : 

<( Dans toute surface S , l 'ensemble des points où la 

surface a la même courbure se trouve à l'intersection 

de S avec une surface du huitième ordre. Cette dernière 

est la même pour toutes les surfaces S ne différant l 'une 

de l 'autre que par la valeur de m. » 

1 1 . Toute courbe F est définie complètement par deux 

points réels et distincts. S i T a deux points communs 

avec une surface S , elle est entièrement contenue 

dans S ; car, par ces deux points, on peut faire passer 

une surface S , , qui coupera S suivant une courbe T ' ; 

F' passant par les deux points en question, on aura 

F == F . 

Recherchons les conditions nécessaires et suffisantes 

pour qu'une courbe F donnée par ( 2 2 ) soit contenue 

dans la surface xnybzc — m. On a évidemment 

Cfl G» C^ = //?, aai -h bai -+- ca3 = o. 
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Considérons maintenant les expressions suivantes: 

(24) X = y 5= GiX««^«, s = C a X « « ^ , 

où A, jjl sont des paramètres variables et les b¿, £/ des 

constantes. Ces relations définissent une surface S ; 

c'est ce qu'on vérifie en partant de l 'équation du plan 

tangent, mise sous la forme 

; à(u,v) 

Cette surface coïncidera avec la surface xaybzc = /??, 
si l'on a les relations 

CJCJCJ = m, -r- ba2 -+- ca:i = o, ab\ 4- bb<2 -h cb3 = o. 

Donc, en astreignant les et à satisfaire aux rela-

tions précédentes, on obtient les équations paramé-

triques de la surface S . Celle-ci est rapportée aux coor-

donées X, JJL. 

1 2 . On peut encore arriver à ce résultat en appli-

quant, après les avoir transformées, certaines considé-

rations dues à Lie et à Klein. Considérons, en effet, les 

relations 

¿p = y — y<> z = 3^», 

où X, ¡i. sont des paramètres variables et ,r0,jKo> zo ainsi 

que les a / e t 6/, des constantes. Cherchons la surface 

décrite par le point x, y, z lorsque A et ¡x varient. On a 

d'abord 

x = #0(1-4-X — I ) « i ( l 4 - {jl — i ) 6s 

S i l'on suppose que A et ¡x diffèrent peu de l 'unité, 

c'est-à-dire que x — x Q = d x soit une petite quantité 

du premier ordre, il viendra, en négligeant les quantités 
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d'ordre supérieur et en posant d\ = \ — i, ¿/¡x = p.— i , 

x = x0(\-H CL\ d\) ( I -4- b\ d\i). . 

d'où 

dx = &o(ai -H ¿>j dp), .... 

et, en éliminant dk et ¿/u, 

= o, 
/ -N 1 ( Ti ) — — ax — b 

ce qui est l'équation différentielle d'une surface S . 

1 3 . E n un point M ¡JL) d'une telle surface, l 'angle 

des lignes coordonnées est donné par 

F Zct ibix* 
( ) cos a = = • 

y/EG / S a ? a?» £ 6 ] a?» 

On déduit de cette équation que le lieu des points 

pour lesquels cos a est le même en module est donné 

par l'intersection de la surface xayhzc=m avec une 

surface du quatrième ordre. Celle-ci est la même pour 

toutes les surfaces S ne différant l'une de l'autre que 

par la valeur attribuée à m. O n voit aussi que si les trois 

produits aibi(i— i , 2 , 3 ) sont de même signe, il n 'exis-

tera aucun point pour lequel les lignes coordonnées 

sont orthogonales. Dans le cas contraire, ces points 

seront situés sur une courbe gauche, intersection de la 

surface S et d'un cône du second ordre. 

Nos lignes coordonnées seront conjuguées si la rela-

tion bien connue 

d2x ày àz j 
d\ d u d u 0\ I 

est vérifiée. Dans le cas qui nous occupe, il suffira de 

disposer des ai et bt- pour satisfaire à l'égalité 

I «ibi a{ bi | = o. 
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[ L 1 2 c ] 
SUR LES COURBES AlITOPOLAIRES; 

PAR M . RENÉ B É R A R D . 

Dans le numéro de décembre 1 9 1 3 , M. Myller a 
établi par le calcul certaines propriétés des courbes 
autopolaires ; je vais reprendre la question au point de 
vue géométrique. 

1 . Soient ( S ) une conique donnée et ( S ) une co-
nique autopolaire par rapport à ( S ) ; il est d'abord évi-
dent que les deux coniques doivent être bitangentes. 
Soient A et B les contacts, C le pôle de AB, M un 
point quelconque de ( S ) et P le pôle de la sécante GMN. 

Considérons le faisceau des coniques bitangentes 
à ( S ) en A et B ; les polaires d'un point quelconque 
par rapport à ces coniques passent par un point fixe 
de AB. Pour le point M, ces polaires passeront par le 
point P ; si donc (S) est autopolaire par rapport à ( S ) , 
la polaire de xM relative à (S) devant être tangente à (S) 
et passer par P sera la droite PN. 

Considérons maintenant dans le faisceau les quatre 
coniques suivantes : ( S ) , (S) la conique formée des 
droites C A , C B et la conique formée par la droite 
double A B ; leur rapport anharmonique est égal à celui 
des polaires du point M, les droites P3N, PM, PC, P A . 
Or, ces quatres droites forment un faisceau harmo-
nique ; donc le rapport anharmonique des quatre 
coniques considérées est égal à — 1 et réciproque-
ment, si ce rapport anharmonique est égal à — 1, 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Juin 1914.) I 7 
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( S ) est une conique autopolaire, car la polaire de M 
par rapport à ( S ) sera la droite PN. 

Ceci nous montre que, si la conique ( 2 ) est auto-
polaire par rapport à ( S ) , réciproquement ( S ) est 
autopolaire par rapport à (S). 

11 en résulte aussi un moyen commode d'écrire 
l'équation de la conique (S ). 

¡Soient / ( x , v ) = o l'équation de ( S ) et # 0 , ^ 0 les 
coordonnées du point C ; l'équation générale des co-
niques bitangentes à ( S ) en A et B est 

( 0 x*,y) + * + +/LY = o. 

Les valeurs de Â correspondant aux coniques ( S ) , 
( A B , A B ) , ( C A , C B ) sont 

~ 4 f ( L y o ) ' 

en écrivant que le rapport anharmonique 

~ 4 / ( * . , y o ) ] = ~ ' ' 

on obtient 

X — — J , 

et l'équation de ( S ) est 

(û*) * A x , y ) f ( * o , y * ) - ( x f ^ y / y ^ f l j 2 = o. 

2. Soit (o le centre de courbure au poiiît A d'une 
conique du faisceau ( i ) ; on voit de suite qu'il existe, 
en ce point, une relation homographique entre X et y" 
et par suite entre A et le rayon de courbure Aïo. Le 
rapport anharmonique de quatre coniques du faisceau 
est donc égal à celui de leurs rayons de courbure au 
point A ; or, pour la conique ( C A , C B ) , ce rayon de 
courbure est infini et pour la droite double A B il est 
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nul. Donc les rayons de courbure au point A de la 
conique ( S ) et de la conique autopolaire (S) sont 
égaux et opposés. 

3 . Soit D le point de rencontre de A B et MN ; C et D 
sont conjugués par rapport à ( S ) , et il en est de 

même pour les points M et ¡N ; en outre C et D divi-
sent harmoniquement MN. 

Par suite, étant donnés deux points M et N conju-
gués par rapport à ( S ) , on pourra construire les points 
C et D qui sont points homologues dans deux involu-
tions connues; en les joignant au pôle P d e M N , on 
aura les deux sécantes P A B et P Q R . Il existe une co-
nique et une seule bitangente à (S) en A et B et autopo-
laire par rapport à ( S ) ; elle coupe C D en deux points 
conjugués par rapport à ( S ) et conjugués harmoni-
ques par rapport à C, D ; ce sont donc les points M 
et N. De même, il existe une seconde conique passant 
par M et N, bitangente à ( S ) en Q et R et autopolaire. 

Ainsi, par deux points conjugués par rapport à (S), 
on peut faire passer deux coniques autopolaires 
par rapport à (S) et bitangentes en ces deux points. 
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4. Soienl M' le point de rencontre de Q A et R.B, 

N ' le point de rencontre de Q B et R A ; ces deux points 
sont situés sur la polaire de P par rapport à ( S ) . Ils 
sont conjugués par rapport à cette conique et divisent 
harmoniquement C D ; par suite, M7 et N7 coïncident 
avec M et N. La conique autopolaire ( S ) peut donc 
être engendrée de la façon suivante : 

Une sécante pivote autour d'un point C pôle de 
A B et coupe ( S ) aux points Q et R ; le lieu du point 
de rencontre de Q A et R B est une conique autopo-
laire par rapport à (S). 

Nous avons vu que, par deux points M et N conju-
gués par rapport à ( S ) , on peut faire passer deux co-
niques autopolaires (S) et bitangentes entre elles en 
M et N et bitangentes à (S) , Tune en A et B, l'autre en 
Q et R . Si l'on voulait construire la conique autopo-
laire à (S ' ) et tangente à celle-ci en M et N, le mode de 
génération que l'on vient d'indiquer, montre qu'elle 
passerait par les points V et B ; c'est donc la co-
nique (2) . 

Ainsi, chacune des coniques ( S ) , (S ) , (il ) est auto-
polaire par rapport à chacune des deux autres. 

o. Faisons décrire au point C une courbe quel-
conque (y) ; on sait que l'enveloppe de la conique (S) est 
une courbe ( C ) autopolaire par rapport à ( S ) [outre la 
conique ( S ) elle-même]. Soient M et N les points de 
contact de ( ï ) avec l'enveloppe ( C ) ; la polaire de M 
par rapport à ( S ) est tangente à ( ï ) au point N, de 
sorte que la droite MN passe par le point C. 

Soit P le pôle de M N ; je vais montrer que PC est la 
tangente en C à la courbe ( y ) . 

En effet, soient C, un autre point de ( r ) , ( 2 , ) la co-
nique autopolaire correspondante tangente à (S) en A , 
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et B , . Deux des sécantes communes à (S) et (2,) passent 
par le point de rencontre D, de A B et A 4 B < et sont 
conjuguées harmoniques par rapport à ces deux droites ; 
lorsque C, tend vers C, l'une de ces sécantes a pour 
limite la droite A B et l'autre la droite MN. 

Le point de rencontre D de MN et A B est donc la 
position limite du point D f ; or, D, est le pôle de CC< 
par rapport à ( S ) . Donc D est le pôle de la tangente 
en ( C ) à la courbe ( y ) ; cette tangente est donc la 
droite P C . 

De là résulte la construction des points M et N qui 
a été indiquée par M. Myller. 

Ou peut aussi construire ces points comme il suit : 
On mène la tangente en C à ( y ) qui rencontre A B 

au point P ; on construit la polaire C D de P par rapport 
à ( S ) . Les points de contact de ( ï ) avec son enve-
lope ( C ) sont les points M et N qui divisent harmoni-
quement C D et sont conjugués par rapport à ( S ) . 

Ainsi prenons pour la courbe ( y ) une conique auto-
polaire, soit ( 2 ) . A un point M de cette conique corres-
pond une conique autopolaire ( K ) et ce qui précède 
montre que cette conique doit passer par les points C 
et D. L'enveloppe de (K) se compose de (S), du point C 
et de la droite A B ^ toutes les coniques ( K ) passent 
donc par un point fixe C lorsque M décrit (S) . Ceci 
est d'ailleurs évident si l'on remarque que l'équation (2) 
ne change pas si l'on permute x et x0, y et y0. 

Si donc on veut construire une conique autopolaire (£) 
passant par deux points donnés M et on cons-
truira les coniques autopolaires ( K ) et ( K , ) . L e point C 
sera un point d'intersection de ces coniques; il y a 
donc en général quatre solutions. 

Appelons a le point de rencontre de A B avec M M , ; 
ce point a même polaire par rapport à ( S ) et ( 2 ) . Donc, 
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en appelant (î le point de rencontre de celte polaire 

avec M M , , on voit que les points a et fi sont déter-

minés puisqu'ils sont conjugués par rapport à ( S ) et 

divisent harmoniquement M M , . 

L e point C est assujetti à se trouver sur l'une des 

droites A, A' polaires de a, ¡3 par rapport à ( S ) ; on 

cherchera donc les points d'intersection de ces droites 

avec l 'une des coniques ( R ) , ( R , ) . 

Gomme la conique ( R ) est engendrée par le point 

de rencontre des rayons homologues de deux faisceaux 

homographiques ayant pour sommets les contacts des 

tangentes à ( S ) issues du point M, on pourra construire 

le point C à l'aide de constructions connues faites avec 

la règle et le compas. 

Lorsque M et M, sont conjugués par rapport à ( S ) , 

les deux coniques ( R ) et ( R , ) sont bitangentes, la 

droite joignant les contacts étant la droite M M , . 

CERTIFICATS BE MÉCANIQUE RATIONNELLE. 

Montpellier. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Deux points pesants, ayant 
chacun une masse égale à Vunité, sont reliés par un fil 
élastique de masse négligeable. 

Lorsque le fil n'est pas tendu, sa longueur naturelle 

est a: s'il est tendu, de manière à prendre la lon-

gueur l (l > a) sa tension est égale à i ( / — a). 

On place le fil verticalement, et on le tend de manière 
à lui donner la longueur <ia \ puis, le point placé le plus 
haut étant maintenu fixe, on imprime à Vautre point une 
vitesse horizontale to, et Von abandonne le système aux 
forces qui le sollicitent. 

Etudier le mouvement que prend le système. 
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Nota. — S'il arrive que le fil reprenne la longueur a. il 

sera inutile de poursuivre l'étude du mouvement. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une manivelle O A , de longueur r , 
tourne autour du point 0 avec la vitesse angulaire w. 

Elle est articulée en A avec une bielle Aft de lon-

gueur l ( / > r ) , cfoni l'extrémité B glisse sans frottement 

sur une droite fixe Ox. 

I° Calculer la vitesse du point B, lorsque la manivelle 

fait Vangle a avec Ox. 

On suppose que la manivelle ait une longueur 

de id B\ et fasse iooo tours à la minute, et l'on demande 

de calculer la longueur de la bielle ainsi que la valeur 

de la vitesse maximum du point B sur Ox, sachant que 

cette vitesse maximum est atteinte pour un angle a dont 

la tangente a pour valeur 2. ( Ju in 19 12 . ) 

Nancy. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une barre rigide homogène A B de 

longueur 'il et de masse M est mobile dans un plan hori-

zontal TU; l'une de ses extrémités A ne peut quitter une 

droite donnée (d) de ce plan T.. 

A l'instant initial, la barre A 0B 0 est inclinée de 3O" 
sur (d) et elle est au repos. On lui imprime une percus-

sion B0P0 appliquée en B0, située dans le plan TT et normale 

à la barre A0B0 dans le sens qui tend à augmenter l'angle 

1aigu de A0B0 avec {d). 
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On demande l'état initial des vitesses et la percussion 

de reaction en Aq. 

L'extrémité B de la barre A B est, à chaque instant t, 

attirée par la droite (d)\ la force d'attraction B F est, à 

chaque instant, perpendiculaire à (d)\ on désignera 

par MK2 l'intensité de cette force ci l'unité de distance 

de (d); l'intensité de B F est, à chaque instant, inversement 

proportionnelle au carré de la distance de B à ( d) ci cet 

instant. 

On suppose que Vintensité I\, de la percussion ByPo est 

donnée par 

I V 

On demande quel sera le mouvement de la barre et 

quelle sera la réaction de (d) sur la barre en A? 
Les frottements sont supposés nuls. 

(Juin 19 u . ) 

K P R K U V E T H É O R I Q U E . — Une sphère homogène pesante 

de 5cm de rayon et de masse égale ci iks repose sur un plan 

horizontal rugueux; elle est mise en mouvement par un 

choc appliqué en un de ses points B dans une direction DB 
dont le prolongement rencontre le plan horizontal sous un 

angle de 3o°. Le plan vertical T:, mené par la droite DB, est 

à une distance 001 du centre de la sphère égale à ucm, 5; 

la distance du point Oi à la droite DB est aussi égale 

ci 2cm,J. 

On prendra pour plan des xz un plan vertical paral-

lèle à DB, pour axe des x une horizontale de ce plan, 

pour axe des z, une verticale de ce plan; l'axe des y est 

perpendiculaire au plan des xz. 

On suppose que les intensités F^, Fr des composantes de 

la percussion du frottement suivant les axes des x et des y 

sont liées ci Vintensité m de la percussion résultant du 

choc par les relations 

r r~ 2 y 3 5 
F . - ^ Tiî, F r = ^TH. 

On demande : 

i" D'exprimer les composantes u0, v0, de la vitesse 
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initiale de O et les composantes /?0, <70 de la vitesse 

angulaire initiale de la sphère autour de O au moyen 

de tt5 et de l'intensité de la percussion de réaction; 

a" D'évaluer la vitesse initiale du point de contact de la 

sphère et du plan; 

3° D'étudier le mouvement de la sphère sur le plan 

rugueux. (Octobre 1 9 1 1 . ) 

Paris. 

K P R E U V E T H É O R I Q U E . — Sur un plan horizontal fixe xOy 

peut glisser sans frottement un tube rigide rectiligne OA, 
de section infiniment petite, en tournant autour de son 

extrémité O qui est fixe; dans l'intérieur du tube, peut 

glisser sans frottement, un point matériel m, de même 

niasse m que le tube attaché au point O par un fil élas-

tique 0//î, dont on néglige la masse; la tension de ce fil 

est proportionnelle à son allongement, de telle sorte 

qu'en appelant a la longueur naturelle du fil et /*, sa 

longueur O m quand il est allongé, la valeur absolue de 

sa tension soit 

ml(r — a) où r?.a, 

X désignant une constante positive. 

Trouver le mouvement de ce système, placé dans des 

conditions initiales quelconques, telles que la valeur 

initiale r0 de r soit supérieure à a. 

Notations. — On appellera m K 2 le moment d'inertie du 

tube par rapport au point O, 0 Vangle polaire xOm, 

r0 et 6'0 les valeurs initiales des dérivées et -¡T-* 
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Cas particulier. — Dans l'hypothèse rQ — o, on cherchera 

si, à partir de l'instant initial, r augmente ou diminue ; 

on déterminera, dans cette même hypothèse, la valeur qu'il 

faut donner à pour que r reste constamment égal à r0. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — ÈlaiU donnés deux axes rectan-

gulaires fixes Ox et O y, Ox étant vertical descendant, 

on considère deux points matériels pesants A et B , de 

niasses a et b, glissant sans frottement, Vun sur O^r, 

l'autre sur O y, et reliés Vun à Vautre par une ligne 

rectiligne A B sans masse, de longueur l. 

i° En appelant 6 l'angle OAB de BA avec O j , déter-

miner la valeur de 0 pour laquelle le système est en 

éq ui. libre stable. 

'2° Le système étant écarté de cette position et abandonné 

à lui-même sans vitesses, écrire l'intégrale des forces 

vives. 

!>° Calculer la durée T des oscillations infiniment 

petites (aller et retour) du système, autour de la position 

d'équilibre. 

4° Calculer T en secondes avec les données numériques 

suivantes : 

1= i u \ 

a = 8
S

, 

b = oA 

On prendra dans le système C . G . S . , pour valeur de 
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accélération due à la pesanteur, 

g — 980. 
( Jui l let 19 12 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Deux barres rectil ignés, infini-

ment minces, homogènes et pesantes, AG et BC, de même 

longueur il et de même masse m, sont articulées sans 

frottement à leur extrémité commune G, tandis que leurs 

autres extrémités A et B peuvent glisser sans frottement 

sur un axe vertical 0-«. 

Trouver le mouvement du système des deux barres, 

supposé placé dans des conditions initiales quelconques 

compatibles avec les liaisons. 

Notations. — Le triangle ABG reste isoscèle : AC = BG. 
En menant la hauteur CD, on appellera «, le segment 

variable OD; s, les deux angles égaux DCA, DGB ; 
0, Vangle xOE que fait le plan du triangle ABG avec le 

plan xOz. (Dans la figure, E est la projection du point G 
sur le plan horizontal xOy.) On pourra supposer qu'à 

l'instant initial t = o, on a 

uQ = o, «0 = 0, ? = <Po 
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E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un solide homogène de masse M 

a la forme d'un cylindre de révolution de hauteur CC ' = h 

et de rayon de base R, surmonté ci ses deux bases de deux 

hémisphères ayant ces bases pour grands cercles. 

B 

A 

Déterminer Vellipsoïde d'inertie de ce solide relatif 

à son centre O. 

'¿° Calculer le moment d'inertie 1 de ce solide par 

rapport à un axe A B passant par O et rencontrant les 

deux circonférences de base du cylindre. 

3° Calcul numérique en unités C . G . S . — En suppo-

sant M = 7 0 0 S , h = io'm , H = 5c m , on fait tourner le solide 

autour de l'axe A B supposé fixe avec une vitesse angulaire 

de 3 tours à la minute. Calculer, en unités C . G . S . , la 

force vive du solide. (Octobre i<>rji.) 

Poitiers. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Un certain nombre de barres 

homogènes minces identiques sont articulées sans frotte-

ment en leur extrémité commune A qui glisse sans frotte-

ment sur une verticale fixe V . 
i° Chercher si Vensemble de ces barres peut être en 

équilibre quand les barres font entre elles des angles 

successifs égaux et reposent tangentiellement sur une 

sphère polie fixe S dont le centre est sur V . 
\>° Calculer la période des petites oscillations du système 

près d'une position d'équilibre stable, chaque barre 

restant dans un plan diamétral vertical fixe, les plans 

diamétraux qui correspondent aux diverses barres faisant 

encore des angles égaux entre eux. 

On appellera l la longueur commune des barres, 6 le 

demi-angle au sommet du cône de révolution sur lequel 
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se trouvent les barres, a /a valeur de 8 dans la position 

d'équilibre, R le rayon de la sphère S. 

I f . Trois billes P , Q, R , très petites, de poids p, q, r, so/ii 
reliées par un fil léger flexible et inextensible qui glisse 

ainsi que les billes dans un tube poli de très petite section. 

Ce tube, fixé dans un plan vertical, a la forme d'un 

triangle ABG. A l'instant initial, P est dans BC, Q dans GA, 
R dans A B . Etudier le mouvement du fil depuis Vinstant 

initial jusqu'au moment oà, pour la première fois, l'une 

des billes passe en l'un des sommets du triangle. 

On appellera a, y les angles que font avec la verticale 

ascendante les côtés du triangle orientés dans les sens 

respectifs BC, CA, AB. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Un solide S homogène a la forme 

d'un secteur sphérique dont la méridienne est formée par 

un arc de cercle A B C et par deux rayons OA, OB faisant 

entre eux un angle droit. Ce solide est mobile sans frotte-

ment autour de son axe OC placé verticalement, le sommet O 

en haut. A l'instant initial, il tourne avec une vitesse 

de 4oo tours par minute. 

Un anneau circulaire mince homogène de poids égal 

au huitième de celui du solide S , de rayon r égal aux 

deux tiers de R == OA et dont Vaxe coïncide avec OG est 

abandonné sans vitesse à une hauteur assez petite 

au-dessus de S. 

Au bout de peu de temps Vanneau participera au mou-

vement de rotation de S autour de OG. Calculer à ce 

moment la nouvelle vitesse de S. 
(Juillet 1912 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — i° Une barre homogène mince 

polie AB repose sur un plan horizontal. On applique une 

percussion horizontale P perpendiculaire à A B en un 

point M de la barre. Celle-ci se met en mouvement. 

On demande de déterminer la position initiale de son 

centre instantané de rotation G. Peut-on choisir M de sorte 

que G soit en A ? 
(On appellera i l la longdieur de la barre, a l la. dis-

tance A M . ) 
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Un bloc homogène rugueux ayant la forme d'un 

cylindre droit est placé dans une cavité ayant la forme 

d'un cylindre droit dont le rayon R est plus grand que 

le diamètre ir du bloc et dont l'axe est horizontal. A 

Vinstant initial, les deux cylindres se touchent le long 

d'une génératrice commune plus basse que l'axe de la 

cavité et sont abandonnés sans vitesse initiale. 

On formera les équations du mouvement dans l'hypo-

thèse où il se produit un roulement sans glissement et l'on 

montrera que l'axe du bloc est animé d'un mouvement 

pendulaire. 

On calculera Vangle de réaction totale et de la réaction 

normale et on le comparera avec Vangle de frottement. 

On en conclura que le mouvement ne peut avoir lieu sans 

glissement dans des conditions initiales données que si le 

coefficient de frottement est su ffisamment grand. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Déterminer la position du centre 

de pression d'une lame mince immergée dans Veau et 

ayant la forme d'un secteur circulaire. On suppose que 

les deux rayons limites de ce secteur font un angle de 59° 

et que le sommet, O, de cet angle affleure au niveau de 

Veau. Les rayons ont pour longueur idn, et leur bissec-

trice fait un angle de 40" avec l'horizontale Ox du plan 

du secteur. 

La position du centre de pression sera déterminée par 

ses coordonnées par rapport ci deux axes rectangulaires Ox, 

0/ du plaîi de la lame. 
( N o v e m b r e 1 - 9 1 2 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Deux barres minces homogènes 

de même masse m sont articulées sans frottement en A. 
L'extrémité O de Vune est fixe ; Vextrémité B de Vautre 

peut glisser sur une horizontale fixe Ox issue de O. 

i" Trouver les positions d'équilibre du système. On appel-

lera •>. a la longueur commune des barres et f le coeffi-

cient de frottement de AB sur Ox. 

Etudier le mouvement du système quand on néglige le 

frottement en B, en supposant qu'ct Vinstant initial OB=4 a 

et que le système est au repos. On ne s'occupera que de la 

période où B reste du même côté de O. 
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3° Dans les hypothèses précédentes calculer la vitesse 

angulaire maximum de OA. Comparer la valeur de la 

vitesse angulaire de OA quand OA est verticale avec la 

vitesse qu'elle aurait dans la même position, si à l'instant 

initial on avait supprimé AB, OA tournant seul sans 

vitesse initiale ci partir de la position horizontale. 

4° Pendant le mouvement étudié dans ('2°), on a à un 

certain instant une percussion F parallèle à OB et de 

même sens en un point déterminé T de OA ( O T = h). 

Déterminer la variation de vitesse angulaire de OA pro-

duite par la percussion P . 
r)° Dans les mêmes conditions, calculer la percussion de 

liaison en B provoquée par la percussion P . 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Une lame mince pesant 5okg a la 

forme d'un carré de im de côté. Elle attire, suivant la loi 

P 
1 

A 

D 

de Newton, une petite particule P de i6 qui, placée comme 

dans la figure, est à 12°™ de A B et à 3ocm de AD. 
On demande de calculer l'attraction totale de la lame 
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sur F en milligrammes-poids. On pourra retrouver approxi-

mativement le coefficient d'attraction en tenant compte 

de ce que Vintensité de la pesanteur à la surface de la 

terre est, dans le système G. G. S., g = 981 et que la densité 

moyenne de la terre est 5. 
( J u i n 19 1 ' î . ) 

Rennes. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — 1. Effet d'un système de peí eus-

sions sur un corps solide. Cas d'un solide mobile autour 

d'un axe fixe. 

H. Une tige horizontale homogène AOB tourne libre-

ment autour d'une verticale passant par son milieu O. Un 

petit anneau M, qui glisse sans frottement sur la tigey est 

attiré vers le point O proportionnellement à la distance. 

Étudier le mouvement du système, les conditions initiales 

étant quelconques. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère un pendule formé 

d'un solide ( S ) mobile autour d'un axe horizontal ( O ) , et 

d'un curseur (S' ) dont le centre de gravité G' se trouve 

dans le plan P déterminé par l'axe ( O ) et le centre de 

gravité G du solide ( S ) . On désigne par m la masse du 

solide {S), par a l'abscisse de son centre de gravité G, 
comptée à partir de l'axe (O) dans le plan l par k son 

rayon de gyration autour d'unaxe central parallèle à (O). 

Les éléments analogues pour le curseur (S ) sont désignés 

respectivement par x, p. 
i° Déterminer, en fonction de ces quantités, la longueur l 

du pendule simple synchrone. 

•>.° La masse [JL du curseur ayant été mesurée, x et p 
étant inconnus, on détermine expérimentalement la lon-

gueur l; puis on déplace le curseur (S ' ) de manière à 

augmenter l'abscisse x d'une quantité connue d et l'on 

détermine encore la longueur analogue Í. On demande 

de déduire de ces mesures les valeurs des inconnues x et p. 
( J u i n 1919..) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Equilibre d'un fil tendu sur 

une surface, avec ou sans frottement. 
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II. Une tige horizontale OA tourne uniformément autour 

de la verticale de son extrémité O. Une barre pesante, 

homogène AB, articulée en A, peut se mouvoir librement 

dans le plan perpendiculaire à OA. Étudier le mouvement 

relatif de cette barre dans le plan considéré. Conditions 

d'équilibre. Petits mouvements. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un pendule composé est constitué 

par un solide homogène ayant la forme d'un cône de 

révolution de hauteur h et dont le demi-angle au sommet 

est désigné par 6. L'axe de suspension est perpendiculaire 

à l'axe de révolution et passe par le sommet du cône : 

i° Trouver la longueur du pendule simple synchrone. 

Est-il possible de déterminer 0 de telle façon que 

Vaxe conjugué de Uaxe de suspension soit situé dans le 

j>lan de la base. 
(Novembre 1 9 1 2 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Un fil A C B D , flexible, inexten-

sible, de ?nasse négligeable, de longueur Z, a, l'une de ses 

extrémités fixée en A et passe en B sans frottement sur 

une poulie infiniment petite. 

Au point G il supporte un poids Q de masse q, par 

Vintermédiaire d'un petit anneau dans lequel il glisse 

A B 

sans frottement ; la portion BD pend verticalement et 

supporte un poids P de masse p. Les points fixes A et B 
sont sur une même horizontale ; le point mobile G reste à 

égale distance de A et de B et BD reste verticale. Etudier 

dans ces conditions le mouvement des deux masses pesantes 

Ann. de Mathémat4e série, t. X I V . ( J u i n 1914O 
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P et Q. Reconnaître si Véquilibre est possible et étudier 

les petits mouvements. On néglige les masses de Vanneau G 
et de la poulie B. 

Iï. Les ponts suspendus. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Dans un plan vertical P on consi-

dère une tige AB, homogène, pesante, de longueur a et de 

masse m, qui porte à son extrémité B un disque homogène 

pesant, de masse M, situé dans le plan ( P ) et dont le centre 

se trouve en B. Le point A étant fixe, la tige oscille 

sans frottement autour de ce point dans le plan (P) et le 

disque tourne librement sans frottement autour de B dans 

le même plan. Démontrer que la vitesse de rotation du 

disque est constante, et trouver la durée des petites oscil-

lations de la tige. 
( Juin 1 9 1 3 . ) 

Toulouse. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une plaque homogène, pesante, 

est mobile dans un plan vertical qui tourne avec une 

vitesse angulaire constante 10 autour d'une droite verti-

cale ()y fixe dans ce plan. Chaque élément de la plaque 

est attiré par le point fixe O proportionnellement à la 

masse et à la distance. On désignera par k l'intensité de 

cette attraction sur l'unité de masse à l'unité de distance. 

i° Trouver et discuter le mouvement de la plaque. 

À° I.a plaque étant supposée en équilibre relatif, qu'arri-

ver a-t-il si on l'écarté légèrement de cette position sans 

vitesse initiale ? 
(Novembre 1909.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un solide invariable est constitué 

par une sphère homogène, pesante, de centre G , traversée 

par une aiguille sans masse GO, dont un point 0 est fixe 

dans l'espace. Soient Q z la verticale ascendante du point O, 

et P la projection sur Oz d'un point quelconque M de la 

sphère. 

L'élément de masse m qui entoure le point M est solli-

cité par une force dirigée de P vers M et ayant pour 
CT 

valeur 2 m - MP, l désignant la longueur OG, et g l'accé-

lération de la pesanteur : 
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i° Étudier les positions d'équilibre du système. 

Étudier le mouvement du système. Examiner en parti-

culier le ras où le mouvement initial serait une rotation 

très grande autour de OG. Donner dans ce cas une valeur 

approchée de Vamplitude de la nutation, et indiquer le 

sens de la précession. 

On rappelle les formules suivantes : Ox, Oy, 0z étant 

trois axes rectangulaires liés au solide et dont le dernier 

coïncide avec OG, les composantes p, q, r de la rotation 

du corps sur ces axes sont données par les formules 

p = s i n 6 s i n cp - h G' c o s ç > , 

q = s i n 8 s i n cp — 6 ' s i n c p , 

r = <|/ c o s O - h <p', 

dans lesquelles 0, <p sont respectivement les angles de 

nutation, de précession et de rotation propre. 

On désignera par G le moment d'inertie de la sphère 

par rapport à nn diamètre. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une droite A B de longueur inva-

riable est tracée dans un plan mobi'e qui glisse sur un 

plan fixe. Le point A décrit une droite A du plan fixe, et 

la droite AB passe constamment par un point fixe O de 

ce plan : 

i° Trouver la base et la roulette qui définissent le mou-

vement du plan mobile. Construire le cercle des inflexions. 

A" On considère AB comme la diagonale d'un rectangle 

matériel, homogène, tracé dans le plan mobile et entraîné 

dans son mouvement. Calculer à un instant donné la force 

vive de ce rectangle, sachant qu'à l'instant considéré AB 
fait avec la droite A un angle de 3o° et que la vitesse du 

point A est égale à l'unité. 

La distance de O à A est égale à im, les côtés du rectangle 

ont 6m et 8m, la densité du rectangle est égale à l'unité. 

( Jui l let 1910.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Un losange articulé A O B G formé 

de quatre tiges égales et homogènes est mobile sans frot-

tement dans un plan horizontal autour d'un de ses som-

mets O qui est fixe. Etudier le mouvement du système, et 
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en particulier les variations de V angle IT. que font entre 

eux les deux côtés qui aboutissent en 0. A l}instant initial, 

o 

ces deux côtés 0A et OB sont rectangulaires et ont des 

vitesses angulaires que Von désigne par et to2. 

On examinera notamment les deux cas particuliers où 

Von a 

tuj — t o 2 = o ou bien a > l = a > 2 = o . 

(S'il arrive que les côtés du losange se disposent en ligne 

droite, on signalera le fait sans continuer l'étude du mou-

vement ultérieur.) 

II. Trouver la courbe plane tautochrone pour une attrac-

tion centrale constante. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Dans un disque circulaire pesant 

ayant un rayon égal à im, la densité p à la distance x 

du centre a pour valeur p = pQex. Ce disque peut rouler 

et glisser sur une droite horizontale dans un plan ver-

tical. A l'intant initial, la vitesse du centre est 3m par 

seconde, celle du point de contact est im, toutes deux 

dirigées dans le même sens. On tiendra compte à la fois 

dç, la résistance au glissement et de la résistance au rou-

lement. 

i° A u bout de combien de temps le mouvement se réduira-

t-il à un simple roulement, et quel sera le chemin par-

couru pendant cette première période ? 

2° Combien de temps s'écoulera-t-il depuis cet instant 

jusqu'à l'arrêt complet du disque, et quel sera le chemin 

parcouru pendant cette seconde période ? 

g,f o désignant l'intensité de la pesanteur et les coeffi-

cients de frottement pour le glissement et le roulement 
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respectivement, on donne 

et l'on prendra 

e = 2 , 7 1 8 . 

(Novembre 1910 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — £/>I pendule simple de longueur 

fixé en un point 0, est assujetti à se déplacer sans frotte-

ment dans un plan vertical qui tourne avec une vitesse 

angulaire constante a> autour de la verticale O z du point O : 

i° Chercher s'il existe pour le pendule, pour un choix 

convenable de ct>, des positions d'équilibre relatif autres que 

la verticale ? 

20 Former l'équation différentielle qui définit la varia-

tion de l'angle 6 que fait le pendule avec la verticale 0z 

dirigée vers le bas et l'intégrer autant qu'on le peut. 

Etudier le mouvement qu'on obtient en abandonnant le 

pendule à lui-même sans vitesse initiale après l'avoir 

écarté de la verticale d'un angle p. Positions extrêmes. 

Durée des oscillations. 

3° Soit, dans le cas où elle existe, <x l'angle qui définit 

l'écart du pendule dans la position d'équilibre relatif ; en 

posant o = a -+- <p et négligeant les puissances de cp supé-

rieures à la première, on demande d'étudier la variation 

de cp, c'est-à-dire les petites oscillations au voisinage de 
l 'équilibre relatif . 



ÉPREUVE PRATIQUE. — On considère un treuil, mobile 

autour d'un axe horizontal, constitué par deux disques 

circulaires et concentriques très minces fixés l'un à l'autre 

et sur lesquels sont enroulés en sens inverse deux fils 

inextensibles et sans masse supportant respectivement des 

masses m et m\. Soient M, Mj les masses des deux disques, 

H et R| leurs rayons ; trouver le temps que met le treuil 
PARTANT DU REPOS pour tourner d'un angle 6. 

Application : 

EPREUVE THÉORIQUE. — Une tige rectiligne x'Ox de masse 

négligeable, dont un point 0 est fixe, est assujettie à rester 

dans le plan horizontal x%Oy\. Une plaque rectangulaire 

homogène ABCD est fixée à la tige par les milieux des 

côtés parallèles AB, CD, de sorte qu'elle peut tourner 

autour de la tige sans pouvoir glisser le long de cette tige. 

On définit la position de ce système par l'angle xxOx = W 

et par l'angle 0 du plan de la plaque avec le plan hori-

zontal XiOyi. 

i° Etudier le mouvement du système formé par la tige 

et par la plaque, en supposant que la tige reçoive une 

certaine vitesse angulaire initiale et que la vitesse 

initiale de rotation de la plaque autour de la tige soit 

nulle. 

Etudier le mouvement de rotation de la plaque autour 

de la tige lorsqu'on assujettit cette dernière à avoir un 

6 = 4 5 ° , R T = - R % 

M = MI = im{ == m, 
9 -
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mouvement de rotation uniforme de vitesse angulaire w, 
la vitesse initiale de rotation de la plaque autour de la 
tige étant ici quelconque. Dans quel cas le mouvement de 
la plaque est-il révolutif ? 

N . B . — On désignera par M la masse de la plaque, 

par d la distance OG du point O au centre G de la plaque, 

par A, B les moments d'inertie de la plaque par rap-

port à ses axes de symétrie et Von calculera en fonction 

de M, d, A, B , si cela est nécessaire, les moments princi-

paux d'inertie de la plaque par rapport à l'origine O. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Deux disques circulaires homo-

gènes de centres A ei B, de même masse et égaux, se meu-

vent sans frottement sur un même plan horizontal. Le 

disque A est fixé par un point O de sa circonférence et 

par suite il ne peut que tourner autour de ce point O. Ce 

disque A étant immobile, on lance avec une vitesse de 

translation donnée le disque B qui vient frapper A au 

point M situé à l'une des extrémités du diamètre perpen-

diculaire à OA. Les disques sont supposés parfaitement 
élastiques. 

i° Trouver à un tour près le nombre de tours par seconde 

que fera le disque A après le choc. 

Trouver la vitesse du disque B après le choc. 

Données : Rayon commun aux deux disques, R = 2 c r ; 

vitesse du disque B avant le choc, V = iom à la seconde ; 

angle de cette vitesse BV avec BA , a = 6o°. 
(Le point O et BV de part et d'autre de BA.) 

(Juil let 1 9 1 2 . ) 
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É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une barre homogène pesante A B 

de longueur 'il, de masse M, s'appuie par V extrémité A s u r 
un plan horizontal xOy ; Vautre extrémité B porte un 

anneau infiniment petit que traverse une tige fixe Oz 

perpendiculaire au plan xOy et située au-dessus de ce 

plan. Les liaisons sont supposées sans frottement. 

i° Ecrire les équations du mouvement de la barre en 

prenant poui* paramètres Vangle ¿rOA — cp et l'angle 

BAO - ô. 
2° Etudier le mouvement en prenant les données initiales 

suivantes : 

G0 = 3o», 0; = o, o'0 =r. n y / J 

(n étant un nombre positif). 

On calculera, avec ces données, la réaction du plan sur 

la barre et Von cherchera si Vextrémité A de la barre peut 

se soulever au-dessus du plan au cours du mouvement : on 

arrêtera Vétude du mouvement à l'instant où cette cir-

constance se produit pour la première fois. En particulier, 

comment faut-il choisir n pour que dès le début du mou-

vement la barre se soulève au-dessus du plan? 

N. B. — Si, à un instant donné, la barre vient se placer 
dans le plan horizontal xOy, on arrêtera l'étude du mou-
vement à cet instant. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Une sphère solide de masse M et 

de rayon R se meut librement dans l'espace. On suppose 
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qu'à un instant donné son mouvement instantané soit une 

translation horizontale de vitesse V et qu'on fixe subite-

ment à cet instant le point le plus haut de la sphère. On 

demande : 

i° De déterminer les conditions initiales du mouvement 

que prendra la sphère après l'introduction de cette 

liaison. 

2° De calculer la perte de force vive provenant de la 

liaison ainsi introduite. 

Application numérique : M = IOO* ; V = yem à la seconde ; 

R = 5 C M . 

(Novembre 1912 .) 

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

804. 
(1867, p. 188.) 

Etant donnés m nombres en progression arithmétiquer 

trouver le nombre de leurs combinaisons n à ny ayant la 

propriété que la somme des n nombres composant chaque 

combinaison ne dépasse pas le plus grand des nombres 

donnés. 
J . S A C C H I . 

S O L U T I O N . 

P a r M . T . O N O , à K a g o s h i m a . 

Soient 

a, a d , a -+- id, a-\-(n — 1 )d, 

— 1 )d, a - 4 - ( m — 1 )d, 

m nombres en progression arithmétique, et F (m, n) le 
nombre cherché. 

Supposons qu'on ait 

a-h (s — i)d < a H- (a -+- d) -f- (a -+- id) -+-... 

-+- ( « -+- n — 1 d) ^a -f- (s — j)d; 
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F(*, n) = 1; 

mais, si m > Î , on constate aisément les relations suivantes : 

F (s 4- 1 , n) = F (5, n) -h 1 , 

F (s -+-2, n) = F (s -h 1 , n) -h 2, 

F (s -4- 3, n) = F (s h- 2, n) -1- 3, 

F (m, n) = F ( 5 m — s, n) = F ( /n — 1 , n) -h m — s ; 

on a donc 

F ( m , / i ) = n - i - b 2 - f - 3 - + - . . . - b ( m — 5) 

(m — s) (m — s -f-1 ) = 1 - — 
2 

Or 

a -h (a n- d) -+- (a -f- id) -h. . .-h (a h- n — 1 d) ^a -h (s—\ )d, 

c'est à - d i r e 

~ [2 a -h (n — [)<i] £ <2 -b (s — 1 )d 

ou 
(ia •+- nd) (n — 1 ) . 

L -{-lis. 
id 

Donc, si l'on pose : 

(2a nd) ( n — 1) 

^d 
= E H - / , 

où E désigne la partie entière et / l a partie fractionnaire, on a 

T*/ s ( m — E — i) ( m — E ) 
F ( / n , n) = 1 -h (cas ou f = o) , 

(m — E — i){m — E — 1) , 
= 1 H (cas ou / ^ o ) . 

1969. 
( 1903, p. 192.) 

Soit PQ une corde d'une ellipse de centre O. Montrer 

que, lorsque la corde PQ tend vers zéro, Vorthocentre II 
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du triangle OPQ a une limite. Le lieu de ce point limite 

est une sextique unicursale dont Vaire est équivalente à 

la somme des- aires de Vellipse et de sa développée. 

E . - N . B A R I S I E N . 

S O L U T I O N . 

P a r M . W . G A E D E C K E . 

Soient M (a, ¡3) le pôle de la corde PQ par rapport à l'ellipse, 
G, G, H le centre de gravité, le centre du cercle circonscrit et 
l 'orthocentre de OPQ. On calcule d'abord les coordonnées 
de G et G, et l'on en déduira celles de H, sachant que G, G, H 
sont en ligne droite et que HG = 2GC. 

Calcul du centre de gravité G. — La combinaison des 
équations de l'ellipse b2x* -+- a2y* = a 2 ¿>2 et de sa seconde 
polaire PQ m 

b2xx -h a*$y = a*b* 

donne les relations suivantes entre les coordonnées de P ^ i ^ i ) 
et Q O s , y2) : 

2a2 b-a la'-b2^ 

Or 
= -R- X2, 

Donc 
__ 2 « 2 6 2 a __ 2a 2 6 2 (3 

6 2 a 2 - h a 2 (32 * 

Calcul du centre du cercle circonscrit G. — Le cercle cir-
conscrit au triangle OPQ a une équation de la forme 

002 rz ! i.x 3 y \ / fiy \ 

Pour que cette équation représente un cercle passant par 
x = o, y — O, il faut avoir 

a 2 6 2 c 2 M a 2 - i - a * S 2 / i \ = ~ ° — — . . . . p ^ j - y 
b^a2 -h p2 r aifrc* 
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Par suite, l'équation du cercle considéré sera 

a* 6*(62a2-+- a 2 £2 ) (x*-hy2) — 62 a ^ ( 6 4 a 2 H - a 2 62 c 2 ) 

— a 2 { 3 j K ( 6 4 a 2 - b a ^ 2 — a 2 6 2 c 2 ) = o. 

Le centre de ce cercle a donc pour coordonnées 

a (a 4 64a2-4-
î f l ^ î a 2 -t- a 2 ? 2 ) ' 

¿> 4 a 2 - a 2 6 2 c 2 ) 
2 ¿ > 2 ( 6 * A 2 - H 

Calcul de l'orthocentre H. — On voit facilement qu'on a 

3 xç, — 2 Te, JKH= 3jkg— 

afrt2 ¿>2*(«2-+ — a4 32 — 64a2] 
a 2 (6- a2 -+- a 2 32 ) 

¿>2(a2-+ ¿>z) — a*^2— ¿ 4 s 2 ] 

Lorsque la corde PQ tend vers zéro, le point M vient sur 
l'ellipse; par conséquent, il faut poser a = a c o s ç , ¡à = ¿sin çp-
Alors les coordonnées du point limite H sont, en fonction de 
sincp et coscp, 

cos cp sin o 
( i) x u = cos 2 y) , JKH = — ^ ( a 2 — c2 sin2cp). 

Si M parcourt l'ellipse, le point limite H décrit une courbe 
unicursale du sixième degré, ce que l'on voit en posant 

tang — t. L'équation- cartésienne de H est facile à déduire ; 

elle est 
(a*x*-h ¿>2^2)3= (a'*x~-h b^y*)*. 

Aire du lieu H. — Les équations ( i ) ont la forme générale 

x = A coscp -h B cos'cp, y = G sino -f- D sin3©. 

donc 

r » = 
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La différentielle d\j de l 'aire est 

^ - = x — = (A c o s 9 - h B cos3<p) (G coso + 3 D sin2cp coscp) 

= AG cos2cp -h BG cos4<p -h 3 A D sin2<p.cos2cp 

-h 3 BD sin2cp cos4<p. 

Donc, l 'aire totale de la courbe est 

x» 2 7T „21Z 
U = A G / cos2cp dy BG / cos4cpdcp 

0 J.O 
,»27: r» 2 TC 

+ A D / sin2<p cos2cp d f -h 3 B D / sin2cp cos4<p dy . 
do j 0 

Or 

3T: /»Ï Jk pi >k 
j COS2cp ¿/cp = TT, / COS4Cp öfo = 

«- o 
r ' i Z 71 r 2 7 1 71 
/ sin2cp cos 2 o <7CP = —, / s in 2g cos4© ü?cp = — . 

4 d 0
 8 • 0 

Donc 

4 8 

En portant dans cette relation les valeurs de A , B , G, D, on 
obtient 

3 r4 

Or, l 'aire de l 'ellipse donnée est E = K a b , celle de sa déve-
loppée 

n 3 c 4 
V z=z — TT —r : 

8 ab 

donc 
U = E - b D. 

R E M A R Q U E . — Sur des questions semblables, voir E . -N. B A -

R I S I E N , Sur certains points remarquables d'une conique 

(Association française pour l 'Avancement des Sciences : 
Congrès d'Angers, 1904, t. 1 2 , p. 111-127, et Mathesis, 

3e série, t. VI I I , 1 9 0 8 , Question 1087, p. 2 1 9 - 2 2 1 . 
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2095. 

( 1908, p. a4o.) 

Si deux quadriques ont en commun deux généra-

trices Ox, Oy, le long desquelles elles se raccordent, elles 

ont en O un contact du troisième ordre, c est-à-dire qu'une 

perpendiculaire au plan xOy rencontre les deux qua~ 

driques en deux points M et M' dont la distance est un 

infiniment petit du quatrième ordre en prenant OM comme 

infiniment petit principal. 
G. F . 

S E C O N D E S O L U T I O N ( * ) . 

( P a r l 'auteur. ) 

Les deux quadriques et le plan double tangent en O font 

partie d'un faisceau ponctuel de quadriques. Les axes de 
coordonnées étant deux droites quelconques menées par le 
point O dans le plan tangent en ce point et la normale en O, 
les équations des deux quadriques sont de la forme 

z — ax2~h by*-h ifyz -t- igzx -h ihxy, 

z — ax'1 -4- by~ -+- ¡xz'2 -+- ifyz -+- igzx ihxy ; 

on a donc, pour les points M et M' relatifs aux mêmes valeurs 
des coordonnées x et y , 

(z'—z){\ — i f y — 'igx) = v.z'î-Xz*. 

Avec OM comme infiniment petit principal, z et z' ont pour 
partie principale commune ax2 -4- by2 -\-ihxy, et l'on voit que 
z' — z a pour partie principale 

( H - \ ) ( a x 2 - h by2 -+- 'ihxy)'2, 

ce qui démontre la proposit ion. 

(*) Voir une première solution, 1909, p. 55. Voir aussi la Note 
qui accompagnait l'énoncé, 1908, p. 240, et qui montre l'intérêt de 
la question. 
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2200. 
( 1 9 1 3 , p. 48 . ) 

Soient ABCD un carré de centre 0 , M un point quel-
conque du cercle circonscrit au carré, E le point où la 
tangente en M au cercle rencontre la diagonale BD. Mon-
trer que les centres des cercles tritangents au triangle 
OME sont chacun sur un des côtés du carré ABCD. 

Supposons le point M sur l'arc AB et considérons le triangle 
symétrique de OME par rapport à la bissectrice intérieure de 
l'angle MOE; on obtient le triangle OBE', le côté BE ' est 
tangent au cercle; le cercle inscrit dans le triangle OBE' est 
le même que celui qui est inscrit dans le triangle OME et la 
la bissectrice de l'angle OBE' est B A ; donc le centre de ce 
cercle inscrit est sur le côté AB du carré. 

On voit de même que les deux cercles exinscrits dans 
l'angle EOE' sont les mêmes et par suite le centre est situé sur 
le côté BG qui est la bissectrice extérieure de l'angle E ' B E . 

Par le même procédé, à l'aide de la bissectrice extérieure 
de l'angle MOE; on montrerait que les deux autres centres 
sont sur les côtés AD et GD. 

Autres solutions, de M M . R . B O U V A I S T , R . GOORMAGHT IGH, L . K L U G 

et T. O N O . 

E . - N . B A R I S I E N . 

S O L U T I O N . 

P a r M . P A R R O D . 

2201. 
(1913, p. 4».) 

Démontrer la relation 

(a 2 cos- 0 + 6« sin2 G)* ( a4 sin2 6 -+ cos*6 )2 

( a 2 sin26 -h b2 cos26) (a 6 sin2ö -h 66 cos20)2 

E . - N . B A R I S I E N . 
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SOLUTION. 

Par M. T. ONO, à Kagoshima. 

7T 

r 2 si Q4 9 eos4 Q ¿9 
J0 ( a 2 cos29 -h b2 sin29)* (a 4 sin29 -f- b4 cos29)2 

7T 
__ r 2 tang49 ¿9 . 
~ V 0 (a 2 -f- 6* tan g2 9 )* (lô4-+- a4 tang29 ) (soit tang J _ f ) 

__ r* O dt / . \ 

~ + V 0 , t bU) 

Jf*0 abunda 

. ( , + « » ) » ( * ' + (sou « = tangO) 
T: 

— r 2 tan g4 9 ¿9 
~ 47 J0 séc* 0 ( 6 « + a « tang2 9 )2 (62-+~ a 2 tang2 9) 

7T 

_ a h Ç " sin49 cos4 9 ¿9 
( a 2 sin20 -i- ¿>2 eos29) (a 6 sin20 -h ¿>6 cos 2 9) 2 ' 

a* 

N. B . — Dans le calcul ci-dessus, si l'on pose £ = — M, on 

obtiendra aussi 
•T 

r ' sin49 cos49 r/9 

dn 0 ( a 2 cos29 b* sin29)2 ( a 4 sin29 h- ¿>4 cos2Ô;* 

sin4 9 cos4 9 d§ 
= a* b* f —r 

Jo cos29 -h 64 sin29) (a 6 cos29 -h b« sin29)2 

De plus, d'après la méthode des résidus, on trouve pour 
valeur des deux intégrales : 

ab(a*— 3 6 2 ) 
•2 ( a 2 — 6 2 ) 2 ( a 4 — 64) 2 4 ( a 2 — 6 2 ) 2 ( a 6 — 

a 2 ¿ 2 ( 3 a 4 — 6 4 ) a 2 6 (a 7 - t - a 5 6 2 -f- b' ) ~ 

4 (« 4 — è 4 ) 2 ( a 6 — 6«)2 ~ ( a 4 — ¿4) ( a e _ _ ¿ , 6 ) 3 J ' 
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[ C 2 a ] 

r XP 

EXPRESSION SIMPLE DE L'INTEGRALE 

POUR m QUELCONQUE ET p ENTIER; 

PAR M. G. FONTENÉ. 

Celte Note contient les expressions de quelques inté-

grales de la forme I XJxPdx,p étant entier. L e résultat 

obtenu pour U — 1 ( m q u ^ 0 0 1 1 0 ! 1 1 1 6 ) e s t sur-

tout intéressant, parce que l'intégration par parties ne 

le donnerait pas aisément, au moins d'une manière 

formelle; et Ton remarquera le cas singulier où m est 

entier, avec p ^ m . 

1 . On a, d'une part, 

( X X2 . xl> 
= L(l-+-x)-{^- ~ h. . . ( l)^ 

j C X^P 

/ X X 3 . . X*P-l \ 
= a r c tanga? ~ T i p - i ) ' } 

X X^P+l . 

7 

( X* XW X'P \ 
T - T + • — ( - ' ) * - ) ; Ann. de Mathémat4Ô série, t. XtV. (Juillet 1914O I 9 
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une intégration par parties conduirait aux intégrales 

/
XP+I L ( i -i- x) dx, I X2P~1 a r c t a n g i r dx, 

J o 

/
X2P arc tangue dx. 

On a, d'autre part, 

m(m — i).. .(m — p) 

.i 
XP 

'0 (i-hxyn+i 
dx 

(3) 

i - H A , a ? - t - , . . - h A P X P _ _ _ , 

pour m quelconque, en posant 

m . ni (m — i ) 
A , = — , A 2 = : 

I 2 ! 

_ m (m — \ ). . .(ni — p \ ) 
A/> f l ; 

cette formule est illusoire si, m étant entier, on 

a p ^ m ; 

(4) 

( - 0 * 

XP 
~ÏT\ 

e* 

p= ?. g. 

H XP cosx dx 

X2 
sin x[ i r -h . 

( - 1 ) 9 

I ( X X3 \ 

Jf XP sin.r dx 
o 

/ X2 

\ 
1 (x xz \ 

P = 2 9 • 

/ X2 

X X6 
smx ( yy -+-

— sino: i 
x2 

¡X X3 

( r - J T -



( ) 
où le degré de chaque polynome en x est le degré de 

la puissance de x qui figure sous le signe J , ou ce 

degré moins i; on remarquera la forme des expressions 

placées dans les deux diagonales du Tableau. 
Dans celles de ces formules qui contiennent des 

fonctions circulaires, on peut introduire des fondions 
hyperboliques en changeant x en xi; dans la for-
mule ( i , 2 ) on peut remplacer x2 par — x2. 

Les intégrales (1 , 3 , 4? 5) , par exemple, sont a 
priori des infiniment petits d'ordre p -4- 1 si x est 
infiniment petit principal; c'est pour cela que, au 
second membre de la formule ( 3 ) , l'expression 

après qu'on a développé ( 1 x ) m par la formule du 
binôme, commence au terme en x P + i . 

Pour m entier et la formule ( 3 ) est illusoire. 
On a alors, en désignant par M le produit 

(1 -+- x)"1— ( í -+- A h r + . . .-h kpXP), 

m (m — 1 ) ... (m — p) 

débarrassé du facteur égal à zéro, 

=3 L(n-a?) — 
A \ x -+- A '2 x2 -h... -+-

(! x)m 

avec 

A', = — > 
f __ \m(m — i)]' 
•2 = " Tl • y 

OU 

et, pour p > m 

• ? 
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le trait indiquant que l'on supprime le facteur égal 
à zéro. 

2 . On vérifierait directement ces diverses formules, 
à l'exception de la formule (3 ;), par dérivation ; nous 
obtiendrons chacune d'elles par une intégration, simple 
quadrature pour les formules (i) et ( 2 ) , intégration 
d'une équation différentielle linéaire du premier ordre 
à partir de la formule ( 3 ) . 

La formule (1) s'obtient en écrivant 

y = L(i 
1 XP 

y' — = ! _ X [ )/>-LXP~L - h ( — I )P 
7 i + î v 7 v I " h X 

et en intégrant; on a réellement ainsi le développe-
ment de L(i le terme complémentaire étant sous 
forme d'intégrale ( V A L L È S , Des formes imaginaires 
en Algèbre, Cliap. X ) ; au point de vue où nous nous 
plaçons, ou déduit au contraire de là l'expression de 
cette intégrale. 

Pour la formule ( 2 ) , on considère arc tang#. 
La formule ( 1 , 2 ) n'est pas autre chose que la for-

mule (1) où l'on remplace x par xl ; elle complète la 
formule (2 ). 

Pour la formule (3 ) , on pose (VALLÈS, loc. cit.) 

y = (1 -f- X ) " l = A0-h A, a? -H.. .4- A p xp -+- R(x)> 

les A étant des coefficients indéterminés, et l'on se sert 
de l'équation différentielle 

(i-+-x)y'— my = o, 

qui donne pour R ( # ) une équation différentielle 
linéaire. On la simplifie, en disposant des A de manière 
que le polynome en x obtenu se réduise au terme de 
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degré /?; cela revient, en supposant que l 'on a écrit 

(1 -h x)/ = my, 

à identifier dans la mesure du possible les polynomes 

placés dans les deux membres. O n obtient A 0 = i , 

A , = ~ » • * • * e t l 'équation différentielle se réduit à 

n / / x iï / \ m(m — i ) . . . ( m — p) 
(i-±-x)W(x) — MÏ{(x) = — L-J-^ ——• XP ; 

l'équation sans second membre admettant la solution 

R(x) = (i H- x)m, on pose R (x) = (i + x)m x e, et 

l'on arrive à la formule 

m (m — i ).,.(m — p), 
(\-+-X),N = i A , a?-+-...-+- ApXP-{ '--2 ^(N-AF)/» 

C X P J X / -dx. 
j 0 (i + ^ r 

On en déduit la formule ( 3 ) . 

Pour m entier et p ^ m , le calcul précédent ne peut 

rien donner relativement à l'intégrale considérée; nous 

reviendrons sur ce cas singulier. 

L a formule ( 4 ) est un cas limite de la formule ( 3 ) ; 

on l 'obtient en remplaçant x par ^ et en faisant m 

infini. L e traitement direct est d'ailleurs plus aisé. 

L e s formules ( 5 ) se déduisent de la formule ( 4 ) en 

remplaçant x par xi, et en mettant c o s # — ¿ s i n # au 

lieu de e~xi. A u premier membre de la formule ( 4 ) , on 

a alors le facteur i P + { , et il faut distinguer deux cas, 

p = iq, p = iq — i [colonnes du Tableau ( 5 ) ] . 

3 . On obtient directement les formules (5),sous une 

forme plus condensée, en opérant comme il suit. Con-

sidérons les fonctions 

y=c osxy y = sinx, 
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qui satisfont à l'équation différentielle du second ordre 

y-h y = o. 

Prenons, par exemple, 

X2 X P 
y = cosar = i — --- -4- . . . -H ( 1)7 — -f- R(ar), 

2 . p . 

avec p = 2q; nous aurons ainsi les deux formules de 

la première colonne du Tableau ( 5 ) . On a p o u r R ( # ) 

xP 
n"(x) -+- K(x) = — ( — 1 ) 7 _ . 

L'équation sans second membre admellant les solu-

tions R ( . r ) = cos^r, R(x) = sin x, posons, par exemple, 

R ( x) = cos a? v, 

ce qui donne 
, > or P 

v cosar— 'iv s î n a? — — (—i)7—-. 
P-

Ainsi la fonction 

w = V = ' 1 • 

satisfait à l'équation différentielle linéaire du premier 
ordre 

xP 
iv' cos a? — i w sin a? = — (— i )7 -. - , 

et c'est cette fonction w qui fournira une intégrale. 

L 'équation sans second membre admettant la solution 

iv = — , posons 
cos2a? r 

cos2 x ' 

ce qui donne 

xP cosa;; 
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d'ailleurs, la fonction v étant paire, on a (/(o) = o, 
ou /*(o) = o. On a par suite, avec p = iq. 

formule équivalente à la première des formules (5) . Si 
l'on pose — s i n # x on obtient 

avec p = zq. 
Pour y = sin .r, on obtient les deux formules de la 

seconde colonne du Tableau ( 5 ) lue en remontant, 
sous les formes suivantes : 

avec p= iq — i. 

4. L'application réitérée du procédé d'intégration 
par parties donne généralement 

JUXP dx — VXP—pxP~ lVi -+-p(p — i)xP-*Yt — ... 

-+-•(— OPP(P — i ) . . . i V p -h c , 

V étant une primitive de U, V4 étant une primitive 
de V , . . . Gela permet d'obtenir très aisément les for-
mules (4) et.(,5). Mais il rien est pas de même de la 

XP cosa? dx = — r — — cos2;R X W 
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formule ( 3 ) , les intégrales V , V | , . V p étant alors 

— 1 i 
m( J 4 - a ? ) w ' m( m — 1) ( n - a r ) ' « - 1 ' * ' 

- ( — Q " . 
m(m — i).. .(m — p) {i -f- x)m~P 9 

on a ainsi 

[ 3 1 f - — - d x 
1 J J6 ( I H- x),n~*~l 

XP p XP-l 
~~~ m{i-hx)m m(m — I ) (i -H x)m~l 

P(P — 
m(m — î ) . . .(m — p -+-1) (i -f- x),n-P+x 

p ( p — i ) . . . i 

tn{ m — + x)tn~P 

p ( p - i ) . . - ' 

/72(/w — i)...(/rc ~ p)9 

il faudrait, pour arriver à la formule (3) , connaître 
a priori Videntité 

m (m — î )... ( m — p) 
? 

x ^PXP-Hi-hx) + p(p i)...i(i —f-)p~i 

L m m (m — i ) ' " m ( m — î ) . . . ( m — p) J 
== (I + A J J + . . . + A pxP). 

On pourrait dire toutefois que la formule [ 3 ] peut 

prendre la forme ( 3 ) avec des valeurs convenables des 

coefficients A , et déterminer ces coefficients par la 

condition que le second membre de la formule ( 3 ) soit 

un infiniment petit d'ordre p - f - 1 si x est infiniment 

petit principal. 

5 . Reprenons la formule ( 3 ) , pour en déduire la 

formule ( 3 ' ) dans le cas où, m étant entier, on a p^m. 
Soit pour cela un entier ¡JL, et supposons que m 
tende vers ¡JL, avec p > E n appelant le produit 

m (m — i ) . . . ( m — / ? ) , débarrassé du facteur m—¡JL 
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qui tend vers zéro, la formule ( 3 ) peut s'écrire 

01l(m — H- > f _ (1 -+-x )m — ( » H- A t x -4-... h- kpXP ) t 

P]. J0 (i-har)'» ' 

pour m = ¡JL, en désignant par a{, ..., ap les valeurs cor-

respondantes de A , , . . . , A p , on peut écrire, avec(i + # ) m 

au dénominateur, 

__ (i -+- ([-h a,\X -h..apxP) t 

— (i -h x)m ' 

on a donc, en retranchant membre à membre et en 

divisant par m — ¡JL, 

( i -har)™ — ( i - t - y ) E (Ai — a i ) 
OÏL r __ m — p. m — {jl 
J\ J0 = ( !-+-.*)'« 0 + î f ) « 

L e premier terme du second membre peut s'écrire 

— £ 

et a pour limite L ( i -F- a?), quand m tend vers ¡JL. 

L e second terme a pour limite 

A', x -+- A'2 x2 H- . . . -h k'pxP 

les accents indiquent des dérivées par rapport à m , et 

ces dérivées étant calculées pour m = ¡JL. On a d'ailleurs, 

pour p > ¡A, 

Ajjn-i = Ajj-f-i, Aj/.-i-2= A^+j, . . . , 

le trait indiquant que l'on supprime le facteur égal à 

zéro; en effet, les fractions — ^ — > • • • s e réduisent 
7 7 m — [JL 

à — i i ± L , . . . O n a ainsi la formule ( 3 ' ) . 
m — ¡i x ' 
C e calcul revient d'ailleurs à multiplier les deux 

membres de la formule ( 3 ) par (i -f- x)m, à prendre les 
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dérivées des deux membres par rapport à m pour faire 

ensuite m = ¡a, et à diviser par (i - h oc^. 

6 . Cherchons ce que devient la formule [ 3 ] , résultat 

d'une intégration par parties, quand m tend vers une 

valeur entière p., avec Si l 'on fait, par exemple, 

m — 3 -f- s, /; — 5 , la formule [ 3 ] peut s'écrire 

(e-t- 3 ) ( e - + - 2 ) ( e - + - i ) e ( e — i)(s — i ) 

— 5 . 4 • 3 572 ( 1 -h 57 ( S I ) ( S — 2 ) 

— 5.4 .3.257(1 -h x) (1 -h x)-z(e — 2) 

— 5 . 4 . 3 . 2 . 1 ( 1 -f- x )2 ( 1 -h x 

H- 5.4 • 3 . 2 . 1 ; 

en retranchant de cette formule celle que l'on obtient 

pour s = o, en divisant par e, en faisant tendre s vers 

zéro et en divisant par 3 . 2 . 1 . — 1. — 2 , il vient 

s . -

x5 5.4 
3(1-4-57)* 3 . 2 . I ( I —1— 57 ) 

5 . 4 . 3 a * f( 1 -4- x)-H s - I) (e - 2) - ( - 1) ( - 2) 
3 . 2 . 1 L ( - « ) ( - > ) * J 

5.4.3.257(1-4-57). . ("( I -4- 57)_£( 
lim 1 j"(l -4- 57)-g(s 2 ) — (— 2)1 

3 . a . i ( — 1 ) L J 

).4 . 3 . 2 . I (1 -h 57)2 [(F + a ? H — i l _ _ _ _ _ _ J ; 

les limites en question sont des dérivées par rapport 

à £, dérivées prises pour e — o, savoir 

L(i 4- 57) 

— L( i -h 57), 
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en se rappelant que 

(tiv)' u! v' 

UV U V 

D'une manière générale, on a 

[ 3 ] f 

• dx 

xi* 

m(i -h x)nL 

p(p — Q...Q — ni H- ï)xP-m+x 

m(m — I ) . . . Î ( 1 -+- x) 

p(p — i ). . . (/> — m -h i ) xP~,n 

m ( m — i )... i 

p(p — i)...( p — m)xi'-»t~i (i + x) 

m (m — i ) . . . î (— i ) 

- H . 

pi p — l ) . . . I (l -h X)!*-»1 

L( i -f- x). 

L e calcul précédent revient à multiplier les deux 
membres de la formule [ 3 ] par m(m — i ) . . . (m — p), 
à prendre les dérivées des deux membres par rapport 
à m pour faire ensuite m = JJL, et à diviser par DXi. 

Pour p = m, on a simplement 

f d 

J0 + 
xm x m ~ l 

~~~ ~ m{ i -h x)»1 ~ (m — i) (i -h x)m~i ' * 

f H L( j 
i -+- x v -
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7 . D'après la formule (3 r), le facteur qui multiplie 

pf 

L ( i - h ^ ) dans la formule [ 3 ' ] doit se réduire à 

et, en effet, ce facteur est 

p(p—\)...(p— m H-1) f p — m .. N 1 Il—IL. L xP~m— — xP-,n~l(i-)-x)-h... , 
M ! | I J 

ou 

(—I )P~m \x — (i -+- X )]/>-
TÌX X / J 

M 

D'autre part, la comparaison des formules (3') et [ 3 ; ] 

donne l'identité 

M \ xP pxP~Ui-\-x) 
—7 h — - f - . . . 
p ! ( m m(m — î) 

p(p — i). . . ( P — M 4- I ) X P - \ -h x)m~x 

m(m — i)... î 

m(m — i)...i \ i ' p — m 

p(p—1)...( p—m) xP-,n-*( /i i 
m(m — i ) . . . i ( — i ) \i p — / 

p { p — | ) . . . 2 J ( I + x ) P - 1 

m(m — i)... i( — »)•••[ — (P — m — 0] \P — m / Ì 

= A j x - h . . .-f- A 'pxP, 

pour m entier et p^m. A v e c p = m, le premier 

membre se réduit à la première ligne. 

On déduirait cette identité de celle du n° 4 en faisant 

d'abord entrer le facteur m(m — i) ... (m—p) 

dans la parenthèse, etc., comme au n° 6 . 

8 . Si l 'on fait directement l'intégration par parties 
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dans le cas actuel, on a 

ml(i-^x)' 

(— i V" 

v _ (— \)m i -h x 
V/n-M — r « f i o 

O n obtient ainsi une formule qui diffère de la for-

mule [ 3 ' ] en ce que 

+ + 1 ) 

\ i p — m / 

est remplacé par L ( i -f- a?), le dernier terme étant 

p(p — i)...i(i-hx)P-fn 

m(m — i ) . . . i (— i ) . . . [—(/> — m)] 

x [ L ( . - I - » , - ( I -H. , .H-

mais il faut ajouter une constante 
g = . p { p ( I + . . . + _ ! _ ) 

m( m — i . . . (p — m)J \ i p — m J 

p(p — i).. .(p — m H - i ) / i i \ 
= (—I)/»-»« j - + . . . H 

m (m — i)...i \i p — m J 

Voici la raison de cette différence. Dans la formule 

générale d'intégration par parties données au début du 

n° 4 , on peut remplacer V , V 4 , . . . par 

V -h C, V . - H C ^ + C , , . . . ; 

et, à partir de V w , les intégrales V écrites au début du 



( 302 ) 

n° 7 ne sont pas les limites des intégrales correspon-

dantes du n° 4 . O n avait 

V _ ( — I ) ^ — ( I H - , R ) ( X - M 
^ ~ m ( m — i ).. . ( m — jx -+- i ) m — {jl ' 

et il faut considérer 

— (i -+- 1 
m — u. 

pour avoir comme limite L ( I - H # ) ; etc. On serait 

arrivé à la formule [ 3 ' ] en remplaçant, au début du n ° 8 , 
/1 i 

L ( i -f- x) par L ( i -j- x) -f- y- -4- . . . -h — — comme 

on le pouvait. 

Pour passer de la formule [ 3 ' ] à celle que l'on vient 

d'obtenir, on pose 

L ( i - h * ) + ( - + — ) - X ; \ i p — >nj 

le facteur qui multiplie X est, d'après ce qu'on a vu 

au début du n° 7 , 

pl 

OU 

El. 
M ' 

on retrouve ainsi la constante C . Inversement, si l'on 

multiplie la constante C par le développement de 

l 'expression 
[(l -4- x) — x]P~m 

qui est égale à i , afin de rendre le second membre de 

la formule actuelle homogène par rapport à x et i 4 - x, 
et si l'on réduit les termes semblables, on obtient la 

formule [ 3 7 ] qui présente cette homogénéité. 
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[ H 5 e ] 

SUR I VK CLASSE D'ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES LINÉAIRES, 
TRANSFORMABLES EN ELLES MÊMES PAR UN CHANGEMENT 
DE LA FONCTION ET DE LA VARIABLE; 

PAR M . PAUL S U G H A R , 

Professeur au Lycée de Pau. 

1 . M. Appell , dans son Mémoire (Acta mathema-
tica, 1 8 9 1 ) , avait étudié et avait donné l'intégrale d'une 

classe étendue des équations différentielles linéaires et 

homogènes, transformables en elles-mêmes par un 

changement de la variable et par un changement 

linéaire de la fonction. J e me propose d'intégrer une 

classe d'équations différentielles, différente de celle 

étudiée par M . Appel l et transformables en elles-mêmes 

par un changement de la variable et de la fonction qui 

n'est plus linéaire. 

2 . Toute équation différentielle linéaire et homo-

gène du second ordre peut toujours être ramenée, 

comme on sait, à la forme 

Effectuons le changement de la variable et de la fonc-

tion en posant 

(2) a? = <p(f), 

où ©(/) est continue, admet une dérivée et de plus la 
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fonction f ( t ) — t a au moins un zéro. Supposons que 

l'équation ( i ) soit transformable en elle-même, c 'est-

à-dire soit transformable en une autre qui ne diffère 

de ( i ) que par le changement de x en t et de y en z. 
S i cette condition est réalisée, l 'équation ( i ) admet au 

moins une solution y= F ( # ) , vérifiant la relation 

( F i ) * = ? ( a ? ) = A F ( a r ) , 

où A est une constante, c 'est-à-dire que l'équation ( i ) 

admet au moins une solution telle que, si sur la dérivée 

de cette fonction on effectue la substitution x = <?(#), 
on obtient sa primitive à un facteur constant près. 

E n effet, si F 4 ( a ? ) et F 2 ( # ) sont deux solutions 

linéairement indépendantes de ( i ) , les fonctions 

[Fi(*)lr=<p(£,, [* ;(*)]«<?<') 

sont aussi solutions de la même équation et l'on aura 

l F i ( ® ) ] . r = ? u ) = fliFi(i) + 6 i F , ( i ) , 

[F'%(X )lr=W] =a1Fl(t)-+-btFt(t). 

Si l'on pose 

on pourra déterminer les constantes X4, À2 de manière 
à avoir 

(F'X).R=<P(F)= A F ( 0 , 

où A est une solution de l'équation 

« i — A a 2 

bx b.2~ A 

3 . Différentions la relation ( 3 ) , on a 
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différentions à nouveau cette dernière relation, on a, 

en ayant égard à ( 3 ) , 

S = i * W i ? < ' ) ] ! + ? '*<<)/[ <?«)]*• 

L'équation ( i ) sera transfortnable en elle-même si 
l'on a 

3 7 1 ? ' ( o / [ ? ( o i ; - o, ? ' » ( o / [ ? ( o ] = m -

L a première nous donne 

(4) <? '(0/[ ' f (*)] = « , 

a étant la constante d'intégration, d'où l'on déduit 

(5 ) / ( 0 = « ? ' ( 0 . 

L a fonction / ( ¿ ) sera donc déterminée si l'on se 

donne la fonction ©(/) . Si dans cette dernière relation 

nous changeons £ en et si nous multiplions les 

deux membres par ©'(i) , on aura 

? ' ( 0 / [ ? ( 0 ] = ®?'(0[?'(0]i=<p</î, 

d'où il résulte, d'après ( 4 ) , 

qu'on peut encore écrire 

d'où, en inlégrant cette dernière relation depuis /0 à 

¿o étant un zéro de o(t) — on trouve que la fonc-

tion supposée donnée doit être solution de l 'équa-

tion fonctionnelle 

<p[<p(/)] = i, 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Juillet 191 20 
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équations dont toutes les solutions ont été déterminées 
par M. Lattès dans son article Sur les courbes inva-
riantes par polaires réciproques {Nouvelles Annales, 
juillet 1906), en posant, comme l'indique son raison-
nement ainsi que son calcul, 

t = F ( a ) — <!>(«), 
X = ^(t) = F(M) -+- <i>(u), 

où F et <ï> sont deux fonctions arbitraires, l'une paire, 
l'aulre impaire, définies dans le domaine de u = o. 

En résumé, l'équation (1) est transformable en elle-
même par le changement (2) et ( 3 ) si la fonction <p( t) 
vérifie la relation 

et si la fonction f ( t ) est le produit de la dérivée d'une 
de ces solutions v(t) par une constante arbitraire. R e -
marquons que l'on peut particulariser la valeur de la 
constante a sans diminuer la généralité de la fonction 
f{t), car deux déterminations de / ( t ) qui ne diffèrent 
que par un facteur constant peuvent être considérées 
comme identiques; on aura donc 

<6) f(t) = <p'(0, 

(7) ? [ ? ( ' ) ] = '1 

(8) / ( ' ) / [ ? ( ' ) ] = 1 : 

cette dernière s'obtient en différend an t la relation ( 7 ) . 

11 s'ensuit, d'après ce qui précède, que la dérivée 
d1 une solution de équation (1) sur laquelle on fait 
la substitution x = o{x) est une solution de la même 
équation et ces deux solutions forment en général un 
système fondamental de l'équation (1). 

4. Nous allons déterminer l'intégrale générale, nous 
allons la donner à l'aide d'un développement bien 
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connu. Soient x0 une valeur de x pour laquelle la 

fonction f ( x ) est finie et déterminée et x0 à x un in-

tervalle donné où la fonction f ( x ) est finie et déter-

minée pour toutes les valeurs de a? dans cet intervalle; 

enfin désignons par A et B les valeurs que prennent 

la fonction y et sa dérivée pour# = Intégrons deux 

fois entre xQ et x les deux membres de l 'équation ( i ) , 

on aura 

y — A -h B(a? — x^) -h / dx j f(x)dx; 

multiplions les deux membres par f ( x ) , on a, d'a-
près ( i ) , 

g = k f ( x ) - + - B ( x - x * ) f ( x ) + f { x ) J d x j f(x)dx; 

en intégrant à nouveau et en continuant ainsi, 011 

trouve 

y — A dx jT / ( # ) dx 

+ f dx j\x)dx jT dx J^ f ( x ) dx -+-...J 

B ^ —^o-j-jT dx j f (x — x0 ) / 0 ) 

-4- / dx j f( x ) dx I dx I ( x — x0 ) /( x ) dx -

-+-R*. 

Le terme complémentaire 

J
s% x' n .1' s» x x' 

' dx / f(x)dx... / da? / f(x)ydx 

est uneintégrale multiple d'ordre 2/ï, si les deux suites 
précédentes renferment n termes. La loi de formation 
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des termes est déterminée, chaque terme se déduit du 
précédent en le multipliant par f(x)dx2, et en e f fec-
tuant deux intégrations successives entre x0 et x. Je dis 
que le terme complémentaire R « tend vers zéro lorsque 
n croît et que les deux suites sont absolument conver-
gentes. En effet, soient m et M le maximum du module 
de la fonction f ( x ) et y , dans l'intervalle de Xq a x y 

on a 

mod ^ dxJ f(x)dx< m.mod 
( X — XQ ) 2 

m2 mod mod J^ dx j f(x)dxj^ dx j^ f(x)dx< 

de même pour les termes coefficients de B, 

r v r v ( x x \3 
mod I dx I (x — x0)/(x) dx m .mod- ———, 

et 

mod R„ < M m» mod ; 
•in \ 

donc, a fortiori, 

mod ^ < ^ mod A(e lx~xo>/»*-h e - l * - ^ * ' ™ ) 

[(x — xQ)\/niYn . 

(X— 
-r 

2 y ni 

• M mod ! 

, (a? — i • i » 
or, mod - — — peut devenir plus petit qu une 

quantité donnée s, si n croit, et si nous désignons 
par a le maximum de l'expression 

2 sj m 
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dans l'intervalle de x0 à x, valeur qui d'ailleurs est 

indépendante de n, on aura 

m o d / < « - f Me, 

inégalité qui a lieu pour toutes les valeurs de x dans 
l'intervalle considéré; on peut donc remplacer, dans 
l'inégalité précédente, m o d y par son maximum et 
l'on a 

M < a -h M £, 

d'où 
a 

M < 
l — £ 

Par conséquent M ne peut pas devenir infini; donc 

le terme complémentaire R „ , dont le module est 

moindre que M m o d — — x o ) \/ñí\ ^ tend vers zéro, et 
* i n ! 7 

les deux séries précédentes sont absolument conver-
gentes, puisque R „ tend encore vers zéro si A ou B 
est nul. On remarque que les deux fonctions définies 
par ces séries sont linéairement indépendantes et 
comme chacune d'elles est une solution de l'équation 
différentielle ( i ) , l'intégrale générale est donc 

( 10) y = A u(x) -+- B v(x), 

en posant 

= f dx f f(x)dx 

J / - » X' S% X r*X .1' 
' dx I f(x)dx I dx I f(x)dx -h ..., 
x0 X0 ' Xq 

/X x» X' 
dx I (x — x0)f(x) dx 

Jr* X /-»X « X s\ X 
I dx i f(x)dx I dx I (x — Xq) f(x) dx H 
JT» dj- Jx. d T. 
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5. Supposons que la fonction f ( x ) au lieu d'être 
arbitraire, soit donnée par la relation ( 6 ) et que la 
fonction o vérifie la relation ( 7 ) ; supposons de plus 
que la limite inférieure des intégrales qui figurent 
dans (1 1) et (12) soit un zéro de la fonction 

(13) f(x) — x; 

on remarque, d'après ( 8 ) , qu'on a 

mod f(:F0) = 1; 

par conséquent la fonction f ( x ) est finie pour x — x0 

et les deux séries définies par (11) et ( 1 2 ) sont encore 
convergentes. Je dis que l'une quelconque de ces fonc-
tions est égale à la dérivée de l'autre après avoir rem-
placé x par En effet, les termes de (11) s'écrivent 
en effectuant une première intégration 

rx-(14) u(x) = i-hj [y(x) — x0]dx 

dx ! f(x)dx ! [cp(¿r). — -a^o] dx 
•* 0 tt XQ 

Remarquons que l 'on peut encore écrire les termes 
de cette dernière série, à partir du troisième, comme il 
suit : la dérivée du troisième terme étant 

f f ( x ) d x f [<pO) — .vQ]dx, 

on a identiquement 

(15) / f(x)dx f [<?(x) — x0]dx 

=== I dx I [ < ? ( # ) — s v i dx, 
x0 •*'<> 

obtenue en remplaçant dans la limite de l'intégrale et 
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dans l'élément différentiel # p a r f ( x ) et en ayant égard 
à ( 8 ) . En effet, posons . ; 

5= / dx I [?(#)— x^dx', 

changeons dans cette fonction x en <f(x) et prenons 
la dérivée par rapport à x , on aura 

changeons dans cette dernière égalité x en on a, 

en ayant égard à ( 7 ) et ( 8 ) , 

= [y(x) — x0]dx, 

fonction qui est aussi la dérivée par rapport à x de la 

fonction 

/ f(x)dx [o(x)—x0]dx; 
J x 0 Xq 

donc cette fonction et la fonction s, ayant même dérivée, 
diffèrent par une constante, et comme ces fonctions 
s'annulent pour x = cette fonction est donc nulle 
et la relation ( i 5 ) a donc l ieu; on a donc, en multi-
pliant les deux membres de ( i 5 ) par dx et en intégrant 
entre x0 et x, 

J
/% X s% X /»Î* 

f dx I f(x)dx I [y(x) — x0] dx x0 «/r0 */r0 

~ f dx ! dx I [<?(#) — x0]dx. 

La dérivée du quatrième terme de ( i 4 ) étant 

J
s\ X X /»X /%X 

f f ( x ) dx f dx f f(x)dx f [<P(J?) — #0] dx, 
xa dx Jx d Xa 
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on démontre de la même manière qu'on a identique-

ment 
X rt X /* /* ̂  

/ f(x)dx dx f(x)dx [<p(* y— 2*0 ] d x 

f dx I dx ! dx ! [<?(#) ~ dx: 
X0 -r0 -r0 JjTo 

d'où, en multipliant les deux membres par dx et en 
intégrant entre x0 e t x , le quatrième terme de (14) sera 
donc remplacé par 

J^ R • » ? ( • * ' ) 

dx ! dx ! dx I dx I [<j>(x) — x0] dx, x0 dj,.o JXq JXq 

et ainsi de suite; donc la fonction u(x) peut s'écrire 

(16) u(x) = i -f- I [<p(>)— xQ]dx 

' dx j dx I [<p(#)—x0]dx 
X* JX* Xn 

où chaque terme se déduit du précédent en changeante 
en en le multipliant par dx2 et en intégrant une 
première fois entre x0 et o(x) et une deuxième fois 
entre x0 et x. 

Une remarque analogue sera faite sur les termes de 
la fonction v(x) donnée par (12 ) ; ainsi la dérivée par 
rapport à x du deuxième terme de v(x) étant 

j* (x — x0)f(x)dx, 

si l'on change dans la limite de l'intégrale et dans l 'élé-
ment différentiel x en © (x) et en ayant égard à ( 8 ) , 
on a identiquement 

f (x — xQ)f(x)dx=£= f [<?(#)— xQ]dx; 
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posons, comme précédemment, 

/
<pi.r) 

[«fC^) — ^o] -o 

changeons dans cette relation x en o(x) et en dérivant 
par rapport à xy on a 

/ < » (*x)x=c?(x) = — ^o. 

Changeons dans cette relation x en <p(#), on aura, 
d'après ( 7 ) et ( 8 ) , 

on a donc 

OL= ! (x — x0)f(x)dx, 

puisque les deux fonctions 

I (x — x0)f(x) dx et I f©(a?) — x0]dx 

s'annulent pour x = x0 ; donc ces deux fonctions sont 
identiques, par conséquent, 

dx I (x — x0)f(x)dx== I dx I [<p(*0 — x0] dx. 

On démontre de même que le terme suivant de v(x) 
peut être remplacé par 

s*<?(X) 
I dx ! dx ! dx I [ © ( # )— ar0] dx, 
•ro ô * X(, x0 

et ainsi de suite, la loi de formation des termes étant 

la même que pour la fonction u(x); donc la fonction 

v(x) sera définie par 

v ( x ) = x — X(Y-H I dx I [<D(X) — X0] dx 

H- I dx I dx ! dx ! — xo]dx-t 
drr„ d y- dXn J T n 
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Sous cette forme, on reconnaît que chacune des 
fonctions u(x) et v(x) données par (16) et (17) est la 
dérivée de l'autre après avoir fait la substitution 
x = ?(x); on peut donc poser 

(18) v { x ) = ( « i t i W » 

et comme ces fonctions, comme nous l'avons vu, sont 
deux solutions linéairement indépendantes de l 'équa-
tion (1), son intégrale générale est donc 

y = k u(x) -+- ft(u'x)x=y{x). 

6. Les deux fonctions u(x) et {ufx)x=z^x) étant deux 
solutions linéairement indépendantes de l'équation 
différentielle (1), les fonctions 

, N ( <«>(*) = u(x)(u'x)x=¥x), 
( 1 9) / s ( \ ( f \ ( ir(a?) = u(x) — (u'x)x^[xh 

forment aussi un système fondamental de l'équation (1). 
Si nous prenons la dérivée de ces fonctions, on a, en 
ayant égard à l 'équation (1) et ( 8 ) , 

w ' O ) == w[cpO)], T Z ' ( X ) = — 7r[cp-(a7)], 

(UFJC)X = ? ( X ) = < • > ( » ) , ( T Z F X ) X = Y ( X ) = — T Z ( X ) . 

Il s'ensuit qu'à chaque fonction ®(x), solution de (7), 
correspond une équation différentielle (1) et cette 
équation admet un couple de solutions formant un 
système fondamental et tel que si dans Vune d'elles 
on fait la substitution x = o(x), on obtient au signe 
près sa dérivée, de même si sur la dérivée de Vune 
d'elles on fait la même substitution, on obtient sa 
primitive au signe près et à une constante près. 

M. Lattès, dans sa Thèse ( S u r les équations fonc-
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tionnelles, etc., Paris, 1 9 0 6 ) , et en se plaçant à un 
autre point de vue, a donné, à la page 9a, un exemple 
d'une fonction telle que sa dérivée se déduise de la 
fonction en effectuant sur la variable une substitution 
donnée. 

7. Comme application, considérons le cas où 
o(x) = x, dans ce cas la fonction ( i 3 ) admet en parti-
culier pour zéro x = o, en prenant pour limite infé-
rieure des intégrales e 0 = o , et en mettant à la place 
de <p(e) sa valeur x dans les fonctions u(x) et v(x), 
c'est-à-dire (uj)x=$(x)) on trouve que les fonctions co(e) 
et 7z(x) sont représentées par les développements des 
fonctions exponentielles ex et Ce résultat est 

d'ailleurs évident, car dans ce cas particulier f ( x ) = 1 
et l'équation (1) est alors 

d \y _ 
dx* y ' 

20 Si © ( # ) = — xy la fonction ( i 3 ) n'admet qu'un 
seul zéro, x = o, en le prenant pour limite inférieure 
des intégrales, on trouve que les fonctions u(x) et 
v(x) représentent la première le développement de 
cose et la dernière le s ine, donc to(x) et TZ(X) sont 
données par 

io(x) ~ cosx -+- sina?, 

TZ{X) = cos x — sina:. 

Quant à l 'équation différentielle (1), elle est, dans ce 

cas, 

dx2 y' 

3° Considérons en dernier lieu ®(x)= les zéros 
1 v 7 x 

de là fonction ( i 3 ) sont x = iti si l 'on prend pour 
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limite inférieure des intégrales x0 — i , on trouve 

u>(x) = y/a? j j J c o s ^ ^ l o g a r ^ -f- y/3 sin ^ ^ l o g a ^ J , 

TZ(X) = SJX ^ eos loga?^ — y/3 sin l o g x ^ J . 

On remarque, en effet, qu'il suffit de changer x 
en ^ pour obtenir les dérivées de ces fonctions au signe 

près. Enfin, on remarque aussi que dans ce cas l 'équa-

tion ( i ) est 

dx2 x*-r% 

équation qui se ramène, comme on sait, à une équation 

du même ordre à coefficients constants. 

A G R É G A T I O N » E S SCIENCES M A T H É M A T I Q U E S 
( C O N C O U R S BE 1 9 1 3 ) . 

Mathématiques spéciales. 

I . Par deux points fixes A et A ' ( A A f = 2 a ) , on 
fait passer un cercle variable de centre C; un cercle 
de rayon a passe par le point C et son centre C' est 
sur la perpendiculaire à A A ' en son milieu, le vec-
teur C C ayant toujours le même sens. Construire 
le lieu T des points communs aux deux cercles. (On 
pourra exprimer les coordonnées d'un point du lieu 
en fonctions d'un paramètre.) 

I I . Une droite variable D perpendiculaire à A A ' 
rencontre T en quatre points M , , M'4, M 2 , M'2; au 
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point Mi on peut associer un point M't tel que le mi-
lieu du segment MjM', décrive un cercle ; mon-
trer que les droites A M , , A 'M', sont rectangulaires. 
Construire le lieu des milieux de tous les segments 
déterminés sur D par I\ 

I I I . Les hyperboles équilatères qui passent par A 
et A' rencontrent T en quatre points formant deux 
couples de points associés M, et M't ; si Von suppose 
un de ces couples constitué par deux points fixes, le 
lieu des centres des hyperboles correspondantes est 
un cercle ; quel est le lieu du centre de ce cercle et 
quelle est Venveloppe de ce cercle, quand on fait 
varier les points associés supposés fixes primiti-
vement ? 

I V . Les hyperboles équilatères qui passent par A 
et A! et sont tangentes à T se distribuent en plu-
sieurs faisceaux ponctuels et une famille constituée 
par des hyperboles bitangentes à T. 

On considère deux hyperboles H{ et H2 qui font 
partie de cette famille et sont tangentes à T, V une 
en M< et M ' n Vautre en M 2 et M!,, ces quatre points 
étant en ligne droite; montrer que la droite qui 
joint le milieu de M , M', au point de rencontre M 
des tangentes à T en M, et M't est tangente au 
cercle r<. 

H, et Ho ont une corde commune qui ne passe par 
aucun des points A , A ' ; soit P le point où cette 
corde rencontre AA! ; trouver Venveloppe de M P . 

S O L U T I O N PAR M , , E L. GRUMEAU, à Poitiers. 

I . Prenons pour axes A A ' et la perpendiculaire en 
son milieu O . Soient ( C ) et ( O ) les cercles mobiles 
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de centre C et C'. Si l 'ordonnée de C est X, leurs équa-

tions respectives sont 

( C ) x2 + 

<C') x2-hy2 — (il -h a)y+- l2-hi\a = o, 

qui donnent pour les points de rencontre 

( X - f - a ) 2 . (X*-+- a 2 ) ( 3 a 2 — X») y — > = 

J ->. a 4a 

Pour simplifier l 'écriture, posons 

d'où 
X ~ ± \/a(2p — a ) . 

Alors 

y=p-+-\ x2=zp(xa — />); 

on en déduit pour l'équation de F 

4 o / 0 2 — JK2) — 2 a 2 ( . r 2 — y2) — 4a*y-+- a'* ~ o. 

A chaque valeur de p correspondent deux valeurs 
opposées de X, donc quatre points, d'abscisses 

± \/p{'ia-p) 

et d'ordonnées 

'p zh y/a(-Àp — a) 

que nous désignerons paryK e t ^ 2 . 

Pour construire F, il nous suffit de faire varier p 

de - à ia et à cause de la symétrie par rapport à O y, 

nous ne prendrons que la valeur positive de x . La va-
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riation se résume en 

P 
a 
2 

a 2 a 

yl 
a 
2 

/ x a / a ( 2 - H y/3) 

y 2 

a 

2 
a / A — 

X 
a\fz 

2 
a 0 

On en déduit la forme de la courbe donnée sur la 
figure. Elle présente deux rebroussements en A et A' 
et les tangentes sont à /\5° sur les axes. 

IL Quand on se donne e , on a p par l'équation 
p-—2ap + x 2 = o. A chaque racine correspondent 
deux valeurs opposées pour X, donc deux points réels 
ou imaginaires dont le milieu ¡JL, a pour ordonnée p et 
la relation .r2 4 - p-—2<xp — o montre que est sur 
un cercle F| de rayon a tangent à A A ; en O, ce qui 
détermine l'association demandée des points M u ; 
ceux-ci devront donc correspondre à la même valeur 
de p. 

Des considérations géométriques donnent facilement 
ce résultat. Faisons subir : i° une symétrie par rapport 
à A A ' à toute la figure, ( G ) vient en ( C , ) et ( C ' ) 
en ( C j ) ; 2° une symétrie par rapport à une parallèle 
à A A ' menée par Ci au cercle ( C , ) qui vient en ( C " ) 
et coupe ( C j ) en M ' r il est facile de reconnaître qu'à 
un point M du lieu correspond ainsi un autre point Mj 
également du lieu, mais ces deux opérations équivalent 
à une translation — 2X parallèle à Oy. Le milieu 
de M, M j se déduit donc de M, par une translation pa-
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rallèle à 0 y el égale à — X, ce qui amène le cercle ( C ) 
en T, tangent à AA ; . Ces opérations monlrent en 
même temps que M't est l'orlhocentre de AM4 A ' . 

A un point M, donné par son abscisse x et corres-
pondant aux valeurs p et X des paramètres, on peut 
faire correspondre son associé ( p { — X) et le lieu du 
milieu est T{ ou l'autre racine pf de p2 — lap x2 = o 
avec les deux valeurs ± V correspondantes, les mi-



( 3a . ) 

lieux ont alors pour ordonnées y ~ P P en 

tenant compte de p-+-p'=. 2a et ppf = x2, on en dé-
duit l'équation du lieu 

a2x2 = (y — a) 4 — — a)2-*- a 4 . 

Le lieu se compose de deux branches symétriques 
par rapport à O y . En ne s'occupant que de la branche 
x >> o, on voit qu'elle aura même forme générale que 
celle de la courbe représentant la variation du trinôme 
bicarré 

(y — a)4 -h a*(y — a)2 -h ak 

et les parties pour lesquelles | x [ < a correspondent 
seules à des points réels sur I V 

111. Une hyperbole équilatère H, passant par A , A ' , 

rebroussements de T, n'a évidemment que quatre autres 

points communs avec cette courbe du quatrième degré. 

Soit Mi l'un d'eux, nous avons vu que son associé M', 

est l 'orthocentre de AM< A ' , il est donc sur H4 et si l 'on 

suppose M { , M', fixes, le lieu du centre de I L est le 

cercle des neuf points ( y ) du même triangle. Si N ^ N ^ 

sont les deux autres points associés sur H« à A N { A ' 

ou AN;4 A ' correspondrait un second cercle ( y ' ) , le 

centre de H< esL à l'intersection de y et y' et par suite 

symétrique de O par rapport à la ligne des centres de 

ces deux cercles. Le centre de (y) est le milieu de O J J L , , 

il décrit donc un cercle ( T 2 ) homothétique à ( I \ ) dans 

le rapport ^ et qui sera par suite tangent lui-même 

à A A ' en O avec un diamèlre a. 

Quand M4 et varient, ( y ) varie en passant par O ; 
il touche son enveloppe au symétrique de O par rap-
port à la tangente au lieu de son centre, c'est-à-dire 
au pied de la perpendiculaire abaissée de O sur la tan-

Ann. de Mathémat4e série, t. XIV. (Juillet 191^.) 2 1 
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gente à ( F { ) menée en ; celte enveloppe est donc la 
podaire de (I"\) pour le point O, c'est-à-dire une car-
dioide ayant O pour rebroussement et ( F 2 ) pour base. 

IV . Une hyperbole H, passant par A, A ' et M f sera 

tangente à ( T ) en ce point si un deuxième point vient 

se confondre avec lui. Ce deuxième point peut être son 

associé M'j mais nous avons vu que deux poinls asso-

ciés correspondent à la même valeur de p et à des va-

leurs opposées de X, ce qui entraîne X = o, p = Il 

En chacun de ces poinls les hyperboles sont tan-
gentes à la courbe et par suite à une parallèle à O y . 
Comme elles passent par A et A ' , elles forment deux 
faisceaux ponctuels. Si le point qui vient se confondre 
avec M4 n'est pas son associé, soit N f ce point, alors 
l'associé N j de N< vient aussi se confondre avec Mj 
associé de M4 et l'hyperbole est bitangente à ( T ) . Une 
telle hyperbole aura pour centre le point où (y ) touche 
son enveloppe, c'est-à-dire le pied de la perpendicu-
laire abaissée de O sur la tangente en ¡JL, à . 

Considérons une hyperbole H4 rencontrant Y aux 
points associés M4 , M'4 et N,, N't, les milieux des 
segments correspondants étant u, et v4, la figure 
N I M I M ' J N J est un trapèze et les côtés non parallèles 
sont concourants avec la droite joignant les milieux 
des bases. Cette propriété aura encore lieu si se 
rapproche indéfiniment de M4 et montre que les tan-
gentes en M, et M'L à ( F ) sont concourantes avec la 
tangente en JJL4 à (r4). MJJLI est pour H4 le diamètre 
conjugué de la direction O y . 

Les hyperboles H4 et H 2 déterminées par les points 
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associés M<, M', (mil ieu ¡A,) et M 2 , M'2 (milieu JJL2) au-

ront leur seconde corde commune BB' perpendiculaire 

à A A' , car par A , A ' , B, B' passent deux hyperboles équi-

latères et par suite l'un des qualres points est l 'ortho-

centredu triangle formé par les trois autres. Le milieu I 

de BB' est donc à la fois sur les tangentes à (r< ) en pt, 

et ¡¿o, donc à leur point de rencontre, par suite si H 

est le pied de M jM^ sur A A ' , A H V P forment une 

division harmonique. La polaire de H par rapport à 

l 'hyperbole H< passe donc par P ; elle passe d'autre 

part au pôle M de M, M',, c'est donc la droite MP 

et elle rencontre HM,M' t en H' conjugué de H par 

rapport à M,M'4 . Les coordonnées de P sont et O 

(x étant l'abscisse de H ) . 

C e l l e s de H ' sont a? et ^ l l l - ^ 

de MP est donc 

Y 

•a ) 2 

yi+yt 
; l'équation 

ou 

X 

a 2 

x 

Xx -

( p - a ) 2 

P 

-PY- - a2 = o 

en tenant compte de a2— x2=(p— a ) 2 ; cette équa-
tion montre que M P est encore la polaire du point 
p.* ( x , p ) par rapport au cercle fixe 

&H- J — A — 

Quand le point ¡JL, décrit ( T f ) , la droite enveloppe 

donc la conique, polaire réciproque de ( T 4 ) par rap-

port à 
x1 -h y2 — a2 = o. 

(rt) passant par ( ) , centre de ce cercle, cette polaire 
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réciproque sera «ne parabole ayant O pour foyer, 
Oy pour a i e , y = a pour directrice et d'équation 

x2 -h 2 a y — a2 = o. 

Il est évident que toutes les propriétés de l'énoncé 
peuvent s'étendre à des coniques en en faisant soit une 
tranformation homographique, soit une perspective. 
Si I et J sont les homologues des points cycliques, 
l'homologue de ( C ) sera une conique passant par les 
homologues de A , A7 et par I et J, le pôle de 1J décri-
vant l'homologue de Oy. L'homologue de (C ; ) sera 
une conique passant par I, J et le pôle de IJ, tangente 
aux deux droites allant de A et A ' au point de ren-
contre de IJ avec l'homologue de O y. Mais il est à 
remarquer qu'à un cercle ( G ) ne correspondait qu'un 
cercle (C7) parce que le vecteur CC' avait un sens déter-
miné, cette restriction n'est plus possible quand on 
passe aux coniques. On trouverait donc, en même 
temps que la quartique homologue de (T ) , une 
deuxième quartique homologue de ( F ) , (Y1) étant la 
symétrique de (F ) par rapport à A A'. 
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CERTIF ICATS DE N A T I U I U T I Q I I I S &ËK£RAL£S. 

Gaen. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . I ° Intégrer Véquation différen-
tielle 

y'"— iy"-h 4y'— 8/ = cossa? -+- x'2e2x. 

2° Déterminer la solution y de cette équation telle quef 

si x est inJiniment petit principal, y soit un infinimentpetit 
du troisième ordre. Quelle est alors la partie principale 
des infiniment petits y, i — c o s y , arc siny, y — arcsiny? 

II. Etant donnés trois axes rectangulaires OX, OY, OZ : 
i° Montrer que les surfaces ayant pour équation 

\2(x2^- y2) — R2[>2-+- — X)*] = o, 

où R désigne une longueur constante donnée et X un 
paramètre arbitraire, sont des cônes de révolution autour 
de O Z . 

2° Chercher Venveloppe des génératrices de ces cônes 
situées dans le plan XOZ. En déduire la surface enveloppe 
de ces cônes. 

3° Considérant, parmi les trajectoires orthogonales des 
génératrices précédentes, celles qui passent par un point 
donné (quelconque) du plan XOZ, dire à Vaide de quelle 
construction géométrique on peut obtenir les centres de 
courbure en ce point des trajectoires considérées. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° En désignant par O X , O Y deux 
axes rectangulaires, et par x, y les mesures de l'abscisse 
et de Vordonnée d'un point en centimètres, construire la 
courbe 

y = io e~xi sin ix. 

Déterminer en particulier, à imm près, la valeur de la pre-

mière ordonnée maxima à droite de OY. 

2° A partir de quelle valeur absolue de x la valeur 

absolue de Vordonnée y reste-t-elle constamment infé-

rieure à -fô de millimètre ? 
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3° Calculer, d'une façon approchée, Vaire comprise 

entre OX et l'arc de courbe qui va du point O jusqu'au 

premier point de rencontre avec OX à droite de O. Indi-

quer l'approximation obtenue. 
( Juin 191o».) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . I ° Étudier la convergence de 

la série 

i -+- 3 a ? 3 - h 6x«-+-,.. - J-
2 

2° Vérifier que dans l'intervalle de convergence la 

somme y(x) de cette série vérifie la relation différentielle 

(i — & * ) y ' — 9 = o. 

Déduire de là une expression de la fonction y{x) qui 

la définisse pour toutes les valeurs de x. 

3° Calculer Y = / x*ydx, et développer cette fonction Y 

en série entière suivant les puissances de x. 

il. i° Etant donnés deux axes rectangulaires OX, OY, on 

propose de déterminer dans le plan XOY la courbe la 

plus générale satisfaisant à la condition suivante : si Von 

désigne par M un point quelconque de la courbe, par G le 

centre de courbure de la courbe en M, et par N le point 

d'intersection de la normale en M avec OX, le point N 
doit être le milieu de la distance MC. Faire voir que cette 

courbe est une cycloïde engendrée par un cercle de rayon 

arbitraire roulant sans glissement sur OX, et à laquelle 

on a imprimé, parallèlement à OX, une translation 

arbitraire. 

2° Assujettissant désormais la courbe à passer par le 

point O, considérant, parmi ses points d'intersection avec 

la partie positive OX, celui qui est à la plus petite 

distance de O, et désignant par A le point dont il s'agit, 

on propose de déterminer le centre de gravité de Varc OA. 

É P R K U V E P R A T I Q U E . — Les trois axes O X , O Y , O Z étant 

rectangulaires, on considère l'ellipsoïde de révolution 

dont les trois demi-axes, respectivement dirigés suivant OX, 
OY, OZ, ont pour longueurs 

O A = O B = I M , O C = AM. 
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i° Déterminer à icnl3 près le volume limité par l'ellip-

soïde, le plan X O Y , et le plan parallèle à XOY de cote y5cm. 

Déterminer à icm près la cote d'un plan P parallèle 

à X O Y , tel que le volume compris entre le plan X O Y , le 

plan P et l'ellipsoïde soit égal à 2M\ 
NOTA. — On donne TZ — 3,141 J9¿6535... ; on prendra dans 

les calculs le nombre de décimales utiles. 

(Novembre 1 9 1 2 . ) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. I° Intégrer l'équation diffé-
rentielle 

(0 y"— 3ay-h 2a2y = (bx -+- \)ebx, 

où a et b désignent des constantes données. 

On exprimera Vintégrale générale dans les quatre cas 

suivants : 

( a ) a o, b a , b ^ xa\ 

(P) a y¿ o. b = a: 

(y) a^o, b — ±a\ 

<8) « = o. 

20 Dans le cas 
a ^ o, b = a , 

déterminer l'intégrale particulière de l'équation diffé-
2 

rentielle(i) qui s'annule ainsi que sa dérivée pour x —— - • 

Quelle est, lorsqu'on fait varier a, l'enveloppe de la courbe 

intégrale correspondante ? 

3° Pour b — a = i, la courbe intégrale particulière 

spécifiée dans 2" est 
ex 

y — ( x -f- 2)2. 

Calculer l'aire comprise entre cette courbe, Vaxe O Y èt 

l'axe OX. 

II. Étant donnés deux axes rectangulaires OX, OY. on 

considère les deux paraboles 

( P ) y * — < x p x = o, 

<Q) x*-xqy = o. 

Sur ( P ) on prend un point M de coordonnées x,y: ta 
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tangente en M à ( P ) rencontre la parabole ( Q ) en deux 

points N , N' . 

Former Véquation dont les racines sont les abscisses 

des points N et N', et calculer les coordonnées X , Y du 

point I, milieu de NN', en fonctions de y^ ordonnée de M* 
2° Construire la courbe C, lieu du point I. 
3° Montrer que cette courbe G est tangente à la para-

bole ( P ) en un point A dont on calculera les coordonnées. 

Calculer le rapport des rayons de courbure de la 

courbe C et de la parabole ( P ) au point A . 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Etant donnés deux axes rectangu-

laires OX, OY, sur lesquels les abscisses x et les ordonnées y 

sont mesurées en centimètres : 

i° Construire la courbe 

y = x L ( i -+- x* ) 

(L désigne le logarithme népérien. On donne L . i o = 2,3o2(>). 
On calculera à l'aide des Tables de logarithmes les 

ordonnées des points d'abscisses J, 2, 3, et les coefficients 

angulaires des tangentes en ces points. 

2" Calculer avec trois décimales exactes, à l'aide du 

développement de y en une série entière par rapport à x, 

les ordonnées des points ayant respectivement pour abscisses 

<>, 2:> ; o , 5 ; 0 , 7 5 . 

3° Calculer avec deux décimales exactes Vabscisse du 

point ayant pour ordonnée 1 . ( J u i n 1 9 1 3 . ) 

Clermont-Ferrand. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° Soient deux axes rectangu-

laires Oxy. On donne sur Ox les points A et B tels 

que OA = B A = ni (1 > o). On décrit les cercles F et G 
qui passent par A et ont pour centres respectifs les 

points O et B . On fait rouler, sans glissement, G sur T de: 

manière que la vitesse angulaire du centre O' soit égale, 

à 1 , l'origine des temps étant l'instant ou ce centre est en B . 
Calculer, en fonction de t, les coordonnées du point M 

de C qui se trouvait e / i À à l'origine des temps. 
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2° Construire le centre de courbure en M de cette trajec-

toire. Montrer qu'il divise MI dans un rapport constant, 

I désignant le point de contact de G et T. 

3° Construire les vecteurs vitesse et accélération du 

point M. On montrera que le vecteur accélération se 

trouve sur la droite symétrique de MO par rapport à MI. 
4° Trouver les équations de la tangente et de la normale 

sous la forme canonique. En déduire que la développée se 

déduit de la trajectoire par une homothétie de centre O, 

suivie d'une rotation autour de O. ( Ju in 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — On considère la parabole d'équa-

tion polaire r — ! On prend son sommet A pour 

origine des arcs, la demi-tangente positive en ce point 

ayant pour angle polaire - • 

i ° Calculer, en fonction de 0, l'arc A M = sy l'angle 

polaire de la demi-tangente positive M T , l'aire du 

secteur AOM et le rayon de courbure en M. On vérifiera 

que la perpendiculaire en O à OM coupe le rayon de 

courbure en son milieu. 

2° Un point matériel, de masse 1, est assujetti à décrire 

la parabole sans frottement. 71 est, en outre, attiré par O 

suivant la force On le lance de A , dans le sens positif, 

avec la vitesse vQ. Déterminer et décrire le mouvement. 

Calculer la réaction en fonction de 6. Vérifier que, si v0 

est convenablement choisie, cette réaction est constamment 

nulle. Expliquer ce résultat. (Novembre 1 9 1 1 . ) 

É P R B U T E T H É O R I Q U E . — Soient trois aares reetangu-
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/aires O x y z et le point A de Oz qui a pour cote i . Sur OA 
comme diamètre, on décrit un cercle (C) dans le plan yO z. 

Soit d'autre part D la première bissectrice de zOx. 

i " On prend un point P sur (G) tel que l'angle de O y 

avec OP soit égal à cp. On le joint au point Q de D qui a 

même cote. On obtient une droite A, dont on demande les 

équations. Trouver l'équation de la surface ( S ) qu'elle 

engendre quand P décrit (C ) . 
a" On oriente \ de P vers Q. Désignant par M un point 

quelconque de A, on pose PM = p. Calculer les coordonnées 

de M en fonction de p et cp. 
3° Ligne de striction de ( S ) et paramètre de distribution 

relatif à A. 
3 4° Construire la section de ( S ) par le plan x = 
o 

5" Le point M, supposé de masse i , est attiré par O sui-

vant une force égale à OM. On l'abandonne de P sans 

vitesse initiale. Calculer p en fonction du temps. Calculer 

la réaction. 

Trouver les positions d'équilibre et l'équation polaire 

du lieu de leurs projections sur xOy. Construire ce lieu. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer le système d'équations 

différentielles 

dx dy 

Déterminer une solution telle que x = o,y = o pour t == o. 
Construire la courbe obtenue. 

Déterminer : i° l'aire comprise entre la courbe Ox et la 

droite x = i; 2° l'aire comprise entre la courbe et la 

droite x = i. 

Trouver les coordonnées des points d'inflexion à o, oi près. 

( J u i n 19 12 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . La droite x cos cp - h j ' s i n cp — p = o, 
où p désigne une certaine fonction de enveloppe une 

courbe (C ) . Soient M le point de contact, N le point de ren-

contre de la normale avec Ox, P la projection de l'origine 

sur la tangente. 

i° Déterminer la fonction p pour que Von ait constant' 
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ment 
M N 

n désignant une constante donnée. 

Montrer que pour une certaine valeur de n les 

courbes (C) [ainsi obtenues sont telles que le rayon de 

F i g . i . 

courbure en M soit fonction linéaire de p. Parmi les 

courbes parallèles à (G ) , il y en a alors une dont le 

rayon de courbure est triple de la normale limitée àOx. 

3" Construire une des courbes ( G ) trouvées dans ) et 

calculer sa longueur totale. 

I I . Une tige homogène, d'épaisseur négligeable, de 

masse m, de longueur 2/, peut tourner autour d'un axe 

horizontal O, qui lui est perpendiculaire en son milieu. 

A une extrémité A est fixée une sphère homogène, de 

Fig. 2. 

b 

rayon R , de masse M et de centre A . Le long de O B peut 

glisser une sphère identique à la première et dont on fixe 

le centre à une distance quelconque x de O. On obtient de 

la sorte un pendule composé dont on demande la durée 
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d'oscillation. Variations de cette durée quand x eroii 

de o à l. Calculer la longueur du pendule simple 

synchrone, en négligeant les rapports ^ et y • 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer les équations 

y'ih y A^+Br^+C cos(x + a) + x3. 

(Novembre 19 12 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Soient un trièdre trirectangle Oxyz 

et le point A de Ox qui a pour abscisse -4- 1. On considère 

le cylindre (G), qui admet pour section droite le cercle 

décrit dans xOy sur OA comme diamètre, et le cône de 

révolution (C ' ) , qui a pour sommet A , dont l'axe de révo-

lution est parallèle à Oz et dont l'angle au sommet vaut 

un droit. Ces deux surfaces se coupent suivant une 

ligne (T). 

i° Calculer les coordonnées d'un point quelconque M de 

cette ligne en fonction de l'angle polaire <p de sa projec-

tion sur xO y. 

2° Trouver les équations des projections de (T) sur les 

plans de coordonnées et construire ces projections. 

3° Trouver l'équation du conoïde droit qui a pour axe O z 

et dont les génératrices s'appuient sur (T). Prouver que 

les plans qui passent par Ox coupent ce conoïde suivant 

des ellipses. Lieux des sommets et des foyers de ces ellipses. 

4° Montrer que ( F ) est une sphère (£) de centre O et 

calculer l'aire de la surface qui limite le volume commun 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Trouver une solution de l'équation 

différentielle 

telle que y — h, y' = o, pour x = o. 

Construire la courbe qui représente, cette fonction. 

Déterminer les points où la tangente est parallèle à Ox, 

et le rayon de courbure en ces points. ( Juin 1913») 

à ( G ) et ( S ) . 
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C O R R E S P O N D A N C E . 

M. G. Fontené. — On a inséré dans le fascicule du mois 
de mai la note qui annonçait en 1892 la publication de YHy-
perespace. Je dois dire que ce titre était mal choisi, car il 
n'indique pas l'idée nouvelle que j'ai introduite; et, si j 'avais 
à le refaire, je me bornerais à montrer que, dans l'espace réel, 
même supposé euclidien, les propriétés métriques d'une 
corrélation générale sont analogues à celles d'une pola-
rité réciproque, en un mot que les idées de Cayley peuvent 
être étendues. Quoi qu'il en soit, je conseille à ceux qui vou-
draient prendre connaissance de cette théorie de lire d'abord 
une Note insérée au Bulletin de la Société mathématique 
pour 1898, Note dans laquelle j'ai considéré les choses en 
Géométrie plane, et peut-être une autre Note parue dans le 
même recueil en 1904. Il y a lieu, d'ailleurs, de laisser de 
côté, dans une première lecture, l'Avertissement placé en 
tête de l'Ouvrage. Si le point de vue auquel je me suis placé 
rend assez pénible la lecture de cet Ouvrage, je crois pouvoir 
dire qu'il renferme une idée susceptible de donner lieu à des 
développements intéressants. 

E.-N. Barisien. — Au sujet de la solution 2201 (1914 
p. 287-288). — M. T. Ono donne comme valeur commune des 
deux intégrales de l'énoncé 

T 1 ab(a2— 3 62 

71 [ l i a * — ¿ > 2 ) 2 ( a ^ ) 2 4(a 2 —¿> 2 ) 2 (a 6 —¿> 6 ) 2 

~~ 4 ( a 4 — 6 4 j 2 ( a 6 — ¿>6)2 ~~ ( a * — ¿>4)(«e_ b*)* J ' 

alors que je trouve 

7r[2(a 2H- -h 3 a 6 ( a 2 - f - 6 2 ) 2 — a 3 6 3 ] 
4 (a-*- 6 ) 3 ( a 2 - h b*)*(a*-+- ) (a 4 a 2 è 2 - h 6 4 ) 2 ' 

résultat dont je suis certain et qui n'est pas équivalent au 
résultat de M. T . Ono. 
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S O L U T I O N S DE Q U E S T I O N S P R O P O S É E S 

2202. 
(1913, p . 96.) 

Soient A, B , G, D quatre sommets d'un parallélépipède, 
tels que deux quelconques d'entre eux soient les sommets 
opposés d'une même face du polyèdre. Soient G a un cône du 
second ordre inscrit dans le trièdre formé par les trois 
faces qui se coupent en A; G^, Gcet G^ les cônes parallèles 
à G a ayant leurs sommets respectifs en B, C, D. 

Démontrer que les quatre cônes passent par un même 
point. 

THÏÉ. 
S O L U T I O N . 

Par M. R. B. 

Prenons comme tétraèdre de référence ABCD, et soit 

(i) x-+-y-hz-ht = o 

l'équation du plan de l'infini. 
Les faces du parallélépipède qui se coupent en A sont les 

plans menés par AB , AG et AD parallèlement aux arêtes CD, 
DB et BC respectivement. Elles ont pour équations 

z -+- t — o, t y — o, y -+- z = o. 

L'équation d'un cône G a inscrit à ce trièdre peut s'écrire 

(•2) ± s/a{z + t)±.s/b(t-+-y)±s/c{y-+-z) = o. 

On forme immédiatement l'équation du cône G^ en rem-
plaçant dans l'équation (2) t y par — (¿r-h z) et y-h z 
par — (x -+- t ), ce qui donne 

( 3 ) ± \/a(z -4- t ) f — b ( x - h z ) d z s/— c ( x - h t ) = o. 

En effet, cette équation est bien celle d'un cône ayant son 
sommet en B et ayant la même conique à l'infini que le 
cône G a , à cause de l'équation (1). 

On formera de même les équations des cônes Gc et Ga : 

(4) ± s/—a(x^J)±.s/b{t+-y) ± / - c ( a ? + i ) = o, 
(5 ) dt s/— a(x-+-y)± y/— b(x-hz)± ^/c(y-hz) =0. 
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Dans les équations (2) , ( 3 ) (4) et (5) , les signes radieaux 
sont arbitraires. On peut les choisfr de manière à mettre en 
évidence le fait que les quatre cônes ont un point commun. 
On prendra par exemple les formes 

sja{z -4- t) -4- y/b(t -hy) -+- sj c(y z) = o, 

— yja^z -+- t) -4- \J— b(x H- z) -h c(:r t ) = o, 

sj— a(x -+-y) — \fb(t+y) — y/— c(a?-+- t) = o, 

— yj — a ( x -+- y ) — y/—b(x-sr-z) — \/c(y z) =0. 

En ajoutant ces équations membre à membre, on obtient 
une identité, ce qui établit la proposition énoncée. 

Remarque. — On peut supposer que les quatre cônes G a , 
Oc, Oa sont de révolution. Si M est leur point commun, 

ils sont tangents à un même cône de révolution, de sommet M 
et parallèle à chacun d'eux. 

Si l'on coupe la figure par un plan P, perpendiculaire aux 
axes des cônes de révolution G«, G ^ etc., il est facile de voir 
qu'on est conduit au théorème suivant : 

Soient a, p, y les trois côtés d'un triangle et a', P', y' les 

côtés d'un second triangle respectivement parallèles à ceux 

du premier. Les cercles inscrits dans les quatre triangles 

(a¡3y) , (a ¡3 'y ' ) , (a' ¡3y'), ( a ' p ' y ) sont tangents à un même 

cercle. 

J 'ai démontré autrement ce théorème (dont on précise 
l'énoncé en introduisant la considération des demi-droites et 
des cycles), dans un article des Nouvelles Annales (4e série, 
t. VII , 1907, p. 49O. Voir aussi, dans le même recueil, un 
article de M. M. Fouché (4e série, t. VI I I , 1908, p 1 16) . 

Autre solution de M. T. ONO. 

QUESTIONS. 

2222. — Soient ( E ) une ellipse ayant pour axes Ox et Oy, 

M un point de cette ellipse. La tangente en M à ( E ) coupe 
Ox et Oy en a et ¡3 ; la normale les coupe en a' et Soient ( P ) 
la parabole tangente en O à Ox et touchant les parallèles à 
la normale et à la tangente, menées respectivement par a et a'; 
f P ' ) la parabole analogue, obtenue en remplaçant Ox par Oy. 
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i ° Démontrer que les paraboles ( P ) et ( P ') ont même axe et 
même foyer ; 

2° Donner une construction géométrique simple de l 'axe et 
du foyer communs. 

F . B A L I T B A K D . 

— Soient M et M' les extrémités de deux demi-diamè-
tres conjugués, F et F ' les foyers d'une ellipse. Trouver le lieu 
du point d'intersection de MF, M ' F ' ou de MF' , M'F . 

T . O N O . . 

2224. — Étant donnés deux triangles A B C , A ' B ' C ' , si les 
parallèles menées par A', B', C' respectivement à BC, CA, A B , 
rencontrent les droites B 'C f , C 'A ' , A ' B ' en trois points colli-
néaires, de même, les parallèles menées par A, B, C respecti-
vement à B ' C , C 'A ' , A ' B ' , rencontrent BC, CA, AB aussi en 
trois points coliinéaires. 

N . A B R A M E S C U . 

2225. — Soient T et C une conique et le cercle, inscrits 
dans le triangle ABC. Trouver le lieu du point de contact de 
la conique variable F avec la quatrième tangente commune au 
cercle C et à la conique F. Étudier le cas particulier quand la 
conique F est une parabole. 

N . A B R A M E S C U . 

2226. — On donne une ellipse (ou une hyperbole) et un 
cercle ayant le même centre; trouver le lieu du point d'inter-
section des tangentes menées à la conique par les extrémités 
d'un diamètre du cercle. 

T. O N O . 

2227. — Le lieu du point d'intersection des normales 
menées aux extrémités des diamètres conjugués d'une ellipse 
est une courbe du sixième ordre. 

T . O N O . 

2228. — Etant dônnés deux faisceaux de cercles o et cp', on 
associe, à chaque cercle du faisceau cp, le cercle du faisceau cp' 
qui lui est orthogonal. Démontrer que le lieu du centre du 
cercle qui passe par leurs points d'intersection et par un point 
fixe du plan est une conique. 

R . G O O R M A G H T I G H . 
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[ O ^ b , © ] 

D É T E R M I N A T I O N DE LA T A N G E N T E ET DU R A Y O N DE 
C O U R B U R E EN UN P O I N T DE C E R T A I N E S C O U R B E S 
P L A N E S ; 

PAR M. R. B O U V A I S T . 

P R E M I È R E P A R T I E . 

T H É O R È M E . — • Soient / + X c p = o un faisceau 
linéaire de courbes algébriques planes, les courbes 
de base f et cp étant de degrés m et n, et T la courbe 
du faisceau passant par un point O du plan. 

i° La tangente à T en O passe par Vintersection 
des droites polaires de O par rapport à f et cp. 

2° Si Q et Q<, Q ' et Q , sont les intersections de 
la tangente en O avec les coniques polaires de O 
par rapport à f et cp, P et P7 les intersections de la 
normale en O avec les droites polaires de ce point 
par rapport à f et cp, le rayon de courbure de la 
courbe T au point O est donné par la formule 

m n 
Ô P ~ ÔP7 

p — 
r m(m — i ) n ( n — i ) 

O Q . O Q ' ~ O Q T . O Q ; 

i ° Les droites polaires du point O par rapport à 
toutes les courbes du faisceau f - f - Xcp passent par un 
point fixe, qui doit être sur la tangente en O à T, tan-
gente qui est la polaire de O par rapport à T. 

2° Soient 

f = fm -+-fm-1 "H • • • 
-h A ¿r2-h 2 B xy + G / 2 + î D x y -\-¥ = 0 , 

-h K'x^-h iB'xy-+- C'y*-h 2 D ' x -h zE'y-h F ' = o 

Atin. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Août-Sept. 1914.) 2 2 
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les courbes de base du faisceau^ les axes étant la tan-
gente et la normale en O à la courbe T. Si p est le 
ra j on de courbure de T en O, on a 

_ fy+Xjy _ E - f - À E ' 
~ A H - X À ' ' 

ou, puisque F -f- — o, 

E _ £ 
F F' 

P = M R 
F F' 

2D x iJL y m¥ = o, 

2 D'x -h 2 E 'y -i- « F ' = o ; 

Les droites polaires de O par rapport à / et cp sont 

2D x -4- 2 E 
2 D'a? -f- 2 E' 

les coniques polaires sont 

A x*-h2B xy -\-Cy*-h(m — I ) ( ÎD x-hiEy)-\- p _ 

A 'ÎT2^ -f- C y * 4 - ( n — 1 )(2 D'à? -f- 2 E » 4- F ' = o ; 

on en déduit 

2 E 2 E 

OQ.OQi = F , QQ ' .QQ ' 1 = 
2 A 2 A 

d'où 
m n 

OP OP7 

P = " m ( m — 1 ) n ( n — 1 ) 

OQ.OQ' OQi.OQ', 

R E M A R Q U E . — Si l 'on désigne par A I ? A 2 , . . A M les 
points d'intersection d'une droite O A 4 A 2 . . . avec /, 
la droite polaire de O par rapport à f est le lieu des 
points P, tels que 
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la conique polaire de O par rapport à f est de même 
le lieu des points Q tels que 

m 

( Ô Q ~ " Q X ; ) ( Ô Q = O ; 

i 

on voit donc que, si Ton peut déterminer ies points 
d'intersection de deux droites passant par O avec / 
et o, on peut construire la tangente en O à T, et si de 
plus on peut déterminer les intersections de cette tan-
gente avec f et <p, on peut construire le rayon de cour-
bure de T en O. 

Construction de la formule 

OP OP' 
m (m — i) n(n — i) 

La droite 
OQ.OQ' O Q l O Q ; 

x 
OQ.OQi 

y 
OQ.OQi 

Xm(/n — i ) (m — i )OP 
OQ'.OQ'j ) OQ'.OQ', 
ln{n — i ) ( n - i ) O P ' 

coupe visiblement la normale O y au point d'ordon-
née p. Le cercle P Q Q i coupe O y en P* ; le cercle P P , A , 
A étant un point quelconque de coupe Ox en R ; 
on a 

OPi = 
OQ.OQi et OR 

_ O P . O P ! _ O Q . O Q i . 
OP OA ~ OA 

de P4 et R on déduit le point S de coordonnées 

OR OP t 

m(m — 1)' m — i' 

on construit de même le point S' en partant des 
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points P' , Q' , Q', ; la droite TS ' coupe O y en T et 
l 'on a O T = o. 

C A S P A R T I C U L I E R S . — I ° Courbes A | .. » A ^ = 
— Nous supposons que A / = x cosa; -+-y s i n a , — ; 
les courbes considérées sont donc les courbes n'ayant 
pas de points communs à distances finies avec leurs 
asymptotes. 

Détermination de la tangente. — Dans le cas 
actuel, la courbe cp est la droite de l'infini; la tangente 
en un point O de la courbe considérée est donc paral-
lèle à sa droite polaire par rapport aux asymptotes. 

Détermination du rayon de courbure. — La for-

mulegénéraledonne(/i— i)p = ^^Qp ^ 9 c e r c l e P Q Q ' 

coupe la normale en N et O N = ( / i — i ) p . Les 

points Q et Q ' sont d'ailleurs symétriques par rapport 

à O. Dans le cas des coniques, on a les propositions 

suivantes : 

La tangente en un pointai d'une hyperbole coupe 
les asymptotes en A et B; la parallèle à AB, menée 
par le centre de la courbe, coupe la normale en M au 
point N ; le cercle ABN coupe la normale en un 
point N ; tel que MN7 est égal au rayon de courbure 
en M. 

Et encore : 

O A et OB étant un couple de diamètres conjugués 
d^une ellipse de centre O, la perpendiculaire 
abaissée de O sur la tangente en A coupe cette tan-
gente en P, la perpendiculaire élevée en B à la 
droite PB coupe OP en P', PP ; est égal au rayon 
de courbure ou point A . 

Remarquons aussi que la méthode ci-dessus s'ap-
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plique à la conchoïde de Ktilp x2 (y2 + a2) — ah = o 
{Nouvelles Annales, 1 9 1 3 , p . 1 9 3 ) . 

20 Courbes du troisième ordre. — L'équation 
d'une courbe de degré m peut s'écrire sous la forme 
A, A2 ... A w - { -© m _ 2 = :o , A,, A2, ..., Am étant les asymp-
totes de la courbe, <pm_2 un polynome de degré m — 2 
en x et y; la méthode générale s'appliquera donc à 
toutes les courbes, telles qu'on puisse déterminer la 
droite et la conique polaire d'un point par rapport à la 
courbe <pm_2 = o : c'est le cas des courbes du troisième 
ordre pour lesquelles on a At A2 A3 + a2 A4 = o ; on voit 
donc que : 

La tangente en un point quelconque d'une courbe 
du troisième ordre passe par Vintersection de la 
droite polaire de ce point par rapport aux asymp-
totesf et de la droite joignant les points d'inter-
section de la courbe et des asymptotes. 

La formule générale donne pour expression du rayon 
de courbure 

_ O Q . O Q ' _ O Q . O Q '  
p ~ 2 O P 6 0 P ' ' 

expression qui se construit immédiatement. 
Remarquons enfin que la détermination de la droite 

et de la conique polaire d'un point par rapport à trois 
droites est particulièrement simple ; on sait en effet que 
si O est le point donné et ABC le triangle des trois 
droites, les droites A O , BO, GO coupent BC, C A , A B 
en a, ¡3, y ; les droites y a, a ¡3 coupent BC, CA, AB 
en L , M, N ; la droite L M N est la droite polaire de O, 
et la conique polaire est circonscrite au triangle A B C 
et admet pour tangentes en A , B, G les droites L A , 
MB, N C . 
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3° Courbes du quatrième ordre. — Pour ces 

courbes on a 
Ai A2 A3 A4 a 2 cp2 = o, 

la courbe = o étant une conique ; donc : 

La tangente en un point d'une courbe du qua-
trième ordre passe par Vintersection des droites 
polaires de ce point par rapport aux asymptotes, et 
par rapport à la conique passant par les points 
d'intersection à distance finie de la courbe et de ses 
asymptotes. 

Le rayon de courbure s'obtiendra en construisant, 
comme il a été dit plus haut, la formule générale. 

R E M A R Q U E . — Pour obtenir la droite et la conique 
polaire d'un point par rapport à quatre droites A<, A2, 
A3, A4, on remarquera que la droite et la conique 
cherchées coupent A/t par exemple aux points d'inter-
section de cette droite avec la droite et la conique 
polaire du point donné par rapport à A,, A2, A3. On 
construirait de même la droite et la conique polaire 
d'un point par rapport à un système de n droites. 

4° Courbes d'ordre supérieur au quatrième. — 
Pour ces courbes A< A 2 . . . A/,-hcp/,_2 = o la méthode ne 
s'appliquera que si la courbe se décompose en 
un système de droites et de coniques, tout au moins 
dans le cas général. Remarquons encore que la méthode 
générale s'applique aux courbes 

Aj A2 . . . Aw -4- X AJ Ao . . . A'p = o 
ou 

Ai == x cos cti y sin — ; 

elle conduit en particulier à une solution très simple du 
problème suivant : Construire le rayon de courbure 
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en un point d'une conique déterminée par cinq 
points, 

R E M A R Q U E . — La nature des points à l'infini d'une 
courbe pouvant modifier à la fois la construction de la 
droite et de la conique polaire d'un point par rapport 
aux asymptotes, et la courbe o n aurait, en envisa-
geant les divers cas qui peuvent se présenter, un grand 
nombre de propositions particulières qui ne peuvent 
trouver place dans un exposé aussi sommaire. 

En voici quelques exemples : 

Soient T une cubique admettant une asymptote 
simple D coupant la courbe en À, et une asymptote 
de rebroussement A, M un point de la courbe, la 
parallèle à D menée par M coupe A en M, ; si Von 
prend sur O M , le point tel que OM', = 3 OM<, la 
droite passant par M'4 et l'intersection de D et de A, 
coupe la parallèle à A menée par A en T ; T M est la 
tangente à T en M. 

Soit F une cubique circulaire passant par son 
foyer singulier F et d'asymptote D; soient M un 
point de la courbe, A la perpendiculaire menée à 
M F en F , les parallèles à D et A menées par M. cou-
pent A en M|, D en M2 ; si l'on prend sur O M , et 

OM2 les points M t et M', tels que O M \ = * Ô M , , 

= 3 0 M 2 , la droite M'tM'2 coupe la tangente 
en ¥ à T en T , T M est la tangente à T en M. 

Soit T une quartique bicirculaire à asymptotes 
d'inflexion; soient M un point de cette courbe, F et F7 

les foyers singuliers ; la tangente en M à T est paral-
lèle à la polaire de M par rapport aux perpendicu-
laires en F et F à M F et MF7 . 
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D E U X I E M E P A R T I E . 

Considérons dans le plan n points fixes P 4 , P 2 , . . • , P „ , 
et supposons que les distances r 4 , r 2 , . . . , rn d'un point 
variable O à ces points fixes soient liées par la relation 

r 2 , ..., rn) = o ; dans ces conditions le point O 
décrit une courbe C ; déterminons la tangente et le rayon 
de courbure en O à cette courbe. 

Prenons pour axes la tangente et la normale 
en O à C ; nous avons 

donc : la normale au point O de la courbe C est la 

résultante des vecteurs OS/ = f'ri portés sur OP*. 

Cette construction est bien connue. 

Le ravon p en O est donné par la formule 

d'où, en remarquant que 

n 

Jy 

ou, en désignant par a; l 'angle # O P 

n 

rix~ cosa/ et r"ixi = 
sin2 a i 

ri 
7'iy— Sina/: 

n 

i 
p = n n 

2 ( A cos*a/4-2/ ; 
cu . X! sin2a/ 
r . r . cosa/cosa y ) 

Cette formule conduit à des constructions géomé-
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triques simples dans un certain nombre de cas que 
nous allons étudier rapidement. 

i ° Courbes nK rK + n2r2-{-...+ nnrn = K . — Nous 
aurons 

i ni sin2a/ rii sin-

? ^ rij sin g/ 

la perpendiculaire élevée en P/ à la droite OP/ coupe la 
normale en O au point N/ et Ton a 

d'où 

7 ni sin a, 

sina/ i 

~ = O N ; 1 

— ' v ln's,n a ,\ 
~2d V"ÔNT/ 

Pour déterminer la normale en O nous avons porté 
sur les droites OP/des segments OS/ — AI/ et nous avons 
pris leur résultante, la longueur de cette résultante est 
égale à S «¿ sin a/, et si T/ est la projection de S/ sur la 
normale, O T / = aì/sin a/. Nous sommes donc ramenés 
à construire un segment p déterminé par la relation 

m n l 

p """ onT"*" O N ! " 4 " " ' - * " Ô N 7 

connaissant les quantités m, ai, . . . , I et les points 
N i , N 2 , . . . , N n. La construction est immédiate, il suffit 
de déterminer les points N'. tels que ON/. ON',- = K 2 , de 
construire le point C' tels que 

OC = ï ; y 

et enfin le point C tel que O C . O C ' = K 2 ; le point C 

sera le centre de courbure cherché. 
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R E M A R Q U E . — Parmi les courbes étudiées se trouvent 

les quartiques bicirculaires pour lesquelles, r 2 , /'3 
désignant les dislances d'un point de la courbe à trois 
foyers, on a lrK -f- mr2 + nr3 = o, et les cubiques 
circulaires qui correspondent au cas où / riz m ziz n = o. 

CAS PARTICULIER. —• Un cas particulièrement simple 
est celui des cartésiennes pour lesquelles on a 
ns rh + n2 r 2 = K. 

Supposons par exemple n{ et n2 de même signe, la 
normale sera comprise entre les droites F O , F 'O , F et 
F ' étant les foyers (cette supposition ne diminue 
d'ailleurs en rien la généralité du raisonnement quiva 
suivre); soit xOxf la tangente en O ; posons 

F O # = a, F C h r ' = B ; 
nous aurons 

rii sin2a /¿9 sin2 {à 
1 r, r2 

n { sin a -h n2 sin 3 

nous avons aussi rts cos a = /i2 cos ,3 et en désignant par 

N l'intersection de la normale avec F F ' : 

ON( i\ cos a -h r2 cos 43) = r{ r2 sin (a -H 3), 
d'où 

/*i cosa-h/'<» cos ô 0 sin2a sin2 3 
^ = r * C 0 S ^~ON~ + r i C O S a - ô ^ ' 

la perpendiculaire élevée à O N en N coupe O F en A , 
O F ' en A ' ; les perpendiculaires à ces droites en A et A ' 
coupent O N en B et B ' ; on a 

sin2 a _ 1 sin2 ¡3 1 

d'où 
T1 COS OC -F- /*2 COS [3 / ' 2 c o s 3 /'I C O S « 

P = G B h OB' ' 
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relation qui montre que le rapport anbarmonique 
OB CB , , , r 2 cos fi 0<t>' r , , . , 

—T7 : -TfT-, est égal a = , L dés ignant le centre 
OB GB D r j cos a O9 0 

de courbure en O, cp et <p7 les projections de F et F7 sur 
la tangente xOx\ d'où la construction suivante : 

Soit O un point d'une cartésienne de foyers F 
et F7, soit N le point d'intersection de la normale en O 
avec FF 7 , soient f et cp7 les projections de F et F7 sur 
la tangente en O ; la perpendiculaire à O N en N 
coupe O F , OF 7 en A et A7, les perpendiculaires à 
ces droites en A et h! coupent O N en B et B7, les 
droites Bcp7 et B7© se coupent en K , la projection du 
point K sur O N est le centre de courbure en O . 

R E M A R Q U E . — Si nK = zb 1, n2 = ziz 1, on retrouve la 
construction classique du centre de courbure en un 
point d'une conique. 

2° Courbes r , r2 •.. rn= K " . — On a 

i=n i—n 
sin2 a i 

}_ _ / = 1 
0 

^ i c o s a / c o s a y ^ sin^c 
ÂmÀ riTj 

sin q/ 

011, en désignant par T/ et N,- les points d'intersection 
de la perpendiculaire en P t à 0 P f avec la tangente et la 
normale en O , 

i 2 0 T , 0 T y 

p = y 1 

jLà ON',-
Posons 

OTf.OTy = ÔM/, OMi .OM^= l*, ON/.OiNÎ== 
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nous aurons 

p . ON/ 

une suite de moyennes proportionnelles donnera donc 

le segment p. 

Cassiniennes. — L'équation des cassiniennes est 
r { r2 = K 2 ; en employant les notations qui nous ont 
servi dans le cas des cartésiennes, nous aurons 

i _ _ / - 2 s i n 2 a - h r 2 s i n 2 ¡3 — i r x r 2 c o s a c o s [J 

p ~ r 1 r 2 ( s i n a r 2 - h s i n p / ' i ) ? 

d'où, en tenant compte des relations 

r 2 c o s a = r t c o s ¡ 3 , 

O N O Î c o s a - H r 2 c o s ^ ) = r x r 2 s i n ( a H - p ) : 

r 2 c o s 3 r*j c o s a 

„ C O S ( T T — 2 a ) C O S ( 7 1 — 2 3 ) 

= 7'2 c o s p ÔN h r i C 0 S a ON ' 

et le raisonnement employé dans le cas des cartésiennes 

nous conduit à la construction suivante : 

Soient O un point d1 une cassinienne de foyers 
F et F ' , N le point d'intersection de la normale en O 

avec F F ' , <p et es/ les projections de F et F 7 sur la 
tangente enO\ la perpendiculaire à O N e n N ren-
contre les droites O A et O A ' symétriques de la 
normale O N par rapport à O F , OFr en A et A 7 ; 

si Von porte sur O N les segments O B = O A , 

O B 7 = O A ' et que Von joigne les points B , <p7, B 7 , <p, 

les droites Bcp7, Bcp se coupent en K , la projection 
de K sur O N est le centre de courbure en O . 



( 349 ) 

R E M A R Q U E . — Précisons la construction précédente; 
elle se déduit immédiatement de la formule ( a ) , qui 
peut s'écrire 

0 < p ' - t - 0 c p _ _ 0 < p ' Ocp 

Ô G ~~ " Ô B Ô B 7 ' 

avec 
i _ oos(7t — 2 a) 

Ô B ~ O N ' 

Ï COS(7T — 2 ¡ 3 ) # 

Ô F = O N ; 

l 'équation de la courbe étant rK r2 = K 2 , la normale est 
toujours située dans l'angle F O F ' , et l'on a 
un seul des cosinus, cos ( I R — 2 a ) , C O S ( T T — 2 ^ ) peut 
être négatif ; la construction précédente sera absolument 
générale, si l'on porte le segment O B correspondant 
au cosinus positif dans le sens O N , le segment OB7 

correspondant au cosinus négatif dans le sens 
opposé. 

G É N É R A L I S A T I O N . — Considérons d'une façon plus 
générale la courbe r r n = K m + " ; la formule générale 
appliquée à ce cas particulier donne, si l 'on tient 
compte de la relation mr2 cos a = n r{ cos (3, 

ri cos a -+- r 2 cos ,3 

P 

„ cos(7r — 2 a ) c o s ( r — 2.3) 
= r 2 cos p ^ -4- ri cos a Q N > 

formule identique à celle trouvée dans le cas des cassi-
niennes ; la construction donnée du centre de courbure 
en un point de ces courbes s'applique donc aux courbes 
r™ r\ = Km+n quels que soient les exposants m et n. 

3° Courbes />f r* » - f -K9 . — 
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Nous aurons 
c =/i 

I / = 1 

P 

^ i) cos2a/-f- sin2a/] 

2 ^ P i r } * " 1 

ou, en posant X//?//*̂  1 = ¡Ji?~2a/, 

^ ~T — 0 cos2a/-4- sin2a/] 
_I_ 1 

¿ = /l P 
V a/sina,-

i—ï 

on obtiendra donc o par une série de quatrièmes 

proportionnelles. 

CAS PARTICULIER. — Dans le cas de la courbe 

pr™ -Jrqrn2 = on a 

r { cosa -+• r 2 cos B /'2 cos S . 
— - = r [(m — i) cos2a -h sin2«l 

p ON 

+ ^ ¿ F [ ( « - > ) c o . * p + . in«p], 

formule qui conduit à une construction identique à 
celle donnée pour les cartésiennes et les cassiniennes, 
après avoir construit les segments 

i _ (m — i) cos2a -h sin*a 
ÔB " ON ' 

i _ (n — i )cos 2 |3 -hs in 2 f t 
Ô F ~ ON 

T R O I S I È M E P A R T I E . 

Considérons dans le plan un certain nombre n de 
droites fixes A, , A2, An, et supposons que les 
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distances d'un point O variable du plan à ces droites 
soient liées par la relation / ( A < , A2, A„) = o 
(A/ = x cos a/ -hy sin a,—/?/); le point O décrit une 
courbe C, dont nous allons déterminer la tangente et le 
rayon de courbure en O . 

Si les axes sont la tangente et la normale en O, nous 
aurons 

y'x~ o, d'où ^ / ^ . c o s a / = o ; 

donc la tangente en O est la résultante des vecteurs 
OS¿zzzf'fr. portés sur les perpendiculaires abaissées 
de O sur les droites iixes. 

Quant au rayon de courbure en O , il est donné par 
la formule 

P - 4 -J X* 
2 cos 2 a//^-4- cosa,- c o s a j f ^ 

Appliquons cette formule à quelques cas particuliers, 

i0 Courbes n{ A" -f- n2 A J - K . . -h np A* = K X —Nous 
aurons 

^ ^ zi/A" 1 sin a/ 

^ — 
(n — i ) ^ cos2a/ 

d'où, en posant = an~3 m, 

t ^ w / A / s i n a / 
p = » 1 n — i v ^ 

> Ui cos2 a/ 

formule que l'on construira par une série de quatrièmes 

proportionnelles. 
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Cas particulier. — Supposons ni — i , n = 2, 

A/ sin a/ 

P = — 

2 cos2az-

La parallèle à une droile A,-, menée par O, coupe 
en M/la parallèle à la tangente, menée par l'extrémité 
du vecteur résultant des distances du point O aux 
droites A/; la perpendiculaire à OM/ en M/ coupe la 
normale en N/, et l'on a 

n 

P 

construction qui s'appliquera en particulier pour 
l'ellipse A 2 - { -A* = K.2 qui admet A, et A2 pour dia-
mètres conjugués égaux. 

20 Courbes 

Ai A2 . . . A„ = K», A, A2 . . . A„ + X A; A2. . . A^ = K«. 

L'application à ces courbes de la méthode ci-dessus 
conduirait aux mêmes résultats que celle exposée dans 
la première partie. 

Q U A T R I È M E P A R T I E . 

Considérons, dans le plan, AI points fixes et p droites 
fixes, et supposôns que les distances d'un point 
variable O du plan à ces points et droites fixes soient 
liées par la re lat ion/(r , , A*2, rn\ A,, A2, ..., A ^ ^ o ; 
le point O décrit une courbe C; nous allons déterminer 
la tangente et le rayon de courbure à C en ce point. 

Prenons comme axes la tangente et la normale à C 
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en O . Nous aurons y ^ = o ou, en désignant par a, et 0, 
les angles que la direction positive de l'axe des x fait 
avec la droite joignant l 'origine au point fixe P/, et avec 
la normale menée de l 'origine à la droite A,, 

n p 

2 c o s a ; / 4 . c o s 6 / = o. 
1 1 

La tangente est donc la résultante des vecteurs 

O A i = f ' n portés sur les droites O P / e t d e s vecteurs 

OB/ = /A. portés sur les normales issues de O aux 

droites A/. 

Le rayon de courbure en O sera donné par la 
formule 

n p 

V si n a/ 4- V fn cos 01 

Q — fy _ i T 

^ " Û T T ; — 1 R 
1 (/a? cos2a,-f- a/^.^. cos a,- cos «y) J 
j î \ 

) n , P V P , [ 
I -+- a^/A , - / - , - c o s a ' c o s 2 e ' \ 

C A S P A R T I C U L I E R S . — i ° Courbe r { e A t = o, 
conique de foyer F , de directrice A et dexcen-
tricité e. — Des formules précédentes on déduit immé-
diatement que : 

La tangente en un point M d une conique de 
foyer F et de directrice A passe par le point d'inter-
section de la directrice avec la perpendiculaire 
élevée en F ci la droite M F . 

La directrice A et la perpendiculaire élevée 
en F à M F coupent la tangente et la normale, 
en A et B, P et Q ; /' antiparallèle à AB , menée par 
A , coupe la normale en B'; Vantiparallèle à BP , 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Août-Sept. 1914 ) 
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menée par B7, coupe la tangente en A ' ; la parallèle à 
la tangente menée par B7 coupe la parallèle à la 
normale menée par A ' en N , la droite F N coupe la 
normale en N' , ON 7 est égal au rayon de courbure 
en O. 

2° Considérons comme deuxième et dernier exemple 
les cubiques circulaires r\— a2 A 2 = o ; l'application 
des formules données montre que : 

La symétrique de Vasymptote par rapport à un 
point M d'une cubique circulaire de foyer singu-
lier F coupe la droite joignant les points d'inter-
section de la cubique et de ses asymptotes en P; la 
conjuguée harmonique de MP par rapport à ces 
deux droites coupe la perpendiculaire élevée en F 
à M F en Q , M Q est la. tangente en M. 

La formule du rayon de courbure nous conduirait à 
une construction identique à celle indiquée dans la 
première Partie. 

[ 0 * 2 6 ] 

C O N S T R U C T I O N DU CENTRE DE C O U R B U R E 
DE LA CONCHOÏDE DE K U L P ; 

PAR M. F. B A L 1 T R A N D . 

La conclioïde .de Kulp est définie de la façon sui-
vante ( ' ) : On donne un cercle C de centre O, de 
rayon a et la tangente A T à l 'extrémité A du dia-
mètre A A ' ; un rayon variable rencontre C en P et A T 
en N ; les parallèles menées par P et N respectivement 

(*) Voir Nouvelles Annales, igi3, p. 5^5. 
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à A T et O A se coupent en un point M, dont le lieu est 
la conchoïde de Kulp. 

Prenons comme axe des x le diamètre O A , comme 

axe desjK le diamètre perpendiculaire; désignons parx 
et y les coordonnées de P, par Ç et t\ celles de M, par X 
et Y les coordonnées courantes. 

L'équation du cercle C est 

X2 + Y2 — a2 = o. 

On a entre les coordonnées de P et de M les rela-

// 

R 

r ^ in, y 

tions 
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La tangente en M à la conchoïde a pour équation 

Y — = ( X — x). 
x x-y 

Elle passe par le point de coordonnées %x et — ^y» 

Menons la perpendiculaire en O à OP. Elle coupe 
la droite A T en un point dont l'ordonnée est égale 

à — - Soit Q la parallèle à Ox menée par ce point. 

Si l'on projette M en a sur Q et en ¡3 sur Oy, la tan-
gente en ÎM est parallèle à a ¡i. Autrement dit, si l'on 
prend sur N, Q le point Q tel que a Q = p M , la 
droite MQest la tangente en M. Donc : 

Pour avoir la tangente en M à la conchoïde, il 
suffit de mener une droite qui, limitée à Oy et N1 Q , 
ait son milieu en ce point. 

Les coordonnées de Q sont ix et — Lorsque P 

décrit le cercle C, Q décrit la courbe 

_4 ; __ 
X* Y2 a 2 ~~ 

Elle est bien connue; nous allons néanmoins donner 
explicitement la construction de sa tangente. Son 
équation est 

ax a /V \ 
y h = - X — I X ) . 

y 2 y3 

Elle passe par le point d'intersection des deux droites. 

ix ax ' 

Xy + 2 a Y = o. 

La première représente la droite qui joint les projec-
tions y et S de Q sur Ox et O y ; la seconde, la symé-
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trique par rapport à O.T, de celle qui va de l'origine au 
point de rencontre de MN et de yo. 

La connaissance de cette tangente suffit pour la con-
struction du centre de courbure de la conchoïde. 

En effet, prenons une seconde position Q< M4R< de 
la tangente QMR. Les points M et M< étant respecti-
vement les milieux des segments Q R et Q 4 R n il en 
résulte, d'après un théorème classique, que les deux 
droites Q M R , Q , M 1 R 1 et les trois cordes Q Q , , MM<, 
R R m sont cinq tangentes d'une parabole. 

Soit S le point de rencontre des deux tangentes à la 
conchoïde. Considérons le cercle circonscrit au triangle 
MSM, . 

Par rapport à la parabole, il est circonscrit à un 
triangle circonscrit à la parabole. A la limite, lorsque 
les deux tangentes coïncident, il est tangent à la para-
bole en M et son rayon est le quart du rayon de cour-
bure de la parabole. 

Par rapport à la conchoïde, il est circonscrit à un 
triangle formé par deux points de cette courbe et le 
point de rencontre des tangentes en ces points. A la 
limite, il est tangent à la conchoïde et son rayon est la 
moitié du rayon de courbure de cette courbe. 

Autrement dit, le rayon de courbure de la conchoïde 
est la moitié de celui de la parabole. Par suite, il est 
égal au segment de normale à la courbe compris 
entre le point M et la directrice de la parabole. 

Or cette directrice est facile à construire. Il suffit 
d'appliquer deux fois le théorème de Steiner : 

« Le point de concours des hauteurs d'un triangle 
circonscrit à une parabole est sur la directrice » 

aux deux triangles infiniment aplatis formés par la tan-
gente QMR, le point de contact M et les tangentes 
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en Q et R . On obtient ainsi la construction suivante : 

Après avoir construit la tangente en Q à la courbe 
lieu de ce point, on abaisse de M une perpendicu-
laire sur cette tangente et Von prend son point de 
rencontre avec la perpendiculaire en Q à M Q ; on 
construit de même le point de rencontre de la per-
pendiculaire en R à M R avec M N ; la droite qui 
joint ces deux points de rencontre détermine sur la 
normale en M à la conchoïde un segment égal au 
rayon de courbure. 

On peut aussi arriver à la détermination de ce centre 
de courbure par voie analytique. Considérons la para-
bole 

X 2 — a X - — Y = O. 

On peut choisir les coefficients a, ¡3, y de façon 
qu'elle passe en P et yoscu le l e cercle 0 . En effectuant 
les calculs, on trouve 

a2X2 — 'ix(a*-{- y2)X — 2y3Y -+- a2(a2-h y2) = o. 

Si on lui fait subir la transformation qui fait corres-
pondre la conchoïde de Kulp au cercle C, on trouve 
comme transformée une courbe, osculatrice en M à la 
conchoïde, et dont l'équation est 

a 3 X 2 — 2 y3 X Y — 2ax(a2-h y2) X -h a3 (a2-h y2) = o. 

C'est une hyperbole dont les asymptotes sont en évi-
dence. Elles ont pour équations 

X = o, a 3 X — 2y3 Y — iax(a2 -h y2) = o. 

Cette dernière représente une droite menée par Q , 
symétrique, par rapport à O x , de la tangente en Q à 
la courbe lieu de ce point. 

On connaît donc les deux asymptotes de l 'hyperbole. 
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Dès lors, la construction de son cercle osculateur en M 
est un problème facile et connu. Il suffit, parexemple, 
de déterminer ses axes; ce qui est immédiat, pour 
retomber sur un problème tout à fait classique. 

[ O ^ h ] 

SUR LA RECHERCHE DES S U R F A C E S M I N I V A ; 
PAR I\I. G. C L A P Ï E R . 

I. Considérons le champ des normales à une famille 
de surfaces / ( # , y , ^ ) = const. Par chaque point 
M z) de l'espace, il passe une droite de ce champ, 

M N dont les cosinus directeurs (c, c\ c") sont fonctions 
de (xy y, z) ; nous allons montrer que la courbure 
moyenne de la surface de la famille, qui passe en ce 
point, est donnée par la formule 

i i _ /de de' 

ÏÏ7 + ÏÏ7 + dy l z ) ' 

Nous avons en effet, sur une ligne de courbure de la 
surface, les formules d 'Ol inde Rodriguez 

dx -+- R de = o, dy -+- R de' = o, dz R de" = o, 

R étant positif quand N M est dirigé vers le centre de 
courbure correspondant. 

La première équation peut s'écrire 

dx -i- R dx-h dy-H ^ ¿¿^ = o 
\dx dy J dz J 

avec 

c dx -f- c' dy -h c" dz = o. 

I l en résulte que les dx et dy d'une ligne de courbure 
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vérifient la relation 

On trouverait de même la condition 

Et l'élimination de dx et dy nous donne une équation 
du second degré qui est satisfaite pour les deux rayons 
de courbure R< et R2. On en déduit 

de de .. de' . de' 
c 1 c ~T~ i i dx dz dy dz 

en tenant compte de la relation 

de , de' „ de" 
C - H C H C -7- —- O, dz dz dz 

il vient la formule ( 1 ). 
Pour appliquer cette formule, on déterminera c, c\ 

c" par les égalités 

c c' c" 1 
~W Œ 'àT = ~w = ~J(dfY (àjy idfy' 
dx dy dz y \ âxJ +\dy) \dz) 

. Si la surface est donnée sous la forme 3 = y ) , 
cv ne contient pas z, et si l'on po&e dz == pdx -h qdy, 

X = ' P Y = . .. 7 
y/1 -h p~ -+- q^ ' y/i-4- p<-h q* 

nous avons 
. 1 /dX dY\ 

I I . Une surface minima est telle quê sa courbure 
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moyenne est nulle en chacun de ses points R , - f R 2 = o. 
D'après le résultat précédent, pour obtenir une fa-

mille de surfaces minima, nous devrons choisir trois 
fonctions uniformes c, c', c" de y, z), satisfaisant 
aux conditions 

C 2 C 2 C ' * = I , 

, _. de de de" 
( 5 ) ^ + ^ + = 

et telles que l'équation aux diiFérentielles totales 

c dx -+- c' dy -f- c" dz = o 

soit intégrable. 

On sait que la condition d'intégrabilité est exprimée 
par l'identité 

/de' dc"\ ,/dc" dc\ „/de dc'\ 

Appliquons au cas simple où l'on prend 
/ n —a y / ax /— 
( 7 ) c = 7 ( F T c = 7 T ? ) ' ? = 

qui satisfont à la condition ( 5 ) . Nous avons 

,dc" de" ,/dc dc'\ de" — 2/4-p/' 
I = c C - h c — = a p — -+-ac r ' - , 

dx dy dx J 1 dp /2 

avec 

r- àf 

et, en outre, 

- 4 / " éîE. - - ^ ( f p - f ' p * ) 
• V P ' àp - c"p 

Égalant I à o, on trouve que / ( p ) doit satisfaire à 

l 'équation difiérentielle 

a 2 p 2 — 2 / / ' c o. 
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Celte équation peut s'écrire 
d f 2 , / 2 

elle est facilement intégrable comme équation linéaire 
et l 'on trouve 

(8) / = p ap2. 

Pour obtenir les surfaces minima correspondantes, 
nous porterons les valeurs (7) et (8) dans l'équation 
cdx -f- c'dy c"dz = o ; ce qui nous donne 

. X dy — y dx a dz = a — —a— ; x*-h y* ' 
d'où 

(9) a s = a arc t a n g — - h p, 

qui représente une famille d'hélicoïdes gauches à plan 
directeur. 

I I I . Parmi toutes les surfaces qui passent par un 
contour donné, celle dont l'aire est minima est une 
surface minima; autrement dit : toutes les surfaces 
minima qui passent par un même contour ont la même 
aire. 

On peut démontrer cette propriété caractéristique 
en se servant de la condition (5) . Soient, en effet, 
deux, de ces surfaces limitant un volume T et appli-
quons à ce vo lumeia formule relative à la divergence 
d'un flux, 

a, ¡3, y étant les cosinus directeurs de la normale exté-

rieure. La première intégrale est nulle d'après ( 5 ) et la 
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seconde se réduit à 
Si — S2, 

S, étant l'aire de la première surface minima et S2  

l'aire de la surface minima voisine qui passe par le 
même contour; on a donc 

S! = S2. 

[ 0 ! 5 b ] 

S U R L E S S P H É R O Ï D E S ; 
PAR M. L. KOLLROS. 

Dans la séance du ier avril 1914 de la Société mathé-
matique de France, M. Lebesgue a énoncé quelques 
propriétés des courbes de largeur constante, des orbi-
formes, comme il les appelle ; il a rappelé, en parti-
culier, que toutes les orbiformes de largeur donnée d 
ont la même longueur ; le cercle a la plus grande 
surface ; l'aire minimum est celle du triangle curviligne 
de Reuleaux ( * ) formé de trois arcs de circonférence 
ayant respectivement pour centres les sommets d'un 
triangle équilatéral et pour rayon le côté d de ce 
triangle. 

Appelons sphéroïdes les surfaces de largeur cons-
tante ; leurs projections orthogonales sur un plan 
quelconque sont évidemment des orbi formes; elles ont 
donc toutes un pourtour de même longueur ( 2 ) . Or, 

( 1 ) R E U L E A U X , Theorische Kinematik, 1 . 1 , p. i3o. Braunschweig, 
I875. 

( 2 ) Minkowski a démontré (Œuvres, t. II, p. 277) que, récipro-
quement, tout corps de pourtour constant est un sphéroïde. 
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d'après un théorème remarquable de Minkowski 
(Œuvres , t. II, p. 215), l'aire d'un corps convexe, en 
particulier d'un sphéroïde, est égale à quatre fois la 
moyenne arithmétique des aires de ses projections 
orthogonales dans toutes les directions. Il en résulte 
immédiatement que les sphéroïdes de largeur donnée 
n'ont pas toutes la même aire et que la sphère a la 
plus grande (a fortiori le plus grand volume). 

[La plus petite aire et le volume minimum sont pro-
bablement ( j e ne l'ai pas encore démontré) ceux du 
sphéroïde qu'on obtient en décrivant, autour de chaque 
sommet d'un tétraèdre régulier ABCD comme centre, 
une sphère passant par les trois autres sommets et en 
tronquant trois des six arêtes ainsi obtenues, par 
exemple AB, AG et A D à l'aide de tores ; le segment 
de tore arrondissant l'arête AB, par exemple, est celui 
qu'on obtient en faisant tourner l'arc de cercle AB de 
centre C autour de l'arête AB du tétraèdre. Il existe un 
modèle de cette surface ( * ) • ] 

[ M 3 6 b a ] 
NOTE S I R LA COURBE DE VIVIANL; 

P A R M U E A N N E DE P R É I I Y R . 

1. La courbe de Viviani est l'intersection de la 
sphère 

et du cylindre 
x2 -h y2— x = o. 

( l ) Voir SCHILLING et MEISSNER, Zeitschrift für Math, und 
Physik, t. LX, 191a. 
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2. On peut prendre des coordonnées curvilignes sur 
la sphère pour que l'équation de la courbe de Viviani 
soit 

u = P. 

On tire de là un mode de construction de la courbe 
sur la sphère rappelant celui de la strophoïde dans le 
plan. 

3. Les plans tangents à la sphère aux points de la 
courbe de Viviani engendrent une surface développable 
dont l'arête de rebroussement y est une développée de 
la courbe de Viviani et dont l'intersection avec le 
plan xy est la parabole P de foyer (o, o, o ) et de 
sommet ( i , o, o ) . 

4. Les tangentes à la courbe de Viviani déterminent 
une surface développable dont la trace sur le plan xy 
est la cissoïde T podaire de la parabole P pour son 
sommet. 

On tire de là une construction géométrique facile du 
plan osculaleur et du centre de courbure à la courbe de 
Viviani. 

Le lieu du centre de courbure est la courbe inverse 
de y par rapport à l'origine des coordonnées et pour la 
puissance i . 

5. La projection stéréographique de la courbe de 
Viviani sur le plan xy est la strophoïde droite dont le 
sommet est le point (o , o, o ) et le point double, le 
point ( i , o, o ) . 

6. La projection stéréographique de la courbe de 
Viviani sur le plan yz est une lemniscate de Bernoulli 
ou une hyperbole équilatère suivant que le pôle de 
projection est le point ( — i , o, o) ou le point ( î , o, o ) . 
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7. Le conoïde droit dont l'axe est l'axe des 5 et la 
directrice, la courbe de Viviani, coupe le cylindre 

suivant deux ellipses. 

[ K 1 2 b ] 

RELATION D E U L E R E N T R E LE CERCLE C I R C O N S C R I T A UN 
T R I A N G L E ET LES C E R C L E S T A N G E N T S AUX T R O I S C O T É S 
DE CE T R I A N G L E ; 

P A R M . BERTRAND G A M B I E R ,  

Professeur à la Faculté des Sciences de Rennes. 

Je considère le triangle A B C inscrit dans un cercle 
de centre O et rayon R ; j 'appelle I, F, F , P i e s centres 
des cercles inscrit et exinscrits. La bissectrice A I F 
perce le cercle O en D et l 'on a DB = D C = D I = DF ; 
la bissectrice A I T " perce le cercle O en D' et l'on a 

D / B = D ' C = D / F = D T / / . 

D'un point P de A i l ' comme centre, j e décris le cercle 
de rayon P Q = r tangent aux deux côtés de l'angle A ; 
soit OP = d. Les triangles semblables A P Q , D D ' C 
donnent 

r A p 
— = — ou 2 R / - = AP.DC. DG 2 R 

En prenant un sens positif sur A D nous écrirons 

( î R r = A P . I D = A P . D I ' , 

I d 2 — R* = P A . P D ; 

d'où, par addition et soustraction, 

( R 2 - + - 2 R r : = A P . I D 4 - A P . D P = A P . I P , 

( d R 2 — 2 R r = AP .I 'D 4- A P . D P = A P . l ' P . 
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La démonstration est indépendante de la position de P 
sur A D : si P coïncide avec I , on a 

(3) d * = R * — a R r ; 

si P coïncide avec F, 

( 4 ) RF*=R«+2RR. 

Ce sont les relations dites d Euler. 

Si l 'on prend un point P4 sur la demi-droite A F , on 
a de même, en posant encore P, = /', OP< = d, 

( 2 RR = A P I . D ' F = A P I . T D , 
(5 ) \ 
V > } D I — R * = PJ D ' . P I A ; 

d'où 
= A P 1 ( I " D ' + D ' P 1 ) = A P T . T P I , 

(6) . 
; 1 rfi—Rî-4-2rR = A P 1 ( I W D ' 4 - D ' P 1 ) = = A P 1 . I W P 1 . 
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• En nous servant des relations ( 2 ) ou ( 6 ) nous dé-
montrons aisément les réciproques : si deux cercles de 
centre O et P satisfont à la relation ( 3 ) ou à la rela-
tion ( 4 ) , un point quelconque du cercle O est le som-
met d'un triangle inscrit dans le cercle O, et qui admet 
pour cercle inscrit ou exinscrit le cercle P. 

En effet, supposons vérifiée la relation ( 3 ) : on en 
déduit R > 2r, d < R — r ; donc le cercle P est tout 
entier intérieur au cercle O : d'un point A du cercle O 
je mène les tangentes au cercle P, elles coupent le 
cercle O de nouveau en B et C ; la première relation (2) 
devient A P . IP = o, donc P coïncide avec I . 

Supposons au contraire vérifiée la relation ( 4 ) • elle 
entraîne R < Î/ < R + On voit aisément que si 
¿ / < 3 R , les deux cercles sont sécants, tandis que si 
r/>>3R, le cercle P contient le cercle O tout entier à 
son intérieur; nous nous bornerons donc au cas 
d< 3R . 

Je prends un point A sur la portion du cercle O ex-
térieure au cercle P et je recommence la même cons-
truction : si le cercle P est inscrit dans l'angle BAC, 
la seconde relation ( 2 ) me donne F P = o ; si le cercle P 
est inscrit dans l'un des angles adjacents à BAC, dans 
l'angle Br AC, par exemple, je me sers de la première 
relation ( 6 ) qui me donne F P = o ; de toute façon, 
P coïncide avec le centre de l'un des cercles exinscrits 
an triangle ABC. 
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[ M ^ b ] 

NOTE SUR LES COURBES PLANES DE GENRE UN; 
PAR M. M. -F . EGAN, 

Soit une courbe C de degré n et de genre i . Consi -

dérons les courbes adjointes <ï> de degré n — 2, passant 

par les points doubles de C (qu 'on peut supposer dis-

tincts l'un de l 'autre) et par n — 2 points Q pris 

sur C . L e s courbes <ï> dépendent linéairement d'un 

paramètre A; soit 
<ï> = f—'kg = o 

leur équation. Chacune d'elles rencontre la courbe C 

en deux points m variables avec A. Nous dirons qu'une 

courbe est tangente à C lorsque ces deux points se 

confondent. 

Il ressort de la théorie classique des courbes de 

genre 1 que quatre des courbes <î> sont tangentes à C ; 

que le rapport anharmonique R des paramètres X de 

ces quatre courbes est indépendant de la façon dont on 

a choisi les points Q ; que R est un invariant pour toute 

transformation birationnelle de C ; enfin, que la condi-

tion nécessaire et suffisante pour qu'une courbe C soit 

transformable en G est qu'on ait R — R 7 . 

Dans le cas des cubiques, R est le rapport anhar-

monique des quatre tangentes issues d'un point de la 

courbe. 

L ' o b j e t de cette Note est d'indiquer une démonstra-

tion très simple de ces propositions. 

On peut exprimer les coordonnées d'un point de C 

par des fonctions elliptiques d'une variable u. Alors la 

Ann. de Mathémat., 4* SÉRIE, T. X I V . ( A O Û T - S E P T . 1 9 1 4 . ) 2 4 
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fonction X ( & ) = f ( x , y) : g(x,y)est du second ordre. 

E n effet, la courbe 4>0== f — Xog* = o rencontre C en 

deux points en dehors des points fixes, donc l'équation 

X ( & ) = X0 admet deux solutions dans un parallélo-

gramme des périodes. Supposons qu'on ait choisi 

pour g l 'une des courbes <ï> qui sont tangentes à C ; 

soit u0 l 'affixe de son point de contact. Alors \(u) 

admet u0 comme pôle double; on a donc 

X ( a ) s= A p ( u — B . 

L e s valeurs de u autres que u0, répondant aux points de 

contact de C avec celles des courbes <î> qui lui sont tan-

gentes, sont visiblement les zéros de V (u), c'est-

à-dire M0H-CO2, L e s valeurs de X 

répondant aux quatre courbes <ï> tangentes à C sont 

donc 
00, A d i - f - B , A ^ + B , A e 3 + B ; 

d'où 
K = (oc, eu e.2, ez). 

O n voit que R garde sa valeur, soit qu'on fasse varier 

les points Q , soit qu'on soumette C à une transforma-

tion birationnelle. Il s'ensuit aussi que la condition 

R = R ' est nécessaire pour que C puisse se transformer 

en G'. 

Pour montrer que cette condition est suffisante, on 

remarque que la valeur de R détermine celle de l ' inva-

riant absolu gl : g\. O r , en mettant u = hv, on a 

£3) = h^g^ h* g3). 

O n peut donc considérer g2 et comme déterminés 

lorsque g\ : g\ l 'est. D o n c , lorsque R = R ; , on peut 

exprimer les coordonnées des points de C et de C ; par 

des fonctions elliptiques ayant les mêmes invariants. 

Cela posé, on peut transformer soit C , soit C en la 



cubique 

x = p ( u ; gi, £3), y = p'u, 

ce qui achève la démonstration. 

CERTIFICAT D'APTITUDE A L'ENSEIGNEMENT SECONDAIRE 
DES JEUNES FILLES. 

( D E U X I È M E P A R T I E . ) 

Session de 1914. — Mathématiques. 

On pose 

(i) y = A cos5 u H- B sin 5 w, 

( ' 2 ) X — COS U, 

u étant une variable, A et B étant des constantes ; y est 
ainsi une fonction de x. 

i° Montrer qu'il existe entre x, y, y\ y" ( les accents 
indiquent des dérivées par rapport à x) une relation indé-
pendante des constantes A eí B. — Former cette relation 
en appliquant la formule 

y , i . = y ' x x x'u-

On trouvera 

( 3 ) ( 1 — x2 )y" — xy' 4- iby — o. 
20 Si Von propose de satisfaire ci cette équation dijfé-

rentielle en prenant pour y un polynonie de degré donné, 
au moins égal à 2, 

y — a(xm -+- pxm~l -f- q cr/H-2-f-. . . ), 

ce problème parait-il bien posé, c' est-à-dire dispose-t-on 
d'autant de paramètres arbitraires qu'il y a de conditions 
à remplir ? Montrer qu'il faut prendre m = 5, et que le 
polynome renferme alors une constante arbitraire a\ 
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faire le calcul en posant 

y = axs-h 56a?4-r iocar3 -+-10 dx*-h 5car -H/; 

on mettra le résultat sous la forme 

y = e(i6x&—...) = y(x) 

avec e comme constante arbitraire 

3° Les relations ( i ) et ( 2 ) définissent y comme fonction 

de x, y = f(oc). Montrer que f ( x ) ne peut être identifié 

avec © (x) que si les constantes A et B vérifient une rela-

tion (condition nécessaire). — En changeant u en — w, 

faire voir que Videntification en question exige que Von 

ait B = o (condit ion nécessaire); en changeant u en TZ — u, 

faire voir que cette identification a alors des chances 

de réussir, vu la forme du polynome cp (x). — En admet-

tant que Von sache que cos5u s'exprime en fonction de 

cos M par un polynome entier, montrer que les faits du 

second paragraphe permettent d'obtenir cette expression, 

et la donner. 

4° Déduire de là une solution de l'équation différen-

tielle ( 3 ) renfermant deux constantes arbitraires, et la 

mettre sous la forme 

y — A <p(a?) dtz B (4# 2 - * - IX — 1) y/1 — x 

X ( 4 ^ 2 — 'IX — 1) Y/1 -+-

e = 1 cfans ç» (#) . — Vérifier quon peut écrire 
g 

y = A < P ( ¿ F ) ± - < P ' ( * ) V A — 

Est-il possible d'obtenir directement le résultat sous 

cette dernière forme? — On pourra rendre compte de la 

formule 

1 — cos 5 u = ( 1 — cos a ) ( 4 cos2 u -+- 2 cos u — 1 )2, 

qui s'est présentée au cours du calcul, en annulant les 

deux membres ; on changera ensuite u en TZ — u. 
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S O L U T I O N P A R M I , C B . M I L A N E . 

I° On pose 

(1) y = A. cos5 u -h B sin 5 w, 

( 2 ) x = cos a , 

de sorte que y est une fonction de x. On peut imaginer qu'on 
exprime cos 5 u et sin 5 u en fonction de cos u ou de x, au 
moyen de la formule de Moivrc, par exemple ; on aurait 
alors 

y = F ( * ) , y ' = G ( < R ) , y" = H ( x ) , 

et l'on pourrait éliminer A et B entre ces trois relations. 
Mais, comme on va le voir, on peut faire cette élimination 

sans exprimer cos 5 u et sin 5u en fonction de cos a ; on aura 

V équation différentielle(3), et Von en déduira au contraire 

Vexpression de cos 5u en fonction de cos M; on écrira 
ensuite 

s in 1 5 a = 1 — cos25m = ( f — c o s 5 a ) (1 -h cos5 u) = .... 

Voici un calcul qui met bien les idées en évidence. Si l'on 
écrit : 

( 1) y = A cos 5 m -4- B sin 5 w, 

(1' ) y ' u ~ 5 ( — A sin 5u -H B cos5 M), 

(1*) yh —— a 5 ( A c o s 5 a - H B s i n 5 a ) , 

on peut éliminer A et B entre ces trois relations, et l'on a 

( R ) y t L- J r-*5y = ° ; 

il reste à exprimer ^ en fonction de x, y, y'x, y'x. Or on a, 
d'une manière générale, 

y'a = si*™ 

yh = y'x ( x'u Y + y'x K ; 

avec x = cos u, cette dernière relation donne 

y"u = y'x S I N 2 u — y'x COS u = ( 1 — x*)y"x — xy'x ; 



la relation ( R ) devient 

( 3 ) (» — — x y — '¿5y = o. 

[On pourrait, plus sommairement, déduire de la rela-

'2° Si l'on essaie de satisfaire à cette équation différentielle 
en prenant 

le premier nombre de la relation ( 3 ) devient un polynome en x 

du degré m qui doit s'annuler identiquement; cela donne m H- î 
conditions. Gomme cette relation ( 3 ) est homogène par rap-
port à y, y\ y", le coefficient a se met en facteur, et l'on dis-
pose seulement de m paramètres p, q,... Le problème est pro-
bablement impossible avec m quelconque. 

Le calcul donne 

( i — .r2 ; | m ( m •— i Ì xm~ 2 -+-...] 

— x(mxrn~i • . . .) -F- n5(x,fl . . ) SEE o ; 

le coefficient du terme de degré m est 

— m{m—î) — m -h ou — m 2 4 - ^ 5 ; 

on l'annulera en donnant à m la valeur entière m = 5. Il reste 
alors m conditions entre les m paramètres p, q, . . . ; le coeffi-
cient a pourra être quelconque. 

Si l'on écrit 

y~ ax»~> bx'+ -+- iocx3 4- io dxi-Jr 5ex H - / , H- à 

y' : :> — ax'{ 4- jbx3-i~ 6ca? 24- 4 àx + e , —x 

y" : 5 — 4air 3 î ibx2 -h \icx -f- 4 d, 1 — 

en annulant successivement les coefficients du polynome fourni 

tion ( i ) 

et de là 
• ) ( • — A s i n 5 u -F- B C O S 5 M ) = y x — s i n u, 

ou 
— 23( A cos 5 î î 4 - B sin j M) = y"x sin2 u — y'x cos u, 

— 25y = (i — ¿r2)/' — xy'.\ 

y — a(x"l-\- px"1-1 4- qxm~2-4-. . . ). 

par 
Y Y 
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on a 

b — o, « h - 8 c = o, d = o, c 2 e ~ o, f = o, 

ou 

b =z o, d — o, f — o, c——ie, a — 16 e ; 

le polynome demandé est donc 

( 4 ) y = e(t6x»—20#3 -h 5a:) = 

3° Les relations ( i) et (2) définissent y comme fonction de 
x,y =z f ( x ) , et cette fonction dépend de deux paramètres A 
et B ; elle ne peut être identifiée avec le polynome ©(a?), qu 1 

dépend d'un seul paramètre e, que si les constantes A et B 
vérifient une relation (condition nécessaire). 

Si l'on change u en — u,x ne change pas et le polynome <ç(x) 

reprend la même valeur; pour qu'il puisse représenter la 
fonction A cosô a 4- B sin 5 u, dont le second terme, s'il existe, 
change de signe en même temps que u, il faut donc que B soit 
nul. 

Cette fonction est alors A cos 5 u ; si l'on change u en iz — u, 

x ne fait que changer de signe et le polynome f (x), dont tous 
les termes sont de degré impair, ne fait que changer de signe; 
comme on a également 

A cos[5(7t — u)J = — A cos 5 M, 

l'identification de f {x) avec © (x) a des chances de réussir. 
Si l'on admet que cos 5 u s 'exprime en fonction de cos a par 

un polynome entier, ce polynome doit satisfaire à l'équation 
différentielle (3 ) , c'est un polynome ©(a?); comme l'hypo-
thèse u = o donne alors 

x = coso = 1, y = coso = 1 , 

le polynome cp(#) doit prendre la valeur 1 pour x = 1 , ce qui 
donne e = 1 . On a ainsi 

( 5 ) cos 5 u = 16 cos5 u — 20 cos3 u -f- 5 cos u ; 

on peut vérifier ce résultat par la formule de Moivre. 
4° L'équation différentielle ( 3 ) est satisfaite par 

y = A cos 5 u B sin 5 u. 
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Comme on l'a dit au début, l ' idée du problème est d 'obtenir 
cos 5 it en fonction de cos u par l 'équation différentiel le ( 3 ) , 
sans employer la formule de Moivre ; on ne doit pas évaluer 
s i n 5 i * par cette formule (*). On doit écrire 

sin2 JM = i — cos2 5 u = (i — c o s 5 a ) (i 4 - c o s 5 u ) , 

et l 'on a fac i lement , avec e — i dans cp(#) , 

(6 ) I — COS5TT = l — <p(a?) = (i — x) (4 -4-237 — i) 2 , 

( 7 ) 1-4- cos5 u — 1 4- <p(a?) = (1 4- x) (4a? 3— ix — i)2 ; 

on a donc cette solution de l 'équation différentielle 

( 8 ) y = A <p(x) ± B(4x2-4- 2x — i) \/\ — x 

X ( 4 # 2 ~ 2X — 1) 1 4- X. 

On a d'ail leurs 

(4#2-+- 2x — i) (4rr2— 2x — 1) = (4.r2 —i)2 — 

= i 6 . r 4 — 1 2 x 2 -+-1, 

= j ? ' * » ; 
et l'on peut écrire 

g 
( 9 ) y = ± - c p ' 0 ) / i — a?*. 

On pouvait plus s implement, ayant obtenu 

cos 5 u = 

en déduire par dérivation 

s i n 5 u = J ç ' ( a r ) / 1 — # 2 . 

(*) On pourrait, dans la formule (5) , ehanger « en - —M, ce 

qui donnerait 

sin 5 a = sin u (16 sin4 u — 20 sin2w 4 - 5 ) 

= ± — x"1 X ( i6# 4 — I2# 2 H-I) 

= -±:\J 1 — a72(4a?2-H 2 ¿c — i ) ( 4 x 5 — 2ÎC — 1); 

mais cela ne donne pas le groupement (1 — x) — i)2, .... 
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Remarque. — On a rencontré la formule 

( 10) i — cos5 u — (i — cos u) (4 cos2 u -+-2 cos u — i)2 ; 

il est facile d'en rendre compte. Si l'on annule le premier 
membre, on a, à 'ikiz près, 

2 7T 4LL 
u = O , U = — — > u———Y 

J 5 

sur le cercle trigonométrique, les extrémités de ces arcs sont 
les sommets d'un pentagone régulier qui a un sommet en A , 
qui est, par conséquent, symétrique par rapport au dia-
mètre AA' . Les cosinus de ces arcs ont donc, en dehors de 
la valeur i , quatre valeurs égales deux à deux ; les deux valeurs 
sont 

2 7T ¡11: 
C O S - — , C O S ^ > 

5 5 
ou 

. 7T . 37T 
sm — ? — sin——j 

5 3 

et ces valeurs sont les racines de l 'équation 

4# 2H- IX — i = o, 

qui se déduit de l'équation 

X ! + X - i = o, 

relative à l'inscription des décagones réguliers dans Je cercle. 
2 71 

On voit d'ailleurs directement que les quantités cos — 

et — cos qui sont les apothèmes OM et ON du pentagone 

étoilé et du pentagone convexe, sont les moitiés des côtés P E 
et QD du décagone convexe et du décagone étoilé, dans un 
cercle de rayon i . 

Les deux membres de la formule (JO) sont donc égaux à un 

facteur existant près; comme ils sont égaux pour u = 

ils sont réellement égaux. 
La présence d'un facteur carré au second membre de la for-
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mule (10) est liée à la première des deux formules 

- . a . u 
i — cos 5 u — 2 sin2 3 —> 

2 

• « u 

i — cos u = i sin2 — : 
i 

si l'on pose 
u 

S111 — == z, 
2 

cette formule (io) peut se déduire de la formule 

sin 5— = —20z*-+- 5) 
2 

donnée dans la note ( 1 ) : on élève au carré, on multiplie par 2, 

on remplace 2 sin2 5 par Ï — c o s 5 & et 2z2 par \ — c o s u ; le 

trinôme bicarré en z est remplacé par un trinôme du second 
degré en cos u. 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE EN 1914. 
SUJETS DES COMPOSITIONS. 

Algèbre et Trigonométrie. 

I. Combien de termes doit-on prendre dans la 

série qui a pour terme général — si ton veut 

calculer la valeur de la série à un dix-millième 
près ? 

II. i ° Calculer l'intégrale définie 

, / „ 1 + 2 COS23? 

z étant un nombre supérieur à — î. 
Développer, suivant les puissances croissantes 

de Vexpression trouvée pour f(z). 
3° Vérifier qu'on obtient bien le même résultat 

en partant du développement de -—— et intê-1 1 1 I 4- z cos* 

grant les termes du développement, la variable x 
variant de o à tt, comme Vindique la formule ( î ) . 

III. Etudier la variation de la fonction 

(4 heures.) 
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Géométrie analytique et mécanique. 

I . Sur la spirale logarithmique C, définie par 
l'équation Y •= aem^ en coordonnées polaires, on 
considère les deux points M 0 et M, définis respecti-
vement par les angles polaires 60 et 6. 

I° Déterminer la position du centre de gravité G 
de l'arc M 0 M . 

2° Déterminer la position limite du point G 
quand le point M0 tend vers le pôle O . 

I I . Dans le cas où le point M 0 coïncide avec le 
pôle O de la spirale, on suppose que Vangle po-
laire 8 du point M augmente avec la vitesse d'un 
radian par seconde. 

I° Étudier la courbe T, lieu du point G. 
2° Déterminer en grandeur et direction la vi-

tesse V et Vaccélération A du point G, correspon-
dant à un angle donné 9. 

I I I . Au lieu d'un arc de spirale, on considère 
une courbe quelconque C. U extrémité M de l'arc 
M 0 M — l de cette courbe est supposée parcourir la 
courbe C, suivant une loi qui est déterminée en 
fonction du temps. Etant donné le centre de gra-
vité G de l'arc M 0 M , l'extrémité M de Varc, la 
tangenteWï au point M, la longueur l de Varc M 0 M , 
les deux premières dérivées U et l" de l par rapport 
au temps, déterminer, en grandeur et direction, au 
moyen de ces données : 

I° La vitesse V du point G : 
2° L'accélération A du même point. 

IV . Dans le cas particulier où la ligne C est 
formée de deux segments rectilignes M 0 O et OM : 



( 381 ) 

i ° Déterminer le centre de gravité G de la ligne 
M 0 O M ; 

2° Trouver le lieu T du point G quand le seg-
ment O M prend toutes les longueurs possibles et 
pivote en outre autour du point O dans un plan 
donné. 

N. B. — On tiendra compte des considérations géomé-
triques. 

( 4 heures.) 

Calcul. 

On donne l'équation 

f ( x ) = X* H- 4 # 3 — 6x2 — H- I — O. 

i° Constater qu'une de ses racines x est comprise 
entre - j- i et H- i , 5 . 

2° La méthode oTapproximation de Newton 
est-elle applicable à la recherche de cette racine ? 

3 ° Former Véquation qui donne y = i , 5 — x . 
4° Calculer la valeur yt qiïelle donne pour y 

quand on néglige les termes de degré supérieur au 
premier dans cette équation en y. 

5° Evaluer les termes négligés dans ce calcul et 
déduire de cette évaluation une nouvelle valeur y2 

plus approchée de y que yi7 en tenant compte des 
termes de degré supérieur au premier, 

Règle à calcul ou calcul arithmétique à volonté. 

( i heure.) 

Épure de Géométrie descriptive. 

i° Une sphère de 6om de rayon. La ligne de rap-
pel O O ' des projections du centre a pour longueur 
incm. Elle est parallèle au grand côté de la feuille, 
à i4cm du bord droit, le point O à i2ctu du bord 
inférieur. 
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2° Un cône de révolution a son axe dans le plan 
de front du centre de la sphère. Son sommet S S ' est 
sur la verticale et au-dessus du point le plus à 
droite dd' de la sphère. Une des génératrices de 
front passe par le centre et fait avec Vhorizon-

tale O'd' un angle égal à y Vautre génératrice de 

front est la tangente non verticale menée par s' au 
contour apparent vertical de la sphère. 

On représentera le solide, supposé opaque, formé 
par Vensemble de la sphère et du cône, ce dernier 
étant limité, d'une part, à son sommet, et, d'autre 
part, a« perpendiculaire à son axe mené par 
la trace bb' de la droite S O , S ' O ' sur le plan tan-
gent à la sphère en son point le plus bas. 

(4 heures.) 
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CORRESPONDANCE. 

M. H. Brocard. — Au sujet de la réponse 804. — Le 
cahier de juin 1914 contient, pp. 281-282, une réponse à la 
question 804. Je désire à cette occasion rappeler que j'ai 
adressé depuis longtemps une solution tout à fait pareille à 
celle de M. Ono, et accompagnée de quelques vérifications 
numériques. Cet envoi date du 21 octobre 1869. 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Grenoble. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Intégrer Véquation différen-
tielle • 

y"— 2y'-+• (1 m)y ~ exe2x-t- sinxy 

oà m désigne une constante réelle. Donner l'expression de 
l'intégrale générale pour toutes les valeurs réelles de m. 

II. Un mobile B se meut sur la droite 0 y avec une 
vitesse constante et égale à i. Un second mobile À est 
assujetti à se trouver sur la droite perpendiculaire Ox, 
et à une distance constante a du mobile B. Ecrire l'équa-
tion du mouvement du mobile A. Décrire ce mouvement 
en étudiant successivement les cas oit à l'instant initial 
l'ordonnée y0 du mobile B , qui est inférieure à a en 
valeur absolue, est positive, nulle et négative. Tracer le 
diagramme des espaces et celui des vitesses. 

III. On fait tourner autour de son axe une parabole de 
paramètre a, et Von coupe le paraboloïde de révolution 
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ainsi engendré par un plan perpendiculaire à l'axe, et 

situé à la distance h du sommet. Calculer le volume du 

solide obtenu, sa surface totale : calculer cette surface 

à J^Q près pour A = 2, h = 3. Calculer le moment d'inertie 

du solide, supposé homogène de densité \ ,par rapport à 

l'axe de révolution. Déterminer le centre de gravité et 

l'ellipsoïde central d'inertie de ce solide. Quel doit être 

le rapport — pour que cet ellipsoïde soit une sphère? 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — I . Calculer l'intégrale définie 

JÇ00 x dx 

0 (i + a ? ) ( i + ^ ) ' 

II. Intégrer l'équation différentielle 

>.xyf — y*— 

Définir géométriquement les courbes intégrales. 

III. Un point matériel M, de masse m, mobile sur une 

horizontale fixe est soumis uniquement à une résis-

tance de milieu H, qui est dirigée en sens contraire de la 

vitesse V et dont la valeur absolue est mk Y/V, k désignant 

une constante positive donnée. 

A Vinstant t = o, le mobile est lancé dans le sens 

positif Ox avec une vitesse donnée v0. Calculer : i° le 

R V 

temps T au bout duquel la vitesse s'annule; i° l'espace 

parcouru pendant le temps T ; 3° le travail de la force R 
pendant le même temps. Application numérique : m = 3, 
k = 2, e 0 = 4> en unités C. G. S. ( Juin 1911.) 
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É P R E U V E T H É O R I Q U K . — I . Intégrer Véquation différentielle 

y"— 3 y'-h 2y = sin a? -+• x3-+- eaxy 

où a désigne une constante réelle. Donner l'expression de 

l'intégrale générale pour toutes les valeurs réelles de a. 

II. Un point M de masse f , mobile sur une droite Oar, 
est repoussé par le point 0 de cette droite proportionnel-

lement à sa distance x à ce point : à l'unité de distance, 

la force répulsive est égale à 4. A l'instant initial (t = o), 

le point M est placé en M0, à la distance 1 du point O, et 

lancé vers le point O avec une vitesse dont la valeur 

absolue est égale à 1. Etudier le mouvement du point M. 
Tracer le diagramme des espaces et celui des vitesses, 

III . De l'ellipse d'axes A k ' { — 2 a ) et B B ' ( = 2 & ) , on 

considère la moitié A B A ' , et Von ajoute à cette demi-

ellipse le triangle A B ' A ' . On suppose que le solide 

engendré par la révolution de la figure totale autour de 

l'axe BB ' est homogène de densité 1. Calculer le volume 

de ce solide, déterminer son centre de gravité, calculer 

son moment d'inertie par rapport à l'axe B B ' . 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I . Intégrer les équations différen-

tielles 
y'2 .4. y' y't 1 

y = - — y = ' z 
J y y 

Ann. de Jfathémat., 46 série, t. XIV. (Aoùt-Sept. 19140 2 
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il. On coupe Vhyperboloïde de révolution à une nappe 

qui a comme équation en axes rectangulaires 

par deux plans perpendiculaires à l'axe de révolution, et 

de cotes ± b. Calculer le volume de Vhyperboloïde compris 

entre ces deux plans. Calculer la longueur du segment 

que ces deux plans interceptent sur une génératrice quel-

conque de Vhyperboloïde. En supposant que cette longueur 

est égale à 2 et que a est égal à 1, calculer à une unité 

près le volume considéré. (Octobre 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Un point M de masse m est attiré 

par un centre fixe 0 proportionnellement à la dislance; 

on appellera le coefficient de proportionnalité mk1. 

Ce point M est en outre soumis à une résistance de 

milieu proportionnelle à la vitesse (coefficient mh2). 

On rapporte le mouvement à deux axes fixes rectangu-

laires passant par 0 et Von demande : 

i° Ecrire les équations différentielles du mouvement, en 

général. 

•2° Trouver l'intégrale générale de ces équations, dans 

le cas particulier où le coefficient h2 est petit par rapport 

à A2. 
3" On supposera le point M situé sur Ox à l'instant 

initial (abscisse x0 positive) et la vitesse initiale v0 dirigée 

parallèlement à Oy et dans le même sens : calculer dans 

ces conditions les valeurs des constantes d'intégration en 

fonction des données initiales. 

Quel est alors la forme de la trajectoire? Etudier le 

mouvement. 

4° La trajectoire précédente coupe une infinité de fois 

Vaxe des x\ soit An le nième de ces points d'intersection 

dans Vordre où les rencontre le mobile (Ai étant la posi-

tion initiale) ; calculer la valeur absolue de Vaire limitée 

par l'axe Ox et la portion de trajectoire décrite entre 

deux points consécutifs A» et An+Ï. 

5° En appelant SJ, S2; . . S » , . . . les aires dont il est 

question dans la quatrième partie, montrer que la série 

ST-R S2 + . . . + SN + . . . est convergente. 

Quelle est la somme de cette série? 



( 3 « 7 ) 

On peut faire sur cette somme quelques remarqués 

intéressantes. 

É P R E U V E P R A T I Q U E » — I ° Étant donnée Véquation 

sina? H—— cosa? = a?, 
10 

calculer numériquement sa racine positive. 

Donner le résultat avec une approximation égale au 

moins à y^. 

2° Calculer le moment d'inertie d'une plaque rectan-

gulaire homogène infiniment mince, de côtés a et b par 

rapport : 

i° à l'un de ses axes; 

à une droite de l'espace, parallèle à un axe de la 

plaque à la distance d de cet axe. 

Déduire de ces résultats le moment d'inertie d'un 

parallélépipède rectangle homogène, de dimensions a, ¿>, c 

par rapport à l'un de ses axes. 
( J u i n 19 12 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — On considère l'équation diffé-

rentielle 

^ — H-n y =t e^fsin dîtx-1- 1]. 
dx- dx J L v J 

i° Trouver Vintégrale générale ; 

20 Trouver l'intégrale particulière qui représente, par 

rapport à deux axes de coordonnées rectangulaires, 

l'équation d}une courbe G passant par l'origine et admet-

tant comme tangente en ce point la bissectrice des axes y = x. 

3° Construire la portion de cette courbe G comprise entre 

l'origine et le point qui a pour abscisse x — ~ 

Calculer l'aire comprise entre l'axe Ox, la portion de 

courbe G précédemment construite et la droite x — % • 
isfi 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer, avee une erreur absolue 
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inférieure à , l'intégrale définie 

1 dx 

\J 1 - 4 - x3 

(Novembre 1912.) 

Lille. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Question de cours. — Champs de 
forces, lignes de force, surfaces de niveau. 

Cas oà les forces dérivent d'un potentiel; travail d'une 

force dérivant d'un potentiel. 

Problèmes. — I. Dans un plan rapporté à deux axes 
rectangulaires Ox, Oy, trouver toutes les courbes telles 
que la somme M m 4- MT des distances d'un point quel-
conque M à sa projection m sur Ox et au point T où la 
tangente en M rencontre le même axe soit égale à une 
longueur donnée. 

L'une de ces courbes peut être représentée par les équa-
tions 

T <*• — t 
x = 11 H- a L — > 

a -+- t 

a*— t2 

où a désigne une quantité fixe et t un paramètre variable ; 
construire cette courbe, la rectifier. 

II. Ox, O y, 0,5 étant trois axes de coordonnées rectan-
gulaires, construire les projections sur les plans xOz, 
yOz de la courbe d'intersection du cône 

rz= z2 

avec le cylindre droit qui a pour base dans le plan xOy 
la lemniscate représentée par l'équation 

où a désigne une longueur donnée. 
Calculer l'aire de la portion de surface du cône comprise 

à l'intérieur du cylindre„ 
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Problèmes. — I. Construire la courbe plane ( G ) repré-

sentée dans un système d'axes rectangulaires, par les 

équations 
t3 

^ = y = — j -H t, 

où t désigne un paramètre variable ; rectifier cette courbe, 

calculer l'aire de la portion de plan limitée par la 

boucle. 

Former la relation qui existe entre les abscisses de 

deux points M, M' de ( G ) où les tangentes sont parallèles. 

I I . Intégrer Véquation 

d°Ly ¿y 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I . e désignant la base des loga-

rithmes népériens, on considère la courbe ( G ) qui, rap-

portée à deux axes rectangulaires, a pour équation 

( G ) y = ex—ax2-\- "]x — i. 

i° a variant, construire le lieu des points d'inflexion 

des courbes (G). 

Construire la courbe ( G ) obtenue pour a = 5. 
3° Soit A le point d'inflexion de la courbe précédente. 

Calculer l'aire de la portion du plan limitée par l'arc OA 

et la corde OA. 

I I . Un point M de masse i , mobile sur une droite ox, 

est repoussé par le point o de cette droite proportionnel-

° M0 

lement à sa distance à ce point : à l'unité de distance, la 

force répulsive est égale à i. On suppose le point M placé 

à l'instant initial en M0, à une distance i du point o, et 

lancé vers le point o avec une vitesse dont la valeur 

absolue est i. Étudier le mouvement du point M. 
( N o v e m b r e 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Question de cours (au cho ix) . — 
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i° Enoncer et démontrer le théorème des forces vives dans 

le cas d'un point matériel unique. Appliquer ce théorème 

au cas où la résultante des forces appliquées au point 

considéré dérive d'une fonction de forces, définir alors 

l'énergie cinétique, Vénergie potentielle et l'énergie 

totale du point matériel. 

2° Travail des forces appliquées à un solide théorique 

indéformable. 

Problèmes. — I. Dans un plan rapporté à deux axes de 

coordonnées rectangulaires Ox, 0^, trouver et intégrer 

l'équation différentielle des courbes telles que la longueur 

du segment MN intercepté sur une normale quelconque 

par le pied M de cette normale et le point N d'intersection 

avec Ox soit dans un rapport constant donné avec la 

longueur du rayon vecteur OM ; examiner en particulier 

le cas où les deux longueurs sont égales. 

if. Étant donnés trois axes de coordonnées rectangu-

laires Ox, OJK, O-Z, construire la courbe ( C ) représentée 

par les équations 

y l X3 -h 1 . 3 = o; 

trouver le lieu géométrique du milieu des segments inter-

ceptés par cette courbe sur les droites issues du point {o, i , o). 
Calculer le volume de la portion de l'espace limitée 

par le plan xOy, (o^x^i), le cylindre droit qui a pour 

base la courbe (C) et la surface représentée par Véquation 

z = x2y2. 

Problème. — Construire la courbe plane (T) représentée 

dans un système d'axes rectangulaires par l'équation 

y*(x = i) — x3 = o; 

indiquer le nombre des points d'intersection de cette 

courbe avec une droite quelconque issue du point 

dabscisse - sur Ox; discuter. 
2 

Calculer l'aire d'un trapèze curviligne limité par un 

arc A B de (T), les parallèles à 0 y menées par A , B et 

l'axe Ox; calculer également le volume engendré par ce 

trapèze en tournant autour de Ox. 
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É P R E U V E P R A T I Q U E . — Géométrie analytique. — On consi-

dère la courbe ( G ) rapportée à deux axes rectangu-

laires 0x^ Qy, et qui a pour équation 

(G) y — X'-h xz. 

i° Représenter la courbe G et les cercles de courbure 

aux points de rencontre O et A de la courbe (G) avec OX. 
•2° Démontrer que le cercle de courbure au point O ne 

rencontre G qu'en un seul point B autre que l'origine. 

Calculer les coordonnées du point B. 
3° L'arc de courbe G limité aux points O. B partage en 

deux parties le cercle de courbure en O. Déterminer les 

aires de ces régions. 

Mécanique. — Calculer les moments d'inertie du volume 

d'un cône de révolution homogène, dont le rayon de base 

est R, la hauteur h et la masse spécifique fi : i° par 

rapport à l'axe de révolution; par rapport à une per-

pendiculaire à l'axe passant par le sommet; 3° par rapport 

à une perpendiculaire à l'axe passant par le centre de 

gravité; 4 ° par rapport à une perpendiculaire à Vaxe 

passant par le centre de la base. 
(Jui l let 1912 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Question de cours. — Énoncer et 

démontrer le théorème des projections des quantités de 

mouvement d'un système matériel, ou du mouvement du 

centre de gravitér et le théorème des moments des quan-

tités de mouvement. 

Problèmes .— I. Dans un plan rapporté à un système de 

coordonnées polaires de pôle 0, construire la courbe ( C ) 
représentée par l'équation 

p = a sin2to, 

où w et p désignent l'angle polaire et le rayon vecteur 

d'un point M, a étant une longueur donnée. 

Construire aussi la courbe engendrée par le point M1 

de la droite OM tel que OM et OM' satisfassent à l'égalité 

Ô M ÔW = a*. 
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Calculer Vaire d'une boucle de la courbe (C) . 
Calculer le volume de la portion de Vespace limitée 

par la sphère de centre 0 et de rayon a et par le cylindre 

droit qui a (C) pour base. 

Trouver et intégrer Véquation différentielle des trajec-

toires orthogonales de la famille de courbes engendrée 

par ( C ) quand a varie. 

ÏI. i* Construire— les axes de coordonnées étant rec-

tangulaires — la courbe plane représentée par Véquation 

y = x(\ H- La?), 

X désignant un paramètre. 

Calculer les coordonnées du point de cette courbe où la 

tangente est parallèle à Ox; indiquer la ligne décrite par 

ce point quand \ varie. 

Calculer Vaire du triangle curviligne limité par Ox, 

la courbe donnée et une parallèle à Oy. 

Intégrer Véquation différentielle 

y" -h y — x -h cosx. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Algèbre, Géométrie analytique, 
Calcul différentiel et intégral. — Construire la courbe C 
représentée en coordonnées polaires par l'équation 

p = cos 3 (JÛ. 

On représentera par L et S la longueur et Vaire d'une 

boucle. 

Soient L' et S ' la longueur et Vaire de la courbe E 

Calculer S , S', et le rapport p (ce rapport est un nombre 

rationnel). 

Mécanique (au choix). — f. Un point matériel M de 

masse i mobile sur une droite est attiré par un point O 

de cette droite proportionnellement à la distance, la 

valeur absolue de Vattraction à l'unité de distance 

étant a ' , et repoussé par un autre point A de celte droite 
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( 0 A = 2) proportionnellement à la distance, la valeur 

absolue de répulsion à Vunité de distance étant (J*. 

Le point M a-t-il une position d'équilibre? Montrer que 

O M A 

Vattraction et la répulsion considérées peuvent être rem-

placées en général par une attraction ou une répulsion 

unique. Dans le cas où elles peuvent être remplacées par 

une attraction unique, quel est le mouvement du point M, 
quelle est la période de ce mouvement? La position d'équi-

libre du point M est-elle stable ou instable? Quand le 

point M n'a pas de position d'équilibre, quel est son mou-

vement? 

II. i° Calculer le travail à fournir pour faire passer iom® 
d'eau d'un réservoir A, qui en contient 25, dans un réser-

voir A', qui est vide, sachant que : 

A est un parallélépipède rectangle dont la base hori-

zontale B a 3 , n ,2 de long sur 2 m , i 5 de large; 

A' est un cylindre de révolution, dont la base horizon-

tale B ' , placée à 6m ,5 au-dessus de B ; a 2m ,2 de diamètre. 

2° Trouver la condition de l'équilibre strict du système 

suivant : 

Un solide S , de poids Q, repose par une face plane sur 

une table horizontale H, sur laquelle il peut glisser avec 

frottement; il est soumis en A à un effort de traction 

exercé par une corde A B C D , qui s'enroule en BG sur la 

section droite d'un cylindre de révolution fixe O, sur 

lequel elle peut glisser avec frottement, et qui porte à 

son extrémité D un poids P. On supposera que le brin AB 
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e*t horizontal et que son prolongement rencontre la ver-
ticale du centre de gravité G de S. 

Données. — Poids, Q = 5o k g ; coefficient de frottement 

de S sur H, f = o , i 5 ; coefficient de frottement de la corde 

sur le tambour 0 , f — o , 2 5 . 
On rappelle que le nombre e = 2 , 7 1 8 sensiblement. 

(Novembre 1 9 1 2 . ) 

Lyon. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — 1. Principe des vitesses virtuelles. 

Principe de dyAlembert. Equations de Lagrarige. 

II. On considère la surface qui rapportée à trois axes 

rectangulaires a pour équation 

x;i -+- y3 

X1 - + - y2-

i° Montrer que sur cette surface il y a une infinité de 

droites. 

i° Construire les courbes de niveau, sections de la sur-

face par des plans parallèles à xOy. 

3° Lignes de plus grande pente de la surface. 

4 ° Volume compris entre le plan z — o, la surface et les 

quatre plans : x = o, x = 1, y = o, y — 1. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° I n t é g r e r Véquation différentielle 

( E ) + 

s/x*— 1 

2° Quelle relation y a-t-il entre les courbes intégrales 

de Véquation ( E ) et la courbe 

pOC 
(G) - y . 

(x 4 - L ) fx* — I 

3° Construire la courbe (G) . 
4° La courbe (G ) coupe-t-elle la droite 

( Ju i l let 19 12 . ) 
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É P R E U V E T H É O R I Q U E * — I - Etant donnes trois axes de 

coordonnées rectangulaires, on considère la courbe G du 

plan xOy qui a pour équation en coordonnées polaires 

e 
p = c o s - , 

Ox étant l'axe polaire. 

i° Construire cette courbe. 

2° Déterminer son degré. 

3° On considère la surface cylindrique engendrée par 

des droites parallèles à 0z qui s1 appuient sur la portion 

de courbe G décrite, lorsque 0 varie de o à TC. Volume du 

solide S limité par cette surface cylindrique, par le 

plan z — o et par le plan z =y. 

4° Aires des différentes faces du solide S . 

fl. Etablir Véquation différentielle du mouvement d'un 

point matériel sur une courbe fixe donnée, quand on 

néglige le frottement. Appliquer au mouvement du pen-

dule simple. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Construire la courbe 

xk — 3 x3 y. x2 

y = (x -h l)2 l) 

sans étudier la dérivée y'. Position des branches de la 

courbe par rapport aux asymptotes. 

- J ydx. i° Calculer 
/o 

3° Nombre de points d'intersection réels de la courbe et 

de la droite y = i. Calculer à j10 près les coordonnées de 

ces points d'intersection. ( N o v e m b r e 19 11. ) 

Marseille. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Un segment rectiligne A B de 

ongueur TTa roule sans glisser sur un cercle fixe de 

centre 0 et de rayon a, de manière que le point de 

contact T du segment avec le cercle soit au début du 
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mouvement ci l'une des extrémités du segment et à la fin 

à Vautre. 

i° Exprimer les coordonnées rectangulaires des points 

des trajectoires que décrivent les points A et B en fonction 

de Vangle 6 = TOx qui est nul au début du mouvement. 

a° Calculer la longueur de la trajectoire du point A. 
3° Calculer Vaire comprise entre le cercle, la trajectoire 

de A et la position finale du segment A B . 

S O L U T I O N . 

7T2 TT2 

s = a — : u = a* -— • 
•>. 3 

II. Dans un plan vertical, sur une droite horizontale Ox, 

peut glisser sans frottement une plaque triangulaire A B C 
quia la forme d'un triangle équilatéral de im de coté. 

Sur le côté AG on place un point pesant P qui a le même 

poids que la plaque. Ce point peut glisser sans frottement 

sur AG. 

A Vorigine du temps, le système est sans vitesse et le 

point P est en A. On abandonne le système à lui-même et 
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Von demande quel sera le déplacement de la plaque 

quand le point P sera arrivé en G. 

S O L U T I O N . 

x — — o m , * 5 . 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Former par identification une 

série à coefficients constants 

y — X0-h \\x -+- X2a72-h X3a734-... 

qui satisfasse à Véquation différentielle 

dJx _ 
dx2 

où a est une constante positive ou négative. 

Vérifier les propriétés suivantes : 

La série obtenue est convergente pour toute valeur finie 

de x. 

On peut prendre arbitrairement les coefficients X0 et X^ 

On peut ranger les termes de la série y de sorte qu'on ait 

y = XojKi- f -X,72 

en représentant par yt et par yt deux séries à coefficients 

numériques (a étant compté comme un nombre donné), 

l'une ne renfermant que des puissances paires de x, 

Vautre que des puissances impaires. 

Chacune des séries y x et y 2 est une intégrale de Véqua-

tion différentielle. 

3° Traiter successivement les cas où Von a 

a — 9, et a = — 3. 

Nota. — On peut vérifier les calculs en comparant les 

résultats obtenus avec ceux que donne l'intégration 

générale directe de l'équation différentielle. 

( J u i n i g i i . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — En imaginant un tore engendré 

par un cercle de o m , i o tournant autour d'un axe situé 

dans son plan à une distance de im du centre de ce cercle, 
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on demande de mesurer les courbures principales en l'un 

quelconque des points du tore situés à la distance de om,95 

de Vaxe. 

En prenant pour axe des z la normale à la surface au 

point considéré, pour axes des x et des y les traces des 

sections principales sur le plan tangent, donner une 

valeur approchée de z considérée comme fonction de x et y 

en négligeant les infiniment petits du troisième ordre. 

Indiquer la nature du paraboloide correspondant qui 

représente approximativement l'élément de surface du 

tore dans le voisinage du point considéré. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer l'intégrale définie 

par la méthode de Simpson en subdivisant Vintervalle 

Calculer la même intégrale par la méthode des trapèzes 

en utilisant les mêmes ordonnées que dans la méthode de 

Simpson. 

On fera les calculs à cinq décimales. 

( Novembre 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Mathématiques. — Déterminer 

l'enveloppe des droites de la famille déterminée en coor-

données rectangulaires par l'équation 

où m représente une longueur donnée et a un paramètre 

variable. Calculer l'angle de Vaxe des x et du bras de 

levier de la droite (perpendiculaire abaissée de l'origine 

sur la droite) et la longueur de ce bras de levier quand a 

est choisi. 
'71 

Longueur d'aj^c de la courbe enveloppe entre a et - • 

de o à — en six parties égales. 

y = x t a n g a -1- m co ta , 
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II. Mécanique. — Un mobile pesant P est attiré par un 

point fixe O proportionnellement à la distance; Vattraction 

à la distance d est égale au poids du point mobile P. 
Trouver le mouvement de P , sachant qu'à l'origine du 

temps il vst placé, sans vitesse initiale, sur Vhorizontale 

du point O en un point A.0 tel que O A0 = a. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère la fonction représentée 

par le graphique suivant : 

y 

A 

cr-
t) 

C 

où les points A, B , G. D ont pour coordonnées 

3TT 
x = - , 

•2 ^ jl = 71, 
71 ( y = o ; 1T I i r a « . 

D." * = 

Cette fonction a pour période 2 TU. 
On demande de calculer les coefficients de la série tri-

go nométriqae 

Ao-+• A2 COSX -h A* COSIX -+-... 

H- B, sinx B 2 sin237 -+- . . . 

qui la représente. 

On rappelle aux candidats les formules : 

AQ valeur moyenne de la fonction de o à XTC, 

1 r27C 1 r27r 

A w = — / y cos/i7u dx, B w = — I ysinnxdx. 

( Ju in 1912.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Étant donnes trois axes rectan-
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gulaires et une surface représentée par Véquation 

s - / < * > . 

où f ( z ) est une fonction qui s'annule pour z = o et qui 

prend des valeurs positives pour z positif on peut consi-

dérer cette surface comme engendrée par une ellipse 

située dans un plan mobile parallèle au plan des xy et 

qui varie avec z, mais en restant semblable à elle-même. 

On peut, en outre, imaginer que cette surface, limitée par 

un plan quelconque parallèle au plan des xy, représente 

Vintérieur d'une coupe dont le fond est à l'origine des 

coordonnées et dont le bord est l'une des ellipses précé-

dentes. 

Cela posé, on place verticalement l'axe des z et l'on 

suppose qu'on remplisse d'eau cette coupe jusqu'à une 

hauteur z au moyen d'un robinet à débit constant 

donnant a unités de capacité pendant l'unité de temps, et 

l'on demande : 

i° Le volume d'eau jusqu'à la hauteur z\ 
rx° L'expression de la vitesse d'accroissement de la hau-

teur z ; 

3° L'expression de la hauteur z en fonction du temps 

lorsque f{z) est la dérivée d'une fonction connue F (z). 

Applications numériques. — En supposant un débit de 31 à 

la minute. 

\. On prend a — b — idm et f ( z ) . idra = 2z ; 

2. On prend a = b = iàm et f ( z ) . i*™*— z*, le décimètre 

étant pris pour unité de longueur. 

Vérifier que, pour une même hauteur z dans les cas 1 et 2, 
le carré de l'un des temps est proportionnel au cube de 
Vautre. 

S O L U T I O N . 

V s = | ( S 0 + 4 S 1 + S , ) = ^ [ 4 / ( f ) + / ( . ) ] • 

^ = ce qui montre que la vites-se d'accroissement de z 

est inversement proportionnelle à la section de niveau, 
comme on pouvait Le prévoir. 
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On a 

a dt — izab f ( z ) dz 

et, en intégrant , 

y.t = izab¥(z) avec F ( o ) = o . 

On a ensuite : 

i° S - = nzz en décimètres carrés , 

\z = ~z2 en décimètres cubes, 

t\ — ^ 2 - e n secondes; o 

2° S^— TZZ* en décimètres carrés, 

V- = -TZZ3 en décimètres cubes. 
J 

t2 = - T i c 1 en secondes. 
<J 

Enfin, on a 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Sur une droite Oa? inclinée à 4 

se meut sans frottement un point pesant M qui est attiré 

par le point fixe O proportionnellement à la distance; 

l'attraction, à ioin de distance, est égale au poids du 

point M. 

i° Trouver la position d'équilibre. 

Trouver le mouvement du point M en supposant qu'à 

l'origine du temps il est placé sans vitesse au point O. 

Trouver, à ^L de seconde près, la durée de l'oscilla-

tion de M. 

SOLUTION. . 

A la distance x, l 'attraction est kx\ à ia distance IO, on 
a i o £ = mg, d'où la valeur de k. > 

ii - i u mS v/'2 J , . Il y a équil ibré pour -j^- x — — mg, d ou x = 7,07. 

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIV. (Août-Sept. 191 {«X 
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Dans le mouvement, on a 

d*x f i mg 
m —j—- = mg i l x, 

dt2 ô y 2 10 ' 
d'où 

Le point oscille entre x — o et x = 14 , i4« 
La durée de l'oscillation simple est 

/ ï o 0 

(Novembre 1 9 1 2 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — 1 ° Construire la courbe représentée 

par Véquation 
x— Sx^yZ-ï- r 4 = 1 . 

i° Trouver le mouvement d'un point A de masse égale à 

l'unité attiré par un point fixe O dont l'attraction à la 

distance p est égale à 

(>/c2a G A2 a -

?'* P5 

On suppose que la distance initiale du point A au 

point O est a, et que la vitesse initiale est perpendiculaire 

au rayon vecteur initial et est égale à — • 

On montrera que la trajectoire est représentée en coor-

données polaires par l'équation 

p s= a(•••2 -f- cosO), 

et l'on donnera la relation qui détermine 6 en fonction 

du temps. 

On montrerà qu'à toute valeur du temps correspond une 

et une seule valeur de 6 . 

S O L U T I O N . 1 

Théorème des aires 
.dO 



( 4 o 3 ) 

Théorème des forces vives 

dp* 9dW_ik*a 

dt2 p dP~ p* p*-

En éliminant dt on a 
1 û?ps i __ 4 a 3 a% 

p4 <m p2 ~~ 
d'où l'on tire 

= , d p — . 
/ a 2 — ( p — 2 « ) 2 

et par saite 
p = + cosO). 

En remplaçant p par sa valeur dans l'équation des aires, 
on a 

« / , , * I -+" C O S 2 Ô \ , A , _ a 2 f 4 -f- 4 cos 0 H - 1 î/0 = k dt, 

d'où 

2 0- 1 -4 sin0 H- i sin 2 0 = Ct. 
2 4 

La dérivée du premier membre étant toujours positive, il 
ne peut, pour une valeur donnée de t, y avoir plus d'une 
racine. D'ailleurs cette racine existe, car, pour 0 — o, le 
premier nombre est nul, et, pour 9 =oo, il est infini. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère Véquation différen-

tielle 
d^x 7 dx 
—r— - H b —— = CX — S111 2 71 ft, 
dt2 dt ' ' 

dans laquelle on a 

b = f 

c = 4, 

/ = 0,2547. 

ï° Calculer une intégrale particulière de la forme 

A s in(2n ft -ha); 

20 Calculer l'intégrale générale. 

Nota. — Les valeurs numériques données provenant dç 
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mesures, on exécutera les calculs de manière à obtenir 

les résultats avec Vapproximation strictement compatible 

avec les données. ( J u i n 1 9 1 3 . ) 

Montpellier. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une courbe G a pour équation 

3 A Y T — X * . 

Par Vorigine, on mène deux droites rectangulaires, de 

coefficients angulaires m et—- ? qui coupent la courbe 

en deux points M et M'. Les tangentes en ces points se 

coupent au point P . 

I° Calculer les coordonnées de ce point P ; et démontrer 

qu'il décrit la parabole 

4 J 2 = §a(x — a) 

lorsque m varie. 

20 Montrer que cette parabole est tangente à la courbe G, 
en deux points symétriques A et A' . 

3° Calculer l'aire comprise entre les arcs de la courbe G 
et de la parabole, limites aux trois points 0 , A , A ' . 

4° Calculer la longueur de l'arc OA de la courbe G. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer les intégrales 

r 1 x -+- X3 . + , 
1 dx et I -dx: 

J0 Jx i-t-a?6 

que devient la première de ces intégrales, si l'on fait le 

changement de variable x — — • 
y 

(Novembre 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Une courbe G est représentée, en 

coordonnées polaires, par l'équation 

p = a(i -h coso)). 

Soit M un point de la courbe, la droite OM coupe 'la 

courbe en un autre point M'. 
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i° Démontrer que la longueur MM' est constante, et que 

les tangentes en M et en M' sont perpendiculaires. 

2° Les normales en M et en M' se coupent en un point A ; 
calculer les longuenrs MA et M'A ; démontrer que OA est 

perpendiculaire sur OM, et trouver le lieu du point A. 
3° Calculer les coordonnées, x et y, du point A, et du 

milieu B de MM'; former Véquation de la droite AB, et 

démontrer qu'elle passe par un point fixe. 

4° Chercher l'enveloppe du cercle qui passe par les 

trois points M, M', A. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Déterminer V intersection des 
deux surfaces 

Evaluer le volume, et la surface totale, du solide limité 

par les portions de ces surfaces comprises entre la courbe 

d'intersection, et les points (o, o, o) de la seconde, (ia, o, o) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Déterminer l'intégrale générale 

de l'équation différentielle 

dty , - f - 4 7 = 4 c o s 2 * . 

Déterminer l'intégrale qui represente une courbe C 
passant par Vorigine, et tangente en ce point O à Ox. 

Montrer qu'il y a deux tangentes à la courbe G, qui 

passent par O, et qui ont une infinité de points de contact. 

Déterminer, en chacun de ces points de contact, le centre 

de courbure et le rayon de courbure; montrer que ces 

centres de courbure sont sur une hyperbole. Montrer que 

les aires des cercles de courbure, en ces points de contact, 

ont une somme finie. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Quelles sont les surfaces repré-

sentées par les équations 

de la première. (Juin 1 9 1 2 . ) 

2L2 

b  

z ! £ = ( x + a ) ' 
b c 4 « 

|2 
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où a, c sont positifs. Montrer que leur intersection est 

formée de deux courbes planes. Calculer le volume limité 

par les parties des deux surfaces comprises entre ces 

deux courbes planes. (Novembre 1 9 1 2 . ) 

Nançy. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Analyse . — Établir la formule 

de Green 

Application à J\y dx — xdy). 

Géométrie . — Soit G une courbe tracée dans un plan 

rapporté à deux axes rectangulaires O x, Oy. La tangente 

en un point quelconque M de là courbe G rencontre Qy en 

un point B et la parallèle à O y menée par M rencontre Ox 

en un point A . 

i° Déterminer les courbes G pour lesquelles Vaire du 

trapèze O A M B a une valeur donnée K 2 , lorsque M décrit 

la courbe. 

Tracer les courbes G dont l'une est une hyperbole, 

soit H. Montrer que Vaire limitée par Vhyperbole H, une 

courbe G quelconque et la parallèle à Oy menée par le 

point de cette courbe C pour lequel la tangente est paral-

lèle à Ox, a une valeur constante. 

Géométrie et Mécanique. — On considère le cylindre 

dont les génératrices sont parallèles à Vaxe des z et dont 

la base est la\parabole du plan des xy représentée par 
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V équation o 

y — J xa 

Déterminer sur ce cylindre une courbe G, passant par 

Vorigine des coordonnées, et dont les tangentes font avec 

TC 
l'axe Ox un angle constant égal à - • On posera x = a sin / 

4 

et l'on exprimera les coordonnées des points de la courbe 

au moyen du paramètre t. 

En supposant que t représente le temps et qu'un mobile, 

de masse m. entièrement libre, ait un mouvement défini 

par les expressions des coordonnées des points de la 

courbe G en fonction du temps, déterminer la force qui le 

sollicite et le travail de cette force pour un déplacement 

du mobile. ( Ju in 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Première Part ie . — Un cercle étant 

rapporté à deux diamètres rectangulaires Oa?, Oy, on 

définit un point M variable de ce cercle à Vaide de Vangle t 

que forme le rayon OM avec Ox. 

Sur la parallèle à Ox menée par M on porte un vecteur 

M M ' , dont la mesure est une fonction déterminée f (t) du 

paramètre t. 

i° Établir les formules donnant l'aire S balayée par le 

vecteur M M ' et l'aire 2 balayée par le rayon vecteur OW 

lorsque t varie de zéro à une valeur quelconque. (Pour 

trouver l'aire S, on utilisera les formules liant les coor-

données polaires du point M' à la variable t.) 

20 Déterminer la fonction f ( t ) de telle sorte que le 

rapport des aires 2 et S ait une valeur constante égale 

à K . 
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Dans le cas où K est égal à L'unité, achever l'intégration 

et tracer les courbes lieu du point M'. 

Deuxième Partie. — I. Calcul du rayon de courbure d'une 

courbe gauche. 

II. On considère une barre homogène A B de longueur l 

et dont la masse de l'unité de longueur est égale à ¡JL. 

Cette barre se déplace dans un plan horizontal de façon 

que ses extrémités A et B glissent sans frottement sur deux 

axes rectangulaires Ox, 0y de ce plan. Sa position est 

déterminée à chaque instant par l'angle B A O = 0, et 

chacun de ses points C est déterminé par sa distance 

B C = S au point B . 
Chaque élément de la barre, de longueur ds et de masse 

dm, entourant un point tel que G, est soumis à une force 

attractive de la part de Oy; cette force est égale au produit 

de dm par la mesure du vecteur CD mené par le point G 
perpendiculairement à Oy. 

i° Déterminer la grandeur et la position de la résultante 

des forces appliquées à la barre lorsque 6 a une valeur 

donnée; quel est le travail de ces forces pour un dépla-

cement de la barre ? 

i° Calculer, diaprés le théorème de König, l'énergie 

cinétique de la barre. 

3° Ecrire l'équation du mouvement et achever l'inté-

gration, lorsque les conditions initiales permettent à la 

barre d'atteindre la position Ox avec une vitesse nulle. 

(Octobre 1 9 1 1 . ) 
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Paris. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Analyse. — I. Intégrer l'équation 

différentielle 

di y dy 

Calculer Vintégrale y de cette équation qui s'annule 

pour x = o, ainsi que sa dérivée première. Reconnaître si 

la fonction y ainsi obtenue passe per un maximum ou par 

un minimum pour x — o. 

II. On considère l'intégrale curviligne. 

%y( i — x2 -h y2) dx -h x ( i -f- x2 — y2) dy 

f - ( I H - x2 - H y1 )* 

Démontrer que la valeur de cette intégrale, supposée 

étendue à un arc de courbe A B , ne dépend que de l'ori-

gine A et de Vextrémité B de cet arc de courbe, et non 

des points intermédiaires. Calculer l'intégrale, lorsque, 

le point A étant l'origine des coordonnées, le point B a 

des coordonnées données 

I I I . Soient Ox, Oy deux axes rectangulaires. Un point 

quelconque M d'une courbe G se projette sur 0x en H et 

la tangente en ce point rencontre Ox en T. 

I° Déterminer toutes les courbes G telles que l'on ait 

H Ö H T = — j . 

Construire celle de ces courbes (Ci) qui passe par le 

point x = o, y = i , et calculer à 0 , 0 1 près les coordonnées 

de ses points d'inflexion. 

2° On mène par O la parallèle à la droite symétrique 

de M T par rapport à Ox. Cette parallèle rencontre MH 
en m. Construire la courbe C2, lieu de ce point m, quand 

M décrit CI. 
3° Évaluer l'aire comprise entre CT et C2. 

Mécanique. — On considère le système matériel suivant : 

Un fit inextensible, flexible et de poids négligeable, 



tout entier situé dans un plan vertical fixe, part d'un 

point fixe O, descend verticalement, passe sous le cercle 

de gorge d'une poulie mobile ( C ) et de poids P , remonte 

verticalement, passe sur le cercle de gorge d'une poulie (C') 

mobile autour de son axe horizontal supposé fixe, redes-

cend verticalement et supporte un poids solide S homo-

gène, pesant, de poids Q, ayant la forme d'un cylindre 

de révolution dont l'axe est dans le prolongement du fil. 

A l'origine des temps, le système, étant supposé sans vi-

tesse, est abandonné à lui-même. 

r Déterminer le mouvement du solide S, le mouvement 

de la poulie (G) et la tension du fil. Montrer que cette 

tension ne dépasse jamais ^ ^ • 

On suppose que, dans le mouvement considéré, le so-

lide S descende à l'instant on coupe le brin de fil qui 

porte ce solide; il s'écoule alors un nouvel intervalle de 

temps précisément égal à t0, avant que la poulie (G) repasse 

par la position qu'elle occupait au début du mouvement. 

Calculer le rapport des poids P et Q. 

N. B. — On supposera les poulies ( C ) et (G') homogènes 

et leurs cercles de gorge parfaitement lisses. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Construire, sur une feuille de 

papier quadrillé, pour x variant de o à la courbe 

2° Se servir de la courbe ainsi construite pour résoudre 

graphiquement l'équation 

y = 

, i) log-

3° Calculer l'intégrale 

au moyen de la formule de Simpson, l'intervalle d'inté-



( 4>. ) 
gration étant partagé en dix parties égales. Comparer le 

résultat obtenu à celui que fournirait Vutilisation directe 

du quadrillage. 

N.B . — On prendra pour origine un des quatre som-

mets de la partie quadrillée de la feuille, et pour axe 

des x le plus petit côté. On choisira les unités d'abscisse 

et d'ordonnée, de manière que le sommet de la partie 

quadrillée de la feuille, opposé a l'origine, ait pour coor-

données x = i, y = 10. On calculera directement les ordon-

nées de la courbe pour des abscisses variant de centimètre 

en centimètre et l'on inscrira les valeurs de ces ordonnées 

sur la feuille de papier quadrillé. 

Il n'est pas demandé une approximation plus grande 

que celle que comporte l'usage exclusif de la règle à 

calcul. 

La rédaction contiendra des indications sommaires sur 

les procédés de calcul employés. 
( Juin 1 9 1 1 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Analyse. — I. Intégrer le système 

d'équations différentielles simultanées 

dx dv 

Déterminer la solution de ce système telle que pour t = o 

x et y prennent la valeur o. 

Si l'on regarde les fonctions x et y de t ainti détermi-

nées comme les coordonnées rectangulaires d'un point 

dans un plan, ce point engendre, lorsque t varie, une cer-

taine courbe (C). Construire cette courbe. 

Calculer l'aire engendrée par la révolution autour 

de O y de l'arc de la courbe (G ) obtenu en faisant varier t 

de o à %ic. 

II . On donne, dans un plan, deux axes de coordonnées 

rectangulaires Ox et Oy. On désigne par M un point 

quelconque d'une courbe (C) du plan, par P sa projection 

sur O x , p a r Q le point d'intersection de Oy avçc la tan-

gente à la courbe C en M. 
Former l'équation différentielle des courbes (G ) qui 
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jouissent de la propriété que l'aire du trapèze OPMQ est 

égale à une aire donnée a*. Intégrer cette équation et 

construire celle des courbes (G ) qui passe par le point 

dont les coordonnées sont x — a, y = a. 

Mécanique. — I. On donne, dans un plan fixe, deux axes 

de coordonnées rectangulaires fixes Ox et Oy. Un point 

matériel M, de masse m, peut se mouvoir librement dans 

ce plan. Il se trouve que, sous l'action d'une certaine force 

parallèle à Oy, ce point admet comme trajectoire une 

circonférence (G) de centre O et de rayon R. On connaît 

la vitesse v0 dont est animé le mobile au moment t = o où 

son abscisse est nulle. 

Calculer en fonction du temps les coordonnées du 

point M; calculer en fonction de l'ordonnée du point M 
la vitesse de ce point et la force qui produit son mouve-

ment. 

II. On considère un plan incliné rugueux faisant, avec 

le plan horizontal, un angle donné a. Le coefficient de 

frottement est f . Un point matériel pesant de poids P est 

placé sur ce plan incliné. On lui applique une force égale 

à son poids et dirigée suivant l'horizontale du plan incliné 

qui passe par le point. On demande à quelle condition 

doit satisfaire f , l'angle a étant supposé donné pour que 

le point soit en équilibre. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère, dans un plan rap-

porté à deux axes de coordonnées rectangulaires Ox, Oy, 

la chaînette dont l'équation est 

. ex-\-e~x 

y — c h x ou y = 

Soit M un point quelconque de la chaînette, P sa pro-

jection sur Ox, A le sommet de la chaînette. Déterminer 

le point M par la condition que l'on ait 

OA -+- PM = OP + arc AM. 

On calculera les coordonnées du point cherché M à y^Vô 

près. (Octobre 19 1 1 •) 
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É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Analyse. — I. Intégrer le systèm9 

dy équations différentielles 

dx 

dt' = 

dy e . = x -+- t\y — 5 sini . 

Déterminer une solution de ce système par la condition 

que x et y s'annulent pour t = o, et calculer le premier 

terme non nul dans les développements en séries entières 

en t des fonctions x et y ainsi obtenues. 

II . Une courbe plane (G) est rapportée à deux axes rec-

tangulaires Ox, O y, la tangente en un point quelconque M 
de la courbe ( G ) rencontre au point T l'axe O y. 

Déterminer la courbe G, de manière que l'angle M F T 
soit droit, F étant un point fixe situé sur Ox, à la dis-

tance a du point O. Discuter la nature de la courbe (G) 
obtenue suivant la valeur donnée à la constante d'inté-

gration. 

III . Etant donnés trois axes rectangulaires O ^ , Oz , 

on demande de calculer le volume du solide limité par le 

i 

cylindre y = chx, par la surface — — tha?, et par les plans 

x = o, x = i , z — o. On rappelle les formules : 

ex-\-e~x , ex — e~x . shx 
en x — * sn x — > tli ¿r — ——• 

•2 2 c n x 

Mécanique. — Un point matériel pesant M, de masse m, 

se déplace dans un milieu qui lui oppose une résistance, 

dirigée en sens inverse de la vitesse de M, et d'intensité 

R = mg — » où g désigne l'accélération due à la pesan-

K.2 

teur, v la valeur algébrique de la vitesse de M et K , un 

coefficient numérique. Soit x' O x un axe orienté, la direc-

tion positive Ox étant celle de la verticale descendante. 

i° A l'instant initial M est lancé du point O avec une 

vitesse VQ — — a ( a > o) dirigée suivant la verticale ascen-
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dante Ox'. On demande l'abscisse x=—h(h>o) du 

point lé plus haut ÔI atteint par M, ainsi que le temps T 
employé par M pour aller de O à Ôj. 

On prendra désormais 0, comme nouvelle origine 

des abscisses (la direction positive des abscisses étant tou-

jours celle de la verticale descendante), et l'instant où M 

est en 0, comme nouvelle origine des temps. Sous Vaction 

de la pesanteur et de la résistance R, le point M va des-

cendre suivant la verticale OiOx. Donner les expressions 

V = v ( t ) et x — f(t) 

de la vitesse et de l'abscisse de M à un instant quel-

conque t. 

3® On admet que K est très grand, de telle sorte qu'on 

puisse négliger dans les calculs les puissances de ^ supé-
K. 

rieur es à 'i. 

Montrer que l'approximation précédente permet 

d'écrire 

®(0 = gt • 
K 2 ' 

" W ' 

À et B étant deux coefficients (ne dépendant que de g) que 

l'on calculera. 

Applications : g == 980; K = 9 ,8 x IO5; calculer à l'ins-

tant t — 1, <p(f) et avec Vapproximation permise 

au 3 ° . 
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É P R E U V E P R A T I Q U E . — Un récipient d'une contenance de 

10 litres a la forme d'un cylindre de révolution limité par 

deux plans perpendiculaires à l'axe (A) du cylindre et 

situés à une distance de 5ocm l'un de l'autre. On verse 21 de 

liquide à l'intérieur du récipient supposé placé de telle 

sorte que (A) soit horizontal. 

Soit (G ) la section du récipient par un plan ( P ) per-

pendiculaire à (A), 0 l'intersection de ( P ) avec (A), 
A B l'intersection de (P) avec la surface libre du liquide 

et x le supplément de l'angle A O B . 

i° Former l'équation à laquelle satisfait x. 

2° Résoudre cette équation avec la précision que com-

portent les Tables de logarithmes à cinq décimales. 

3° Calculer en centimètres (avec la même précision) la 

distance OD de l'axe du récipient à la surface libre. 

( Jui l let 1912 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Analyse. — I. Intégrer l'équation 

différentielle 

dzy dy 
— 2 —y—h 2 y — ex cos mx. 

dx« dx J 

où m désigne une constante donnée. Calculer l'intégrale 

qui, pour x = o, s'annule, ainsi que sa dérivée première. 

Calculer, à l'origine des coordonnées, le rayon de cour-

bure de la courbe qui représente la variation de celte 

intégrale. 

II. Étant donnés, dans un plan, deux axes de coordon-

nées rectangulaires O^, 0y, on considère dàns ce plari 

un courbe (C). Soit M un point quelconque de cette courbe; 
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soit I le centre de courbure de la courbe en M; soit P la 

projection du point I sur la parallèle àOx menée par M; 

soit Q la projection du point P sur la normale MF. 
Former et intégrer Véquation différentielle des 

courbes (C) , telles que la longueur QI soit égale à une 

longueur donnée a. Indiquer la forme des courbes (C) . 

III. Construire la courbe représentée en coordonnées 

rectangulaires par Véquation 

x ( x2 -f- y2 ) = y2. 

Evaluer à y^ô Pr^s l'alre comprise entre cette courbe 

et la droite x =i, ainsi que l'abscisse du centre de gravité 

de cette aire. 

Mécanique. — Dans un plan rapporté à deux axes de 

coordonnées rectangulaires Ox, O y se meut un point 

matériel M, de masse égal à i , de coordonnées x et y. Il 

est soumis à une force F dont les composantes, suivant les 

axes de coordonnées, sont X —— x, Y = — 4y> 

i° Chercher s'il existe une fonction de force U(x, y); 
dans l'affirmative, déterminer U (x, y) et construire les 
courbes de niveau ( S ) du champ ( H ) créé par la force F . 

Former et intégrer les équations différentielles du 
mouvement du point M. 

3° M étant abandonné sans vitesse initiale, à l'instant 
t — o, du point A de coordonnées x0=i, yo= i , donner 
les expressions 

x — f(i)i y = g{t) 
des coordonnées de M à Vinstant t ; construire la trajec-

toire ( T ) correspondante et calculer la vitesse v à Vins-

tant t. 

4° Montrer qu'aux poins de (T), où la vitesse v est maxi-

mum ou minimum (sans être nulle), la trajectoire ( T ) 
est tangente à la courbe de niveau (S) passant par ces 

points. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Soient deux axes de coordonnées 

rectangulaires Ox, O y et l'hyperbole ( H ) d'équation 

xy = i. 
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Déterminer les coordonnées x,y(x> i,y < I ) d'un point M 
de ( H ) satisfaisant à la condition suivante : 

Soit P Vintersection de la parallèle à Oy menée par M 

avec la parallèle à Qy menée par A, A étant le point 

de (H) d'abscisse x = i; l'aire limitée par l'hyperbole (H), 

les droites AP et PM, doit être égale à i. 

On calculera x et y avec la précision que comportent 

les Tables de logarithmes à cinq décimales. 

N. B. — On pourra d'abord calculer y. 

(Octobre 19 12 . ) 

Poitiers. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Soit 

d*y 

dx* 

une équation différentielle linéaire à coefficients quel-

conques. Montrer comment, si l'on connaît une intégrale 

particulière, on peut ramener le calcul de l'intégrale 

générale à l'intégration d'une équation linéaire du pre-

mier ordre. 

II. On considère l'équation linéaire 

d*y 'À y 

dx-

1 a 
_ = — (a> o). 
xL x 

Atin. de Mathémat4* série, t. XtV. (Août-Sept. 1914O 27 
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i° Montrer qu'il existe une infinité de polynomes du 

second degré en x satisfaisant à cette équation. 

2° Former Vintégrale générale de l'équation. 

3° Construction des courbes intégrales et discussion 

suivant les valeurs des constantes d'intégration. 

4° On considérera en particulier l'intégrale Y t (x) qui 

passe par les points x — i} y = a et x — — i, y = ay et 

l'intégrale Y2(x) qui passe par l'origine et par le point 

x= i, y = o. L'aire comprise entre les deux courbes cor-

respondantes dans l'angle des coordonnées positives 

a-t-elle une valeur finie ? La différence entre les deux 

portions de cette aire situées de part et d'autre de la 

droite x — - a-t-elle une valeur finie ? 
2 J 

(Novembre 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I. Question de cours. — Applica-

tion des intégrales multiples à la détermination du 

centre de gravité d'un corps homogène. 

Exemples : i° Trouver les coordonnées du centre de 

gravité de la demi-sphère d'équation x2 -f-y2 -h z2 = R 2 

située au-dessus du plan des xy. 

2° Trouver, par la méthode des intégrales triples, les 

coordonnées du centre de gravité du tétraèdre qui a pour 

sommets : l'origine des coordonnées O ; le point A de 

l'axe des x qui a pour abscisse za\ le point b de l'axe 

des y qui a pour ordonnée zb \ le point G qui a pour 

coordonnées x0 — a, y0 — b, z0 = c (on suppose a, b, c 

positifs). 

II. Un fardeau, placé sur un plan rugueux incliné 

de 3o° sur le plan horizontal, est soumis à une force F 
parallèle au plan incliné et dirigée vers le haut. On 

observe que le fardeau ne reste en équilibre que si F 
est compris entre certaines valeurs cp et <ï\ Sachant 

que^—0,1, calculer le coefficient du frottement du 

fardeau sur le plan. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer le système des équations 
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3 y — iz = ex s i n x , 

y -+- 4 2 == x. 

( Jui l let »912.) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . I ° Déterminer la valeur de la 

constante a de manière que Véquation 

(1) (y'— yi) sin2.z -h ay s'mxcosx + 1 = 0 

admette la solution 

y = c o t # . 

20 a étant ainsi déterminée, montrer que la diffé-

rence y — cota? satisfait à une équation de Bernoulli et 

déduire de là Vintégrale générale de Véquation ( 1 ). 

II. i° Théorie des enveloppes dans le plan. 

20 Application. 

Déterminer Venveloppe des ellipses dont les axes de 

symétrie sont deux droites rectangulaires données et 

dont la mesure de l'aire est un nombre donné A . 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère une fonction égale 
71 71 

à 1 dans l'intervalle — à - et égale à x- — x dans l'in-

tervalle - à ^ • On demande de développer la fonction en série trigonométrique dans l'intervalle ou elle est définie 

(Novembre 19 12 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Question de cours . — Intégra-

tion d'une équation aux dérivées partielles linéaires du 

premier ordre à deux variables indépendantes. 

II . On considère l'équation aux dérivées partielles 

(1) py-qx=zo. 

i° Trouver la solution générale de cette équation. 

20 Montrer qu'il existe une famille de solutions, ou sur 

différentielles 

dy 

dx 

dz 

dx 
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faces intégrales, qui sont des cônes droits ayant pour 

base le cercle de rayon i du plan xy dont le centre est à 

V origine. 

3° Montrer qu'il existe, d'autre part, une famille de 

surfaces intégrales qui sont des paraboloides de révo-

lution autour de l'axe des z. 

4° Soient (P) celui de ces paraboloides qui a pour sommet 

l'origine et pour paramètre i et (G) l'un quelconque des 

cônes définis plus haut, ayant son sommet au-dessus du 

plan des xy. On évaluera le volume et la surface du 

solide fini délimité par les deux corps (P) et (G ) [por t ion 

commune aux deux corps, entre le plan des xy et le 

sommet du cône\. 

III . I° Déterminer l'enveloppe E des circonférences S 
dont l'équation en coordonnées rectangulaires est 

•+- y2 -+-2p px — '¿pçy — 

où p est une constante et p un paramètre arbitraire. 

2" Construire la courbe E. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Un enfant a fait tourner dans un 

plan vertical fixe une pierre de poids P attachée à l'ex-

trémité A d'une ficelle de longueur l et de poids négli-

geable. Pour maintenir fixe Vautre extrémité B , sa main 

doit exercer une résistance R. On demande : 

I° De montrer que le nombre N de tours de la pierre 

par unité de temps ne peut s'abaisser — sans que la 

ficelle cesse d'être tendue — au-dessous d'un certain mini-

mum n, qu'on peut déterminer connaissant l. 

•2° De calculer la résistance R et d'étudier sa variation 

(en supposant N > n) quand la ficelle tourne. 
n 

3° De calculer le maximum e de l'erreur relative 

que l'on commettrait en prenant pour R la valeur R 0 de R 
quand la pierre passe au point le plus bas (en supposant 

toujours IN > n). 
N 

4° De déterminer pour quelles valeurs de — on aura 

« < T V -

5° De calculer F 0 en grammes-poids quand N = n 
etl — on , ,5o. 

( Ju in I9 i 3 . ) 
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Rennes. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . - Intégrer Véquation de Bernoulli 

dy y _ — x* 

dx ~~ x = IFy ' 

où k désigne une constante, et déterminer la solution par-
ticulière telle que, pour x — a, on a y = o. Construire la 
courbe définie par l'équation 

x? 

oà « A: soni cfes constantes, /es étant supposés rec-
tangulaires. 

Calculer l'aire limitée par la courbe, l'axe des x et les 
droites x = o, x = a. 

Dans le cas particulier où k = i\/ia, calculer la lon-
gueur de l'arc s, comptée à partir de l'origine, fOn 
vérifiera que, si l'on pose 

x = a sin t, 
on trouve 

ds a . 
= T T i ^ - 6 0 " 0 - 1 

Dans le même cas particulier, calculer le rayon de 
courbure en un point M de la courbe, en fonction du 
paramètre t. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère la courbe définie en 
coordonnées par les formules : 

X = f i f ( t ) - % t f { t ) = l f ( t \ 

y = t f"(t) - f ' { t ) , 
z = f ( t ) . 

Calculer, en fonction de t, les cosinus directeurs de la 
tangente, la différentielle de l'arc, l'équation du plan 
osculateur et le rayon de courbure. 

(Juin 19 1 1 . ) 
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É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Dans un plan vertical rapporté à 

deux axes rectangulaires, Ox (horizontal) et Oy (vertical 

dirigé vers le haut), on considère deux droites : 

(D) x = a, 

( D') x — — a. 

Un point M de masse égale à Vunité, placé entre ces 

deux droites, est soumis à l'action de son poids g et attiré 

vers chacune des droites ( D ) , (D'), perpendiculairement à 

ces droites, en raison inverse de la distance. 

L'intensité de chaque force d'attraction est représentée 

a i? 
par — y d désignant la distance variable du point M à la 

droite considérée : 

i° Trouver, en fonction de l'abscisse x du point M, la 

résultante F de ces trois forces. 

2° Soit a l'angle que forme F avec Ox; calculer t a n g a , 
former /'équation du second degré correspondante en 

tang et montrer que l'une des racines de cette équa-

tion est égale à — - • 

x -- a 

3° Trouver les lignes de force du champ résultant. 

Calculer pour l'une quelconque d'entre elles, en fonction 

de Vabscisse, le rayon de courbure et la longueur d'arc, 

comptée à partir du point d'abscisse x0. 

É P U E U V E P R A T I Q U A . — I ° Calculer l'intégrale indéfinie 

J a)*](i + f*)' 

•2° Calculer l'intégrale curviligne 

£ (x — a) dy — y dx 

prise le long d'un cercle (G) ayant pour centre l'origine, 

et pour rayon (R), en supposant que a désigne une cons-

tante positive, et que les axes Ox, Oy sont rectangu-

laires. 
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( On devra distinguer deux cas : 

i° R > a , R < a.) 

(Novembre 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Î . Théorème de Meusnier. 

II. On considère une courbe (G) rapportée à des axes 

rectangulaires Ox, Oy, et pour laquelle Vabscisse x de 

chaque point M s'exprime en fonction de l'angle a que 

forme la tangente avec Òx par la relation 

( 1 ) x = a(i — cosa). 

Démontrer que l'ordonnée y vérifie l'équation diffé-
rentielle 

dy a sin2 a 
dx. cosa 

Déduire de l'équation (2) l'expression explicite de y en 

fonction de a et déterminer la constante d'intégration de 

façon que y s'annule pour a = o. 
La courbe (G) étant ainsi définie, on demande d'en 

étudier la forme, d'en construire Vasyrnptote, de calculer 

lé rayon de courbure, lès coordonnées du centre de cour-

bure, et la longueur d'arc, comptée à partir de l'origine 

des coordonnées. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Calculer l'intégrale définie 

Jt 1 

iz 

2 df  
ô !-r-/c2 t a n g V 

k désignant une constante positive. 

Calculer l'intégrale 

} - f { [1 -f- ¿c ¿ 2 ( i — x)\ \/ T^xdx' 

( Ju in 1 9 1 2 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — On donne le système d'équations 
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différentielles 

dy sin* dx 

dt ~~ co <t dt ' 

cost dx dy x __ a c o s / 
s i n i dt dt s i n 2 i s i n 2 i 

i° Former l'équation différentielle du premier ordre 

qui définit x en fonctions de t. Intégrer cette équation. 

Vérifier que Von a une solution du système donné (i) 

en prenant, pour les fonctions inconnues, x et y : 

x — a(cost -f t sin t) -f- l si n i , 

y ~ a( smt — t cos t) — l cos t, 

l désignant une nouvelle constante. 

Montrer que cette solution se déduit de la solution 
TZ 

générale en y ajoutant la condition que, pour t — - , on 

doit avoir 
aiz , 

x = h l et y = a. 
2 y 

3° Les formules ( 2 ) où Von regarde t comme un para-

mètre définissent une courbe (G), rapportée à deux axes 

rectangulaires OÎT, O y. Calculer pour un point variable M 
de la courbe G : 

L'arc s compté à partir du point t ~ o; 

L'angle de la tangente avec Oa:; 

Le rayon de courbure; 

Les coordonnées du centre de courbure. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère la courbe définie en 

coordonnées rectangulaires par les équations 

x = s in 2 i — cos 2£, 

y — it — 2 sin t cos t, 

z = 4 sin t. 
Calculer : 

i° Les cosinus directeurs de la tangente; 

20 Lyarc compté à partir du point t — o; 

3° Le rayon de courbure et les cosinus directeurs de la 

normale principale. 
( Juin 1 9 1 3 . ) 
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SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSÉES. 

2203. 
( 1913, p. 48.) 

Soient AB un diamètre d'un cercle O et M un point de 
la circonférence. Il existe deux paraboles P et Q passant 
par A et B et tangentes en M au centre. Montrer que les 
axes de ces deux paraboles concourent au milieu I de OM. 

E . - N . B A R I S I E N . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V À I S T . 

Cette proposition n'est qu'un cas particulier de celle-ci, bien 
connue d'ailleurs : « Le centre de gravité du quadrilatère 
ayant pour sommets les points d'intersection d'une parabole et 
d'un cercle est sur l'axe de la parabole. » 

Autres solutions de M M . R . GOORMAGHTIGH, L . K L U G , T . O N O et 
P A R R O D . 

2205. 
( 1913, p. 192.) 

On donne, dans un même plan, deux courbes C et C'. La 

tangente en un point M de Q rencontre C' au point M'; les 
normales en M à C et en M' à C se coupent au point 
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Cela posé, construire la tangente et le centre de courbure 

en I à la trajectoire de ce point. 
F . A B R À M E S C U . 

S O L U T I O N 

P a r M . C . C L A P I E R . 

On peut envisager le point i comme le centre de rotation 
instantanée dans le mouvement d'un angle droit dont le 
sommet décrit la courbe C , tandis que l'un de ses côtés L 
glisse sur la courbe C . 

Nous connaissons deux couples de profils conjugués 

( C , MM' j , (C', point M') , et, pour construire 1B tangente IT 

commune aux deux roulettes, nous appl iquerons le théorème 

d'Euler généralisé par Bobil l ier : Soient (y, yi à l ' inf ini ; y', y'i, 

au point M ' ) les centres de courbure respecti fs , les droites yy ' , 

Yi Yt (Ç11* n'est autre que le second côté de l 'angle droit) vont 
/ X 

se couper eti un point u tel que l 'angle T1 u admet les mêmes 

bissectrices que yI Y -
P o u r obtenir le centre de courbure u> de la courbe lieu du 

point I, nous déterminerons le centre de courbure R de l 'en-
veloppe du deuxième côté L' de l 'angle droit mobile ; le point 
de contact N s'obtient en menant du centre I une normale à ce 
côté et la détermination de R résulte de l 'application du 
théorème précédent qui nous a donné la tangente I T . 

Cela posé, nous envisagerons le point I, non plus comme 
centre instantané de rotation, mais comme le sommet d'un 
angle droit MIN dont les côtés enveloppent les deux courbes 
développées P et A; relat ivement à ce nouveau mouvement , 
nous connaissons deux couples de profils conjugués et nous 
pourrons construire le point R ' qui permet de t rouver tous les 
éléments des courbures (cf. K O E N I G S , Cours de Cinématique). 

Nous en déduirons le centre de courbure de la trajectoire du 
point I. 

2207. 

( 1913, p. 28«.) 

On considère Vangle droit mobile H formé par les 

parallèles à la tangente et à la normale e/i M à la courbe T, 
menées par le pied H de la perpendiculaire abaissée de M 
sur une droite fixe A. Si T est le point où la tangente en M 



à la courbe T coupe la droite A, JJI le centre de courbure 

de R répondant au point M, démontrer que le centre ins-

tantané I de Vangle droit H est à la rencontre de M H et 

du cercle circonscrit au triangle M J J L T . 

M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . T H I K . 

Plus généralement, soit F une figure mobile de grandeur 
invariable dont un point M a pour trajectoire une courbe T. 

Soit F ' une seconde figure dont la position se déduit à chaque 
instant de celle de F, au moyen d'une translation de direction 
constante, telle que le point M' correspondant à M décrive une 
courbe F'. Soit I le centre instantané de rotation de la figure F . 

Le point I appartient à la normale à G en M. Proposons-nous 
de trouver le centre instantané de rotation ï' de la figure F ' . 

Ce point 1' appartient à la normale à C ' en M'. Soit T le 
point d'intersection des tangentes en M et en M' aux deuv 
courbes G et C'. 

Les déplacements infiniment petits simultanés des figures F 
et F ' se réduisent à deux rotations, d'un même angle dy. 

effectués respectivement autour des points I et I'. On a 

¿ / ( M ) = I M ¿ c p , 

d(M') = IM' ¿<p, 
d'où 

I M _ _ < I ( M ) _ J V N 

I M ' ~~ d(M') ~ M ' I ' 

On en conclut que les deux triangles rectangles MTI, M'TT 
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sont semblables (on peut ajouter, directement semblables, 
comme on le reconnaît par un examen plus approfondi que 

nous omettons pour abréger). Les angles MTI, M'TI ' sont donc 
égaux et de même signe, ce qui fournit une construction 
simple du point I'. 

Dans le cas visé par l'énoncé, le point I se confond, comme 
l'on sait, avec le centre de courbure }JL en M à la courbe F. On 
a, d'après ce qui précède, 

MTp! = HTT, d'où Î ^ = HTM = r i > , 

ce qui établit la proposition. 

A u t r e s s o l u t i o n s p a r M M . B A L I T R A N D , B O U V A I S T , C L A P I E R , G U T T E N -

BKRU, L E M A I R E , O N O , P A R R O D , S ICARD . 

2208. 
(1913, p. 288.) 

Si M est un point quelconque d'une conique dont A est 

un sommet, a étant le centre de courbure répondant à ce 

sommet, la tangente en M à la conique coupe la tangente 

en A sur la perpendiculaire menée de a à la corde AM. 
M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M. G . F . 

L'hyperbole d'Apollonius relative au point a se compose de 
l'axe A A ' et de la tangente en A. Si d'un point de cette tan-
gente, on mène la perpendiculaire à la polaire AM de ce point, 
cette perpendiculaire passe en a, d'après le théorème bien 
connu qui fait de l'hyperbole d'Apollonius un lieu géomé-
trique. 

A u t r e s s o l u t i o n s d e ]VÎM. B o u v A r s T , GOORMAGHTIGH, G U T T E N B E R G , 

LKMAI I IE , O N O e t P A R R O D . 

2209. 
(Itl3, p. 336.) 

Démontrer géométriquement que : 

i° Si sur la tangente en M à un cercle passant par O, 
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on considère le segment MP, qui est vu de O sous un angle 

droity le lieu de P, lorsque M décrit le cercle, est une 

cissoide de Diocles; 

La normale en P à la cissoide coupe la normale en M 
au cercle sur la perpendiculaire élevée à OP en son 

milieu. 
M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N 

P a r M . R . B O U V A I S T . 

Soient u> le centre du cercle considéré, O' le point de ce 
cercle diamétralement opposé au point O, la droite O'M ren-
contre la tangente en O en P', le quadrilatère O M P P ' est un 
rectangle; la droite PP' enveloppe donc une parabole u, ayant 
pour foyer le point O' et OP' pour tangente au sommet; le 
lieu de P est donc la cissoide droite, podaire de la parabole T. 
par rapport à son sommet. 

Les droites O'O, w M étant également inclinées sur PP' , le 
point de contact de cette droite avec son enveloppe sera le 
point T , intersection de cette droite avec la parallèle à wM, 
menée par O' ; la droite to M, et la perpendiculaire au milieu 
de OP se couperont au milieu ¿JL de OT, et l'on sait par la 
construction classique de la tangente à une podaire que P(JL 
est la normale à la cissoide en P. 

Remarque. — La proposition précédente est un cas parti-
culier de la suivante : 

Si un triangle OMP se déplace de telle sorte que le 

sommet O reste fixe, que le point M décrive un cercle pas-

sant par O, que le côté MP soit tangent à ce cercle en M, 

et que l'angle MOP reste constant, le sommet P décrit une 

cissoide de Diocles, et la normale en V à cette courbe passe 

par le point d}intersection de la normale en M au cercle 

donné et de la perpendiculaire élevée au milieu de OP. 

On démontre immédiatement cette proposition en remar-
quant que la perpendiculaire en P à la droite OP enveloppe 
une parabole ayant pour foyer le point D' diamétralement 
opposé au point O sur le cercle donné. 

Autres solutions de MM. B A L I T R A N D , C L A P I E R , FOURAGGÉ, G O O R -

MAGHTIGH, G U T T E N B E R G , L E M A I R E , O N O , P A R R O D e t S I C A R D . 
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2211. 
( laj3, p. 480. ) 

Soient M et M' les extrémités de deux demi-diamètres 

conjugués, F et F ' les foyers d'une ellipse E . Les droites 

xM'F', M F se coupent en P, et les deux droites M ' F , M F ' se 

rencontrent en Q. Montrer que, quels que soient les demi-

diamètres OM et OM', le quadrilatère PMQM' est circons-

criptible à un cercle de rayon constant ( égal au demi 

petit axe). 
E.-JN\. B A R I S I E N . 

S O L U T I O N 

P a r M . T . O N O . 

Soient ( a c o s 6 , èsinG) les coordonnées de M; (—:-a sin 6, 
b cos6) sont celles de M' et le sommet N du parallélogramme 
M O M ' N a pour coordonnées [«(cosò—sin0), 6(cos6-+-sin6)], 
l'équation de M F est alors 

b x sin 0 — y (a cosO — c) — bc sin 6 = o. 

On voit que la distance de N à 1V|F est égale à b. 1| en est 
de même pour MF' , M ' F , M ' F ' ; donc, etc. 

A u t r e s o l u t i o n d e M . B O U V A I S T . 

2212. 
( 1113, p. 575.) 

Si un rayon mobile OP d'un cercle de centre O coupe ce 

cercle en P et la tangente en un point fixe A du cercle 

en N, le point de rencontre M des parallèles à OA et AN 
menées respectivement par N et P décrit une conchoïde de 

Killp (N. A., 1 9 1 3 , p. 193). Le point T où la tangente en M 

à la conchoïde coupe la tangente fixe AN au cercle peut 

être obtenu comme suit : U étant le point où cette tangente 

fixe est rencontrée par la tangente en P au cercle, si Von 

porte sur le rayon OP le vecteur OY = PN, la droite OT 
est parallèle à UV. 

M. b'OcAGNE. 
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S O L U T I O N 

Par M. T. OKO. 

Prenons cqmme axe des x le r^yon OA, comme axe des y 

le diamètre perpendiculaire. Si l'on désigne partp l'angle AOP 
et par a le rayon OA, on a successivement les coordonnées 
des points ci-après : 

( M ) 
x = a coscp, 

y = a tangcp; 

x — a. 
i U ) 1 i « ( î — cos© ) v 7 I y = a tang-<p = — - — : — ; 

l J ° 2 T sin cp 

( V ) 
x = a( i — coscp), 

y = a(i — coscp) tangcp; 

( T ) . a(i-coscp 7 ) r = a t a n g © ^ : & T sincp cos2cp ' 

et l'on voit facilement que la droite UV est parallèle à OT. 

Autres solutions de M M . BARISIEN et B O U V A I S T . 

2213. 
(1913 , p. 576.) 

Soient c et C une section droite et une section oblique 

d'un cylindre de révolution, tangentes entre elles en un 

point par lequel passe la génératrice G du cylindre. On 

sait que les droites rencontrant G à un angle droit, qui 

s'appuient d'autre part sur la conique C, engendrent un 

cylindroïde (ou conoïde de Plucker). Démontrer que le 

volume du tronc de cylindre limité aux plans des sections 

ç et G est double du volume du tronc de cylindroïde limité 

à sa directrice G et au plan de la section C. 
M . D ' O Ç A G N E . 
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S O L U T I O N 

Par M. T. O N O . 

Prenons comme plan X O Y la section G et soit y* = ax — x* 

l'équation du cercle c. Soit ï -+- ~ = i l'équation du plan G, 

On obtient les résultats suivants : 
Volume du tronc de cylindre : 

* - « . * « j
x» O \ OJ 

' dz I i\/ax — x2 dx 0 d Q 

Volume du tronc de cylindroïde : 

J nb 

f / / z\ az az 7 a2 bu : V a ( ' 7>)-ir-Tdi-—-

Donc, etc. 

Autre solution de M. B O U V À I S T . 

QUESTIONS. 

2229. Soit MNP le triangle formé par les tangentes aux. 
pieds des normales à une ellipse ( E ) , issues d'un point A 
de cette ellipse. Démontrer que les six centres de courbure 
des coniques homofocales à ( E ) , qui se croisent deux à deux 
en MNP, relatifs à ces points, sont sur la tangente en A à 
l'ellipse (E) . F . B A L I T R A N D . 

2230. Déterminer les courbes planes (M) , telles que les 
droites joignant les différents points de ( M ) aux centres de 
courbure correspondants de Ja développée, soient parallèles 
entre elles. F . B A L I T R A N D . 
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[ K 9 a ] 

Sl!K LES POLYGONES PODAIRES D'UN POLYGONE DONNÉ; 

PAR M. V. THÉBAULT, 
Professeur à Ernée (Mayenne). 

1 . Considérons un polygone plan quelconque P de 
n côtés, un point M de son plan, et construisons de ce 
point les droites faisant avec les côtés du polygone, 
dans le même sens de rotation, un même angle aigu o. 
Nous appellerons polygone isopodaire de M celui qui 
est obtenu en joignant les points où les précédentes 
droites rencontrent respectivement les côtés du poly-
gone P. Dans le cas où <p = 90°, le polygone ainsi 
obtenu est dit orthopodaire ou podaire de M. 

L E M M E . — On considère un polygone quelconque P 

et un point M de son plan. On peut construire une 

infinité de polygones isopodaires de M par rapport 

à P, Vangle © étant variable. Tous ces polygones 

isopodaires sont semblables entre eux. 

Nous démontrerons le cas où le polygone P est un 
triangle, les polygones isopodaires d'un point M, par 
rapport à un polygone quelconque, pouvant toujours 
être décomposés en un même nombre de triangles 
semblables, isopodaires de M par rapport aux triangles 
formés par les trois côtés correspondants de P. 

Soient OL{ y , et ou ¡B2y-2 les triangles isopodaires d'un 
point M du plan d'un triangle A B C , les angles de rota-
tion étant respectivement et ( f i g . 1). 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Oct.-Nov. 1914O 
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L e s quadrilatères C a 1 M ^ 1 et C a 2 M [ 3 2 , par exemple, 

étant inscriptibles, les triangles o ^ M j ^ et a 2 M j 3 2 ont 

leurs angles égaux et sont semblables. 11 en est de 

même des triangles a, M y , et a 2 M y 2 , y , M ^ et y 2 M j â 2 

et par conséquent les triangles a ^ y , et ouj32y2 

sont semblables quels que soient d'ailleurs les angles 

f t e t ?2-
L e u r rapport de similitude est tel que 

a i r e a j ^ y , __ / M a ( y _ sin*cp2 

airea2B-2Y2 \ M a 2 / sin2 cpt 

Si ajîy est le triangle orthopodaire de M , ce rapport 

devient 
aire at pi yi __ 1 

aireapy sin2cpi 

Nous nous proposons d'utiliser ce lemme pour 

étendre au cî>s général, où l'angle cp est quelconque, 

des résultats connus. Nous nous étendions particuliè-

rement sur le Cas n — f\ en donnant quelques résultats 

moins répandus*. 
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2. Le lieu géométrique des points M du plan d'un 

triangle A B C tels que leur triangle isopodaire a, ¡3, y, 
par rapport ci ce triangle (l'angle étant ©,), soit d'aire 

constante, est une circonférence O concentrique au 

•cercle circonscrit au triangle A B C . 
Il importe tout d'abord, ici et pour ce qui va suivre, 

de considérer le cas où M est intérieur au cercle cir-
conscrit à A B C (a, ^, y< est de même sens que A B C ) , 
et celui où M est extérieur à ce cercle (ai ¡^y« est de 

sens contraire à A B C ) . 
Posons 

c o n s t . = a i r e 6i Yi = a i r e A B C — — y r 1 2Sin2©1 

k étant une constante qui peut être posit ive ou négative 
suivant que a, ¡ïjVj est de même sens ou de sens 
-contraire à A B C . 

Le lieu de M, d'après ce qui précède, est celui des 
points du plan tels que leur triangle podaire par rapport 
à A B C soit d'aire constante : 

aire at (jt -yi sin2 cpt = aire ABC — • 

Ce lieu, tel que 

(1) ÂM2 sin2 A -f - Ti~\ï2 siiviB + (ÏM2 sinsC = 4 S (i — A*) 

( S étant l'aire A B C ) , se compose comme Ton sait de 
deux circonférences concentriques au cercle cir-
conscrit O à A B C . Les rayons de ces cercles sont 
donnés par la formule 

(2) ? ï | = R»(l=fc2*), 
Pl ) 

R étant le rayon du cercle O. 
Cette relation montre que pour une valeur donnée 
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de p,, par exemple, 

const. = R * ~ p} = ik\V-, 

et pour un angle <p4 donné, les triangles isopodaires 

de chacun des points d* une circonférence de rayon 

donné p< concentrique au cercle circonscrit à un 

triangle A B C , par rapport à ce triangle, ont une 

aire constante; ou encore si a , , S , , y, sont les pro-

jections isogonalcs, dans un même sens de rotation, 

rangle étant <p,, d'un point M du plan d'un 

triangle A B C sur les côtés de ce triangle, on a 

/3) aireaifryt _ \l 
{ } aire ABC 4 R i s i n g ' 

¡A étant la, valeur algébrique de la puissance de M 

par rapport au cercle circonscrit à A B C . 

La relation ( 2 ) a été établie directement, notamment 
pour cp, = ()o°, donnant lieu à une suite de démonstra-
tions élémentaires intéressantes ( ' ) . 

La formule (1) donne 

P Î p ! = 

quel que soit k, et la somme des carrés des rayons 

des circonférences lieux des points M, du plan dyun 

triangle, tels que leurs triangles isopodaires soient 

d'aire constante, égale le carré du rayon du 

cercle orthoptique relatif au cercle circonscrit au 

triangle. 

Si 01 = 0, p2 = l l i / 2 et —r-^— est maximum; ce k 7 1 r '2sin2cp, ' 

rapport égale j pour o, = yo°. 

(!) Proceedings of the Edinburg mathematical Society. 
1893-1894, p. 85; Journal de Vuibert, 1 13-1914, p. 20, 61, 77, 
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Si À = o, pi = p2 = R et ce cas donne la propriété 
classique de la droite de Simson, ainsi que sa générali-
sation pour un angle <p, quelconque. Nous nous sommes 
servi de cette généralisation pour en obtenir d'autres 
relatives aux propriétés de la droite de Simson, notam-
ment une généralisation d'un théorème de M. T.Lemoyne 
sur l'orthopole (Nouvelles Annales, 1914 •* Générali-

sation d'un théorème de M. T. Lemoyne). 

3 . Le lieu géométrique des points^ du plan d'un 

quadrilatère A B C D tels que leur quadrilatère 

isopodaire aK y, 8 n par rapport à ce quadrilatère 

(l'angle étant ©,), soit d'aire constante, est en 

général une circonférence. Il peut être une droite 

parallèle à une direction fixe lorsque l'aire OL} y, 8, 
varie. 

Remarquons ici que l'expression algébrique de 
l'aire a, [ 3 ^ 8 , peut être nulle sans que les points 
0^, [3,, y , , 3, soient en ligne droite. Le quadrilatère 
a< ^ 4 8 « est alors croisé et ses deux parties, qui sont 
de sens inverse, ont des aires équivalentes en valeur 
absolue. 

Comme précédemment, la question se ramène à 
trouver le lieu des points M du plan de A B C D tels 
que leur quadrilatère orthopodaire at6y8 soit d'aire 
constante, aire a4 ¡3* y4 8, x sin2cp,. 

La relation (1) devient 

(4) ÂM2 sin2 A H- BM2 s insB 

-f- CM2 sinaC -+- DM sin^.D = const. 

et le lieu de M est un cercle en général; une droite 
lorsque 

•(5) S1112A-4-sin^B-h s in*2C-h-s in^D = o, 
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A , B, C, D élant les angles que fonl les droites D A r 

A B , B C, CD, deux à deux, ces droites étant prises 
dans le même ordre que les sommets des quadrilatères 

et a^vo et les angles élant comptés dans le 
même sens. 

La condition ( 5 ) est réalisée lorsque le quadri-
latère A B C D est un trapèze ou un quadrilatère 

inscriptible. 

Remarquons en effet que 

D .-r ikr, — (A-f- B -h G), 

d'où 
sin 2 D — — si n 2 ( A -h B H- C ) 

et 

si n -X A -T- sin i B -h sin 2 G -h sin i D 

= sin A A -T- sin 2 15 -4- sin2C — sinr_>(A -+ B h- G) 

= i sin(A B) sin(B -h G) sin(A H- G) ; 

or ce produit est nul si deux angles soit adjacents, soit 
opposés du quadrilatère sont égaux. 

Les centres et ravons du lieu, dans le cas général,, 
s'obtiennent en envisageant la question comme il 
suil. 

Quatre droites A,>, A2, A3, A4, situées dans un même 
plan, se coupent deux à deux, A< et A4 en A , 
A , et A 2 en B , A 2 et A S en G, A 3 et A * en D r 

A , et A 3 en L, A 2 et A / ( en F . 
Ces droites déterminent ainsi un quadrilatère 

convexe A B C D , un quadrilatère concave A E C F et 
un quadrilatère croiséBEDF. Soient 0<, 0 2 , 0 3 , 0 4 , 
les centres des cercles circonscrits aux quatre triangles 
formés par A , A 2 A * , A , A 2 A 3 , A , A 3 A 4 , A 2 A 3 A / 0 et R 4 , 
R 2 , R 3 , R ^ S , , S 2 , S 3 , S 4 les rayons respectifs de ces. 
cercles et les surfaces de ces triangles. 

Considérons d'abord le quadrilatère convexe A B C D r 
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un point M de son plan et soit ajîyS le quadrilatère 

orthopodaire de ce point par rapport au quadri-

latère, a, p, y , o étant d'ailleurs dans l 'ordre des côtés. 

O n a 

valeur algébrique 

= valeur algébrique a|38 -h valeur algébrique j^ô. 

E n appliquant la relation ( 3 ) (au cas où <p, = 90°) , 

aux triangles a^o et ¡3yS, on obtient pour équation 

du lieu 

(6) S, Rf x MÔ' - S4 R? x MO; 

= R? R 2 (surf. ABCD — 4 surf, a ^ o ) 

= R | HJ x S( i - k), 
en posant 

surf. ÀBCD = S, et surf, aj^o = surf. ABCD j , 
A 

k désignant une constante positive ou négative, 

suivant que a^y8 et A B C D ont même sens de rotation 

ou des sens opposés. 

On a de même, en remarquant que 

valeur algébrique a(3yô 

= valeur algébrique a(3y -h valeur algébrique ydz, 

S, RI x MÔ3 — S2 Rf x MO,2 = R* Rf x S(i — k). 

L e lieu de M est visiblement une circonférence dont 

le centre, situé à la fois sur 0 4 et O 2 O 3 , est à leur 

intersection Son rayon est, par exemple, 

, Rf Rf [(S, Rf - SfrRf ) S( 1 - k) -4- S, S4 Ô 7 Ô ! ]  
P l ( S 1 R 2 - S 4 R Î ) 2 

L e lieu complet se compose évidemment de deux 

circonférences concentriques suivant que k est positif 

ou négatif. 
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On obtient des résultats analogues en remplaçant le 
quadrilatère convexe par les quadrilatères concave et 
croisé A E C F et B E D F . 

Dans le premier cas le lieu comprend deux circonfé-
rences concentriques de centre intersection de 
0 < 0 2 et 0 3 0 4 . 

Dans le second cas le lieu est formé de deux circon-
férences concentriques de centre Q3, point commun 
à 0 , 0 , et 0 2 0 , . 

Ainsi le quadrilatère convexe 0 4 0 2 0 3 0 4 nous 
paraît remarquable : 

Les points de rencontre de ses côtés opposés et de 

ses diagonales 0 | 0 2 et 0 3 0 * sont les centres des 

circonférences lieux des points M, du plan des trois 

quadrilatères formés par A<, A2, A3, A«, tels que 

leurs quadrilatères isopodaires par rapport à ces 

trois quadrilatères, soient d'aire constante. 

Ou bien encore : 

Ces trois points Q,, sont les centres des 

distances proportionnel les des sommets des quadri-

latères correspondants affectés chacun des coeffi-

cients s i n 2 A , sin2 B, s in2C, s i n 2 D , s i n 2 E , s i n 2 F , 
A , B, C, D, E , F étant les angles, comptés dans le 

même sens et formés par les droites A,, A2, A3, A4 

ieux à deux. 

Reprenons le quadrilatère convexe A B C D . Nous 
avons observé au début que l'aire a ^ y ^ , , et par 
suite l'aire ajîyS, pouvait être nulle, bien que a 4 , 
y , , 8< ne soient pas en ligne droite. 

La relation (6) devient ici 

S,RJ x M Ô ; - S , R ? x M Ô t = Rf R? x S. 
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D'ailleurs trois points de ce cercle apparaissent 

immédiatement : K commun aux cercles 0 2 , 0 3 , 
0 4 , foyer de la parabole tangente à A, , A2, A3 , A4, 
€t les sommets E , F pour qui les triangles isopodaires 
<X| 5, et y. S, sont équivalents en valeur absolue, 
mais ont des sens de rotation différents. 

Les points Q|, donnent évidemment la valeur 
maximum de l'aire du quadrilatère isopodaire, le sens 
de rotation étant d'ailleurs le même que celui du 
quadrilatère. 

Remarque. — Le diamètre E 0 3 du cercle A E D , 
coupe A D en s 3 , et 

2 C D A ; E O 3 I ) = 2 B A D ; 

d'où 
E 3 D sin 1 D 

£3 A sinsA 

La résultante des vecteurs parallèles appliqués en A 
et D et proportionnels à sin 2 A et s i n 2 D , est appli-
quée en e3. De même celle des vecteurs s i n 2 C e t s i n 2 B 
est appliquée au point de rencontre e2 de E 0 2 avec B C . 
Donc la droite e3e2 passe en Q,. Les cercles F B A 
€t F C D donnent aussi leurs points s, et e4 tels que s, s4 

passe encore en Q<. 
Cette détermination de qui est une conséquence 

•du raisonnement trigonométrique du début de ce para-
graphe, donne, avec les résultats obtenus ensuite 
géométriquement, cette propriété : 

Dans un quadrilatère quelconque les droites pré-

cédentes c 1 £4, e2e3, 0 , 0 4 et 0 2 0 3 , sont concou-

rantes. 

La relation (6) nous montre aussi que le lieu de M 
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est une droite lorsque 

Si H] — S4 Rf = o, 

condition remplie quand les triangles C D F et A F B 
sont semblables, c'est-à-dire lorsque le quadrilatère est 
un trapèze ou est iriseriptible. 

L'équation du lieu est alors 

( 7 ) M Ô Î - M Ô I = R ? x S ' — * > . 

Ce lieu se compose de deux droites perpendiculaires 
à 0 , 0 4 ; ces droites sont confondues lorsque k = o, 
c'est-à-dire quand l'aire a[3yo est nulle. 

Cas du trapèze. — A B et C D sont parallèles. 
Lorsque k= o, F est un point du lieu qui est la 
perpendiculaire T à 0 , 0 4 en F , c'est-à-dire la 
tangente commune aux cercles 0 4 et 0 4 , qui se 
touchent en F . 

Cas du quadrilatère inscriptible. — Dans ce cas 
O\ O 4 et 0 2 0 : } sont parallèles; Q, est à l'infini, mais 
Û2

 e t Û3 restent réels. 
Les cercles ù{ deviennent, pour k o, deux droites 

parfaitement déterminées en direction et position par 
l'équation ( 7 ) . Quand k = o, les points E et F appar-
tiennent au lieu qui est la droite E F de concours des 
côtés opposés. Nous répondons ainsi à la question 4 1 5 4 
posée par M. E . - N . Barisien dans Y Intermédiaire des 

Mathématiciens, janvier 1 g 13 , p. 2 : 

On sait que le lieu des points pour lesquels lyaire 

du polygone podaire d'un autre polygone donné a 

une grandeur donnée, est un cercle dont le centre 

est fixe, quelle que soit la grandeur donnée. Dans 
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le cas ci*un triangle, le centre fixe est le centre du 

cercle circonscrit au triangle. 

Quel est ce point fixe, lorsque le polygone est un 

quadrilatère inscriplible dans un cercle? 

Nous déduisons de plus de ces résultats quelques-
propriétés relatives au quadrilatère inscriptible : 

i° Les lignes des centres des cercles circonscrits 

0 , , 0 2 , 0 3 , 0 4 aux quatre triangles formés par 

les cotés dyun quadrilatère inscrit pris trois à troisy 

forment un trapèze O, 0 2 0 3 0 4 , dont les côtés 0< 0 4 

et O2O3 so ut perpendiculaires à la diagonale E F . 
Les droites 0 < 0 4 et 0 2 0 3 sont parallèles à la 

droite OP, qui joint le centre du cercle circonscrit O 

au point de concours P des diagonales A C et BD. 

Le Lriangle E P F est, en efl'et, conjugué par rapport 
au cercle O ; O est par suile orthocentre de ce triangle 
dans lequel OP est une hauteur. 

20 Le foyer o de la parabole inscrite à un quadri-

latère inscrit est situé sur la diagonale E F ; c'est le 

point où, OP rencontre cette diagonale. 

3° On donne un cercle O et un point P intérieur 

à ce cercle. Il existe une infinité de quadrila-

tères A B C D inscrits à O et ayant P pour point de 

concours des diagonales. Les paraboles inscrites 

à ces quadrilatères ont pour foyer un point fixe cp-
K2 

tel que = ^ p , R étant le rayon du cercle. De 

plus, les points E et F de ces quadrilatères décrivent 

une droite fixe A perpendiculaire à O P en cp. 

Enfin si, par deux points E , F en ligne droite avec le 
foyer o d'une parabole, on mène les quatre tangentes 
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à la courbe, le quadrilatère formé par ces tangentes 

est inscriptible. 

4. L'expression ( 5 ) el noire raisonnement géomé-
trique du précédent paragraphe peuvent être étendus 
de proche en proche à un polygone plan quelconque 
de n côtés. 

On a par exemple 

(8) 2 AM" sinaA = const. 

En parliculier, si le polygone est régulier, les coeffi-
cients dans les expressions ( 4 ) et (6) sont égaux et le 
centre du cercle lieu de M est celui des distances 
proportionnelles des sommets affectés du coeffi-
cient s i n 2 A ; c'est le centre du polygone donné. 

Steiner a donné ces résultats dans leur forme géné-
rale ( Œuvres , t. I, p. i 5 g ; Crelle, t. I, p. 38-52) . 

O. Les expressions (i), (4) et (8) nous donnent 
encore quelques formules intéressantes. Prenons-les 
dans le cas général envisagé, l'angle <p< étant quel-
conque. 

Dans le triangle M (5, y, considéré au lemme donné 
au début de cette Note, on obtient (voir la figure) 

0 AM sin A 

<l'où l'on lire sans difficulté 
2 

-—2 AM sinsA 
PI Y, cotA = — ; 
^ i l sin2<pi * 

c'est-à-dire, cp4 étant donné, 

ai Pj cot G -f- (31 y i cot A -+- y ix , cotB = const., 
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et dans le cas général d'un polygone quelconque, 

S «t p, cotC = const. 

Soient iùa le centre du cercle circonscrit au triangle 
A y< ¡34 et K a le milieu de y< j3<. Un calcul tout analogue 
au précédent donne 

2 2 
20) a K a tangA = (3iYi cotA; 

d'où l'on déduit, dans le triangle, 

2 2 2 
w a K a tangA -f- to^K/, tangB -+- u)cKc tangC = const. 

et 

£ w a K a tang A = const, 

dans le cas d'un polygone quelconque. 
En particulier, dans un polygone régulier : 

La somme des carrés des côtés du polygone isopo-

daire d'un point M par rapport à un polygone 

donné P, est constante quand M décrit une circon-

férence donnée concentrique au polygone P r 

l'angle étant donné. 

La somme des carrés des distances des centres 

des cercles circonscrits aux triangles formés par 

les côtés du polygone isopodaire respectivement avec 

les deux côtés correspondants du polygone P, est 

constante, M décrivant une circonférence concen-

trique à P, l'angle étant donné. 

Enfin, appelant pa le rayon du cercle A y 4 ^ , les 
relations (i) et ( 4 ) peuvent être mises sous la forme 

p* sina A -h pl sin'2B — p* sinaC = const. 
et 

S pj sinîA = coust.; 

et dans un polygone régulier donné P : 
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La somme des carrés des rayons des cercles cir-

conscrits aux triangles formés par les côtés du 

polygone isopodaire respectivement avec les deux 

côtés correspondants de P est constante, lorsque M 
décrit une circonférence concentrique à P, Vangle cp| 

¿tant donné. 

£K13a ] 
SUR l i \ I ll i {;É(M1Éiltl()l!i;; 

Par M. J. LI^MAIRIl, 
Répétiteur à l'Ecole Polytechnique. 

Proposons-nous d'étudier le lieu des points dont le 
rapport des distances à deux droites D et D7, non en 
même plan, a une valeur donnée k, que nous pouvons 
supposer plus grande que l'u nité : soient OO' la perpen-

Fig. i. 

diculaire commune à ces droites, L et 1' les points 
de OO' tels que 

10 1 0 l ,r ^ 
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P et P' les plans parallèles aux droites données et 

AB 
passant en I et P, A un point de P lel que = k, 

A B et A B ' étant perpendiculaires à D et à D'. Menant 
A C et AC! perpendiculaires aux parallèles IDj et ID'j 
à D et D', et remarquant que C B et OB' sont per-

GB 
pendiculaires à D et D' , nous voyons que ^ 7 - ^ 7 = 

de sorte que les triangles rectangles A B C et A B ' C ' sont 
AG 

semblables et donnent = k. Inversement, si pour 

un point A du plan P cette dernière relation est 
vérifiée, ce point fait partie du lieu. 

Le lieu cherché, que nous appellerons la surface ( S ) , 
est donc coupé par le plan P suivant deux droites IA 
et IA, conjuguées harmoniques par rapport à D, et D'1? 

l'une d'elles A faisant avec D, et D't des angles a et a1 

liés par la relation s.lna, = k. Le plan P' le coupe sui-r sina 1 r 

vant les parallèles Y M et F A j aux droiles précédentes. 
Ceci posé, montrons que si trois points du lieu E , 

F , G, appartiennent à une droite L , celle-ci fait 

F i g . 2 . 

partie du lieu : soient E e , F / , Gg- et Ee\ F / ' , G g r 

les distances de ces points à D et D', de sorle que 
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ef e'f E F . 
eg e g 

M étant un autre point quelconque de L , M m et M/n ' 

F i g . 2 bis. 

T r 

? r 
P 
e 

V 

ses distances à l) et D', il s'agit de prouver que 

M m __ j 
M/n' ~~ 

Projetons les droites D et L, et celles qui s'appuient 

F i g . 2 ter. 

sur elles, sur un plan perpendiculaire à D, suivant S, 
X, 8s, o:p, oy7 8ul; nous avons (fig. 2 bis) 
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Faisons une projection analogue sur un plan perpen-
diculaire à D', d'où la figure o'e'o'y1 ¡i/; comme 

OE = eE, 8V = e'E, . . . , 

nous pouvons écrire à cause de l'hypothèse 

os ocp oy , 
(0 = = «ri = k. 6 6 0 O 0 Y 

Transformant homothétiquement la deuxième figure 
par rapport au pointS', nous pouvons supposer e 'ç 'y ' 
égala s<pv; comme d'ailleurs 

£[JL _ £ > ' _ EM 
s? ~ s 7 ? ~~ 

nous aurons alors er ~ sa, et nous pourrons faire 
coïncider les divisions égales s'©'y'ut/ etscpyjj., S'venant 
en Oj de l'autre côté de o par rapport à la droiteX; dans 
ces conditions, les relations (î) donnent (fig. 2 ter) 

OE oep oy 
û-'i s ~ D'i cp 6; Y 

égalités (jui exigent que la droite evy soit perpendicu-
laire à 33J en son milieu, de sorte qu'alors SUL = Ŝ  p.. 

On en conclut, en revenant à la figure primitive, 
que 

1 > "V >\/ > OU. OjJJL Ctj£ 0£ 
~ / — r ""v r ~ r 0 JJL 0 H 0 £ 0 £ 

et par suite 
M m 
— R = k. C. O. F . D . 
M m 

11 résulte de là que la droite qui passe partout point 
de ( S ) et s'appuie sur A et ou sur A, et A', appar-
tient tout entière au lieu, qui est par suite une sur-

face réglée. Soient L , , L 2 , L 3 trois pareilles droites 
Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Ocl.-Nov. 1914 ) 2 9 
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s'appuyant sur A et A'l7 et par suite non en même plan 
deux à deux, M un point quelconque de ( S ) ; les 
droites A f , À 2 , A3 passaut par M et rencontrant respec-
tivement deux des trois premières, font parLie du lieu. 

Si A, et A2, qui coupent L3, différaient, toute droite 
de leur plan, coupant trois droites de (S) , ferait partie 
de cette surface, le plan (M, L 3 ) appartiendrait tout 
entier au lieu, ce qui est absurde; par conséquent A<, 
A2 , A3 se confondent nécessairement suivant une droite 
qui s'appuie sur L M L 2 , L 3 , et le lieu est la quadrique 

définie par ces trois dernières. 

Nous allons en donner une génération simple : 
Soient M un point du lieu contenu dans le p l a n j l 

Fig. 3. 

perpendiculaire en i à A, M m et M m ' ses distances 
à D et D' : 

M 711 1 ( f Q \ 

La parallèle menée par M à OO7 coupe en N et W 
les plans parallèles R et R ' qui contiennent respecti-
vement D et D' ; N m et N ' m ' sont perpendiculaires 
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à D et D ' ; comme MIA est droit, N O S et N ' 0 ' 8 , le 
sont, 8 et 8, étant les projections de A sur les plans R 
et R' , et l'on a 

d'où, puisque ON = O'N' , 

Om _ sina _ ^ 
( y m ' s i n à ' 

Les triangles rectangles M m O , M m ' O ' , ayant leurs 
côtés de l'angle droit proportionnels, sont semblables 
et donnent 

MO' 

M est donc sur la sphère de diamètre IF, et ( S ) con-
tient le cercle T de diamètre II' situé dans le plan II; 
cette surface contient aussi le cercle de même diamètre 
situé dans le plan II' perpendiculaire en I7 à A^ : 
( S ) est donc Vhyperboloïde passant par À et A't et 

ayant ses plans de sections circulaires perpendicu-

laires à ces droites; son ellipse de gorge a II7 pour 
axe focal; A et A t , A7 et A't sont les génératrices aux 
extrémités de cet axe. 

On peut considérer cet hyperboloïde comme engendré 
parla droite s'appuyant sur A et A',, et passant parle 
point M qui décrit le cercle T : la droite I7M du plan II 

est orthogonale à A; d'ailleurs IMF étant droit, F M est 
perpendiculaire au plan MIA, et les deux plans MIA 
et M F A j sont rectangulaires; mais leur intersection 
n'est autre que la génératrice de ( S ) qui passe en M, 
donc ( S ) est le lieu des arêtes des dièdres droits 

dont les faces passent respectivement par A et A',. 
On voit ainsi que le lieu des arêtes des dièdres 
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droits dont les faces contiennent respectivement deux 
droites fixes est l'hyperboloïde ayant ces droites pour 
génératrices, leur plus courte distance pour axe focal 
de l'ellipse de gorge, et ses plans cycliques perpendi-
culaires aux deux droites (Chasles). 

Il est aisé de se rendre compte que tout hyperbo-
loïde ( H ) dont les plans cycliques sont perpendicu-
laires à deux génératrices est susceptible de ce dernier 
mode de génération, d'où il suit qu'il peut, d'une 
infinité de manières, être considéré comme lieu des 
points dont le rapport des dislances à deux droites 
a une valeur constante. 

Considérons en effet les plans cycliques passant au 
centre de (II) , leur intersection est perpendiculaire à 
la fois aux deux génératrices A et A^, qui sont par suite 
des génératrices passant par deux sommets opposés, 
de sorte que leur perpendiculaire commune 1F est le 
diamètre commun aux sections circulaires centrales de 
l'hyperboloïde (H). 

Si M est un point de la section perpendiculaire à A, 
MF étant orthogonal à A et à MI est perpendiculaire au 
plan M I A ; les plans M I A et Ml/A^ sont perpendicu-
laires, la génératrice de ( H ) qui passe en M, et s'appuie 
sur A et A'1? est l'arête d'un dièdre droit dont les faces 
contiennent respectivement ces droites. 

Soient maintenant O et O' deux points divisant har-
moniquement IF, O D et O ' D ' deux droites perpendi-
culaires à IF et dont les directions forment, avec celles 
des génératrices A et de l'hyperboloïde ( H ) consi-
déré, un faisceau harmonique, A faisant avec O D et 
O' D' des angles a et a' tels que 

sina 10 
sïnâ' = ÎÔ7 
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D'après ce qui a été vu, le lieu des points dont le 

rapport des distances aux droites D et D 'est égal à 

est un hyperboloïde passant par A, A't et ayant ses 

sections circulaires perpendiculaires à ces deux der-
nières droites, c'est-à-dire précisément l'hyperbo-
boloïde (H), qui peut être ainsi considéré, d'une infi-
nité de manières, comme lieu des points dont le 
rapport des distances à deux droites a une même 
valeur. 

Cherchons le lieu des droites D et D/correspondant 
à un hyperboloïde donné (H) : prenons pour axes de 
coordonnées les parallèles w X , o Y menées à A et Aj 
par le milieu to de IF, et cette perpendiculaire com-
mune pour toZ; soient 9 l'angle de A et A'4, ia leur 
distance IF, z l'ordonnée de D; nous avons {fig> 4) 

0 
A 

k = 
10 _ L9. - 1 0 + 1 '0 _ 
ïô7 - R O ' - I O ' + I ' O ' ~ I F " a 
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Projetons les diverses droites sur le plan X w Y , et 

soient d et d' les projections de D et D r : d fait avec 

coX un angle a, et si y = mx est son équation, 

on a 
m sin 0 

tanera — : 
° I-f-WCOSÔ 

l'équation de d'est alors y = — m x , et l'angle a' que 

fait cette droite a v e c w X est tel que 

par suite, 

tanera = ; 
i — m cosu 

i2a i — m i cosò -j— /?i2 

m2 

Ecrivant que \ _ , = k2, et observant que m = — > 
* sin2a 1 x 

\z\ 
k = en appelant x, y, z les coordonnées d'un point 

quelconque de D, nous obtenons le lieu suivant de D, 

et par suite aussi de D' , 

x2 yl — 2 xy cos 0 s 2 

C'est un conoïde droit du quatrième ordre, ayant 

pour axe l 'axe focal de l 'ellipse de gorge de ( H ) , et 

pour directrice la courbe d'intersection des surfaces 

&2-hy* — a a y c o s ô = z2, 

x2-hy2-h ixy cois6 = a 2 , 

c'est-à-dire la courbe du cône représentée par la p r e -

mière équation qui se projette sur le plan X o > Y suivant 

le cercle de centre (o et de rayon a. 

Remarque. — Revenons aux figures a, a bis et 2 ter: 

la deuxième et la troisième sontsemblables, et si Sp, 8'p' 

sont perpendiculaires à X et V , leurs pieds p et p' sont 
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des points homologues des divisions semblables scpy, . . . , 
e'cp'y', . . . ; p et p' correspondent donc au même point 
de L , et l'on a 

' 8p _ Ss Eg 

sy ~ SV ~~ Ee' ~ ' 

d'où cette propriété : 

Les perpendiculaires communes à toute droite L 

du lieu ( S ) , et aux droites D et D' respectivement, 

ont le même pied sur L , et le rapport des distances 

de L à D et D7 est égal au rapport donné k. 

Cette dernière condition, prise isolément, définit un 
complexe de droites; si nous lui ajoutons la première 
condition, les droites qui les vérifient forment une 
congruence et peuvent être ainsi définies : A", D, 
D' étant donnés, et déterminant l'hyperboloïde ( S ) , 
par tout point de cette surface menons la perpendicu-
laire au plan déterminé par les perpendiculaires issues 
de ce point à D et D', nous obtenons une droite de la 
congruence; en particulier, les génératrices de ( S ) qui 
s'appuient sur À et A', appartiennent à cette con-
gruence. Quelle est la troisième condition à laquelle 
âôht astreintes ces génératrices?Les figures semblables 
donnent 

sep Ee ^ 
s'ep' 8' e' Ee ' 

mais, et <!/ désignant les angles de L avec D et D', 
on a 

e<p = EF sin^, e'cp'= EF sin <)/, 

par conséquent, 
= k 

sin 

Le rapport des sinus des angles de L avec D et D7 

est égal au rapport donné k. 
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Cas où k = i. — Pour toute valeur de k différente 

de l'unité, A, faisant avec les directions des droites 

données D ei D' des angles a et a1 liés par la rela-

tion = k, diffère des bissectrices de l'angle de ces 
s i n a v 

directions; A et A, ne sont, donc pas perpendiculaires; 
un hyperboloïde susceptible de la génération étudiée 
ne peut donc avoir ses génératrices A et Aj orthogo-
nales, ce qui est d'ailleurs manifeste a priori. 

Dans le cas particulier où k = i , le point I vient au 
milieu de 0 0 ' , l' est rejeté à l'infini sur 0 0 ' , ( S ) est 
un paraboloïde équilatère de sommet I, d'axe 0 0 ' , 
ayant ses plans directeurs également inclinés sur les 
droites données D et D f ; les génératrices de l'un des 
systèmes font avec D et D' des angles égaux, sont éga-
lement distantes de ces droites, et les perpendiculaires 
communes à chacune de ces génératrices et aux deux 
droites D et D ; , respectivement, ont le même pied sur la 
génératrice. 

Inversement, tout paraboloïde équilatère peut être 
considéré, d'une inimité de manières, comme le lieu 
des points équidistants de deux droites perpendicu-
laires à l'axe, équidistantes du sommet, et symétriques 
en direction par rapport aux plans directeurs ; si le 
paraboloïde a pour équation 

yz — ax — o, 

on trouve aisément, pour le lieu de ces droites, la 
surface 

z~) -f- ayz = o, 

conoïde de Pliicker ayant pour directrices l'axe du 
paraboloïde et l'ellipse du plan x = y , qui se projette 
sur le plan y O s suivant le cercle 

y--+- az = o. 
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[ K 2 b , c ] 

SUR LE POINT DE FEUERBACH; 
PAR M. R. BOUVAIST. 

Je voudrais, dans les quelques lignes qui vont suivre, 
énoncer et démontrer rapidement, quelques propriétés 
peut-être nouvelles du point de contact du cercle ins-
crit et du cercle des neuf points d'un triangle. Je dési-
gnerai par A, B, C les sommets du triangle, a , ¿>, c les 
milieux des côtés, D, E, F les points de contact des 
côtés et du cercle inscrit, G le centre de gravité, I le 
centre du cercle inscrit. 

i° Construction cVHamilton. — Considérons deux 
coniques 2 et 2 ' touchant les côtés du triangle A B C en 
a, ¡3, y, a', ¡3'', y', les diagonales d'un quadrilatère ins-
crit et du quadrilatère circonscrit correspondant se 
coupant au même point. Si l'on désigne par u l'inter-
section de ¡3y, ¡3'y', les droites Bw, C u rencontrent A C , 
B A en Q et R, Q B est la quatrième tangente commune 
à S et 2' , aU et a ' U coupent Q R en 3 et ù' qui sont les 
contacts de cette droite avec 2 et 2'. 

Si 2 est le cercle inscrit, 2 ' la conique touchant les 
côtés en ¿>, c, on a immédiatement la construction 
classique d'Hamilton et l'on voit qu'on peut, dans 
cette construction, remplacer S7 par une conique quel-
conque du faisceau tangentiel 2 - f - A 2 ' = o. 

Le lieu des centres des coniques de ce faisceau est 
la droite I G ; soit O un point de cette droite, les 
droites a O, b O, c O coupent bc, cay ab en O, , 0 2 , 0 3 ; 
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les droites A 0 1 ? B 0 2 , C 0 3 rencontrent BC, C A , A B 
en L, M, N et se coupent en un point o>. La conique 
de centre O inscrite dans le triangle A B C touche les 
cotés en L, M, N, car le lieu des centres des coniques 
inscrites dans A B C et touchant B C en L est la 
droite a O, Les parallèles « O , 6 0 , c O menées par A , 
B, C se coupent en cof et rencontrent BC, C A , A B 
en L', M7, N', les deux uiangles A B C , abc étant homo-
thétiques par rapport à G dans le rapport 2, les points 
O, G, to' sont en ligne droite, 2 0 G = o)/G, et les 
points L , L ' , M, M', N, N7 sont symétriques par rap-
port à a , 6, c. Si O décrit la droite IG, décrit 
aussi IG et tu une conique circonscrite à A B C . On a 
donc la proposition suivante : 

Soient A B C un triangle, I le centre du cercle ins-

crit, G le centre de gravité; D, E , F les contacts du 

cercle inscrit avec BC, C A , A B ; O un point quel-

conque de IG; les droites A O , BO, C O rencontrent 

BC, C A , A B en L , M, N ; soient L ' , M', W les symé-

triques de ces points par rapport aux milieux des 

côtés de A B C , les droites l\FN', E F , N ' L ' , F D, L ' M ' , 
D E se coupent en U, V , W ; les droites D U , E V , F W 
passent par le point de Feuerbach du triangle A B C . 

20 Nous allons indiquer maintenant une seconde 
extension de la construction d'Hamilton. 

T H É O R È M E . — Si C , , C 2 , C 3 sont trois coniques 

touchant les côtés d'un triangle en asbKcK, a2b2c2, 

# 3 6 3 ^ 3 , les droites b2c2, B C , E 2 A 2 , C A , a2b2, A B se 

coupent en a 2 , ¡32, y 2 , si ax a 3 , b{ ¿>3, c{ c 3 sont conju-

gués harmoniques par rapport à a2a2, c2y2, les 

tangentes communes A , 2 , A32 à C t C 2 , C 2 C 3 se cou-

en un point cp qui est commun ci Ô, et C s , ou corré-
lativement : 
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G*, C 2 , C 3 étant trois coniques circonscrites à un 

triangle A B C , si les tangentes à C , et C 3 en un 

sommet quelconque A forment f aisceau harmonique 

avec la tangente à C 2 en A et la droite joignant ce 

point au pôle de B C par rapport ci C 2 , la droite joi-

gnant les quatrièmes points d1 intersection de C , C 2 , 
C 2 C 3 est une tangente commune à C, et C 3 . 

Si aux deux points B et G nous faisons correspondre 
les points cycliques, C , , C 2 , C 3 deviennent trois cercles 
O t , 0 2 , 0 3 , passant par un même point A ; les droites 
A O , , A 0 3 sont également inclinées sur la tangente à 
0 2 en A , et deux droites isotropes parallèles issues 
de O, et 0 3 rencontrent la tangente à 0 2 en A en des 
points formant division harmonique avec les points 
d'intersection de cette tangente avec les droites iso-
tropes issues de 0 2 . 

En désignant p a r R , , R 2 , R 3 les rayons des trois 
cercles, par a l'angle des droites A O , , A 0 2 avec la tan-
gente en A à 0 2 , cette dernière condition s'exprime par 
l'égalité R, ( — c o s a H - t s i n a ) R3 (cosa-f- i s i n a ) = : — R 2 

o u R , R 3 r = R ; . 
Une inversion de centre A transforme enfin la pro-

position à démontrer en la suivante : Etant donné un 
triangle isoscèle a[3y (a¡3 = ay), si les distances A a ; , 
A ¡3', A y ' d'un point A aux côtés ¡3y, ya, a[3 sont liées 

—2 
par la relation A a ; ~ A j ^ . A y 7 , le point A est sur le 
cercle tangent à a[3 en ¡3 et à ay en y. 

— 2 
Or la relation A a ' = A ¡3'. A y ' entraîne la similitude 

des triangles a 'A ¡3', a ' A y' dont les angles en A sont 
égaux, et de cette similitude il résulte immédiatement 

^ / S 

que l'angle ¡3 A y = - — ¡3ay, ce qui démontre la propo-

sition. L e théorème énoncé au début du paragraphe 
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est donc démonlré ; on en déduit immédiatement que : 

O étant un point quelconque de la droite joignant 

le centre de gravité d'un triangle A B C au centre du 

cercle inscrit} les droites AO, BO, C O coupent B C , 
C A , A B en L , M, N ; L ' , M', N' étant les symétriques 

de ces points par rapport aux milieux des côtés, les 

droites M'N' , N ' L ' , L ' M ' coupent B C , C A , A B en U, 
V , W , si D', E ' , F' sont les conjugués harmoniques 

des points de contact D, E, F du cercle inscrit avec 

les côtés BC, C A , AB, par rapport aux points U L/, 
V M ' , W N ' : 

i° La conique inscrite dans le triangle A B C aux 

points D', E 7 , F ' passe par le point de Feuerbach; 

2° Les droites M'N', N ' L ' , L M' rencontrent les 

droites E F , F D, D E en U, , V , , W < , les droites E ' F , 
F ' D ' , D E ' en U 2 , V 2 , W 2 , les six droites D U , , EV<, 
F W , , D'Uo, E 'Vo, F ' W o passent par le point de 

Feuerbach. 

De cette propriété générale découle un grand nombre 
de propriétés particulières, analogues à la suivante : 

Si a, ¿>, c sont les milieux des côtés dhtn triangle 

A B C , F, Q, R les points de contacts de BC, C A , A B 
avec les cercles ex inscrit s dans les angles A , B, C : 

i° La conique tangente à B C , C A , A B en P, Q, R 
passe par le point de Feuerbach; 

2° Les droites Q R , R P , PQ coupant bc, ca, ab en 

a, ¡3, y, les droites Pa, Q p , R y passent par le point 

de Feuerbach. 
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[ C l f ] 
SUR UM PROBLÈME DK MINIMUM; 

PAR M. L. KOLLROS. 

Une question posée par un ingénieur m'a conduit au 
problème suivant : 

Un carré et un cercle concentriques empiètent 

Vun sur l'autre; trouver le minimum de Caire 

comprise entre les deux figures. 

On trouve un résultat inattendu au premier abord ; 
ce minimum est différent suivant que le cercle ou le 
carré varie, il suffit évidemment de considérer la 
deuxième figure, qui est le huitième de la précédente. 

Si O A = A B est fixe et si l'on donne un accroisse-
ment au rayon du cercle, on voit que ^accroissement 
de la surface A C E D B est nul, aux infiniment petits 
du second ordre près, lorsque E est le milieu de 

f i 
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l'arc C D . On enlève alors à l'un des triangles A C E 
ou B D E ce qu'on ajoute à l'autre. 11 y a donc minimum 

lorsque le carré fixe divise la circonférence [en huit 

parties égales. 

Si, au contraire, le cercle est fixe, un accroissement 
donné à O A montre que le minimum a lieu quand E 
est le milieu de A B . En d'autres termes, il y a mini-

Pig. 2. 

mum, cette fois, lorsque le cercle fixe divise le pour-

tour du carré en huit parties égales. 

Il est très simple de vérifier ces résultats par l'ana-
lyse. Si l'on prend, la première fois, le demi-côté du 
carré fixe comme unité et l'angle E O C = o comme 
variable indépendante, on a à étudier la variation de 
la fonction 

/ ( ? ) = ; ~ t a n s ? + ( ? — i ) 0 tang2cp), 

qui présente bien un minimum pour cp = 

Dans le second problème, si l'on prend le rayon du 
cercle fixe comme unité, c'est la fonction 

qui exprime Faire variable; elle a un minimum pour 

tane:© = - • O i o 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE NORMALE SUPÉRIEURE 
ET AUX BOURSES DE LICENCE EN <913. 

Mathématiques. 

GROUPE T. 

I . 

Etant donnés trois axes de coordonnées rectan-

gulaires Ox, O y, Qz, on considère la surface ( S ) 
définie par Véquation 

z = xy xz 

et la droite ( D ) définie par les équations 

y = b, z = c, 

ou b et c sont deux constantes données, la seconde 

n'étant pas nulle. Dans tout ce qui suit, cette 

droite (D) restera fixe. 

i° Montrer que la surface ( S ) est réglée et 

trouver ses génératrices. 

2° A chaque génératrice rectiligne ( G ) de la 

surface ( S ) on fait correspondre le plan ( P ) mené 

par la droite (D) et parallèle à la symétrique 

de ( G ) par rapport au plan xOy. Déterminer le 

lieu du point d'intersection de ( G ) et de (P), quand 

la droite (G) décrit la surface (S). 

Montrer que ce lieu est une courbe (C) située sur 

une quadrique (Q) et déterminer cette quadrique. 

3° Former Véquation du quatrième degré don-
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nant les abscisses des points d'intersection de la 

courbe (C) avec un plan donné par son équation 

ux -+- vy -H wz s ~ o. 

Calculer les fonctions symétriques élémentaires 

des racines en fonction de u, v, w, s. En déduire 

la relation à laquelle doivent satisfaire les abs-

cisses x2, #3, Xh, de quatre points de la 

courbe (C) pour que ces quatre points soient dans 

un même plan. 

Cette relation sera utile dans la plupart des 

questions qui vont suivre. 

4° Déduire de la relation précédente les relations 

auxquelles doivent satisfaire les abscisses x2, 

de trois points de la courbe (G) pour que ces trois 

points soient en ligne droite. 

Former Véquation générale du troisième degré 

dont les racines sont les abscisses de trois points en 

ligne droite de la courbe (C) . Montrer que les 

droites qui coupent (C) en trois points engendrent 

l'une des familles de génératrices rectilignes de 

la quadrique (Q). 

5° Montrer que la condition nécessaire et suffi-

sante pour que les plans oscillateurs à la courbe (C) 
en trois points donnés se coupent sur la courbe ( C ) 
est que ces trois poin ts soient en ligne droite. 

6° Par un point quelconque M de la courbe [C] 

il passe deux plans jouissant de la propriété d'être 

tangents à la courbe ( C ) au point M et en un autre 

point (c'est-à-dire d'être bitangents à la courbe). 

Soient M' et M" les seconds points de contact de ces 

deux plans. Montrer qu'il existe un plan bitangent 

à la courbe ( C ) en M; et M". 
A quelles relations doivent satisfaire les abscisses 
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de trois points M, M', M" de la courbe ( C ) pour que 

deux quelconques d'entre eux soient les points de 

contact d'un plan bitangent à la courbe (C)9! 

70 Former l'équation générale du troisième degré 

dont les racines sont les abscisses de trois points M, 
M', M", de la courbe (C) satisfaisant aux conditions 

précédentes. Exprimer les coefficients de cette équa-

tion au moyen de l'abscisse Sj du quatrième point 

d'intersection [JL de la courbe ( G ) avec le plan ( II) 
déterminé par les points M, M', M". 

Calculer, en fonction de les coefficients de 

l'équation du plan ( II) et les coordonnées du point 

de concours A des tangentes à la courbe ( C ) aux 

points M, M', M". Ce point A sera dit « le point 

associé au point ¡x de la courbe (C) ». 

8° Montrer qu'il existe une infinité de qua-

driques, ne dépendant que de b et de c> par rapport 

auxquelles le point A est le pôle du plan ( I I) ; déter-

miner ces quadriques et montrer que l'une d'elles 

est la quadrique ( Q ) déjà considérée. 

Déterminer le lieu ( T ) du point A , ainsi que l'en-

veloppe du plan (II), quand le point ¡JL décrit la 

courbe ( G ) . 

9° A trois points quelconques en ligne droite [jl1 , 

ut2, ¡JL3, pris sur la courbe ( C ) , sont associés les trois 

sommets A 2 , A 3 , d'un triangle inscrit dans la 

courbe ( T ) . Déterminer, en supposant b = o, l'en-

veloppe des côtés de ce triangle quand la droite 

p-! ¡jl2{x3 varie. Montrer que, dans la même hypo-

thèse b — o, le cercle circonscrit au triangle A< A 2 A» 
passe par deux points fixes. 

(Durée : 6 heures.) 
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( 466 ) 

I I . 

On donne deux axes rectangulaires et Von con-

sidère Véquation différentielle 

y — ixy'y2y'3 = o. 

i° Montrer que cette équation admet une infinité 

de courbes intégrales C, dont Véquation est de la 

forme y2 = f ( x ) , f (x) désignant un polynome 

en x. Ecrire Véquation générale des courbes G; 
montrer que, par tout point du plan, il passe soit 

une, soit trois courbes C, et déterminer la région 

du plan ou doit se trouver le point pour que le 

nombre des courbes qui y passent soit égal à trois; 

déterminer le lieu des points tels que deux des 

courbes C qui passent par Vun d'eux soient ortho-

gonales. 

2° On donne le point A.(a? = o,5 ; y = o ). Soit P 
celle des courbes C qui passe par A et tourne sa 

concavité vers la partie positive de Vaxe Ox ; soit B 
le point de la courbe P qui a pour ordonnée y/6. 
Soit Q celle des courbes C passant par B et qui 

tourne sa concavité vers les x négatifs ; soit enfin A ' 
te point où cette courbe coupe l'axe Ox. Calculer 

l'aire limitée par les arcs de courbes A B , BA' , et 

l'axe Ox. 

3° Un point mobile, parlant de A, parcourt suc-

cessivement l'arc A B de P, puis l'arc BA' de Q. Son 

accélération tangentielle est constamment égale à 

sa vitesse, et sa vitesse initiale est égale à i ; au 

point B on supposera que la vitesse ne subit pas de 

changement de grandeur, mais seulement un chan-

gement de direction. Calculer à o, i près le temps 

mis par le mobile pour parcourir l'arc ABA' . 
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40 Au point B, Vaccélération du mobile subit une 

discontinuité. Calculer, par ses pj^ojections sur les 

deux axes de coordonnées, la variation géométrique 

du vecteur-accélération au point B. 
(Durée : 4 heures.) 

S O L U T I O N S I>AK M . R . B O U V A I S T . 

I. 

i° L'équation aux p des points d'intersection de la 
surface ( S ) et de la droite 

Qp — _ y —ro _ g — -so __ 
a ? ~ Y ~ P 

est 

a3 p3 -1- ( 3:r0 a2 -t- ) p2 

-h ( 3 a f i x 0 - h a y 0 — Y ) ? — ¿oH- ôJKo-+- #1 = o; 

pour que cette droite soit une génératrice de la sur-
face ( S ) il faut et il suffit que 

a = o, 

43a?0— Y = o, 
^oJKo-f-^o-

Une génératrice G de (S) aura pour équations 

X = t, z — ty t3. 

2° Le plan (P) a pour équation 

z — c -h t(y — b) = o; 

les équations de la courbe ( C ) seront 

z — c -h t(y — b) = o, 
x = t, 

z = ty -+- /3 
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X = 

— tb -+- c 
Y — » 
J it 

2 

cette courbe est sur la quadrique ( Q ) , 

x(y — b) -f- 3 — c = o. 

3° L 'équation aux £ du point d'intersection du plan 

ux-hvy-hwz-{-s = o 

et de la courbe ( C ) est 

wt'*— vfî -f- t*(iu -f- bw) -h -f- cw -+- *2 5) H- cv = o ; 

si ¿2 , sont les racines de cette équation, 

v 2u bw 

bv -f- cw -4- 2 s c c 
- Utj tk — ? 11 ¿2 h — 

La condition nécessaire et suffisante pour que quatre 

points de ( C ) soient dans un même plan est que leurs 

abscisses soient liées par la relation 

(i) X { 372 v -1" X k — A 
X^X^X^X^ C 

4° La relation ( i ) nous donne 

C ( X\ -h Xt -h Xi ) 
Xi XiX$ — c 

si les points d'abscisses x^ x2, x3 sont en ligne droitey 

x 4 est indéterminé et l'on a 

Xi -h xt-h Xi = o, 

— C — O . 
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L e s abscisses de trois points en ligne droite de la 

courbe ( G ) seront les racines de l'équation générale 

X « - h X X — c = o. 

Les deux systèmes de génératrices de la quadrique Q 

sont 

! \ x = K I . J , \y = K Î I 

( {y ~ b Z — c = o ; j a? ( — — c = o. 

L 'équation aux abscisses des points d'intersection des 

génératrices du système ( 1 ) avec la surface ( S ) est 

x2 -h 2 y — b)— c = o; 

ces génératrices rencontrent par suite ( C ) en trois 

points en ligne droite. 

5° Le plan osculateur en un point x { de ( G ) ren-

contre la courbe au point x\, tel que 

d'où 
3 3c __ 

X J — - X i — C — O 1 

cette équation est l 'équation aux abscisses des points 

<Tosculation des plans oscillateurs a ( C ) menés par un 

point ¿c] de la courbe; sa forme montre que les trois 

points d'oscultation sont en ligne droite. 

6° Un plan tangent à ( C ) en x{ rencontrera la 

courbe en deux points dont les abscisses sont liées par 

la relation 
'2X\ -h XÎ -H _ I # 

x\ XîXz c' 

par xK passent donc deux plansbitangents à la courbe; 

les abscisses des seconds points de contact sont les 



( 474c>4 ) 
racines de l'équation 

Xj X2 — A CX — 1 C Xi = o ; 

si et x" sont les racines de cette équation, on a 

, „ ic 
X X — —- f 

x-i 

. „ 1 c 
XX — , 

Xi 
d'où 

7.(x'-±- X" ) _ I 
x'2x"* ~~ c' 

relation qui montre que xr et x" sont les contacts d'un 

plan bitangent à ( C ) . 

Si M, M', M" sont trois points de ( G ) , tels que deux 

quelconques d'entre eux sont les contacts d'un plan 

bitangent, leurs abscisses seront liées par les rela-

tions 
2(Xi-+-X2) __ l(Xi-\-X3) _ ' ± ( X _ 1 

/y* 2 /y* 'i /-y* 2 /*>%2 /y»? /y» 2 /i x I v(/ ^ ii' j »t1 ^ «X/ 2 ^ ^ 

d'où, par soustraction, 

d 'où 
¿T! X2 -h X2 X3 +- Xi XZ = O, 

2' ¡>X% = — 2C. 

7° L'équation générale donnant les abscisses des 

trois points M, M', M* est donc 

• x3 — X x--H i c — o ; 
nous avons 

3-1 -4- 3-2-+-#3-H S I ,, , -V , ot 1 = - dou X -4- 3 £ = o 
XiXoXz» c 

et l'équation devient 

x* -4- 3£;r2 -h 2C = o. 
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Si le plan II a pour équaiion 

ux vy -f- wz -+- s = o, 

Xi-h X2-h X3-i- £ = — — — , 

lu-hbw 
Sxixj+tzxi = — = , 

w 

bv -T- CW -+- '2 s 
xtx9x3-h tLxiXi = — 2C = ; 

l 'équation du plan II sera donc 

L a projection de la courbe ( G ) sur xOz a pour 

équations 
x — t, 

t* -+- ht - + - c * = — - — ; 

l 'équation aux abscisses des points de contact des tan-

gentes à cette courbe issues du point x0y z0 est 

3 
¿F3 x\x2 -h AZ0 bxo — c = o. 

'2 

Identifions cette équation à l'équation 

x3 -F- 3 çx2 H - 2C = O, 

nous aurons, 
X0=^ — 2*, 

5 c — '2b\ 
¿0 = • 

2 

L a même méthode appliquée à la projection de ( C ) 

sur xOz donne 
b — 3 S» 
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L e s coordonnées de p. sont donc 

X\L — 2 

— ' 

5c — ib^ 

8° Considérons la quadrique f(xyz) = o, le plan 

polaire de JJL par rapport à cette quadrique est 

xfor?. "H J K / r j . -f- Sfzp - H ¿ / ¡ H î 

ce plan polaire doit coïncider avec le plan II quel que 

soit Ê; on doit donc avoir 

/ / ^ - ^ c + î è S ) ; 

quel que soit Ç, ces équations déterminent les coeffi-

cients de f(xyz)=o, linéairement en fonction de 

deux d'entre eux, et l 'on trouve sans peine 

f(xyz) = (bx — 'iz -h 5 c ) - - h X[a?(y — b)-h z —c] = o. 

L e s quadriques considérées sont donc de raccor-

dement avec la quadrique ( Q ) , le long de l ' intersec-

tion de cette quadrique avec le plan polaire du 
b c ,, 

point o, - > — - , par rapport a elle. 

L 'enveloppe de II est le cône 

(t. y — b f — 3(6 x — iz — c) — o, 

i b c 
ayant pour sommet le point o, -> — 

L e lieu r du point Y est la conique 

x — — 1 

b -
y = 

5c — ib £ 
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g° Si b = o, la courbe T devient la parabole 

^ = — 2$, 

3 S2 

5c 
z — —. % 

Si 
2> £3 sont les abscisses des points ¡j.,, ¡¿2, ¡¿3 qui 

par hypothèse sont en ligne droite, nous aurons 

i t t t 

La corde A^ A 2 a pour équations 

5c £ = —? 
2 

OU 

-h 4 a — 6c = o ; 

elle enveloppe la parabole 
a r 2 — $ c x = o, 

5c 
£ = • 

2 

Soit 
#2 yl 20LX a Qy y = O, 

3 c 
z = — > 

2 

le cercle A< A 2 A 3 ; l'équation aux ? des points d'inter-
section de ce cercle et de T est 

9É44-^2(3P-+-4)-h 8 aÇ 2y = o ; 

si So 7 Ï3? Ç4 sont les racines de cette équation, 
on a 
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d'où, en ayant égard aux relations ( i ) , 

£4 = 0, 
c'est-à-dire 

Y = o, a = — _ __ 9 £ . 
8 ' 

le cercle A , A 2 A 3 passe donc par le sommet de la para 

bole F, et son centre décrit une perpendiculaire 

l'axe de F ; il passe donc par deux points fixes. 

II. 
i ° L 'équation 

peut s 'écrire 
y — 2 xy -h y2y'd = o 

y — xx 4- v2 y 2 = o, 
y J J 

d'où, par dérivation, 

( • w ' - p i ) (y%+yy) = o-

L'équation 
r 5 

peut s écrire 

son intégrale est 

y y — 4 - ^ - 7 = 0 ; 
y y 

Considérons maintenant l'équation 

en posant y' = p, on a 
_ 1 

y 

et 
3 1 
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d'où 

3 1 x
 — ô —r 8 

On voit d'ailleurs facilement que, pour que la* 

fonction 
y2 = Cx -h a 

vérifie l'équation différentielle donnée, il faut prendre 

C = C = — W 

L'équation générale des courbes ( C ) est donc 

y2 = 7. \x — X3. 

Par un point du plan passent trois courbes ( C ) , elles 

sont toutes trois réelles si Ton a 

9-iyk— 32 < o, 

c'est-à-dire dans la portion du plan situé entre l 'axe O x 

et la courbe 
'¿7yw— Zix* = o. 

E n un point de cette portion du plan, les coefficients 

angulaires des tangentes aux courbes ( C ) passant par 

ce point sont y > y » , étant les racines de 

l 'équation 

X3 — 2 \ x - h y 2 = o. 

Si deux de ces courbes ( C ) sont rectangulaires, 
XiXs ,, „ . 

= dou X3 = 1; 

le lieu des points du plan par où passent deux 

courbes ( C ) orthogonales est donc la parabole 

y2— ix 4 - 1 = 0. 

2 ° Par le point A(x = o, 5 , y = o ) passent les trois 
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courbes ( C ) 

JK2 = o, 
y"1 = 'LX — Î , 

yi= — ix -4- i ; 

l a courbe ( P ) est la courbe 

y2 = ix — i. 

Par le point situé sur cette courbe ayant pour or-

données y/6, passent outre la courbe ( P ) les deux 

courbes /G) , 
y*= 4x — 8, 

Y 2 = — 6A? - H 2 7 . 

La courbe ( Q ) est la parabole y2 =— 6 3 7 - 1 - 2 7 ; elle 

coupe Ox au point h! (^x = y = o ) . 

L'aire comprise entre la courbe (P) , Ox et la per-
pendiculaire à Ox menée par le point d'ordonnée y / 6 

/
/s 

y2 dy ; l'expression analogue relative à la 

Î* y*dy 

o j l'aire cherchée est donc 

4 , 
U y l d y = 

8 y/6 
3 

3° L'accélération tangentielle étant égale à la vitesse, 
on a 

dv 

d'où 
V = ET^K

1 

pour 
t = o, c> = 1; 

donc £ = o et l'on a 
v = e'. 
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L'équation donnant le temps t cherché sera donc 

el = arc AB -+- arc BA' ; 

a rc AB = / y/ i -+- y2 dy 
Jo 

= 1 1 L (y -+- s/TTJ*) + y /TT^If 

arc BA' = f 

= 3 L y -t- s/y'1 -h 9 + y y/y* 9 
•21 3 y 

fi 

d'où 

d'où 

- 1 ( T Y/^ H - Y/L ") Y/90 \ 

" A 3 9 / ' 

L (y/6 -f- y/7) -4- y/42 3 / y/6 y/75 ^ y / ^ \ 
2 2 \ j 3 9 y 

d'où 
£ = 12,707 à o,oi près. 

4° Soit <p l'angle aigu de la normale et de la tafi-

gente à la courbe ( P ) en B, 0 l'angle correspondant de 

la courbe ( Q ) en B ; les projections sur les axes de 

l'accélération du mobile au point B de ( P ) sont 

dv P2 . 
ï x = - c o s ? + - s m T , 

dv . P2 

T r = - s , n < p - - c o s < p ; 
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•or 

i y/6 . i 
tangcp = — J cos<p = — , s i n ï > = — , 

V/6 V 7 ' V 7 

pi = 
7 

d'où 
y/6 

V 7 49 

On a de même pour la courbe ( Q ) 

y'jc= ~ c o s G — — sin 6, 
1 dt P2 

/ dv v2 
y i = — ( - 7 - sin G h cosO 

\dt p2 

or 

tan g 6 = cosÔ = , sin 6 = —y—, 
Y/6 \ / I 5 \J 1 5 

(1 -4- y'-y 1 5 ^ 1 5 
P2 = ^ -

d'où 
9 

3 e < \ 

y / i 5 -

3 2 ' y / 6 

y / 7 5 

r l'y = — e< 

Les projections de la variation géométrique du vec-
teur accélérationen B sont donc 
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G R O U P E I I . 

I . 

On considère dans un plan deux axes de coor-

données rectangulaires Oa?, Oy. Un point maté-

riel M, de masse égale à un, est mobile dans un 

plan sous Vaction d' une force ( F ) dont les projec-

tions IL et Y sur les axes sont 

x et y désignant les coordonnées du point M : 
i° Former et intégrer les équations différen-

tielles du mouvement du point M. 
20 Déterminer le mouvement de M en supposant 

qu'à l'origine du temps ses coordonnées sont (a, o ) 
et que sa vitesse a pour projections sur les axes 

( — a , 2 a). Construire la trajectoire ( T ) correspon-

dant à ce mouvement. 

3° Evaluer le temps mis par le mobile pour aller 

d'un point quelconque M de sa trajectoire ( T ) au 

point M', ou la tangente à la trajectoire est paral-

lèle au rayon vecteur OM. 
4° Démontrer que l'hodographe du mouvement 

est une courbe homothétique de la trajectoire ( T ) 
et calculer à o,oi près le rapport d'homothétie. 

5° La trajectoire ( T ) passe par le point O. Eva-

luer, en fonction de l'abscisse du point M, l'aire 

limitée par l'arc de courbe OM et la corde OM, 
ainsi que le volume engendré par cette aire tour-

nant autour de O y. 

II. 
Evaluer à o,oi près les intégrales 
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I . 

i ° On a 

d2 x d1 y 

l'intégrale générale de — x = o est 

L ï i ; 

l'intégrale générale de = y — est de la forme 

y = G 

Pour que cette fonction satisfasse à l 'équation diffé-

rentielle donnée il faut prendre, comme on le voit 

aisément, \ = — i , JJL = i ; on aura donc 

_L_ p- (t-\-k) 
x = G - = G c h ( t -hk ) , 

y = — Ct[e*+* — <?-</+*>] = — 2C*sh(* 4- k). 

2° Les conditions initiales donnent 

Gch k = a, Ce*-h Ce'* = 2a , 

CshÂ- = — a, Ce* — Ce~*= — 2 a ; 

d'où 

Ce*= o, 

G — 2 a ; 

les équations de ( T ) sont donc 

x = <ze-', 
y = aa fe-'; 

( T ) serait d 'une construction facile. 
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* 

3 ° La tangente en M/ a pour coefficient angu-

laire 2 ( t ' — 1 ) ; le coefficient angulaire de O M est i t . 

Si la tangente en Mf est parallèle à O M , 

i(t' — i) = t'—t — i; 

le temps mis par le mobile pour aller de M en M' est 

donc constant et égal à i . 

4° L 'hodographe a pour équations 

x = — 

y — 2«( l — t)e~l\ 

soit sur ( T ) un point de coordonnées xt et y t corres-

pondant au temps sur l 'hodographe un point de 

coordonnées x2 et y2 correspondant au temps t -f- i ; 

on a 

JK2 

les deux courbes sont donc homothétiques, le centre 

d'homothétie est l 'origine, et le rapport d'homothétie 

— e = — 2 ,7 1 à 0,01 près. 

5° L'aire cherchée est 

-h 2a2 te-^dt — a2£e-2>, s:. 
2 f te-^dt = a^e-^i-f- i-2 c - « , 

2 

d'où 
a2 „ x\ 

aire = — = — > 
2 2 

xK étant l 'abscisse de M . 

On a de même, en désignant par x\, yK les coor-

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Oct.-Nov. 1914») 
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données de M : 

Ti r u 

Volume cherché = — x\yx— I T.x-dy 0 J+ao 

tx e-3'i — a - a 3 f e~3tdt~tie~5tdt, 
-4-00 

•2-a3 

a m/-h<X> 

,r ! , , , 2ira3 /1\ e~3 i i ie~zt\ Volume chercher —— ^ R 3 ' I — 2 7TX3/ 

- 9 ' 

Volume cherché = ^ • 

II. 

Posons 

tang ^ — 

J 0 ' ¿ c o s í p + 3 ~ J 0 ¿ 2 - + - 5 ~ ~ 

V/5 

2 I * 
= — arc tang — 

V/d I y 5 

-7= = 

^ / I + i 2 
i / o 3 

7 ! ' 

V / 5 

dx r*"00 aáí(n-í») /• " dx _ f 
J0 (a c o s a ? + 3)» ~ J 0 (¿«-+-5)» 

_ 2 4 J ï t * d t _ _ 
" ~ 5 5 j 0 (*»-+-5)* 

2 öft I 4 t 
h 5 5 ) 

3H 
— p = 0,842. 
5 / 5 

-J-00 

0 
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CONCOURS D'ADMISSION A L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE ( 1 9 1 4 ) . 

Géométrie analytique et Mécanique O). 

S O L U T I O N PAR M . C L A P I E R . 

I. Soit V l'angle constant sous lequel la spirale 

logarithmique C coupe chacun de ses rayons vecteurs. 

Nous avons 

et, pour un arc infinitésimal M M ' == ds qui se projette 

sur le rayon vecteur M Q , 

i ° Soient \ et rt les coordonnées du centre de gra-

vité G de L'arc fixe M 0 M m de longueur /; nous avons 

les formules 

( 0 m 

( 2 ) M ' Q = MM' sin V ou r db = ds s i n V . 

O n déduit de ces expressions 

et si l 'on pose 

(4) 

(1) Voir l'énoncé, p. 38o. 
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nous aurons les intégrales I et J , en intégrant par 

parties, ce qui nous donne les égalités 

I — ry — 2 m J , J = — r x -+- 2 m I ; 

d'où l'on déduit 

I ( 1 -4- 4 = r(y -f- 2 mx), 

J ( 1 -4- 4 m2 ) — J%( — x H- 2 m y ). 

Finalement, en portant ces valeurs dans les expres-

sions ( 4 ) et tenant compte de ( 1 ) et ( 3 ) , il vient 

Ü _ m jMt 

ou 

(5) 
f- 4 m'1 r — r0 ' 

m ( — rx )J¡; 4- 2 m ( ry )j¡¡; 
/, ni¿ n — 7*0 

Ces expressions ( 5 ) donnent la position du centre de 

gravité G de l'arc M 0 M i ? connaissant les extrémités M 0 

et M4 de cet arc. 

2 0 Supposons que le point M 0 tende vers le pôle O ; 

ses coordonnées deviennent nulles et la position limite 

du point G , correspondant à l 'arc de spirale O M , est 

donnée par les formules 

(y -\-imx ), 
- - 4 m* 

(6) 
m 

- ( — x H- 2my). 
i -T- 4 m - J 

11. Supposons que le point M se meuve sur la 

courbe C , de manière que son angle polaire augmente 

avec une vitesse d'un radian par seconde, 

<70 = n dt, ?i — 
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L e point G dont les coordonnées sont données par 

les expressions ( 6 ) décrit une courbe T qui est une spi-

rale logarithmique. 

E n effet, désignons par p et « les coordonnées 

polaires du point G ; nous avons 

TiX2 
= £1 + ^2 = 0 2 + r 2 ) , p = 

et 

tango» : 

Posons 

nous aurons 

î -h 4 m 2 r v / i - f - 4 ^ 

Y) 2 m y — x i m tangô— i 
ç q. m x -4- y ~~ im 4- tan g 6 

1 1 
tangc? — = — tano-V, 

• ira 2 ° 

tango) = t a ï 1 ^ 6 — t a n g c p __ ang(0 — cp), to — G — cp. 
6 I-+- tangO tangco T 

Il résulte, des valeurs de p et to ainsi trouvées, que 

la courbe T s 'obtiendra en prenant la spirale logarith-

mique G , obtenue en réduisant les rayons vecteurs 

de G dans le r a p p o r t m , et la faisant tourner 
r r y / i - M " * 2 

autour du point O dans le sens inverse, d'un angle 
fixe cp. 

2° Désignons par Ç' et r/ les composantes de la 
vitesse du point G ; pour les obtenir, en se servant des 
formules ( 6 ) , nous devons calculer 

dx , dy 
x = -dt et y = 

or, nous avons 

x = r cos 6 

y = r sin6 

et 

et 

d x = + cosO dr, 

dy — x dB -4- sin 6 dr, 
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et, d'après Ja relation ( i ) qui donne dr, 

f x' =( — y -4- mx)n / _ dti \ 

j y' = ( x -h m y ) n \ ~~ ~dt ) ' 

Formons y' 4 - imx1 et — x ' - { - 2 myl, nous obte-

nons 

= i - M m » K 1 - ^ 2 ^ ) 3 7 - ^ ] 
ffli , «V n 

=
 T •, / ^ ^ + ( 1 ^ 2 y ? i 2 XX] 1-4-4 

(m, = w cotV) ; 

nous aurons une détermination facile de la vitesse V 

de composanles % et Y/, en remarquant que celles-ci 

peuvent s'écrire 

(8) S ' = — V = ( j — 

L a direction de cette vitesse est G M et sa grandeur 

V = m, GM 

est proportionnelle à la distance des deux points M 

et G qui se correspondent sur les courbes C et T. 
Quant à l'accélération du point G , nous avons, 

d'après ces formules ( 8 ) , les composantes 

f = / / ^ ( ¿ r — r f = nii(y' — r/ ). 

Ces expressions montrent que pour la construire, il 

suffit de composer la vitesse G V < , équipollente à la 

vitesse du point M , avec la vitesse G V 2 égale et c o n -

traire à la vitesse du point G , puis multiplier par le 

facteur m { le vecteur ainsi obtenu. 

III. A u lieu d 'un arc de spirale, considérons une 

courbe quelconque C sur laquelle nous prenons une 

origine M 0 et sur laquelle un mobile M se meut suivant 



( 487 ) 
une loi déterminée, de sorte que l'on connaît la lon-

gueur de l'arc M O M en fonction du temps, ainsi que 

ses deux premières dérivées l' et F . 

Construisons le centre de gravité G ( £ , yj, Ç) de cet 

arc et cherchons à déterminer sa vitesse V et son accé-

lération A . Nous avons 

f x ds, 
M0 

que Ton peut écrire 
/•< sic 

dt, 
« - / • S 

et d'après la définition même de l'intégrale définie, 

nous devrons avoir 

d(l$) _ / ds\n 
dt \ dt ) 

ou bien 
, l\ dt 

d — = x -r , 
dt dt 

x étant l'abscisse de M . O n a donc 

ou encore 
(9) lt< = { x - l ) l > . 

On calculerait de même les autres composantes r\ 

et de la vitesse V . L'égalité ( 9 ) montre que cette 

vitesse est dirigée suivant G M et sa grandeur est préci-
V — 

sèment -j x G M . 

E n dérivant les deux membres de cette égalité, nous 

obtenons pour la composante de l'accélération A 

( 10) l?=(x - £)/* -+- l'(x' - a£') . 

Pour la construire, il suffit de composer le v e c -
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I' — v  

teur -j G M avec le vecteur -j G V i ? V 4 étant le vecteur 

résultant de la vitesse du point M et de la vitesse égale 

et contraire à 2 fois la vitesse équipollente du point G . 
Dans le cas où G est une spirale logarithmique, 

V = ml, M0 étant au pôle O. 

I V . Supposons que la ligne G soit formée de deux 
segments rectilignes M 0 O et O M ; désignons par m0 

et m les milieux de ces segmenls. Le centre de gra-
vité G est situé sur le segment m^m et sa position est 
telle qu'on ait 

G m0 _ O m 
G m ~ O m0 9 

il est donc situé sur la droite symétrique de la bissec-
trice O [J. par rapport à la médiane du triangle m0Om. 

OM0 étant pris pour axe des x et O m pour axe des y, 

nous avons, pour déterminer les coordonnées x e t j ' d i i 
point G, les relations 

O m a — x y . _ 
- ( O m0 = a). 

O m0 x O m — y 

On en déduit 
„ a ( a — x) xy 
O m — —1 = — h y 

et le lieu y du point G, quand le segment O M prend 
toutes les valeurs possibles, est donné par l'équation 

xy — (a — xy — o. 

C'est une hyperbole tangente en m0 au segment OM 0 . 
Si le segment OM pivote autour du point O, dans un 
plan donné II, cette hyperbole décrit une surface dont 
les directions asymptotiques sont : i° toutes les droites 
issues de O et situées dans le plan II; 20 les droites du 
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cône engendré par les bissectrices O J J I de l'angle mOm0. 

Lorsque le segment O M est fixe, le rapport est 

aussi fixé et le point G décrit un cercle dans un plan 
parallèle au plan II; un tel plan est donc un plan de 
section circulaire pour la surface T. 

Si l'on prend pour axes fixes deux droites rectangu-

laires O Y et O Z du plan II, nous avons y = y/Y2 -4- Z 2 

et la surface Y a pour équation 

. r2(Y2_4_ Z 2 ) — ( a — 37)* = O. 

Rlle est du quatrième degré et la bissectrice Opi dé-
crit un cône du deuxième degré, 

Y2+-Z2— = o. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES; CONCOURS 
DE 1914. SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMA-
TIQUES ÉLÉMENTAIRES; 

P A R M . J . L E M A I R E , 

Professeur au Lycée J a n s o n - d e - S a i l l y . 

Soient A f , A 2 , A 3 , A 4 les quatre sommets d'un 

tétraèdre T . Représentons par aij la longueur de 

l'arête A / A j et par O ¡j le milieu de cette arête. 

Représentons aussi par (A , B ) la sphère décrite 

sur un segment quelconque A B comme diamètre. 

I. Calculer l'un des produits géométriques {{)de 

( ! ) On rappelle que le produit géométrique de deux vecteurs A B 

et C D est le produit des longueurs de ces secteurs et du cosinus de 

leur angle. 
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deux arêtes opposées deT en fonction des longueurs 

des arêtes de ce tétraèdre. Trouver la relation qui 

existe entre les produits relatifs aux trois couples 

d'arêtes opposées. 

II. Trouver la relation qui doit exister entre les 

longueurs des arêtes de T pour que les deux 

droites 04203/l et 01302 i soient rectangulaires. 

III. Soit d la distance des plans radicaux de 

chacune des sphères ( A M A 2 ) , ( A 3 , A.t) et de la 

sphère {0,2, O^,). Soient d'et d' les distances ana-

logues correspondantes aux deux autres couples 

d arêtes opposées du tétraèdre. On demande de 

trouver les relations qui doivent exister entre les 

longueurs de ces arêtes pour qu'on ait d~d!= d!'. 

Trois sommets d'un pareil tétraèdre étant donnésy 

on demande de trouver le lieu géométrique du qua-

trième sommet. Discuter. 

I V . Etant donné un point quelconque M, on mène 

les deux bissectrices de l'angle A / M A y . Soit le 

milieu du segment découpé par ces bissectrices sur 

la droite A/ Ay ; il y a six points w/y. Démontrer que 

ces six points sont dans un même plan II quon peut 

associer au point M. Inversement, un plan II 
quelconque étant donné, on peut lui faire corres-

pondre de cette façon deux points M et W qui sont 

eux-mêmes associés. Quelle position faut-il donner 

au plan II pour que les deux points M et M7 corres-

pondants soient confondus? Comment se déplace le 

plan W lorsqu'un point M correspondant décrit un 

cercle dont le plan passe par le centre de la sphère 

circonscrite au tétraèdre? 
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V . Un tétraèdre T étant donné, construire un 

point M 0 confondu avec son associé et situé à la 

même distance des trois sommets A t , A 2 , A 3 . Trouver 

la surface S lieu du sommet A 4 lorsque T se dé-

forme, A n A 2 , A 3 restant fixes et le rapport^--

conservant une valeur constante k. Soit D une droite 

quelconque passant par A 4 . Construire les points 

de rencontre de D et de S . Trouver le lieu des 

droites D tangentes à S , et le lieu du point de con-

tact. 

I, Nous emploierons la notation suivante qui nous 
paraît plus commode que celle de l'énoncé : nous 
appellerons A B C D le tétraèdre T ; ¿>, c, d les lon-
gueurs des arêtes AB, A C , A D issues de A, et (3, y, S 
celles des arêtes opposées. Construisons le parallélo-
gramme B D ' C D , dont les diagonales se coupent en I, 
nous pouvons écrire 

2ÂÏ 2 Ï Ï Ï \ 

¿>2-f- c2, 

d'où, par addition, 

XD72 -4- 8* = 6 2 c 2 - } - ¡ 3 2 y 2 

ou 

d'où 
¿ p c o s ( A f C c b ) = - S2— c 2 - y2). 

AD' d*-. 

T ï 2 g 2 
9. AI H ~ 

2 

2 62 

2lD H = 
2 
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On aurait de même, 

C Y COS C AC^DB ) = i 

do cos ( a D ^ B c ) — I (C2-f- Y2— ¿> 2- ß2). 

Par conséquent 

¿ß cos ( AB^CD ) -h c y cos ( AG^^DB ) h- dfô cos ( A D ^ B c ) = o. 

Ainsi la somme des produits géométriques relatifs 

aux trois couples d'arêtes opposées est nulle. On 
conclut aussi d<? ces relations les propriétés suivantes : 

i° Pour que deux arêtes opposées d'un tétraèdre 

soient orthogonales, il faut et il suffit que la somme 

des carrés soit la même pour les deux autres 

couples d'arêtes opposées; 

2° Si les arêtes de deux groupes d'arêtes oppo-

sées sont orthogonales, il en est de même des arêtes 

du troisième groupe; 

3° Dans un tétraèdre à arêtes opposées orthogo-

nales, on a 

et réciproquement. 

II. Appelons OÔ, Ot., Od les milieux des arêtes A B , 
A C , A D et O^, O^, 0'd ceux des arêtes opposées C D , 
DB, BC. Pour que 0 ^ 0 ^ et Oc.O'c soient rectangulaires, 
il faut et il suffit que le parallélogramme 0 / , 0 c 0 ^ 0 ^ . 
soit un losange, c'est-à-dire que ou 
BG AD * . . . , , . . 

— = —— > ou a — ù . Ainsi, pour que les droites joi-

gnant les milieux des arêtes opposées de deux couples 

de telles arêtes soient rectangulaires, il faut et il suffit 

que les arêtes du troisième couple soient égales. 
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Donc si les arêtes opposées d'un tétraèdre sont 
égales deux à deux, Voctaèdre qui a pour sommets 
les points OÔ, . 0 ' d a ses diagonales rectangu-
laires deux à deux; la réciproque est vraie. 

III. Les sphères ( A , B ) , ( C , D ) , (O*, 0'b) ont leurs 

centres OÔ, 0 $ , to, en ligne droite; appelons l la dis-

tance des plans radicaux de la troisième associée suc-

cessivement à chacune des deux autres, nous pouvons 

écrire 

Mais le triangle donne 

0b0fb2=0b0cW0'b0c2--20b0c.0fô0cc0s(0^d^c) 

— cos VBG, D A ) 
4 ^ 

et, en appliquant une formule obtenue plus haut, 

— — 2 __ do 68 H- ¡B2— C 2 _ y2 

4 2 2 do 

d'où 

c2-f- d'2 4- Y2 -+- o2 — ¿>2 — £2 

c2 -h d'2 4- y2 4- ô2 — 2 b9• — 2 ¡32 t = 
2 sjc1 -h d1 h- Y2 û'2 — b1 — P2 

Posant k~ = b2 c2 d2 -1- (32 + y 2 4 - 8 2 , nous avons 

[ /C 2 - 3(624- ¡32)]2 a 

4[/c2— 2 (¿>2 4- $ * ) ] ' 

V2 et F- auraient des expressions analogues; si nous 

écrivons que l 2 = Z/2, nous obtenons 

— [ X:2 — 3 ( c - 4- y2 ) ]2 f — 2 ( 62 4- ^ )] = o 
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O U 

¡32— C2— T 2 ) [ 4 ^ — 9(62-h £2^ ¿»2 -f- y*)A:S 

-+-l8(62-h p2)(c2_ f_T2)] 

Les conditions //2 = Z"2, Z'/2 = Z2 donneraient de même 

( c 2 + f - rf* —3*)[4À:* —9(c*-t-y s-+- -+" S 2 ) * 2 

-+-i8(c 2-b y « ) ( ^ h - 8 « ) ] — o, 

Appelant A, A', B , B ; , Y, les facteurs des premiers 

membres de ces conditions, qui se réduisent à deux 

distinctes, nous les écrirons 

( 1 ) A A ' — o, 
(2) BB' = o, 
(3) rr = o. 

Les deux premières sont vérifiées dans les quatre hypo-

1 A = o, 
( 5 ) TV r B = o ; 

( A ' = o, 
(7) 

( B = o. 
» 

Les égalités ( 4 ) entraînent Y = o, puisque 

B — F -r- A - - o. 

Les égalités ( 5 ) entraînent r ' = o, car 

B '— r ' = 9A(62 _+. T 2 _ d l — o2). 

Les égalités ( 6 ) entraînent de même F = o, à cause de 

r - A ' = 9 B ( C « + Y 2 8 2 — B * — P 2 ) . 

Enfin, les égalités ( 7 ) entraînent Y = o, à cause de 

A'— B'== 9 T(<i2-+- 62-f- P2— c 2 — Y2) 

thèses : 
( A — 0, 

(4 ) \ B = 0 
j A' = o, 

(6 ) \ B — 0 
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et de l'inégalité 

dï-f-S2-4- b*-h ß2 —c2—y2>o, 

vraie pour un quadrilatère pian autre qu'un parallélo-

gramme, et à plus forte raison pour un quadrilatère 

gauche de côtés d, 8, 6, ¡3, et de diagonales c et y . 

Nous constatons bien que ( 3 ) est une conséquence 

de ( i ) et de ( 2 ) . 

L e s relations ( 4 ) qui s 'écrivent 

- 4 - ß 2 = c * . + . Y 2 = d2-h a 2 , 

sont satisfaites quand le tétraèdre est orthocentrique, 

et seulement dans ce cas. 

Considérons les conditions ( 5 ) , qui ont pour consé-

quence r = o ; la condition B ' =z o s 'écrit : 

4 P 2 H - c 2 H - Y 2 - Î - Ô ? 2 - + - O 2 ) 2 

-h I 8 ( c 2 - f - Y 2 ) ( D 2 - h O 2 ) = O 

ou, en tenant compte de A = 6 2 - | - ß 2 — c 2 — y 2 = o, 

— 2(C2-+- Y2)2 — 5 ( d 2 - F - 82 )2~4- 7 ( c 2 -R - Y2)(C?24- Ô2) = o 

ou 

( 8 ) ( c 2 - h Y 2 — o 2 ) 0 ( c 2 - + - y 2 ) — 5(ú?2- f- o 2 ) ] = o . 

S i le premier facteur B est nul, on a 

A = B = r = O ; 

le tétraèdre est orthocentrique. 

Pour un tel tétraèdre, les distances /, V, l" sont 

nulles, les sphères ayant pour diamètres les arêtes 
opposées sont deux à deux orthogonales et récipro-
quement. 

Trois des sommets B, C , D étant fixes, le lieu du 
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quatrième est la perpendiculaire menée au plan des 

trois premiers par l 'orthocentre du triangle qu'ils 

forment. 

Annulant le second facteur du premier membre 

de (8), nous voyons que les conditions ( 5 ) sont encore 

satisfaites lorsque 

p* — c 2 — Y * = o, 

2(c2-f-Y2) — 5(d2-f-ô2) = o. 

Les sommets B, G, D restant fixes, et par suite 3 , 

y , S étant constants, la première condition définit le 

plan perpendiculaire au plan B C D et passant par la 

hauteur du triangle issue de D , la seconde définit une 

sphère ayant son centre sur C D et dont on aurait 

aisément les éléments; le lieu correspondant du qua-

trième sommet est le cercle commun à ce plan et à 

cette sphère. 

L a considération des conditions ( 6 ) et ( 7 ) con-

duirait à deux cercles analogues. 

I V . M étant un point quelconque de l 'espace, 

soit 0yab le milieu de la distance des traces sur À B 

des bissectrices de A M B ; on établit très facilement 

que est tangent au cercle M A B , de sorte que 

2 
toa/,M = wa,,A x M a b B, 

égalité qui exprime que toa£ a même puissance par 

rapport à la sphère-point M et à la sphère, de centre 0 , 

circonscrite au tétraèdre T ; par suite, les six points 
tels que u>ai, sont dans un même plan II qui est le 
plan radical de ces deux sphères, plan équidistant 

de M et du plan polaire de M par rapport à la sphère il ; 

ils sont les sommets d'un quadrilatère complet. 



( 497 ) 
A tout point M correspond ainsi un plan II, unique 

et bien déterminé; à deux points M et M7 inverses 

par rapport à la sphère, correspond le même plan II 

perpendiculaire à M M ' en son milieu. 

Inversement, un plan II quelconque étant donné* 

on peut lui faire correspondre deux points M et M ; , 

qui sont les points-limites du faisceau de sphères 

défini par la sphère Q et le plan II. 

Pour que les points associés M et M7 coïncident, il 

faut et il suffit qu'ils soient sur la sphère, c'est-à-dire 

que le plan II soit tangent à cette sphère Q. 

Si M décrit une figure, courbe ou surface, M ' décrit 

la figure inverse par rapport à la sphère. Supposons 

en particulier que M décrive un cercle S dans un plan 

contenant le centre Q de la sphère circonscrite au 

tétraèdre T , M' décrit le cercle S ' ou la droite inverse 

de S par rapport à Q, la puissance d'inversion étant 

le carré R 2 du rayon de la sphère. 

Si Q est extérieur au cercle S , ce point est le centre 

d'homolhétie directe des cercles S et S ' , les droites 

joignant aux centres deux points associés M et M' ont 

un point commun P placé de la même manière à la 

fois, sur ces droites, par rapport aux rayons S M 

et S ' M ' ; le triangle PMM 7 est isoscèle, et la différence 
des longueurs P S et P S ' est égale à celle des rayons 

des cercles S et S ' , et réciproquement. Par con-

séquent, le lieu de P est, dans l 'hypothèse actuelle, 

l 'hyperbole de foyers S et S ' qui passe aux points à 

distance finie communs aux deux cercles. 

L a trace du plan II sur le plan du cercle donné, 

étant perpendiculaire à MM7 en son milieu, est tan-

gente en P à l 'hyperbole; Venveloppe de ce plan U 
est donc le cylindre droit ayant cette hyperbole 
pour directrice. 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Oct.-Nov. 1914.) 02 
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Si Q est intérieur au cercle S , ce point est le 

centre d'homothétie inverse des cercles S et S ' , le 
point P commun aux droites S M et S ' M ' appartient 
à l'un des rayons et au prolongement de l'autre; le 
triangle PMM7 est isoseèle, la somme des longueurs P S 
et PS7 est égale à celle des rayons des cercles S et S ' , 
et réciproquement. Par conséquent, le lieu de P est 
alors Yellipse de foyers S et S ' qui passe aux points à 
distance finie communs aux deux cercles. 

La trace du plan II sur le plan du cercle donné est 
tangente en P à l'ellipse, et Venveloppe de ce plan II 
est dans ce cas le cylindre droit ayant cette ellipse 
pour directrice. 

Si enfin Q est sur le cercle S , le lieu de M' est une 
droite S ' perpendiculaire à Ci S , du même côté que S 
par rapport à Q, la droite S M rencontre en P la per-
pendiculaire en M/ à S7 , le triangle PMM' est isoscèle 
et a pour hase M M ' comme dans les cas précédents, 
le lieu de P est la parabole de foyer S dont la direc-
trice est la parallèle S" à S f à une distance de cette 
droite égale au rayon du cercle S , Q et S" étant de 
part et d'autre de S ' . 

La trace de II sur le plan du cercle donné est tan-
gente en P à la parabole, et l'enveloppe de ce plan 
est dans ce cas particulier le cylindre droit ayant 
cette parabole pour directrice. 

V . Un tétraèdreT, A B C D , étant donné, pour qu'un 
point M 0 coïncide avec son associé et soit equidistant 
de trois sommets A , B, C, il faut et il suffit que ce 
point soit confondu avec l'un ou l'autre des points où 
l'axe du cercle A B C coupe la sphère circonscrite à T , 
points qui sont les pôles de ce cercle sur cette sphère. 

L e lieu géométrique du quatrième sommet D , 
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-quand T se déforme, A , B, C , et par suite le cercle 

passant par ces points, restant fixes, et le rapport ^ 

conservant une valeur constante k, est de révolution 
autour de l'axe z1 z du cercle, et sa méridienne peut 
être définie comme il suit : un cercle variable passe 
par deux points fixes A et A ' symétriques par rapport 
à une droite z'z, M 0 est l'un des points communs à 
ce cercle et à cette droite, la méridienne de la surface 
cherchée S est le lieu du point D du cercle tel que 

M 0 D = * . M Ô A . 

Posons À A ' = a a , et supposons d'abord k i , 
M0 et D sont de part et d'autre de A A ' et le théorème 
de Ptolémée appliqué au quadrilatère A M Q A M ) donne 

M 0 A . D A - f - M o A ' . D A = M 0 D . A A ' 

ou, en remplaçant M 0 D par £ . M 0 A , et observant 
que M 0 A = M 0 A', 

DA 4- D A ' = ika. 

La méridienne de S est donc une ellipse de foyers A 
et A \ et d'axe focal 2ka] la surface S est un ellip-
soïde de révolution aplati. 

Si k <C 1, M 0 et D sont du même côté par rapport 
à A A 1 , et le théorème de Ptolémée donne 

Mo A . D A' — M0 A ' . D A = =fc M0 D. AA ' 
ou 

DA'— DA = =fc ika. 

La méridienne est alors une hyperbole de foyers A 
et A ; , d'axe focal 2ka, et la surface S est un hyper-
boloïde de révolution à une nappe. 

La recherche des points de rencontre de S et d'une 
droite quelconque est une question traitée dans les 
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cours de Géométrie descriptive, que la surface soit un 
ellipsoïde ou un hyperboloïde de révolution. 

Il n'existe de droites D tangentes à S et passant 
par A que dans le deuxième cas : A étant un foyer 
de S , le lieu des tangentes issues de ce point est un 
cône de révolution, et le lieu du point de contact est 
l'hyperbole intersection de S et du plan perpendicu-
laire à celui du cercle de gorge mené par la polaire 
de A par rapport à ce cercle. 

Ces résultats peuvent être établis d'une façon élémen-
taire (Kg. i) : soient (H) l'hyperbole méridienne de S de 
foyers A et V , O son centre, EE r le diamètre du cercle 
de gorge perpendiculaire à A A ' , O L une asymptote 
de ( H ) , EL/ la parallèle menée par E à cette asymp-
tote; L , 1 / et O' les points où ces droites et l'axe sont 
coupés par un plan perpendiculaire à cet axe zz' : le 
triangle rectangle O ' \ A J donne 

o
7
! / — ô l / = ÏÏL7j = OË" . 

D'autre part, si O'Iv est le rayon du parallèle de S 
appartenant au plan considéré, une propriété connue 
de l'hyperbole permet d'écrire 

c t k 1 — 0 1 / = O Â / , 

A i A , étant Taxe transverse de (H ) ; comme O E = O A 4 T 

on a 0 ' L ' = 0 ' K , d'où il résulte que S peut être 
engendrée par la révolution autour de zz' de la paral-
lèle menée par E* à l'une ou l'autre des asymptotes 
de ( H ) . 

Ceci posé, soient E (fig* 2) le cercle de gorge de S, M le 
point de contact d'une tangente à S issue de A*, T et T ; 

les points où les génératrices de S passant en M ren-
contrent S ; T T ' , trace sur le plan de S du plan tangent 
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en M, passe en A ; si P est la projection de M sur ce 
plan, P T et P T ' sont tangentes à S, de sorte que P 

I. 

appartient à la polaire de A par rapport au cercle de 
gorge. Menons la parallèle A X à cette droite, et la 

Fi - . :>. 

^perpendiculaire MR à A X ; PR est aussi perpendicu-

laire à A X . Si a désigne l'angle A O L , nous pouvons 
ecrire 

MTP = ANI — a. 

N et Q étant les points de contact des tangentes 
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menées de A à S, et I le milieu de la corde N Q ; la» 

figure donne alors 

M R 2 = M P ' + P R 2 = F f 2 tangua-4-ÂJ 2 

= ( PÏ 2 — IN* ) tang 2 a-b AI 2 = PI* tang'x = Â R 2 tangua. 

L'angle M A X est donc égal à a, et le lieu de A M 

est le cône de révolution ayant A X pour axe, et a pour 

demi angle au sommet. 

D'ailleurs, la relation 

MP2 = P T 2 tan g2 a = P N . P Q tang2a 

montre que le lieu du point de contact M est une 

hyperbole, semblable à ( H ) , de sommets N et Q , et 

située dans un plan perpendiculaire au plan de S. 

Remarque. — Nous avons vu que, si les arêtes-

opposées d'un tétraèdre sont égales, les droites qui 

joignent les milieux de ces arêtes sont deux à deux 

rectangulaires, et réciproquement. Voici d'autres pro-

priétés de ces tétraèdres que nous appellerons les 

tétraèdres 6 : 

Dans un tétraèdre 9 , les faces sont des triangles 

égaux, les trièdres sont égaux, les hauteurs sont égales, 

les dièdres opposés sont égaux, les médianes sont 

égales, ainsi que les droites joignant les sommets aux 

orthocentres des faces opposées. 

Chacune des trois droites joignant les milieux de 

deux arêtes opposées est un axe de symétrie pour 6 , 

et la perpendiculaire commune aux arêtes correspon-

dantes. 

Ces droites ont le même milieu O , qui est à la fois> 

ie centre de gravité et le centre de la sphère circon-
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scrite au tétraèdre, de la sphère inscrite, de l 'hyper* 

boloïde des hauteurs. 

La somme algébrique des coordonnées de tout point 

de l 'espace rapporté au tétraèdre est égale à la hau-^ 

leur A du tétraèdre. 

L e rayon de la sphère inscrite est égal à j ; les 

sphères ex-inscrites sont égales, leur rayon vaut leurs 

centres sont les points de la sphère circonscrite diamé-

tralement opposés aux sommets du tétraèdre; chacune 

d'elles touche la face correspondante en son ortho-

centre. 

Il n'existe pas, dans les combles constitués par les 

plans qui forment le tétraèdre, de sphères tangentes à 

ces plans. 

Si le centre de gravité d'un tétraèdre et le centre 

de la sphère circonscrite coïncident, les arêtes oppo-

sées sont égales. 

Le centre de gravité O d'un tétraèdre 0 est équi-

distant des hauteurs. 

L e volume d'un tel tétraèdre a pour carré 

J_ (¿2-+- cÎ_ a*y(c*-h a2 — 62)(a2-+- 62— c2). 
7 2 

Les angles des faces sont tous aigus. 

L a somme des cosinus des dièdres différents est 

égale à l 'unité. 

L e plan bissecteur d'un dièdre passe au milieu de 

l'arête opposée à celle du dièdre. 

L e s angles que font deux arêtes opposées avec les 

plans des faces qu'elles joignent sont égaux. 

Si deux faces sont rabattues sur un même plan, de 

part et d'autre de leur arête commune, elles forment 

un parallélogramme; deux sommets quelconques se 
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projettent sur l'arête qui joint les deux autres à égale 
distance du milieu de cette arête; le pied de la hauteur 
issue d'un sommet et l'orthocentre de la face opposée 
à ce sommet sont symétriques par rapport au centre 
du cercle circonscrit à cette face. 

L'hyperboloïde des hauteurs est coupé par les plans 
des faces suivant des hyperboles équilatères égales. 

Si sur les hauteurs, à partir des sommets, et vers 
les faces opposées, on porte des longueurs égales A a, 
B[3. C y , D S , le tétraèdre a£yô est un télraèdre 0 et a 
même centre de gravité O que A B G D ; cela s'applique 
en particulier au tétraèdre ayant pour sommets les 
pieds des hauteurs, ou les seconds points de rencontre 
des hauteurs avec la sphère circonscrite, ou les pro-
jections de O sur les hauteurs, d'où il résulte que 
l'hyperboloïde des hauteurs n'est pas de révolution. 

Le tétraèdre ayant pour sommets les orthocentres 
des faces a ses arêtes opposées égales, et admet O pour 
centre de gravité. 

Toute droite joignant les milieux des deux arêtes 
opposées fait des angles égaux avec deux arêtes oppo-
sées n'ayant pas leurs milieux sur elles, et aussi avec 
deux hauteurs issues des sommets d'une des deux pre-
mières arêtes. 

Toute droite pareille est un axe de l'hyperboloïde 
des hauteurs. 

Les vecteurs formés par les hauteurs ( A A ' ) , (BB') , 
( •CC), ( D D ' ) forment un système nul. 

Les hyperboloïde^ lieux des arêtes des dièdres 
droits dont les faces contiennent deux arêtes opposées 
ont mêmes axes que l'hyperboloïde des hauteurs, et 
passent par une même biquadratique gauche. 

L e paraboloïde défini par le quadrilatère gauche 
que forment deux groupes d'arêtes opposées est équi-
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tatère, et a pour axe la droite qui joint les milieux des 

deux autres arêtes; O est le sommet commun aux trois 

pareils paraboloïdes. 

Si l 'on prolonge chaque hauteur d'une longueur 

égale à sa moitié au delà de son pied, on obtient un 

point de la sphère circonscrite. 

L e s droites qui joignent les milieux des hauteurs et 

les orthocentres des faces correspondantes sont égales, 

et ont leur milieu en O , qui est ainsi le cenlre d'une 

sphère contenant les orthocentres des faces, les pieds 

des hauteurs et leurs milieux. 

C E R T I F I C A T S DE M A T H É M A T I Q U E S G É N É R A L E S . 

Toulouse. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . On considère un cercle de 
centre O et de rayon fixe a\ AOB est un diamètre fixe, 
M un point mobile sur le cerole. On projette M en P 
sur AB, puis P en Q sur OM. Lieu du point Q en coordon-
nées polaires et rectilignes. Aire comprise dans Vune des 
boucles de la courbe. 

II. On considère la cycloïde ayant comme cercle géné-
rateur un cercle de rayon R plus particulièrement, la 
branche de la courbe limitée à deux points de rebrousse-
ment. Etendre à cette branche Vintégrale 

f x dy — y dx, 

l'axe Ox étant, comme d1 ordinaire, la droite qui joint les 
points de rebroussement de la cycloïde; l'origine est un 
•de ces points. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer 

y"— 6y' -+- 25y = 625 x -+-102 cosx. 
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Est-il possible de déterminer une courbe intégrale pas-

sant par Vorigine et tangente en ce paint à O xi 

(Novembre 1909.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . On considère un trapèze isoscèle 
de grande base 1 TZ, de petite base 1 a, de hauteur h. La 

grande base servira d'axe Ox, la perpendiculaire en son 

milieu d'axe O y. 

Le long de Ox, on construit une infinité de trapèzes 

identiques, les grandes bases se plaçant bout à bout et 

toutes les petites bases venant se placer sur la droite y = h. 

On a ainsi un chapelet rectiligne de trapèzes qui, si l'on 
fait abstraction des grandes bases, est l'image d'une cer-

taine fonction continue et périodique. 

On demande de représenter celte fonction par une 

équation y — f (x), f {x) étant une série trigonométrique. 

Comme il est évident, géométriquement que Véquc*-

tion y = f (x ) doit se réduire à y = h si a croit jusqu'à TZ, 

on établira ce fait analytiquement en faisant a — TZ dans 

le résultat général. Ce sera d'ailleurs une vérification 

partielle de celui-ci. 

II. Sur une courbe, on peut imaginer un point fixe A , 
un point mobile M, l'arc AM = 5 et le rayon de cour-

bure p en M. Trouver toutes les courbes telles que 

P" — — 

a étant une constante. 

On s'attachera de préférence à déterminer ces courbes 

en donnant les coordonnées ordinaires x et y d^un de 

leurs points en fonction d'un paramètre qui pourra être 

l'angle a de la tangente et de l'axe Ox. 

E P R E U V E P H V T I Q U K . — Un calculateur fait une table de 

logarithmes népériens. il est déjà arrivé à 100 et sait par 

suite que 
log nép 100 = 4>6o52. 

On demande de continuer le travail en calculant les 

logarithmes népériens de 101 et 102. 
(Juillet 1910.) 
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É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . D'un point M d'une courbe-

plane, rapportée à deux axes rectangulaires O.r, Oy, on 
abaisse sur l'ordonnée MP. On projette P en Q* 
sur la tangente, puis Q en R sur Ox. 

Quelles sont les courbes pour lesquelles R P = const. = — • 

Déterminer l'aire comprise entre l'axe Ox, l'une de ces 

courbes et les deux parallèles à O y menées par les points 

de la courbe d'ordonnées y0 et yi. 

f f . On considère la courbe 

¥ = cos ~ (6 et l sont des constantes) 
K t 

et plus particulièrement Varc obtenu en faisant varier x 

J • -de zéro a 
i 

Rectification de cet arc par identification avec le qua-

drant d une certaine ellipse dont on donnera les demi-

axes a et b en fonction de k et l. 

E P R E U V E P R V T I Q U K . — Calculer Vintégrale indéfinie 

J x*—\ 
(Jui l let 1912.) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Soient deux axes rectangu-

laires Ox, O y, un cercle de centre 0 et de rayon R et une 

tangente BB ' à ce cercle au point B où il coupe la partie-

positive de O y. Une demi-droite de direction variable et 

issue de O coupe le cercle en G et BB ' en D. Par C, on. 

mène une parallèle à Ox et par D une parallèle à 0 ^ . 
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Ces deux dernières droites se coupent en un point M 

•dont on demande le lieu. 

On construira la courbe et Von précisera la position des 

points d'inflexion. 

Soit A l'aire limitée par les axes Ox, Oy, la courbe, et 

l'ordonnée d'abscisse x. Montrer que 

IX H2 

R 

ïï. Intégrer Véquation 

dy 4 y -

dx y -h x 

E P R E U V E P R A T . Q U K . — Volume engendré par la cycloïde 

tournant autour de l'axe qui porte les points de rebrous-

se ment de la courbe. 
(Novembre 1 9 1 2 . ) 

C E R T I F I C A T S M GEOMETRIE S U P É R I E U R E . 

Lille. 

É P R E U V E É C R I T E . — I ° Une surface étant rapportée à ses 

lignes de courbure u = cons l . , v = const . , établir les rela-

tions qui existent entre les courbures principales et les 

coefficients du ds2. 

2° Démontrer que les trois coordonnées rectangulaires 

d'un point quelconque, de même que les trois cosinus 

directeurs de la normale, satisfont à une même équation 

de la forme 
. 4 ¿e „ ¿ e 

— — + À - + B r = o , 
ou dv ou dv 

que, réciproquement, si une équation de cette forme 

<admet trois solutions satisfaisant à la condition 

i ^ i ^Ih d ° 3 ào3 _ 
du dv du dv du dv ' 
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on a les équations d'une surface rapportée à ses ligner 

de courbure en égalant ces trois solutions, soit aux coor-

données d'un point quelconque, soit aux cosinus directeur* 

de la normale. 

3° Conditions pour que la surface soit divisée en carrer 

par ses lignes de courbure. 

4° Déterminer toutes les surfaces isothermiques telles 

que la courbure moyenne soit fonction d'une seule des 

deux variables u, v. ( Jui l let 1 9 1 2 . ) 

É P R K U V E É C R I T E . — On considère un élément de la forme 

du* -f- dv* 
(1) ds* = 

( Au -+-Bv h- C )2 

A, B, G étant trois fonctions d'un paramètre t qui est lui— 

même relié aux coordonnées w, v par la relation 

( 2 ) A' u -4- Wv -+- (7 = 0. 

Démontrer les propositions suivantes : 

i° Les courbures géodésiques des lignes coordonnées 

sont fonctions l'une de Vautre, c'est-à-dire qu'elles satis-

font à une équation de la forme 

F ' ~ ~ ) — ° ; Pl p2 / 

20 Réciproquement tout réseau orthogonal et isotherme 

dont les courbures géodésiques sont fonctions l'une de 

l'autre permet de mettre le ds2 sous la forme précédente. 

3° Les lignes t = const. sont des cercles géodésiques, dont 

chacun coupe les lignes coordonnées sous un angle cons-

tant. 

4° Pour qu'une surface admette deux familles de 

lignes isométriques dont les courbures géodésiques soient 

dans un rapport constant, il faut et il suffit quelle soit 

applicable à une surface de révolution ; il y a alors une 

infinité de systèmes de lignes répondant à la question; 

toutes ces lignes sont des loxodromies et l'inclinaison sur 

les méridiens reste la même pour toutes les loxodromies 

d'une même famille. (Novembre 19 12 . ) 
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Nancy. 

É P R E U V E É C R I T E . — On considère la quartique qui est 

•représentée en coordonnées rectangulaires par Véquation 

(x2 — 4 a2)2-h 16 y2 (y2 — 2 a / + 2 a î ) = o . 

i° Construire cette courbe. 

i° Déterminer sa classe, son genre, le nombre de ses 

points d'inflexion, le nombre, de ses tangentes doubles. 

3° Exprimer les coordonnées x et y d'un point quel-

conque de la courbe en fonction rationnelle d'un para-

mètre t et de la racine carrée d'un polynome du qua-

trième degré en t\ expliquer la manière dont le point 

décrit la courbe quand t varie de — ac à -f- oc. 
4° Déterminer la relation qui existe entre les para-

mètres ¿j, ¿2, t:il ¿4 de quatre points de la quartique pour 

que ces quatre points soient en ligne droite avec Vori-

gine. 

5° Former Véquation qui a pour racines les paramètres 

des points de contact des tangentes menées de Vorigine à 

la courbe, puis, cette équation étant supposée résolue, 

calculer les paramètres des deux autres points d'inter-

section de chacune de ces tangentes avec la quartique. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Soient S , et S 2 deux surfaces minima, 

chacune d'elles étant rapportée au réseau de ses courbes 

minima. On désigne par M, et M2 les points de contact de 

deux plans tangents parallèles menés à ces surfaces et 

par (T) la congruence des droites Mt M2. 

i° Quels sont les réseaux conjugués découpés sur Si 

et S2 par les développables de la congruence (T)? 

2° Déterminer Vune des nappes focales ( F ) de la con-

gruence (I\) et montrer qu'en désignant par M le point 

constant quand Mj M2 décrit une developpable de la con-

gruence circonscrite à la nappe ( F ) . 
3° JLa nappe focale (F) étant rapportée au réseau 

conjugué découpé par 1es développables de lacongruenceiT), 

( Octobre 19 10 . ) 

focal correspondant, le reste 
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les coordonnées rectangulaires de l'un quelconque de ses 

points sont trois solutions d'une équation aux dérivées 

partielles de Laplace. Former et intégrer cette équation. 

De quelles intégrations dépendra la recherche des surfaces 

découpées par les développables de la congruence (T) sui-

vant un réseau conjugué? 

II. On donne la surface définie par les équations 

U -F~ P . U V U -H V 
cos sin cos 

y = « -. U — V " . U — V . U — V 
sin sin sin 

y, z désignant les coordonnées rectilignes d'un de ses 

points, u et v ses coordonnées curvilignes. Quelle est cette 

surface et que sont les lignes coordonnées 

u — const., v = const.? 

On considère letrièdre trirectangle habituel (T ) d'arêtes 

M^J, M/!. MS,, dont le sommet est un point M de la sur-

face, Ms, étant normale à la surface, Mx\ et Mj^i suivant 

les bissectrices de l'angle des lignes u = const., v = const. 
qui passent au point M. 

Calculer les quatre translations rh TJI, et les six 

rotations p} q, r, pu rt. Former la condition pour que 

deux direct ions soient conjuguées et Véquation différen-

tielle des lignes de courbure. Calculer les rayons de cour-

bure principaux et trouver le lieu des points de la surface 

où la courbure totale a une valeur donnée — ~ • Rapporter 
K" 

enfin la surface à ses lignes de courbure. 

( Ju in 1913 . ) 

É P R E U V E ÉCRITE . — I. Problème. — On considère deux sur-

faces minima S, et S2, chacune d'elles étant rapportée au 

réseau des courbes minima. 

On fait correspondre à tout point Mj de St le point 

M2 de S2 qui a mêmes coordonnées curvilignes, soient u, e. 

On désigne par M le point de M J M 2 tel que le rap-
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port ^ ^ soit une fonction donnée ty (u) de u seulement t 

et par S la surface engendrée par M. 
i ° Démontrer que pour u = const, ou p = consi. la droite 

M J M 2 engendre une surface développable. 

i° Ces deux familles de développables découpent sur la 

surface à un réseau conjugué, et Vune des familles de 

courbes de ce réseau est minima. 

3° Comment doit-on choisir ST et S2 et la fonction <]> (u) 

pour que la surface S soit une surface minima non 

développable. 

On rappelle que Von peut représenter une surface 

minima par les formules : 

.T= ±=-iiI/'(M) ^ a f ' ( u ) - f ( u ) , 

y = i [ 1 \ u f " ( a ) — -+- / ( t * ) j , 

S = uf'ilt) — / ' ( u). 

i l . Question des cours . — Démontrer que toute surface 

hélicoïdale est applicable sur une surface de révolution. 

Cas de Vhélicoïde gauche à plan directeur. 

(Octobre 19 13 . ) 

Paris. 

E P R E U V E É C R I T E . — On considère la surface dont Vélément 

linéaire est donné par la formule 

ds*= ( - - - ) (du*+ u*dv*\ 
\ u a j 

où a désigne une constante positive. 

i° On demande de déterminer evplicitement les lignes 

géodésiques de la surface. 

Si Von fait correspondre au point de coordonnées u, v 

de la surface le point du plan qui a pour coordonnées 

polaires 
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quelles sont les courbes du plan qui correspondent aux 

géodésiques de la surface ? 

3° On demande de déterminer la ou les lignes géodé~ 

siques passant par les deux points ( « , v) et (a0, v0). 

4° On demande Venveloppe de toutes les lignes géodé-

siques passant par un point déterminé A(u9, v0) de la sur-

face. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Solide commun à une sphère et à un 
conoide. 

Sphère . — Son rayon vaut 5 t m ; la ligne de rappel du 

centre est à iocm à gauche du petit axe de la feuille. 

Les projections du centre sont symétriques par rapport 

au grand axe et distantes de cet axe de ycm. 

Conoide. — Son plan directeur est horizontal. Il a pour 

directrices la verticale du centre de la sphère et une ellipse 

de bout qui se projette horizontalement suivant un cercle; 

le centre de Vellipse est le point le plus à gauche de la 

sphère; un sommet du grand axe est le point le plus bas 

de la sphère. 

i° Construire la projection de Vintersection des deux 

surfaces, et représenter la partie de la sphère située du 

côté de la surface du conoide qui contient le centre de 

l'ellipse, l'autre partie étant supprimée. 

2° Déterminer la perspective de ce solide sur le plan 

horizontal, le point de vue étant à l'infini dans une 

direction de front inclinée à 45° sur le plan horizontal. 

Transporter cette perspective parallèlement à la ligne de 

terre à ioc m vers la droite. 

La ligne de terre coïncide avec le grand axe de la 

feuille. 

Nota. — On divisera le demi-grand cercle de front de 

fa sphère en huit parties égales et l'on construira les 

sections horizontales du solide menées par les points de 

division, tant sur les projections orthogonales que sur la 

perspective (sur cette dernière ne figureront que les par-

ties vues de ces sections). 

Mettre en rouge les constructions qui donnent la tan-

gente en un point quelconque, ainsi que les tangentes 

remarquables, sur chaque figure. 

Expliquer brièvement l'épure. (Mars 1 9 1 2 . ) 

Ann. de Mathémat., 4e série, t. XIV. (Oct.-Nov. 1914.) 3 3 
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E P R E U V E É C R I T E . — On considère tous les cercles tangents 

à deux droites parallèles (D), ( I ) ' ) : 

i° On demande de trouver les trajectoires orthogonales 

de ces cercles et de démontrer que toutes les trajectoires 

orthogonales sont des courbes égales. 

2° On considère la surface de révolution engendrée par 

la rotation d'une de ces trajectoires autour de la droite 

( D " ) lieu des points à égale distance de ( D ) et de ( D ' ) . 
3° Déterminer les lignes asymptotiques et les lignes 

géodésiques de cette surface de révolution. 

4° Construire toutes les géodésiques passant par deux 

points donnés de la surface et déterminer la plus courte 

de ces lignes. 

E P R I Î U V K P R A T I Q U E . — Un cercle de front ( G ) déloigne-

ment 7CRN et de 5C , N de rayon est tangent au plan horizontal 

sur le grand axe de la feuille. 

Une verticale D, d'éloignement i i c m , se projette ci 9<m 

à gauche du grand axe de la feuille. Elle sert de direc-

trice à un conoide dont les génératrices sont horizontales 

et s'appuient sur le cercle G. 

On demande de représenter la portion de volume de ce 

conoide qui est intérieure à la sphère dont le cercle G est 

un grand cerc'e ainsique l'ombre portée par ce solide sur 

les plans de projection. Les rayons lumineux sont ci 45°. 
Figurer au trait rouge les constructions qui donnent un 

point quelconque et les points remarquables des lignes 

d'intersection et d'ombre, ainsi que les tangentes de ces 

points. 

Donner sur la feuille définie, sous forme de légende, une 

exp'ication très sommaire des constructions effectuées . 

(Octobre 1 9 1 2 . ) 

E P R E U V E É C R I T E . — I ° Déterminer toutes les surf aces dont 

les deux familles-de lignes asymptotiques se projettent 

sur le plan des xy suivant un réseau de courbes rectan-

gulaires ; 

20 Déterminer pour ces surfaces les deux familles de 

lignes asymptotiques et montrer qu'elles se projettent 

suivant un réseau isotherme, qui peut être choisi arbitrai-

rement sur le plan des xy ; 
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3° Déterminer celles de ces surfaces pour lesquelles les 

lignes asymptotiques se projettent aussi suivant un réseau 
de courbes rectangulaires sur le plan des xz. 

(On suppose bien entendu les axes rectangulaires. ) 
(Octobre 19 13 . ) 

Rennes. 

C O M P O S I T I O N É C R I T E . — I . Toute surface ( S ) dont les sec-
tions planes par des plans pivotant autour de Oz consti-
tuent un premier système de lignes de courbure admet 
pour second système de lignes de courbure les courbes de 
contact des cônes circonscrits dont le sommet est sur Oz. 
Réciproque. 

Ces courbes de contact sont sphériques. La surface S est 
coupée par chaque plan P passant par Oz suivant un 
angle constant V (variable d'un plan P à un autre). 

II. On sait que Véquation 

(A) pl) dx p«q p dy _ p() q^dx -h (1 -f- qp dy 
ro dx H- s0 dy s0 dx to dy 

fournit au point M (x0, y0, zQ) les deux directions princi-
pales de la surface en ce point; pQy q0, i0, s0, t0} désignent 
les valeurs prises en M par les dérivées premières et 
secondes de z considéré comme fonction de x et y. 

En comparant Véquation (A) à Véquation (B), 

(i-^-p2)x pq y pqx -h (i -h q2) y 
( H ) = :— — y 

rx-^-sy sx-hty 

on vérifiera aisément que, toute surface satisfaisant à 

Véquation aux dérivées partielles (B), est une surface (S) 

du premier paragraphe. 

III. En se servant des résultats du premier paragraphe, 
on prouvera que Véquation (B), admet comme intégrale 
première Véquation (C), 

( C ) P Y ^ Q X — = f U Y 

oii s^ejt une fonction arbitraire. 
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Donner, en se servant de la première partie, Vinterpré-

tation géométrique de Véquation (G) . 
Inversement, montrer que de l'équation (G) on peut 

déduire Véquation ( B ) par élimination de la fonction f 

IV. Pour intégrer l'équation (G) où f est supposée 

donnée, prendre les coordonnées semi-polaires p, 8, z, poser 

ôz àz 

' ( . î ) 

et montrer quen posant 

— cosV, 
\

 a

 / 

on obtient l'équation 

(G' ) p2(i -+- p\) — q\ lang8 V = o (V fonction de ô seul). 

En posant 

, a n « v = p W 

où la. fonction F ' est la dérivée d'une fonction F (0), arbi-

traire au même titre que f . les caractéristiques sont don-

nées par les équations 

p2(i p\ ) — X2, qi tang V = X, 

pl? — z = [x, i = c h f F ( ô ) + v), 

X, JJ., v, désignant trois constantes arbitraires. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Soit la surface : 

x uv — i 

a 

y . ~b 

uv -h ] 

U -+- V 

uv -f -1 

u V 

i° Lignes asymptotiques. 
Former l'équation différentielle des lignes de courbure. 

Calculer les rayons principaux de courbure. 
(Novembre 1912.) 
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C O M P O S I T I O N K C R I T K . — Un point m de coordonnées x,yy z 

décrit une courbe gauche (y) dont on appelle s Varc, r le 

rayon de courbure, t le rayon de torsion; a, b, c les cosinus 

directeurs de la tangente ; a' b' c' les cosinus directeurs de 

la normale principale ; a", b" c" les cosinus directeurs de 

la binormale. On considère la courbe dite adjointe (y0) 
•décrite par le point m0 

x0 =Ja" ds, y0 — Çb" ds, = Jc" ds 

et les courbes dites associées ( F ) définies par les équations 

i X = x cosO H- x0 sinO, 

( F ; l Y = j cosô -4-y 0 sinO, 

l Z = z cosO --h Zq sin 0, 

où 0 est une constante. 

On désigne par les grandes lettres, S, R , T , À, A ' , . . C 
les éléments de la courbe (F) analogues aux éléments de 

la courbe ( y ) représentés par la même petite lettre. 

i" Trouver le trièdre de Serret-Frenet relatif à la 

courbe associée. Dispositions de ce trièdre par rapport au 

trièdre de la courbe donnée. Longueur des arcs correspon-

dants sur (y) et (T). 

i" Rayon de courbure et rayon de torsion de la courbe (r). 

3° Montrer que si ( T ) est une courbe associée à ( y ) , 
inversement (y) est l'une des courbes associées à (F). 

4° Pour 0 = o, 0 = ta courbe ( F ) se réduit à ( y ) ou 

à i yo) . 

Montrer que si (y ) a son rayon de courbure constant ^ 

( y 0 ) a son rayon de torsion constant. Dans ce cas les 

-courbes ( F ) sont dites courbes de Bertrand (^relation 

linéaire entre les deux courbures et ~ 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Soient c, c ' , c" les coordonnées d'un 

point {ji qui décrit une courbe (y) sphérique arbitraire sur 

la sphère de centre O et de rayon i en axes rectangu-
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laires. Les formai es 

x = T I c" de — c' de", 

y = z J c de"— c" de. 

z — x j*c' de — c dc\ 

définissent une courbe G, telle que la tangente MT en M, 
à cette courbe, soit perpendiculaire au plan O (Jl6 déter-

miné par le rayon O JJL et la tangente JJLO en à la courbe 

sphériq ne. 

Inversement la droite O ¡x est perpendiculaire au plan 

oscillateur en M à la courbe G, de sorte que y est Vindica-

trice des torsions de G; et la formule 

dx2 -+- dy* -4- = t 2 ( de2 -h de* de"2 ) 

montre que la torsion de G est constante et égale à x. 
Soient donc 

cos \xt f~\X COS A t 
c — — — , 

V/X + / | X 

\/~k sin \xt -h f ¡x sin X t 

v V 

4 A -4- u 
*, y ('os — t 

(X, ¡x constantes, t paramètre variable), les équations 

paramétriques d'une courbe sphérique y particulière. 

Déterminer la courbe G correspondante. Montrer que si 

le rapport — est commensurable, on peut, en effectuant au 

préalable la substitution t kT, où k est une certaine 
constante, supposer X et ¡x entiers et premiers entre eux et 
déduire de là que dans ce cas la courbe G est algébrique 
et unicursale. 

( Ju in 1 9 1 3 . ) 
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Toulouse. 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Etablir les relations qui lient les 

deux formes quadratiques fondamentales 

dx2 -4- dy- -h dz2, da dx -+- db dy -h de dz 

attachées à une surface quand on la suppose rapportée à 

ses lignes de longueur nulle. 

Appliquer les formules à la détermination des sur/aces 

pour lesquelles ces lignes forment un réseau conjugué et 

« qui possèdent un élément linéaire donné ». 

Indiquer les cas où cet élément linéaire peut convenir à 

des surfaces de révolution et déterminer alors les lignes 

géodésiques de la surface. 

I I . Etudier la transformation de contact, dite trans 
formation apsidale, pour laquelle les coordonnées carté-

siennes respectives x,y, z et X , Y , Z des points correspon-

dants ,par rapport à trois axes rectangulaires 0:R, Oy, Oz, 

sont liées par les relations 

X2.+- Y 2 - + - Z ' — C ^ h - y î - V - z 2 ) = o, 

Xx -h Y y -f- Zz — o. 

Appliquer cette transformation aux quadriques admet-

tant Vorigine O pour centre. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Etablir les équations générales des 

cercles qui coupent à angle droit le plan des xy et la 

surface (S) ayant pour équation 
z 

Vérifier que ces cercles sont toujours normaux à une 

famille de surfaces S. 

Si Von appelle A et H les deux points où l'un des cercles 

coupe le plan des xy, M le point où il rencontre S , P le 

point où il rencontre l'une des surfaces 2, le rapport 

anharmonique des quatre points A , M, B , P est constant. 

La transfor mation q ui change les coordonnées (x ,y, z,py q) 

de l'élément de contact en M en coordonnées ( X , Y , Z , P , Q ) 
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de Vélément de contact en P est une transformation de 

contact. 
( Ju i l l e t 1 9 1 0 . ) 

É P R E U V E É C R I T E . — On considère une surface S , lieu du 

point (oc^y, 2), pour laquelle 

dx'1 -f- dy2 -h dz2 = du2 -4- C2 ¿ c 2 . 

1° Montrer que les tangentes aux lignes v = const. sont 

normales ¿1 une famille de surfaces. Déterminer Vune 

d'elles S et ses rayons de courbure principaux R et R' . 
20 A quelle condition R ' est-il fonction de R ? Calculer 

dans ce cas Vélément linéaire de la seconde nappe Si de 

la surface focale de la congruence des normales à E. 

3° Trouver toutes les formes de la relation entre R e/ R' 
qui conduisent pour S ou pour S! à une surface à cour-

bure constante négative. 

4° Déterminer les hélicoïdes sur S ou sur SI et « leurs 

lignes géodésiques ». 
( Ju i l le t 1 9 1 2 . ) 

É P R E U V E É C R I T E . — On considère les surfaces ( S ) repré-

sentées en coordonnées cartésiennes rectangulaires par les 

formules 

x = A ( u — a ) ( v — a )», 

y — B ( u — b )'" ( v — b )»', 

z = C(u~ c)'»(v — c)"\ 

et l'on demande : 

i° De montrer que les lignes v — const. sont conjuguées ; 

10 De former l'équation différentielle de leurs lignes 

asymptotiqucs, et dindiquer comment elle s'intègre. Ya-t-il 

des cas où l'intégrale est algébrique en u et v ? 

3° En laissant a , b, c arbitraires, de déterminer tous les 
cas où les lignes u = const. sont des lignes de courbure 

de (S ) . Quelle est alors la nature de ces surfaces ( S ) ? 
4° De trouver la seconde nappe de la surface focale de 

la congruence de droites formée par les tangentes aux 

lignes u — const. de Vune des surfaces ( S ) . 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Trouver la masse de la partie de 
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l'espace comprise entre deux sphères concentriques de 

rayons respectifs r et H sachant que la densité en un 

point M est inversement proportionnelle à sa distance MP 
û un point fixe P. 

Examiner les divers cas possibles suivant la position du 

point P. 
(Novembre 1912.) 

SUJETS D'EXERCICES DE CALCUL DIFFÉRENTIEL 
ET INTÉGRAL PROPOSÉS AUX CANDIDATS A L'AGRÉGATION. 

i. 

I° Déterminer les asymptotiques de la surface ( S ) 
représentée par les équations paramétriques 

x — a sin u x ch v -H bu, 

y — b cos u x sh v H- av, 

z = sin u x sh v. 

dans lesquelles a et b sont deux constantes. Quelles sont 

les génératrices de cette surface? Pour des valeurs conve-

nables des constantes a et b, peut-elle être une surface 

réglée ? 

20 Les axes coordonnés étant supposés rectangulaires. 

montrer qu'il est possible de choisir les constantes a et b 

de manière que la surface (S) soit rapportée à un réseau 

orthogonal (M, V); ( S ) est alors une surface minima 

dépendant de l'argument a de fonctions hyperboliques 

qui peuvent servir à exprimer simplement les constantes 

a et b. Quelles sont les lignes de cour bure de cette surface 

minima (S)? 

3° Rectifier une asymptotique de la surface minima (S ) . 
Montrer que toute asymptotique est une hélice tracée sur 

un cylindre du second degré dont on précisera la nature 

et les éléments. 

4° Sur la surface minima( S), on envisage les lignes (G ) 
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le long desquelles les rayons de courbure principaux sont 

constants, calculer la torsion des asymptotiques pour les 

divers points d'une ligne (G) et, de ce calcul, déduire une 

nouvelle définition géométrique des lignes (G). 

Sur la surface minima (S), déterminer les trajectoires 

orthogonales des lignes (G). 

5° La surface minima ( S ) est représentée conformément 

sur le plan ( u. v ) ; le rectangle curviligne formé sur (S) 

par quatre asymptotiques est figuré, sur la carte, par un 

rectangle (R), rectiligne, fixe lorsque a varie. 

On se donne en position le rectangle (R) de la carte; ci 

toute valeur de a, on associe la valeur S a de l'aire de la 

surface correspondante (S) qui est figurée sur la carte 

par le rectangle (R) : on propose de déterminer, en fonc-

tion des quatre nombres qui repèrent les côtés du rectangle, 

l'argument a de manière que l'aire associée Sa soit 

minimum ; calculer le minimum correspondant S 0 . 
Ce minimum S<> peut—il, pour un choix convenable du 

rectangle ( R ) , être égal ci l'aire de ce même rectangle ( R )? 

II. 

a , 6, c, A, B, G sont six fonctions d'un même paramètre ty 

dont les dérivées respectives sont désignées par a\ b\ c', 

A' , B ' et G'. L'équation 

ax -h by h - c = si n(Aa?- i- By -+- G) 

représente une famille de courbes (S). 

i° Déterminer les points d'inflexion de la courbe ( S 0 ) 
qui correspond, à une valeur particulière ¿0 du paramètre t. 

Quels sont les lieux des points d'inflexion des courbes ( S ) 
lorsque t varie? Examiner le cas particulier pour lequet 

a b c 

A7 = W = G7 ' 

•2° Soit Ij l'un des points d'inflexion et soit (T,; le lieu 

dece point lt. Sous quelle condition la courbe (T\) appar-

tiendra-t-elle çi l'enveloppe des courbes ( S ) , le point de 

contact entre l'enveloppe et cette partie de l'enveloppe 

étant toujours un point d'inflexion li de l'enveloppe (S)? 
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3° Les points d'inflexion de (S ) étant supposés numérotés 

dans leur ordre de succession sur (S), montrer qu'ils se 

répartissent en deux groupes, le groupe des points de 

numéros pairs et le groupe des points de numéros impairs, 

qui jouissent chacun de la propriété suivante : si les lieux 

(F/) et (r/) de deux points d'inflexion d'un même groupe 

appartiennent à Venveloppe, il en est de même de tous les 

points d'inflexion du même groupe. Donner des expres-

sions générales, indépendantes de tout signe de quadra-

ture, des six fonctions a, G, lorsque cette circonstance 

se produit pour un groupe. 

4° Les conditions précédentes sont supposées remplies ; 

peut-on choisir convenablement les six fonctions pour que 

le lieu de l'un (ou les lieux de plusieurs) des points d'in-

flexion de l'autre groupe appartienne (ou appartien-

nent) aussi à l'enveloppe? 

Plus particulièrement encore, est-il possible de prendre 

pour les six fonctions a , b, c, A., B et G des expressions 

d'un paramètre t telles que, tous les lieux des points 

d inflexion des deux groupes étant supposés appartenir à 

l'enveloppe des courbes correspondantes ( S ) , celle-ci soit 

uniquement constituée par ces différents lieux? 

III . 

Les axes coordonnés Oxyz sont rectangulaires. 

I. Etant donnée une surface ( S ) , montrer qu'il existe 

en général un système de courbes (C) , conjuguées sur la 

surface (S), et qui sont orthogonales en projection sur le 

plan O xy. Il y a cependant exception pour certaines sur-

faces particulières ( S 0 ) que Von caractérisera. — Déter-

miner ce système de courbes conjuguées lorsque la sur-

face (S) est une quadrique admettant le plan O xy pour 

plan principal de symétrie. 

II. Soient M un point quelconque de la surface ( S ) , m 

sa projection sur O xy, d la parallèle menée par m à la 

normale en M à la surface ( S ) . A toute surface ( S ) 
donnée qui n'est pas une surface (S0), est ainsi associée 

une certaine congruence de droites [Û?]. Démontrer qu'il 

y a équivalence entre la détermination des courbes (C) . 
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sur ( S) et la détermination des développables de la con-

fluence [d\. 

I I I . Déterminer les surfaces ( S ) associées ainsi à des 

congruences de normales, déterminer alors les surfaces 

qui sont orthogonales aux droites d'une telle congruence 

de normales et, sur une de ces dernières surfaces, déter-

miner ses lignes de courbure ; sur une surface ( S ) corres-

pondante, définir géométriquement les courbes (C) . 
Vérifier que, dans ce cas, la surface ( S ) est intégrale 

d'une équation aux dérivées partielles du premier ordre 

•et qui dépend d'une fonction arbitraire ; sur l'intégrale 

{S), les courbes caractéristiques de cette équation sont des 

courbes (G). A quel caractère reconnaitra-t-on, d'une 

façon générale, qu'étant donnée une équation de premier 

ordre, les caractéristiques sur une intégrale générale 

sont toujours des courbes ( C ) de cette surface? 

IV. En revenant au cas général, former Véquation des 

points focaux sur chaque rayon de la congruence. Quelle 

est Véquation générale des surfaces ( S ) associées à une 

congruence [d\ pour chaque rayon de laquelle un point 

focal est à l'infini ou dans un plan parallèle à Oxy 

donné? 

Quelles sont les surfaces (S) à des congruences [d] qui 

admettent le plan Oxy pour surface centrale (lieu du 

milieu du segment focal)? Démontrer que la surface 

générale ( S i ) ainsi obtenue est la surface la plus générale 

dont les lignes asymptotiques se projettent sur Oxy sui-

vant un réseau orthogonal; sur une surface (S j ), déter-

miner les asymptotiques et les courbes (G). 

V. Etudier le cas où ( S j ) est une surface d'équations : 

.r = rcos6, j ^= r s inO , ^ = A/,A"sinK6 

{ A et K sont deux constantes). Lorsque A varie, déterminer 

les courbes et les surfaces trajectoires arthogonales de ( Si ) ; 

parmi ces surfaces trajectoires, il existe une infinité de 

quadriques que Von définira géométriquement. Est-il 

possible ou non de déterminer un système triple-ortho-

gonal de surfaces qui comprenne les surfaces précé-

dentes ( S i ) ? (Poitiers 1912.) 
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NÉCROLOGIE. 

Georges L E E Y . 

Les lecteurs des Nouvelles Annales apprendront 

avec une douloureuse émotion la mort de Georges-

L e r y , tué à l 'ennemi le io septembre, à l 'âge de 3 4 ans. 

Ses anciens condisciples du Collège Rollin, où j e 

l'ai connu comme élève, ses camarades de l 'École N o r -

male, ses élèves du L y c é e de Lille, du Lycée de Reims, 

du L y c é e Carnot ressentiront vivement sa perte. C'était 

11 ii esprit fin, un caractère aimable, un cœur excellent. 

D e tous les jeunes gens que j'ai connus dans une longue 

carrière, Georges Lery est l'un de ceux que j 'ai le plus 

aimés. 

De 1 9 0 2 à 1900, il a publié plusieurs articles dans 

les Nouvelles Annales, spécialement une étude sur la 

surface de K u m m e r et une démonstration intéressante 

du théorème de d 'Alembert. Il adonné plusieurs C o m -

munications à l 'Académie des Sciences : Sur Véqua-
tion de Laplace à deux variables; Sur la fonction 
de Green pour un domaine plan dont le bord est 
algébrique. C e dernier sujet devait faire l 'objet d ' u n e 

Thèse de doctorat, que les soucis de l 'enseignement ont 

seuls retardée; les résultats élégants auxquels il était 

parvenu seront publiés ailleurs. 

A p r è s avoir consacré sa vie au culte de la Vérité , il 

est mort pour la Patrie : ceux qui le pleurent peuvent 

penser du moins qu'il a fait tout son devoir. 

G . F O U T E N É . 
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SOLUTIONS BE QUESTIONS PROPOSÉES. 

1:95. 
( 1898, p. 196.) 

Parmi les triangles qui ont pour cotés trois entiers con-
sécutifs, il n'en est quun seul dans lequel le rapport de 
deux angles soit un entier: c'est le triangle qui a pour 
côtés 4, 5, G ; dans ce triangle, un angle est double de 
l'autre. 

M . W E I L L . 

S O L U T I O N . 

P a r M . H . B R O C A R D . 

Soient les ccStés /i -h 1 , n, n —1 opposés aux angles À, H, G. 
On aura 

sin A sin B sin G 

et 
[ n n — 1 

n — 4 
2 cos A = 

2 cos B — 

2 cos G = 

n — 1 

n - -4- 2 

7 ' 

N -4- 4 

et alors il faut que l'un des rapports de deux sinus soit égal 
à l'un des nombres 2 cos A, 2 cos B, 2 cos G ; l 'angle corres-
pondant étant celui du dénominateur. 

lin d'autres termes, l'équation en n ainsi obtenue doit 
admettre une racine éntière. 

C'est ce qui a lieu seulement pour l'ensemble des deux 
égalités 

sin A _ _ N H - 1 

s inC n — 1 

N N 4-4 
2 cos G = » 

n -+-1 
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car l 'équation 

n -h i _ n -h 4 

n — I ~~ N H - I 

se réduit à n = 5. 
On a donc la relation 

A = i C . 

2245. 
( 1 9 1 V , p. 9 6 . ) 

Les tangentes communes intérieures à trois cercles d'un 

même plan, pris deux à deux, sont tangentes à une conique 

homofocale à une conique inscrite au triangle qui a pour 

sommets les centres des trois cercles. T H I É . 

S O L U T I O N . 

Par MLLE Anne DE P R É H Y R . 

Soient S j . S 2 , S 3 les centres de similitude interne des circon-
férences Oi, 0 2 , (>3 prises deux à deux. 

Les droites Oi S 1 ? 0 2 S 2 , 0 3 S 3 étant concourantes , il ex i s te 
une conique y inscrite à 0 i 0 2 0 3 et circonscrite à S i S 2 S 3 . 

Soit a une des tangentes communes intérieures à 0 2 et 0 3 ; 
a passe par Si et il ex i s te une conique y' homofocale à y et 
tangente à a. 

On sait que les tangentes à y' par S i et S 2 définissent un 
quadri latère circonscriptible à un cercle de centre 0 3 (Chasles); 
mais a est une de ces tangentes, et ce cercle est le centre 
donné en 0 3 . 

Les tangentes déjà menées par S 2 permettent de remplacer Si 
par S 2 sans que y ' change ; on pourra ensuite remplacer S 2 

par S 3 , et ainsi y' répond à la question. 

Autre solution par M. R. Bouvaist. 

2216. 
( 1 9 1 V , p . 9 f i . ) 

On sait que Von appelle anneau le volume engendré par 

le segment compris entre un arc de courbe A B et sa corde, 

tournant autour d'un axe X situé dans son plan et ne le 

rencontrant pas ; la distance des projections orthogonales 
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des points A et B sur t'axe X est la hauteur de cet anneau. 
Démontrer que, si Varc AB appartient à une conique 
admettant X comme axe de symétrie, le centre de gravité 
de Vanneau est le milieu de sa hauteur. 

M . D ' O C A G N E . 

S O L U T I O N . 

Par MLLC Anne DE P R É H Y R . 

Le calcul suivant prouve que le théorème de M. d'Ocagne 
reste vrai quand on remplace la droite AB par un arc de 
conique dont l'axe X est aussi un axe de symétrie. 

La question revient à démontrer qu'avec 

Y2 = a x'2 H- bx -h c, 

y 2 — a x 2 -+- fix -+- c 
et 

Y i ~ y \ (pour x = x{), 
on a 

2 f \ r ( Y 2 — y*) dx = xx f ' ( Y * — yï)dx 
do J 0 

ou encore 

( i ) / ( 2 x — Xi )( Y2 — y2) dx = o. 
do 

On a successivement 

r * 1 » 
/ (2^7 — — 0L)x2dx=-(a — 

-7o 6 

r>l i 

Le premier membre de la formule ( i )est donc égal à 

~ ( a ~ ~ o c ) x j + I (6 — P)a?f = i ( Y i — y x ) x \ = o. 

C. Q. F . T . 

Autre solution par M. H. Bouvaist. 
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A NOS COLLABORATEURS. 

En publiant ce dernier numéro de Tannée 1 9 1 4 , 

avec un retard considérable qui s 'explique par les 

circonstances actuelles, nous avons le devoir de 

répondre à plusieurs de nos correspondants, et de 

fournir en même temps à tous nos lecteurs des expli-

cations d'une entière clarté. 

Quelques-uns se sont demandé si le journal n'allait 

pas cesser de paraîlre, au moins pendant un certain 

temps. D'autres émettent des doutes sur la possibilité 

de maintenir à chacun de nos fascicules son étendue 

normale de 48 pages. T o u s nous expriment des vœux, 

dont nous les remercions, pour la continuation régu-

lière d'une Revue qui a pris une place importante dans 

l'enseignement mathématique de notre pays, et qui 

est connue et appréciée dans le monde entier. 

Qu'on se rassure. Les difficultés de l 'heure présente 

sont grandes, mais non pas insurmontables. Nous 

avons pu terminer l'année 1 9 1 4 en publiant deux 

numéros doubles de 96 pages chacun. E n 1 9 1 5 , nous 

reprendrons notre tradition des numéros mensuels, et 

en essayant de regagner le temps perdu. Une seule 

question se pose : la Rédaction sera-t-elle assez ali-

mentée pour que les numéros ne subissent pas une 

réduction et que nous puissions les maintenir 

à 48 pages ? 

L a réponse dépendra surtout de nos collaborateurs. 
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Beaucoup d'entre eux, en ce moment, sont appelés 

à concourir à l 'œuvre de la défense nationale, et il ne 

leur reste guère de loisir pour se livrer à des spécu-

lations purement scientifiques. Mais d'autres, en grand 

nombre, ont la possibilité de continuera nous apporter 

leur concours, et nous les adjurons de ne pas manquer 

de le faire. 

Les Nouvelles Annales, fondées en 1 8 4 2 , comptent 

une existence qui comprend près de trois quarts de 

siècle. Il y a bientôt cinquante ans, elles ont heureu-

sement traversé la terrible crise de 1 8 7 0 . Les heures 

tragiques que nous vivons aujourd'hui ne doivent pas 

les atteindre davantage. Dans leur modeste sphère 

d'action, elles contribuent pour leur part au bon renom 

de la France en matière scientifique. 

En adressant cet appel à nos collaborateurs, compa-

triotes et é t rangers amis de notre pavs, qui ont depuis 

longtemps montré l ' in térêt qu'ils portent à ce journal, 

nous avons l'assurance qu'il sera entendu, et nous leur 

en exprimons dès à présent notre gratitude. Qu'ils 

n'hésitent donc pas à nous envoyer leurs travaux, le 

plus tôt qu'il leur sera possible, de telle sorte que 

nous arrivions, dans un délai pas trop éloigné, à 

reprendre, sans irrégularités ni retards, le cours de 

notre publication. 

L A R É O A C T I O N . 
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[ R 8 a a ] 

INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE DU MOUVEMENT D'UN SOLIDE 
AUTOUR D'UN POINT FIXE (CAS GÉNÉRAL) ; 

PAR M. O B R E C H T , 

Professeur à l'Université de Santiago (Chili). 

Soient : O le point fixe; A , B, C les moments prin-

cipaux d'inertie en O ; <o l'axe de la rotation instanta-

née; q, r ses projections sur les axes principaux 

d'inertie ; G l'axe du couple résultant des quantités de 

mouvement; E Taxe du couple résultant des forces 

extérieures, au point O ; H la force vive du solide et 

O M = = p le rayon vecteur de l'ellipsoïde d'inertie, dirigé 

suivant OJ. 

On sait que les projections de G sur les axes prin-

cipaux d'inertie sont A/?, B q, C r et que la force vive 

est 
II = A/?2-4- I V -h Cr*. 

O n a aussi la relation 

- =10 v/ÏÏ. 
P 

On sait, en outre, que le plan tangent à l'ellipsoïde 

d'inertie, au poinL M, est perpendiculaire à G . Soit h 

la distance de O à ce plan; on a 

h = 
o)G G 
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On déduit de cette équation 

( 0 dh = 
¿II y/H dG 

3 Gv/ÏI G» 

Dans la figure ci-dessous, P est le plan tangent à l 'el-

lipsoïde en M ; O C , 0 ( 7 sont les axes du couple résul-

tant des quantités de mouvement aux instants t et 

t-\-dt \ O E est l1 axe du couple résultant des forces 

extérieures; A i l est la trace du plan G O E sur le plan P, 

et M B est une perpendiculaire à cette trace, dans le 

plan P. 

Comme la vitesse de G est égale à E , G ; est parallèle 

à O E et Ton a G G ' : = : Edl. Soit 0 0 0 ' = de ; on déduit 

de la figure 

Pour calculer dII, il suffit d'observer que | dH est égal 

au travail des forces extérieures pendant le temps dl; 
ce travail est égal au produit de l'angle de rotation, 

to dt, par la somme des moments des forces par rapport 

à l'axe to, et cette dernière somme est égale à la pro-

G 

dG = E dt cos(E, G), 

G de= E dt s in(E, G) . 
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jection de O E sur Oto. On a donc 

£ ¿ I I = u d t E cos(E, w). 

J1 résulte de là, d'après ( i ) , 

G 

E dt 

(0 /ir i v/H —=: cos(E, OJ) — cos(E 
y/II ^ 

-̂ r— [ p cos ( E, w) — h cos( E, G )]. 
G 

Oi' on déduit de la figure 

pcos(E , CD) = H cos ( G, E) AB sin (G, E). 

Donc 

dh = AB sin (G, E), 
G 

ou bien, d'après la seconde équation ( i ) , 

dh = AB .de. 

Soit B A ' une perpendiculaire à O G ' . La figure montre 

que O A ' représente la distance h + dh. 
Or la position du pian P, à l 'inslant t -+- dt, est per-

pendiculaire sur O G ' ; donc cette position coupe la pre-

mière suivant M B . 

Il résulte de là que le solide a un mouvement élé-
mentaire de Poinsot, par rapport au plan P et que 
ce plan roule, en même temps, sur Vellipsoïde 
d'inertie, en restant perpendiculaire à G . 

L e plan P reste invariable lorsque E = o — c'est le 

cas interprété par Poinsot — et aussi lorsque E a la 

direction de G . 

Cette interprétation permet de simplifier la théorie 

du mouvement d'un solide autour d'un axe très voisin 
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de Taxe principal, maximum ou minimum, et, en par-
ticulier, la théorie du mouvement de la Terre autour 
de son centre de gravité. 

[ L 2 8 a ] 
SUR LES NO ILMILES A UNE Q U A D R I Q U E ; 

P A R M . J . L E M A I R E . 

Chasles a remarqué que l'hyperbole d'Apollonius 
relative à une conique et à un point est le lieu des 
points communs aux diamètres de cette conique et aux 
perpendiculaires menées du point considéré sur les 
directions conjuguées; on peu! donner un mode de 
génération analogue pour la cubique aux pieds des 
normales à une quadrique S issues d'un point P. 

Soient A un diamètre quelconque de la quadrique S 
que nous supposons posséder un centre O à distance 

métrai conjugué de A : cherchons le lieu des points 
communs à celles des droites correspondantes A et A' 
qui se rencontrent. 

A quatre droites A en même plan correspondent 
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quatre droiles A' en même plan, et réciproquement, et 
les deux faisceaux ont même rapport anliarmonique. 
Par conséquent les traces m, m' de A', sur un même 
plan R , sont des points homologues de deux figures 
liomographiques ( m ) et (m!). 

Pour que A et à r se coupent, il faut et il suffit que m 
et m' soient en ligne droite avec la trace 1 de OP sur 
le plan R ; soit 1/ l'homologue, dans la figure (m'), 
point I considéré comme appartenant à la figure ( m ) : 
I m et Vm' sont deux rayons homologues de deux 
faisceaux liomographiques; le lieu des points m' pour 
lesquels mm' passe en I est donc une conique passant 
par 1 et Le lieu correspondant de A; est un cône du 
second degré passant par O P ; le lieu de A est aussi un 
cône du second degré contenant OP : par suite, le lieu 
du point commun aux droites A et A' qui se coupent 
est la courbe commune à ces deux cônes, c'est-à-dire 
une cubique gauche passant en O et P. Cette cubique 
passe aussi évidemment aux pieds des normales menées 
de P à S , et aux points à l'infini sur les axes de la qua-
drique : c'est la cubique équilatère aux pieds des 
normales. 

Ce mode de génération montrant que cetle cubique 
ne change pas si l'on remplace S par une surface 
homothétique et concentrique, on en conclut que les 
normales issues d'un point P, à des quadriques 
homothétiques et concentriques, forment un cône du 
second degré contenant la droite qui joint P au centre 
des quadriques et les parallèles menées par P à leurs 
axes, et que les pieds de ces normales appartiennent à 
une même cubique gauche. 
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[ M ^ b ] 

SUR UNE PROPRIÉTÉ RE LA CHAINETTE; 

P A R M , L E A N N E DE P R É H Y R . 

On considère un cylindre circulaire y et une sphère a-
dont le cenlre O est sur l'axe z du cylindre; une ligne L 
tracée sur le cylindre est l'arète de rebroussement d'une 
surface développable circonscrite à la sphère suivant 
la ligne V. On se propose de déterminer les lignes L 
et /'. 

Soient À un point quelconque de la ligne /; B le 
point correspondant de c'est-à-dire le point où la 
tangente à / en A rencontre l ' , ou encore, Je point où 
la tangente à l en A est tangente à la sphère <r; a le 
plan perpendiculaire à z en O ; C le pied de la géné-
ratrice A C de y sur le plan a; D et E les points où a 
coupe la droite A B et la tangente à / 'en B. 

La droite O C est perpendiculaire au plan A B C qui 
est tangent à y suivant A C ; la droite O B est perpen-
diculaire à la droite A B qui est tangente à T en B ; la 
droite C B et le plan O B C sont perpendiculaires à la 
droite A B et le triangle rectangle C O B ( C = 90°) est 
invariable. Donc, si le plan A C B roule sur le cylindre y, 
le lieu de A dans ce plan est une chaînette et le lieu 
de B la tractrice développante de cette chaînette. La 
droite C D est l'asymptote de la tractrice, et ainsi la 
chaînette est déterminée; la distance de son sommet 
à la droite C D est la longueur du segment recti-
ligne C B . 

L e plan A C B coupe la sphère suivant un petit 
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cercle to de rayon G B ; quand le plan roule sur y et 

qu'en même temps on imagine que les lignes l et V 
tournent autour de les positions successives du pelit 

cercle to et de la ligne V forment un réseau conjugué 

sur la sphère cr. L a droite A B est normale à la ligne V 
en A et ainsi la ligne / est encore une développée de 

la ligne /', comme la chaînette est une développée 

de la tractrice. L a tangente à V en B, étant normale 

à A B , est dans le plan O B C ; le point E est sur O C et 

le lieu de ce point est une circonférence de centre O ; 

on voit ainsi que la longueur du segment B E de la 

tangente à la ligne V est constante; il en est de même 

de la longueur de l are du grand cercle à V entre le 

point B et le pian a. 

Le plan O B A est le plan normal à l ' en B et le plan 

rectifiant de / en A ; la droite O A est la droite polaire 

de / ' e n B et la droite rectifiante de / en A ; le centre 

de courbure de l ' en B est la projection F de B 

sur O A ; le lieu de E est la courbe inverse de / pour 

le point O et la puissance O B 2 . 

CONCOURS D'AGREGATION DE I 9 M . 

SOLUTION DE LA QUESTION D'ANALYSE; 

P A R M . G . C L A P I E R 

Étant donnés trois axes de coordonnées rectan-
gulaires Oxyz, on considère Véquation aux diffé-
rentielles totales 

(i) a2 y2 dx ->r{z — a*y'à) dy—y dz — o 

où a désigne une constante donnée. 
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I. Déterminer les surfaces intégrales de Véqua-

tion ( i ) . Ces surfaces S sont réglées; étudier leurs 
lignes de striction et leurs lignes asymptotiques. 

Ex/frimer, pour chaque ligne asymptotique d une 
surface S , la torsion en fonction de Vangle de la 
binormale avec Vaxe Oz. 

II. Les surfaces S satisfont toutes ci une même 
équation aux dérivées partielles du premier 
ordre ( E ) , indépendante de la valeur numérique 
de la constante a. Indiquer comment on peut, au 
moyen des surfaces S , engendrer toutes les surfaces 
intégrales 2 de cette équation. 

Les surfaces S contiennent en général Vaxe Os; 
déterminer les surfaces exceptionnelles qui ne le 
contiennent pas, et indiquer leur nature. 

III. Démontrer que les courbes caractéristiques 
de Véquation ( E ) sont les asymptotiques des diffé-
rentes surfaces S , et quelles forment Vune des 
familles d1 asymptotiques des surfaces Démontrer 
qu'elles peuvent être obtenues comme courbes de 
contact des surfaces avec les conoides droits 
admettant pour axes les parallèles à Oz rencon-
trant Or. 

I V . Déterminer la seconde famille de lignes 
asymptotiques des surfaces S. Démontrer que les 
courbes de cette seconde famille peuvent être obte-
nues comme courbes de contact des surfaces S avec 
les conoides droits admettant pour axes les paral-
lèles à Ox rencontrant O s . Déterminer les surfaces 
réglées S distinctes des surfaces S . Indiquer leur 
valeur. 

V . Soit T une surface fouissant de la propriété 
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que Vune de ses familles de lignes asymptotiques 
est formée de courbes de contact de T avec les co-
noides droits admettant pour axes les parallèles 
ci Ox rencontrant O z. Démontrer que la surface T, 
ou bien est une surface réglée à plan directeur 
parallèle au plan y O z, ou bien satisfait à une équa-
tion aux dérivées partielles de la forme 

Démontrer que, dans le second casy les lignes 
asymptotiques de Vautre famille sont des caracté-
ristiques de iéquation ( E ) , à laquelle satisfait la 
surface T, et que ces lignes peuvent être obtenues 
comme courbes de contât de surface T avec les 
conoides droits admettant pour axes les parallèles 
ci O s rencontrant Ox. 

Si deux surfaces, dont chacune satisfait ci une 
équation de la forme ( E ) , sont tangentes en un 
point, elles ont en ce point même courbure totale. 

I. L'équation différentielle 

(i) a'2y- dx -f- (z — a3y3) dy — y dz = o 

peut se mettre sous la forme 

En divisant par y 2 , elle se compose de deux termes 

intégrables; et si nous désignons par A une constante 

arbitraire, nous avons, en effectuant l'intégration et 

multipliant par y , 

C 'est l'équation des surfaces intégrales S ; ce sont des 

a*y-(dx — ay dy) -4- 2 dy —y dz = o. 

( 2 ) 
a3 y3 

z = Ky H- a- xy — 



( 54o ) 
surfaces du troisième degré, engendrées par les droites 

dont les équations s'écrivent avec le paramètre 

variable 
ly = *> 

( 3 ) « « 3 1 * 
K ' ) z = a*tx kt 

{ 2 

Ces droites étant parallèles au plan des zx, deux 

droites voisines ont une perpendiculaire commune 

normale à ce plan, et la courbe enveloppe des droites 

représentées par la seconde équation ( 3 ) est la projec-

tion de la ligne de striction sur le plan des zx. On aura 

donc, pour tous les points de cetle ligne, 

— aïx -h A. 
2 

Comme y = le cylindre projetant la ligne de stric-

tion de la surface S aura pour équation 

(4) & — — y~ -h const. 

Cherchons les lignes asymptotiques de cette même 

surface, représentée par l'équation ( 2 ) ; nous avons, 

avec les notations habituelles, 

P = Tx = 

dz A o 3 q — — — A -h a^x ^— 
dy 2 

Formons la condition dp dx 4 - dqdy = o ; nous obte-

nons, après suppression du facteur dy qui correspond 

aux droites génératrices, l'équation différentielle 

2 dx — 3 a y dy — O 

qui, intégrée, nous donne les cylindres paraboliques 

/R X 3 a a (5) x = — y 2 -h const, 
4 



( 545 ) 
Les lignes asjmpto tiques se projettent sur le plan 

des xy, suivant des paraboles de même paramètre i p, 
se déduisant de l 'une d'elles par une translation con-

tinue parallèle à Ox. Il en est de même des paraboles 

projections des lignes de striction ( 4 ) , dont le paramètre 

est 
i 

P = 

L a torsion d'une courbe étant donnée par la for-

mule 
i _ — A 
T ~~ A*-+- B»-f- C 2 ' 

si nous l'appliquons à une ligne asymptotique définie 

par les équations 

3 a a x— — j-2-+-a (a = const.). 

r = 
a3 

z = (A + a2a)oH—— jk3, 

nous obtenons facilement 

4 2 

Si Ton désigne par <p l'angle dfî la binormale avec 

l'axe des s , nous avons 

G 
COSCp : 

y/A«+ B 2 + G2 
et, par suite, 

i A 

I L Les surfaces S , envisagées comme dépendant de 

deux constantes arbitraires A et a , satisfont à une 

équation aux dérivées partielles obtenue en éliminant 
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ces constantes entre l'équation ( 2 ) et celles qui d o n -

nent les valeurs de p et q, déjà écrites. L 'élimination 

se fait simplement en formant s -f- px — qy, et Ton 

trouve l 'équation 

(6) k*-qy)-{pyY = o. 

C'est l'équation ( E ) dont les surfaces S sont des inté-

grales complètes. 

Pour avoir les surfaces 2 , il suffit de prendre l 'enve-

loppe d'une famille de surfaces représentées par l 'équa-

tion ( 2 ) , avec A et a comme constantes arbitraires. 

Posons A = 3 ( a ) ; les surfaces Y! correspondantes 

seront données par l'élimination de a entre les deux 

équations 

(7) 

c p ( « ) j -h- a1 xy — a y j 

cp ( a ) -f- 2 ax y 
1 V 

Si l'on suppose o (a) = ca2 - h b et c étant deux 

nouvelles constantes, nous obtenons, par l'élimination 

de a , les surfaces 

(8) z = by- 16 

\ y 

qui représentent une nouvelle série d'intégrales com-

plètes. Ces surfaces sont réglées et engendrées par 

deux plans variables dont l'un tourne autour d'une 

parallèle à l 'axe des z du plan des xz, tandis que l'autre 

reste parallèle à un plan fixe. Ces surfaces particulières 

ne passent pas par l'axe d e s # ; ce sont des conoïdes. 

S i l 'on envisage <p ( « ) et © ' ( # ) , dans les équations ( 7 ) , 

comme deux constantes arbitraires A et B, le complexe 

des caractéristiques qui engendrent les surfaces S est 
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défini par les équations 

ci3 y 3 

2 = ky -+- a1 xy -j-— > 

3 a2 , o = H y -h i a x — y3, 

avec les trois constantes paramétriques A , B et a . 

Or la seconde de ces équations, divisée par ' ¿a, est 

identique à l 'équation ( 5 ) qui détermine les lignes 

asymptotiques des surfaces S , définies par la première 

équation ( 9 ) . 

Les autres propriétés des surfaces S, que l'on p r o -

pose de démontrer dans les paragraphes III et I V , 

résultent des propriétés plus générales des surfaces T , 

considérées dans la cinquième partie du problème. 

Elles proviennent de la forme de leur équation aux 

dérivées partielles (6) qui a bien la forme 

— P I ) = <>• 

V . Considérons les conoïdes droits admettant pour 

axes les parallèles à Ox rencontrant O s ; leur équation 

peut s'écrire 

(10) z = h+yv(x). 

Une surface T étant l'enveloppe d'une famille de ces 

conoïdes, on aura, pour tous les poinls d'une même 

courbe de contact, les mêmes valeur s de p et q pour la 

surface et pour le conoïde 

( p — y 9' (&) 
0 0 r V ( dz = p dx -(- q dy ). 

( q = <?(#) 

Si nous voulons de plus que cette famille de courbes 

de contact soit, sur la surface T , une famille ( A ) de 
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courbes asymptoliques, nous devrons avoir 

dp dx -f- dq dy — o, 

ce qui donne les deux relations 

dx — o et y dx -+- i y'(x) dy = o . 

La première nous donne la courbe 

= A\ 
z = h-hyy(x), 

qui contient les deux arbitraires h et k ; elle engendre 

une surface réglée à plan directeur parallèle au 

plan y O z . La seconde relation différentielle peut 

s'écrire 
dy d. 9' 

H T- = o y ? 

et, en intégrant, on trouve que les courbes ( A ) situées 

sur les conoides ( 1 0 ) doivent satisfaire à la relation 

y - H- <p'(a?) = k. 

E11 portant dans les égalités(1 1), 011 voit que les coef-

ficients directeurs p et q du plan tangent à une sur-

face T doivent satisfaire aux conditions 

. . . . k z — ii 
( 1 2 ) ( A ) p = y tjr==~y~' 

h et k étant deux constantes arbitraires. 

On aura une surface T en établissant une relation 

entre ces deux constantes 

h ~ z qy\ k ~ py. 

Cette surface satisfait donc à une équation aux déri-

vées partielles de la forme 

( E ) — qy, py) = o. 
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Formons les équations différentielles qui détermi-

nent les caractéristiques de cette équation ; nous 

avons 
dx __ dy __ dp __ dq 

J7F7 ~ _ / F 2 ~ — p F 2 ~ — />F t ' 

d'où l 'on déduit les deux relations 

(,3) éL^^t, _ dq 
y p ' y - P ' 

Elles vérifient la relation 

dp dx -t- dq dy — o, 

ce qui prouve que ces caractéristiques constituent une 

des familles de lignes asjmptotiques de la surface T . 

C e n'est point celle d'où l'on est parti ( A ) , car elle 

satisfait aux intégrales 

0 4 ) ( A i ) p = kxy, q= — kix-^pi 

différentes des intégrales ( 1 2 ) . 

Montrons que ces courbes ( A < ) peuvent être obte-

nues comme courbes de contact de la surface T avec les 

conoides droits admettant pour axes les parallèles à O z 

rencontrant Ox. 
Nous pouvons écrire l'équation de ces conoides sous 

la forme 

on en déduit 

X — x0 

u = ; 
y 

<i5) 
P = j f ( u ) > 

Xq — X , 

Formant dp dx -H dq dy = o, on trouve, après sup-

pression du facteur ydz -h (x0—x)dyy la relation 
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et comme 

il vient 
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f"(u) dx — i/'(u) dy, 

d-f'(u)=2dy 

/ ' ( « ) y 

On a donc, en intégrant, 

/ ' ( u) = const.^ 2 . 

L e s égalités ( i 5 ) nous donnent, par suite, les expres-
sions 

P = kxy, 
q = —- kxx -h hi, 

en désignant par k{ et hK deux nouvelles constantes 

arbitraires. Ces expressions étant identiques aux inté-

grales ( i4)> I a proposition est démontrée. 

Soient deux surfaces T et T * , tangentes en un 

point M (Xj y , s , p , q ) , telles que chacune satisfait à 

une équation de la forme ( E ) ; je dis qu'elles ont même 

courbure totale en ce point M . 

il suffit de montrer que la courbure totale de la sur-

face T qui est donnée par la formule 

i rt — s2 

H,R 2 

ne dépend que du point considéré et du plan tangent 

en ce point. 

Or, nous pouvons écrire l 'équation aux dérivées 

partielles ( E ) sous la forme 

* = + 

d'où l 'on déduit les dérivées secondes en dérivant suc-
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cessivement par rapport à a? et par rapport à y : 

p = sy-+y''f(py), 

o = ty -h (p -^-ys)f'(py). 

D'où, en éliminant ff(py)j on obtient 
p — s y xv 
— , — - H — = o, 

ty p-i-sy 

L a courbure totale est donc 

r p v . 
H1R2 L r O - + - / > 2 + ? 2 ) J ' 

elle est négative et indépendante de§ éléments du 

deuxième ordre. 

AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES 
(CONCOURS BE 1914) . 

Composition sur la Mécanique. 

Un tabouret est porté par trois pieds iden-
tiques A A ' , BB ; , CG, également inclinés sur la 
verticale et terminés par des surfaces très petites 
qiCon assimilera à trois points A , B, C . Le tabouret 
est homogène et symétrique par rapport aux trois 
plans qui passent chacun par Vaxe 0| O', du 
tabouret et par Van des trois points A , B , C . A 
Vinstant initial, ce tabouret est en équilibre, ses 
trois pieds reposant en A , B, C , sur le sol horizontal 
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supposé assez uni pour qu^on puisse négliger le 
frottement. 

P R O B L È M E . — I ° En un point T du montant A A ' 

situé dans le plan vertical de symétrie O, O^ A on 

exerce une force F . A quelles conditions devra 
satisfaire F pour que Véquilibre primitif subsiste. 

2° Au lieu de la force F, on applique une per-
cussion au même point T . Déterminer la distri-
bution des vitesses dans le tabouret à Vinstant qui 
suit immédiatement la percussion. On portera son 
attention sur la discussion des résultats suivant la 
direction, la grandeur de la percussion et la 
position de son point d1 application T . On pourra 
se borner aux trois cas suivants : 

I. Le point T est clans le plan horizontal du 
centre de gravité G du tabouret; 

II . La percussion $ est parallèle à BC ; 

III. La percussion est dans le plan de symétrie 
vertical O, 0'T A . 
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3° On appliquera les résultats précédents aux 
cas où la ligne d'action de : 

I. Passe par le point On la percussion étant 
ascendante ; 

II. Passe par le symétrique de O,, par rapport 
à A , la percussion étant descendante, le point T 
étant à distance égale du sol et du plan horizontal 
du centre de gravité G et sa projection T , sur A O , 
divisant A O , dans le rapport 

T , A _ £ 

O i T i 3 ' 

I I I . Est parallèle ci A O , et de même sens, le 
point T étant ciu-dessous du plan horizontal du 
centre de gravité G. 

4° Dans ce dernier cas (3°, 111) on étudiera le 
mouvement du tabouret après la percussion, on 
calculera la réaction et Von discutera les résultats 
obtenus suivant les valeurs de la percussion. 

N O T A T I O N S . — Le triangle A B C est équilatéraL 
On appellera H le milieu de BC, O, le centre du 

triangle, G le centre de gravité du tabouret situé 
sur Taxe 0{0\. 

On posera 

BC = a<t, OiA = ib(a = 6 / 3 ) , /¿ = 0 , G , 

p = AG(p = y V = O^AG (h = xb tang V). 

On appellera M la masse du tabouret, 1 , J , K ses 
moments d^inertie par rapport à trois axes passant 
par G et parr allé les respectivement à O , A , BC 

et o , o ; . 

On prendra pour axes fixes trois axes reclangu-
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laires coïncidant à Vinstant initial avec 0|A, la 
parallèle à C B menée par 04 et 0<04, les sens 
positifs comme les indiquent les flèçhes sur la figure. 

On définira la distribution des vitesses dans le 
tabouret par les projections Ç, r0 Ç; p, q, r, de la 
vitesse de G et de la vitesse angulaire instantanée 
de rotation sur des axes mobiles liés au corps et 
coïncidant avec 0{xK, 0 O t Z t à Vinstant ini-
tial. 

On appellera ( a , o, y ) les coordonnées initiales 
du point T . 

CERTIFICATS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 

Alger. 

K P R E U V E T H É O R I Q U E . — Intégration des équations linéaires 
d'ordre supérieur au premier à coe fficients variables. 

Problème. — La normale M P en un point M dune sur-
face rencontre le plan xOy en P. 

i° Déterminer les surfaces telles que MP = OP. 
Lignes de courbure de ces surfaces. 
Montrer que si Von choisit une surface particulière, 

le point P décrit une courbe du plan des xy. 
Déterminer la surface de façon que cette course ait pour 

équation 
x = Ly. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer Véquation différentielle 

y (Sx2 -h y2) — ix* y = o. 

Former et intégrer Véquation différentielle des trajec-
toires orthogonales. (Novembre 1918.) 
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Besançon. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . I ° M étant un point dune sur-
face, établir Véquation aux dérivées partielles qui exprime 
que le plan MOZ fait avec le plan xOz et avec le plan 
tangent en M des angles complémentaires : 

i° Démontrer que les caractéristiques de cette équation 
sont les lignes de courbure des surfaces intégrales. 
Donner une détermination géométrique des deux sys-
tèmes de lignes de courbure. 

3° Vérifier qu'on peut prendre comme intégrale com-
plète une surface du second degré ayant pour équation 

Préciser la nature de cette surface. 

4° En déduire l'intégrale générale qui passe par la 
droite 

Achever pour cette surface la détermination des lignes 

de courbure. 

II. Intégrer l'équation 

et rechercher s'il existe des solutions singulières. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer Vintégrale 

ixz = A#2-f- A'y2-r- 2ex. 

x = 2 a, z = o. 

Sous quelles conditions l'intégrale 

est-elle calculable en termes finis? (Juillet 1913.) 
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Bordeaux. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — Définir les caractéristiques pour 

une équation aux dérivées partielles du premier ordre 

linéaire de la forme 

Ap-hBq = C, 

oü A, B, G sont des fonctions données de x1 y, z. 

Exposer la théorie de l'intégration de cette équation. 

Comme exemple, intégrer Véquation 

4 Y 2 

xp + 3yq = — . 

Chercher les surfaces intégrales de cette équation sur 

lesquelles les caractéristiques sont des lignes asympto-

tiques 

Plus généralement on considère Véquation 

xp-Ar- îyq = f ( x , y ) , 

où f ( x , y) est une fonction donnée de x et y. A quelle 

condition doit satisfaire f pour que cette dernière équa-

tion admette une famille de surfaces intégrales, dépen-

dant d'un paramètre variable et telles que les caractéris-

tiques soient des lignes asymptotiques pour ces surfaces. 

Montrer que, si la condition est remplie, la famille de 

surfaces s'obtiendra par des quadratures. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On donne trois axes O A ? , O y, O z et 

l'on désigne par a une longueur donnée. On considère la 

surface conique ayant pour sommet le point S de coor 

données (O, O, a) et pour directrice la parabole 

yî — 2 a x = o. 

M désignant un point de la parabole, calculer l'aire A de 

la surface conique comprise entre l'arc OM de la para-

bole et les génératrices S O et S M. En désignant par 6 
l'angle que fait O M avec O y, calculer, à l'aide des tables, 

la plus petite valeur de 6 pour laquelle l'aire A est égale 

à la moitié du carré construit sur l'ordonnée y du point M. 

( J u i n 191*2.) 
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É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Définir le rayon de conver-

gence d'une série procédant suivant les puissances entières 

croissantes et positives de la variable; énoncer et démontrer 

le théorème fondamental sur lequel repose cette défini-

tion. 

On pose 

i i i 
a 1 = 1, a 2 = » -H - y • • • > an= n h . . . - 4 — ; 

i i n 

déterminer le rayon de convergence de la série 

«i s + a 2 . + 

II. Déterminer la fonction U du paramètre u de façon 

que la famille de courbes gauches 

au2 

u 
i — 'i au 2 a 

x = —j-, > y — ~~n * z — TT > 
U + f l 47 U - h a U -+- a 

a étant une constante arbitraire, aiV, d'une façon effec-

tive, une courbe enveloppe. (Novembre 19 12 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . En supposant que la variable z 

a sa partie réelle positive, montrer que la fraction 

rationnelle 

z -h 1 

7Î 71 

a un argument compris entre — - et -h - • Calculer la 

valeur de l'intégrale 

/ _ _ z(s 4-2) 

I H-

prise le long du contour fermé limité par le demi-

cercle R ayant l'origine pour centre et situé du coté des x 

positifs. Quelle sera la valeur de l'intégrale précédente 

prise le long de l'axe des y de — 00 à -h»? En séparant, 

dans cette dernière intégrale, la partie réelle et la partie 

imaginaire, quelles sont les deux intégrales réelles dont 

on obtient les valeurs? 
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il. On considère la congruence de cercles 

•+- y*-+-Z<1— a 3 C — a?-y — 6 = 0, 

x -+- 2 ( 6 — a 2 ) a y + 2 « = o. 

Déterminer b en fonction de a de façon que la surface 

engendrée par les cercles C de la famille ainsi constituée 

admette ces cercles C comme lignes de courbure. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère la surface conoïde S 

engendrée par une droite qui reste parallèle au plan 

des xy et s'appuie sur Vaxe des z et sur la courbe x — a, 

( y 2 -+- ) = a '4 (coordonnées rectangulaires). Calculer 

l'aire de la portion de S qui se trouve du coté des z posi-

tifs et des x positifs et qui est intérieure au cylindre 

yi — ay = o (a désigne une longueur donnée). 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Démontrer que la condition 

nécessaire et suffisante de convergence d'un produit 

infini est que la série formée par les logarithmes des 

facteurs du produit infini soit convergente pour des déter-

minations convenablement choisies de ces logarithmes. 

II. On pose 

où a est une constante donnée de module supérieur à 

Indiquer si ce produit est convergent pour toute valeur de z. 

Montrer que le quotient 

se réduit à une expression très simple. Utiliser ce résul-

tat pour calculer les coefficients du développement de f ( z ). 

Existe-t-il des fonctions entières de z, autres que /(s), 

telles que l'on ait identiquement 

(Juin 1 9 1 3 . ) 

fiaz) 
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III. Ramener géométriquement à un problème comme la 

recherche des courbes G (autres que des l ignes droites) dont 

toutes les tangentes sont normales à une surface donnée S . 
Cas où la surface S est enveloppe d'une famille de sphères 

à un paramètre. Cas où S admet une double génération 

comme enveloppe d'une famille de sphères à un para-

mètre. Cas oà S est une surface développable. 

Sur une surface développable £ on trace une ligne de 

courbure T et l'on considère la surface S enveloppe d'une 

sphère de rayon constant dont le centre décrit T. Définir 

les courbes C relatives à la surface. S au moyen de la 

courbe F et montrer qu'on les obtient sans aucune inté-

gration à effectuer. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer l ' intégrale 

r* dx 

J0 ( i 3 -h 5 cosar)8* 

(Novembre 1 9 1 3 . ) 

Dijon. 

E P R E U V E É C R I T E . —Déte rminer les lignes géodésiques de 

l'hélicoïde à plan directeur. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère, en axes rectangu-

laires, l'hélicoïde 
y z arc tang — -
x 

Évaluer, à yj-Q près, l'aire de la portion de cette sur-

face comprise entre les plans z =0, z — TK, et à l'intérieur 

du cylindre de révolution d'axe 0z et de rayon égal à 

e2 — 1 
, ^ = 2 , 7 1 8 2 8 1 8 . 

ie 

( Ju i l le t 1 9 1 1 . ) 

Première question. — Déterminer X de manière que 

Vèquation diffèrentielle 

dx3 J 
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soit vérifiée par la fonction 

y = 

Cela étant, achever l'intégration de cette équation. 

Deuxième question. — Trouver les trajectoires orthogo-

nales de la famille de courbes planes 

(¿r2-t-jK2)2 — = ° 

( les coordonnées sont rectangulaires.) 
(Novembre 1911.) 

É P R E U V E É C R I T E . —1 Première question. — On considère, 

€/i coordonnées rectangulaires, /e cylindre 

y — ax", 

a et n étant constants ; trouver sur ce cylindre une courbe 

G telle que, M étant un point quelconque cle C, P la pro-

jection orthogonale de M sur l'axe O s , Q la projection 

orthogonale de M sur le plan xOy, H le symétrique de P 
par rapport à Q, le plan osculateur en M à C passe par II. 
Discuter le résultat au point de vue de la réalité des 

courbes. Dire si la courbe G peut être une cubique gauche. 

Deuxième question. — Evaluer l'intégrale 

cos 3 x dx 

1 Loe 

en appliquant le théorème des résidus à l'intégrale com-
plexe 

eu* dz 

h 
prise sur un contour convenable 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère l'intégrale double 

1=1 / | xmyr | dx dy 
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x 2 y 2 

m et p étant entiers positifs. 

i° Démontrer que le calcul de I peut toujours être effec-

tué (en utilisant les différentielles binômes et les fractions 
rationnelles). 

2° Effectuer le calcul de I dans le cas de • • » 

m = p == 2. (Juin 19 12 . ) 

É P R E U V E É C R I T E . — I . Soit, D A N S W/I plan, une droite Ox. 

Trouver une courbe telle que, M étant un point quelconque 

de cette courbe, P /a projection de M s a r Orr, Q l'inter-

section de la tangente en M avec Ox, on ait constamment 

O P . P Ê = PQ 2 . 

H. Soit une droite Ox. Trouver une courbe telle que, M 
étant un point quelconque de cette courbe, P la projection 

de M sur Ox, N l'intersection de la normale en M avec Ox, 

G le centre de courbure en M; G la projection de G 
sur Ox, on ait 

GN = PM. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Évaluer à -fc près l'intégrale double 

// dx dy 
— i=~ > 
xyjy 

étendue à la portion d'ellipse 

.r2 

comprise entre les droites x = 1, x = 2. 

(Novembre 1 9 1 2 . ) 

É P R E U V E É C R I T E . — i° Trouver (en axes rectangulaires) la 

surface S la plus générale telle que, M étant un point 

quelconque de S , P et Q les projections de M sur Ox et 0 y , 

À el B les points d'intersection du plan tangent en M à S 
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avec Ox et Oy, a et ¡3 deux nombres donnés, on ait cons-

tamment 

g Q P | P 0 Q 
a ÔA + H Ô B 

Examiner le cas de a = i ou ¡3 = i. 

2° Dans quel cas les courbes caractéristiques de l'équa-

tion aux dérivées partielles qui définit S sont-elles des 

lignes asymptotiques pour S? Dans ce cas, trouver tous les 

asymptotiques de S. 
3° Montrer comment on peut déterminer une surface S 

passant par une courbe donnée d'équations 

r = X(X>o), z = 

Comme application soit a = 2, ¡3 = 3 ; trouver la surface S 
passant par 

y = 1, z = X3 

o£/ par 
y — z == sina?. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — ORT considère le paraboloïde de 
révolution 

y2 - + - z- — -xpx — o 

et un point A situé sur la portion négative de l'axe de 
révolution Ox. Evaluer l'intégrale triple 

IfJi-
où l représente la distance du point A à l'élément (bs. 

volume dv, l}intégrale étant étendue au volume compris 

entre le paraboloïde et un plan parallèle au plan des yz. 

Voir s'il y a une limite pour l'intégrale quand ce plan 

s'éloigne indéfiniment. (Juin 19 13 ) . 

É P R E U V E É C R I T E . — I ° Intégrer l'équation 

Dire s'il y a une solution singulière. 
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Exposer la notion d'intégrale curviligne. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Trouver trois fonctions M , z,u de x 

se réduisant à i pour x = o et vérifiant les relations 

/ y 
z — — -h ¿ = o, 

Y IL -h h Z -+- 1 IL = O. 1 (Novembre 1 9 1 3 . ) 

Lille. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — Question de Cours. — Donner la 

définition d'une fonction intégrale dans un intervalle, et 

de l'intégrale définie de cette fonction, d'après Rieniann. 

Appliquer la définition précédente à la détermination 

du volume de la pyramide triangulaire, en décomposant 

ce volume par des plans parallèles à la base, dont les 

distances au sommet sont en progression géométrique. 

Problèmes . — I. Démontrer que le système différentiel 

formé pour l'application de la méthode de Lagrange et 

Charpitàune équationde Clairautgénéralisée quelconque, 

admet les deux mêmes intégrales premières, et que réci-

proquement, si le système différentiel formé pour Vappli-

cation de la méthode de Lagrange et Charpit à une équa-

tion aux dérivées partielles du premier ordre admet ces 

deux intégrales premières, cette équation est une équation 

de Clairaut généralisée. 

If. Or , Oy, O z désignant trois axes rectangulaires, 

former l'équation aux dérivées partielles des sur faces qui 

coupent le rayon vecteur joignant Vorigine O à un point 

variable de la surfaee sous un angle constant et donné a. 

Montrer que cette équation admet comme intégrales des 

surf aces de révolution autour de l'axe O z dépendant d'un 

paramètre (on pourra substituer aux deux variables x et y 

les coordonnées polaires correspondantes . ) Par généralisa-

tiony déduire une intégrale complète de l'équation consi-

dérée. Que peut-on dire des lignes de courbure des surfaces 

intégrales? 
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É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Calculer Vintégrale définie 

dx r™ dx 

Jo  1 ^ ' 

2° Intégrer l'équation différentielle 

r,v y y 
y" y" y 

y" y' y 
o, 

Déterminer tous les polynomes qui sont des intégrales 

de cette équation. ( Ju i l l e t 1 9 1 3 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° Démontrer les formules de 

Frenet. 

20 Démontrer que, si le plan osculateur en un point 

variable d'une courbe passe par un point fixe, cette 

courbe est plane. 

3° Etant donnée une équation de Clairaut généralisée 

z = px^rqy-^r /(/?, q), 

le système différentiel formé pour Vapplication de la 

méthode de Lagrange et Charpit à cette équation admet 

les deux intégrales particulières 

p = constM q = const. 

En appliquant la méthode à partir de l'une de ces inté-

grales, obtenir l'intégrale complète classique de l'équa-

tion de Clairaut généralisée. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . « — I ° Tracer, selon les valeurs des con-

stantes d'intégration, les courbes intégrales de l'équation 

différentielle „ _ 1 

20 Pour quelles valeurs de l'exposant n l'intégrale 
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définie 

Jo 

a-t elle un sens ? 

Transformer cette intégrale en le produit de la fonc-

tion —)—• et d'une autre intégrale définie, en calculant 

1 {n ) 

de deux façons différentes l'intégrale double 

J* J e- xy sm^xy'1-* dx dy, 

étendue à l'angle du plan des deux variables x et y où 

ces deux variables sont positives. 

Appliquer aux cas : 

a 
n = 2, n = 

2 
(Novembre 19 13 . ) 

Lyon. 

i° Exposer différentes méthodes permettant d'intégrer 

Véquation aux dérivées partielles 

( E ) 2 2 / ? 3 J K 2 - H $*qix*= O. 

20 Trouver les surfaces intégrales vérifiant ( E ) et con-

tenant la courbe 

y -F- x = O, 2 Z -1- X1 = O. 

Indiquer autant queposscble deux méthodes différentes. 

Expliquer les résultats obtenus. 

3° Former l'équation différentielle des courbes inté-

grales. Déterminer ces courbes intégrales. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer l'équation 

Îïxï 3 2 ~ e * x c o s ( 2 X V^)-
( Ju i l l e t 1 9 1 1 . ) 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Déterminer trois fonctions x\ y\ z' 

Ann. de Matliémat., 4* série, t. XIV. (Décembre 1914.) 36 
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de t par les équations différentielles 

dx' _ dy' _ dz' _ 

de façon que, /?owr £ = o, on ait 

x'=x. y'= y, z'=z. 

Montrer que la transformation ainsi obtenue 

= y, t), 
y, 0» 

y == JK, s, f ) , 

laisse invariante Véquation 

dx*-h dy~ dz1 — o. 

Nota. — On pourra prendre comme inconnue auxiliaire 

p'a = x'1 -b y'2 -h z'2. 
(Novembre 1 9 1 2 . ) 

Montpellier. 

E P R E U V E É C R I T E . — Résoudre 

x^y"— (2 p — 1 )xy'-+~ ( 1 )y =z x \ogx cos logrr, 

p étant un paramètre. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer la différentielle totale 

(y2-— xy)dx -+- (x- — xy) dy 

( Ju in 19 13 . 

É P R E U V E É C R I T E . — On considère, dans le plan des xy, la 

famille des courbes définies par l'équation à un para-

mètre 

{y — i)(x-hi)= X(#2 — y). 

Former l'équation différentielle, indépendante de X, 
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vérifiée par ces courbes. Cette dernière relation est du 

type de Riccati. En déterminer une intégrale particu-

lière constante, puis Vintégrer complètement. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer l'intégrale curviligne 

nx>y yi x dy — y dx 

Ji0 x* 

prise entre les points de coordonnées ( 1,0) et (x, y). 

Expliquer de quelle manière le choix du chemin d'inté-

gration intervient dans le résultat. 

( N o v e m b r e 1 9 1 3 . ) 

Nancy. 

Question de cours. — I. Étude d'une fonction de variable 

complexe définie par une intégrale, la fonction sous le 

signe f étant uniforme ou à un nombre fini de détermi-

nations. 

On donnera une seule méthode et l'on appliquera aux 

intégrales : 

J 1 dz, J^ sjz'* 1 dz. 

II. Les axes 0 x, Oy, Os étant rectangulaires, on désigne 

par N le point où la normale en un point quelconque M 
d'une surface rencontre le plan xOy, par P la projec-

tion du point M sur le plan xOy. 

i° Former l'équation aux dérivées partielles des sur-

faces ( S ) pour lesquelles l'aire du triangle PON est 

proportionnelle à la cote P M . 
Trouver les caractéristiques ; ces courbes ont-elles une 

propriété commune? Existe-t-il des surfaces orthogonales 

à ces caractéristiques? 

Déterminer les surfaces ( S ) . Comment peut-on engen-

drer une surface S . 
20 Déterminer la développée d'une surface ( S ) quel-

conque. Montrer que cette développée est une surface S . 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° Trouver les solutions de l'équa-
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tion aux différentielles totales 

( a 2 — ^ (a<i-+- xz)~y -+- {y — x) dz — o. 

On multiplie le premier membre de cette équation 

par une fonction de x, y, z\ choisir cette fonction de 

façon que le produit soit une différentielle totale exacte. 

(Octobre 1 9 1 2 . ) 

Question de cours. — I. Changement de variables dans 

une intégrale double. 

II. Les axes Ox, 0^, O z étant rectangulaires, on donne 

une famille ( S ) de surfaces de révolution d'axe O z ne 

différant que par une translation : 

z = / ( r ) + const. (/*, rayon d'un parallèle). 

I° Former une équation aux dérivées partielles, soit ( E), 
définissant les surfaces (Z) coupant les surfaces (S) sous 

un angle donné a. 

20 Déterminer les surfaces (2). 

3" On suppose que la famille ( S ) soit réduite à une 

famille de plans parallèles au plan xOy. Montrer que 

les surfaces (X) sont des surfaces réglées admettant pour 

génératrices rectilignes les caractéristiques de l'équa-

tion (2); trouver une génération simple de ces surf aces et 

indiquer leurs particularités géométriques. 

(Juin 1 9 1 3 . ) 

Question de cours. — Résidus d'une fonction monogène ; 

application au calcul d'intégrales. Donner un exemple. 

Problème. — On désigne par A, B , G les points de ren-
contre du plan tangent en un point arbitraire d'une sur-
face S avec les trois axes OAR, Oy, O z. 

I° Former Véquation aux dérivées partielles. soit E, 
définissant les surfaces S pour lesquelles les vecteurs OA, 
OB, OC sont liés par une relation linéaire donnée : 

a OA -h b OB -h c OC = K . 



( 565 ) 
2° Lorsque la relation linéaire est homogène, K = o, 

montrer que la surface S générale est un cône ou une 

surface développable. 

3° Déterminer, dans le cas général K ^ o, les bandes 

caractéristiques de Véquation E. La surface générale S 
est-elle développable? 

4° On remplace la relation linéaire par une relation 

quelconque 
/ ( O A , O B , O C ) = o ; 

les calculs et résultats de la troisième partie sont-ils con-

servés ? 

Montrer, en partant uniquement de la relation donnéey 

qu'il existe une intégrale complète réduite à un plan et 

une intégrale singulière. Que sont les surfaces S géné-

rales relativement à cette intégrale singulière ? 

(Octobre i g i 3 . ) 

Paris. 

On considère le point dont les coordonnées rectangu-

laires sont données par les formules 

à A. _ SB r dC 
x = A -+- o —- y v = B + p — , 2 = C + Û — s 

k àv ^ ' àv r dv 

dans lesquelles on a posé 

K 1 

A = —— sin u sin v -+- cos u cos v, 
V/2 

B = c o s a s i n e — s i n u cose , 
V/2 

C = —— sin v. 
V2 

Lorsque p varie seul, ce point décrit une droite D (w, v) 

qui, quand u et v varient, engendre une congruence et 

qu'on se propose d'étudier. 

i ° Vérifier que la congruence G est formée par les tan-

gentes communes à la sphère S obtenue ea faisant p = o 
dans les formules ( i ) et au cône T obtenu en faisant 

p = cotV dans les mêmes formules. 
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Trouver les surfaces développables dont les génératrices 

appartiennent à G et démontrer que les arêtes de rebrous-

sement de ces surfaces qui sont sur T se transforment en 

les différentes tangentes d'une même circonférence dans 

le développement du cône T sur un plan. 

Démontrer qu'il existe des surfaces 2 qui admettent 

pour normales toutes les droites de G. Trouver ces surf aces. 

Déterminer les lignes de courbure d'une surface 2; 

montrer qu'une des familles est plane et que l'autre est 

sphérique. Que pouvez-vous dire des développées de ces 

lignes de courbure. 

Étant donnée l'équation différentielle 

S = / ( * • ) , 

où X est une constante, f (oc) une fonction continue dans 

l'intervalle de o à ir, déterminer une intégrale Y (x) con-

tinue ainsi que Y ' ( a ? ) dans cet intervalle sachant que l'on a 

Y (o) = o et que la dérivée Y ' ( a ? ) est nulle pour x=7t. 

Discuter. 

Il existe en général une seule intégrale Y (a?) répondant 

à la question, qui est représentée par la formule 

Y= f (*,*)/(«)<&+ f*yt{», *)/(*) d*, 
J0 Jx. 

yi(x, a) et y%(x, «) étant deux intégrales particulières de 
l'équation sans second membre 

= o. 

Pourrait-on déterminer a priori ces deux intégrales 

yi et y% ? ( Ju i l le t 19 1 3 . ) 

É P K E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer l'équation différentielle 

x -h y*) dy -h y(i — x) dx = o ; 

sachant qu'elle admet un facteur intégrant P a , où a est 
une constante et P un polynome en x et y qui est du pre-
mier degré en x. 
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Trouver tous les facteurs intégrants de cette équation. 

(Juil let 19 13 . ) 

E P R E U V E É C R I T E . — I . On considère une famille de 

courbes F, représentée dans un système d'axes rectangu-

laires par les deux équations 

oit m est une constante donnée; a et b sont deux paramè-

tres variables. On demande de déterminer la fonction 

y(x) de façon que ces courbes F soient les trajectoires 

orthogonales d'une famille de surfaces S et de trouver ces 

surfaces S. 

Cas particulier : m = 1, m = 1. 

I I . On demande la valeur de l'intégrale définie 

prise le long du cercle G de rayon un ayant pour centre 

Vorigine dans le plan de la variable complexe z. 

On supposera le cercle décrit dans le sens direct à 

partir du point A (z= 1 ) ; x est l'affixe d'un point inté-

rieur ou extérieur à C, n est un nombre entier positif ou 

négatif différent de zéro. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer l'intégrale curviligne 

y2-h mz*= a, xy e^x) — b, 

Jxy(dx -+- dy) 
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étendue à la lemniscate 

0*-f-,x2)2= xi — y*, 

parcourue dans le sens indiqué par les flèches. 

(Octobre 1 9 1 3 . ) 

Rennes. 

É P R E U V E É C R I T E . — I ° Par Vorigine on mène les parallèles 

aux tangentes d'une courbe gauche T, elles forment un 

cône G. On appelle CI le cône construit de la même façon 

avec les parallèles aux binormales de 1\ 

Relations géométriques entre les deux cônes G et CI. 
Intersection de ces deux cônes avec la sphère de centre O 

et de rayon unité. 

Les courbes F , dont les tangentes sont parallèles aux 

génératrices de Ci ont leurs binormales parallèles aux 

génératrices de G. 
-x0 Le cône C est donné; on se propose de chercher les 

courbes F qui lui correspondent. 

Soient f ( t ) , g(t), h(t) les paramètres directeurs d1 une 

génératrice quelconque de G; les équations 

dx dy dz 

fît) = W ) = W ) 

sont les équations différentielles des courbes F . On égale 

les trois rapports à F ( t ) d t , oà F est une courbe arbi-

traire; x,y, z s'obtiennent par trois quadratures. 

3° Si Von forme l'équation du plan tangent au cône C 

le long de la génératrice (i), soit 

x u(t) -hy v(t) -+- z \v(t) — o ; 

Venveloppe du plan mobile 

x u(t) -+- y o ( i ) -4- * w ( i ) -4- / t ( i ) = o, 

où h(t) est une fonction arbitraire, mais choisie une fois 

pour toutes, est une surface développable dont Varête de 

rebroussement est une courbe C cherchée. 

Comparer avec le numéro précédent. 
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4° Comme application déterminer toutes les courbes 

gauches dont le cône G est du second degré. 

On prend pour plan zOx un plan de symétrie du cône, 

pour Oz l'une des génératrices suivant lesquelles ce plan 

coupe le cône; les équations différentielles sont alors 

dx d y dz ,„, x , 
— = — = — r = v (t) dt. 

i t at2-+- b ' v ; ' 

où a et b sont deux constantes, o une fonction arbitraire. 

Les quadratures se font complètement, les effectuer. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — I ° z étant une fonction de x et y, 

p et q désignant et^p^on considère les deux équations 

0 ) 

/p2 Y1 

p = 

q =  +  

où P et Q sont deux fonctions données de x et y. Former 

de deux façons différentes s = J^ ^ et en conclure que 

si l'on n'a pas les deux relations 

i dP _ dQ 

(2) ] dy ~ dx' 

( P j + Q J = -2, 

il y a zéro ou une seule fonction z susceptible de vérifier 

le système ( i ). 

2° Intégrer le système ( 2) en remai^quant que Von peut 

poser 
P _ _ à v ( x , r ) Q = £ U ( £ I r ) , 

dx 7 ày ' 

où U est une nouvelle fonction inconnue qui vérifiera 

l 'équation 

d\J àU 
3 ) x H R — = 2 . 

7 dx J dy 
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Vérifier que l'intégrale générale de (3j est 

U = \ogxy 4- © ^ j 

où y est une fonction arbitraire. 

3" Si o se réduit à une constante, on a 

P = i , Q = — • x y 

Vérifier que l'intégrale générale du système ( i) est, dans 
ce cas, 

z = 4- y2 + G . r j , 

o à G ¿ s i w/ie constante arbitraire. (Novembre 1 9 1 3 . ) 

CERTIFICATS DE MATHÉMATIQUES GÉNÉRALES. 

Alger. 

i° Déterminer l'intégrale générale de l'équation 

d*y 4- 4 y = -+- s inaa? 

€/i exposant sur cet exemple la méthode d'intégration des 

équations linéaires à coefficients constants. 

Déterminer les constantes arbitraires d'intégration 

de façon que la courbe représentant les variations de y 

soit tangente à l'origine à la droite y = x. 

3° En supposant a — 1, étudier la forme de la courbe. 

Points d'inflexion. Calculer l'aire comprise entre cette 

courbe, l'axe des x et les abscisses x = o, x — ic. 

4° Que devient l'intégrale générale si a = 2. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — La normale en un point M d'une 

courbe rencontre l'axe des x en N. 
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i ° Déterminer les courbes telles que le rayon de courbure 

en un point quelconque soit proportionnel à la portion de 

normale MN, p — k. MN. 
2° Cas particuliers : k = ± I, DB 2. 

( N o v e m b r e 1 9 1 3 . ) 

Besançon. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° On considère une courbe plane 

C0 qui, à Végard d'un de ses points O convenablement 

choisi et à l'égard de deux droites O X et OY issues de ce 

point, jouit de la propriété suivante : 

Traçons le parallélogramme O A M B ayant deux côtés 

contigus portés par O X c i OY et ayant comme sommet M 
opposé à O un point Q U E L C O N Q U E de l'arc continu de la 

courbe partant de O; l'aire du triangle mixtiligne com-

pris entre les segments O A , A M et l'arc de courbe OM est 

clans un rapport constant h avec l'aire du parallélo-

gramme. Former l'équation explicite de cette courbe C0 . 
20 Parmi les courbes CQ variables avec A, on considère 

une courbe y qui, à l'égard d'un second point particulier 

MQ de la courbe et à l'égard de deux droites particulières 

M0U et M0V issues de ce point, possède une propriété ana-

logue à la première propriété relative à O ; en sorte que 

si M Q A ' M B ' est un second parallélogramme, on aura avec 

un coefficient k analogue ci h, et quel que soit M, 

a i r e M o M A ' _ a i r e O A M __ 
a i r e M 0 A ' M B ' ~~ f ; a i r e O A M B ~~ ' 

En adoptant le système d'axe OX et O Y , on montrera 

que ces deux propriétés permettent l'élimination du rap-

dv . . . 
port entre deux équations différentielles concernant 

les coordonnées x et y de M ; on effectuera cette élimina-

tion et l'on discutera sur l'équation résultante obtenue 

les cas où celle-ci sera ou ne sera pas une identité. Con-

clure de cette discussion la nature spéciale de la courbe y. 
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«A Jo ( A2 -+- o 

2° A ire de l'ellipse 

( h~ -4- a 2 u2 -4- 6 2 e 2 ) 

( Jui l let I9I3.) 

ÉPREUVE THÉORIQUE. — I. On envisage les courbes planes 

dont une propriété, supposée indépendante des axes de coor-
données, se traduit par Véquation différentielle du second 

ordre 

On sait d'autre part que chacune des courbes de la famille 

possède la propriété indiquée. 

La famille (2 ) est supposée d'ailleurs ne pas représenter 

les diverses positions d'une courbe invariable dans un dé-

placement particulier. 

Démontrer, en quelques lignes, que l'intégrale générale 

de l'équation (1) s'obtient alors immédiatement en don-

nant à chacune des courbes de la famille (2) un déplace-

ment continu compatible avec la forme (2). 
On appliquera cette remarque au problème suivant : 

If. i° Vérifier que le rayon de courbure H en un point M 
d'une conique est lié à la distance p de son centre 0 à la 

tangente et à la distance r du point M au centre 0 par 

la relation 

K 2 — r 2 

( 3 ) R = —— ( K 2 constante déterminée). 

20 En s'appuyant sur la question précédente, trouver 

toutes les courbes planes qui jouissent de cette propriété à 

l'égard d'un point O pris pour origine des coordonnées. 

3° Former effectivement l'équation différentielle qui 

( 0 y\y\ y") * o. 

( 2 ) y, a ) = o ( a paramètre variable) 
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traduit la propriété (3), la transformer en coordonnées 

polaires de pôle O et, si l'on a le temps, intégrer cette équa~ 

tion transformée. 

E P R E U V E P R A T I Q U E . — Les deux bases respectives (de lon-
gueurs ia et • ib) d'un trapèze isoscèle sont distantes du 

centre de gravité de l'aire du trapèze de longueurs res-

pectivement égales à p et à q. 

i° Calculer a et b en fonction de p, de q et de la base 

moyenne 2C du trapèze; 

2° Calculer a et b en fonction de />, de q et de la largeur 

2 y du trapèze estimée sur la parallèle à ses bases menée 

par le centre de gravité. ( N o v e m b r e 1 9 1 3 . ) 

Bordeaux. 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — A partir d'un point variable P 

sur Ox et d'abscisse u on mène le segment de longueur 

constante PM = X faisant avec Ox l'angle O. Si l'on sup-

pose que u est une fonction donnée de o, le point M décrit 

une courbe C. 
Ï° Déterminer u en fonction de «p de manière qu'en tout 

point M de la courbe G la tangente soit précisément la 

droite correspondante M P et exprimer les coordonnées du 

point M en fonciion de la seule variable c p . La fonction u 

de sera déterminée à une constante près qu'on détermi-

. . . 71 
tiera de maniere que pour o = — on ait u = o. 

20 La courbe G étant ainsi déterminée, trouver l'aire 

comprise entre cette courbe et l'axe Or. 

3° Calculer en fonction de cp le rayon de courbure en M 
de la courbe G et les coordonnées du centre de courbure N. 
Montrer que le point N se trouve sur la parallèle à O y 

menée par le point P. 
4° Trouver l'équation du lieu décrit par le point N. 
5° Déterminer l'enveloppe du cercle variable ayant N 

comme centre et N P comme rayon. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère un pendule simple 

formé d'un poids M = 10 kilogrammes, placé à l'extrémité 

d'une tige rigide OM sans masse de longueur l oscillant 



( 5 7 4 ) 

autour d'un point O. La durée d'oscillation du pendule, 

exprimée en secondes, est égale à T y / l exprimée en 

mètres, £- = 9 m ,8o65o à Bordeaux. O/i suppose l telle que 

cette durée d'oscillation est égale à une seconde. 

On ajoute un curseur G de masse jx = 10 grammes, de 

dimensions infiniment petites, mobile le long de la tige 

entre O c i M, si x est sa distance au point O, la durée 

d'oscillation devient 

x) 

i° Etudier la variation de T quand on fait varier la 

position du curseur entre O e i M. 
•2° Etant donnée une valeur quelconque mais fixe de x, 

on peut mettre l'expression de T sous la forme 

^ f o r m u l e de Maclaurin où T est considéré comme fonction du 

rapport ^ j * Calculer les expressions des deux premiers 

coefficients A et 13. ( Ju in 1 9 1 2 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — On considère l'équation différen-

tielle 

(i) i ^ - x . W y - o 
K } dx2 ip dx ' \7fcJ S " " 1 

où, p et q sont des fonctions données de x. On suppose que 

cette équation admet simultanément comme intégrales 

particulières une certaine fonction inconnue z et sa nième 

puissance zn (/i> o). . 

i° Déterminer cette intégrale inconnue z (z n'est déter-

minée qu'à un facteur constant près). 

20 Quelle relation doit exister entre les fonctions p et q 

pour que la condition de Vénoncé soit satisfaite et, suppo-

sant p seule donnée, en conclure Vexpression de q. 

3° On fait le changement de variable indépendante 
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défini par 

/*x 

e~P dx, 
- f 

t devenant ta nouvelle variable indépendante, que devient 

Véquation différentielle proposée ( i ) , y étant regardée 

comme fonction de t par Vintermédiaire de x, p et q res-

tant liés par la relation précédemment trouvée, mais deve-

nant à leur tour des fonctions de t par V intermédiaire de x. 

II . Intégration des équations différentielles du premier 
dy 

ordre linéaires par rapport à y et -jr-; montrer qu'on 

peut ramener à ces équations celles de la forme 
dy + + o, 

u et v désignant des fonctions données de x. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer à 0,0001 près Vintégrale 

définie 

l = = f l £ ± * î d x . 
J1 se 

I 
(Novembre 1 9 1 2 . ) 

E P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Soit O A un axe faisant avec 

0:R l'angle variable 0 et portant un vecteur OP dont 

l'équivalent algébrique par rapport à OA est donné par 

O P = / » = / ( « ) , 

/ ( G ) étant une fonction donnée. 

Par P on mène une perpendiculaire PB À OA; la droite 

P B , quand Ô varie, enveloppe une certaine courbe G 
qu'elle touche en Q. 

I° Calculer, en fonction de 8, les coordonnées du point Q 

ainsi que l'équivalent algébrique du vecteur PQ par rap-

port à l'axe PB faisant avec Ox l'angle 0 h- ^ . 

20 Calculer le rayon de courbure R en Q de l'enve-

loppe G en fonction .de l'angle 6. 
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3° Quelles doivent être les formes de la fonction f (6) 

pour que Von ait : i ° R = const. ; R = a cos 6? 
Question de cours. — II . Etablir la formule du change-

ment de variable dans le calcul d'une intégrale définie. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Calculer 

— 6a? / . ^,h(x)dx. 

( Juin 1 9 1 3 . ) 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . Démontrer que si la série entière 

a0 H- a\x -t-... anxn-h ... 

est convergente pour une valeur x = Ici série dérivée 

a{ 4- ia2x - f - . . . 4- nanx'1-1 -+-. . . 

est convergente pour toute valeur de x telle que \x\ < |a70|. 

IÍ. Soit Véquation différentielle 

(1) y+py+qy^o, 

où p et q sont des fonctions de x. On suppose que cette 

équation admet une intégrale particulière y telle que sa 

dérivée y' soit aussi une intégrale de la même équation : 

i° Déterminer cette intégrale ; a" Trouver la condition à 

laquelle doivent satisfaire les fonctions p et q ; 3° Appli-

cation à l'équation 

\ . » ' 1 - I - 3 ¿R2 _ 

{'À) y (x — x*)(i -h-x*)y (1 - x*)(i-hx*)*y ~ 

4° Montrer que si la dérivée de toute intégrale de Véqua-

tion (1) est aussi une intégrale de la même équation, p et q 

sont des constantes. 

N. B . — On ne cherchera pas à vérifier que les coeffi-

cients p et q de l'équation (ü) satisfont à la condition 

générale précédemment trouvée. On calculera simplement 

Vintégrale y (supposée exister) dont la dérivée est aussi 

une intégrenle et Von vérifiera directement que y et y sont 

bien des intégrales de l'équation (2 ) . 
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É P R E U V E P R A T I Q U E . — Soit Vellipse E dont l'équation en 

coordonnées polaires s'écrit 

16 y — 
5 — 3 cos8 

On mène par l'origine F deux rayons vecteurs FP, FQ 
faisant respectivement avec l'axe Fx les angles a et p. 
i° Calculer l'aire comprise entre l'ellipse et ces deux 

rayons vecteurs; l'angle a étant seul donné et choi-

sissant p de manière que 

P a i t a n g r . t a n g - - - , 

exprimer cette aire en fonction de et. Quelle valeur faut-il 

donner à a pour que l'aire considérée soit égale au quart 

de celle de l'ellipse? (Novembre 1913.) 

Caen. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I . I ° Intégrer l'équation diffé-

rentielle 

(1) xy'— y = k(yy'-+-x), 

où k désigne une constante donnée. 

i° Ox et O y étant deux axes rectangulaires, M un point 

variable d'une courbe intégrale (C) de Véquation ( 1) , T le 

point de rencontre avec O y de la tangente en M à (G) , 
N le point de rencontre avec O x de la normale en M 
à ( C ) , montrer que le triangle OTN reste semblable à un 

triangle fixe. 

3° Former l'équation différentielle des trajectoires 

orthogonales des courbes intégrales (G) de l'équation ( 1 ) . 
Expliquer le résultat obtenu. 

4° Former en coordonnées polaires Véquation différen-

tielle des courbes (G) . Construire l'une de ces courbes. 

II. i° Déterminer la constante X de façon que l'expression 

x -h Xy \x -+- y 1 
d x - t~Z—ê* dr (x — yY % (x — y)* 

*7 
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soit la différentielle totale d'une fonction U (x, y). Cal-

culer toutes les fonctions l)(x,y), et déterminer parmi 

elles la fonction Ui (x, y) qui prend la valeur —i lors-

qu'on donne simultanément à x et y les valeurs respec-

tives 
x = i , y = o. 

2° On considère la surface 

z = U X{x,y) 

rapportée à trois axes rectangulaires Ox, O y, Oz. Etudier 

les sections de cette surface par des plans parallèles aux 

plans coordonnés. Déterminer les génératrices rectilignes 

de la surface. 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Étant donnés deux axes rectangu-

laires Ox, O y, on considère : 

i° L'ellipse ayant pour axes de symétrie Ox, O y, et pour 

sommets deux points A , B , respectivement situés sur Ox, 

O y, et tels que 

OA = 10 mètres, OB = 5 mètres. 

20 L'hyperbole ayant pour axes de symétrie Ox, Oy\ 

pour foyer le point A, et pour sommet le milieu A' du 

segment O A . 

I. Calculer, à un décimètre carré près, l'aire qui se 

trouve à la fois à Vintérieur de Vellipse et entre les deux 

branches de l'hyperbole. 

II Calculer, à un décimètre cube près, le volume 

engendré par cette aire tournant autour de Ox. 

III . En désignant par P et P ' les deux points d'intersec-

tion de l'ellipse avec la branche d'hyperbole qui passe 

par A' , calculer l'abscisse du centre de gravité de l'aire, 

supposée homogène, que limitent l'arc d'ellipse P A P ' et 

l'arc d'hyperbole P A ' P ' . (Novembre i g i 3 . ) 

Clermont. 

É P R E U V E T H É O R I Q U E . — I ° Construire la courbe définie 

par les équations paramétriques 

( 1 ) x — t — s h i c h i , y = 2cht. 
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2° Soient M un quelconque de ses points, G /e centre de 

courbure correspondant, N ei T /es points où la normale 

et la tangente rencontrent respectivement Ox. Démontrer 

qu'on a 

( 2 ) M T * = MN MC. 

3° M' un autre point de la courbe situé du même 

côté que M par rapport à Oy. Calculer, en fonction des 

ordonnées de M et de M', la longueur de l'arc MM', ainsi 

que son moment d'inertie et son rayon de giration par 

rapport à Ox, en le supposant homogène et de densité 

linéaire égale à 1. 

4° On suppose que Vaxe Oy est placé verticalement, le 

sens positif étant dirigé vers le bas. Un point matériel 

pesant, assujetti à glisser sans frottement le long de la 

courbe, est abandonné sans vitesse initiale à partir du 

point situé sur Oy. Calculer le temps qu'il met pour 

s'abaisser d'une longueur égale à 1 au-dessous de son 

niveau primitif L'unité de longueur est le mètre et l'on 

prend g = 9 m , 8 i . 

N. B. — On rappelle les formules 

. et-\- e~l . et—e~t 

en t = , sh t — 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — Intégrer l'équation différentielle 

3y"— 4y = x) COS1X ex. 

(Novembre 1 9 1 3 . ) 

Dijon. 

É P R E U V E É C R I T E . — Soient trois axes rectangulaires 

Oxyz et une sphère de centre O et de rayon a \ on consi-

dère sur cette sphère une courbe C telle que la portion de 

chaque tangente comprise entre le point de contact M et 

le point T où cette droite coupe le plan Oxy soit constam-

ment égale au rayon a. 

ic Soient p et u) les coordonnées polaires d'un point M 
de la courbe G', projection de G sur Oxy ; trouver la rela-

tion différentielle qui lie p et w. 
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2° Exprimer p, puis u), en fonction de Vangle V que 

fait la tangente en M' avec le rayon vecteur, [on rappelle 

la formule tang V = 

3° Indiquer la forme de C'. 
4 ° Calculer, ci l'aide de V, l'aire du secteur limité par 

un arc donné A B de G' et par les rayons OA et OB. 
5° On développe sur un plan le cylindre dont C' est la 

section droite. Quelle est la transformée de C! 

É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère Véquation différen-

tielle 
xy"— y'— 4 x*v = o. 

i° Représenter, par une série entière en x, Vintégrale 

cp(#) qui prend lavaleur i pour x = o, sa dérivée seconde 

s 'annulant pour x = o. Démontrer que cette série converge 

quel que soit x. Calculer la somme. 

2° Déduire de y (x) la solution générale de l'équation 

différentielle donnée. ( Jui l let 19 12 . ) 

É P R E U V E É C R I T E . — Première question. — On considère, 

dans un système d'axes rectangulaires xOy, les courbes 

représentées par Véquation 

(1) (*2 — 1) y*) — 2t3x— iy = o, 

où t est un paramètre arbitraire. Que représente celte 

équation? 

Construire le lieu (G) du centre de la courbe ( 1 ). 

Etudier l'enveloppe ( E ) de la courbe (1 ) . On formera 

Véquation de (E ) en coordonnées cartésiennes, en coor-

données polaires; on exprimera les coordonnées d'un point 

de ( E ) en fonction de t. On indiquera comment ( E ) peut 

se déduire géométriquement de (C). Dire si (E) a des 

branches infinies. [ On ne demande pas la construction 

complète de (E). ] 

Deuxième question. — Exposer brièvement la résolution 

et la discussion d'un système de trois équations linéaires 

à trois inconnues dans le cas où le déterminant des coef-

ficients des inconnues est nul. 
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É P R E U V E P R A T I Q U E . — On considère l'aire O A B C D O défi-

nie comme il suit : 

OA = = 

A B = DG = 

A B est parallèle à Oy, DG à Ox\ BG est un arc d'hyper-

miner : 

i° L'aire O A B C D O ; 
•2° l a position du centre de gravité de cette aire supposée 

homogène ; 

3° Le volume du solide engendré par l'aire O A B C D O en 

tournant autour de Oy; 

4° La position du centre de gravité de ce volume sup-

posé homogène. 

On calculera ces divers éléments à o ,oi près. Pour faci-

liter le calcul on a : 

logarithme népérien de = 0 , 6 9 3 1 . 

( Novembre 19 12 . ) 

ERRATA. 

Pages 433, 446, 4̂ 7- — Notations bibliographiques : 

Au lieu de K, lire K1. 
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