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NOUVELLES ANNALES

MATHEMATIQUES.

[0'5n]

SURPACES ENGENDREES PAR LE DEPLACEMENT D'UNE
GOURBE PLANE AVEC CONE CIRCONSCRIT LE LONG
DE LA COURBE;

Pir M. E. KERAVAL,

Professeur au lycée Louis-le-Grand.

Pour abréger, j'appelle surface T toute surface
engendrée par le déplacement d'une courbe plane (C),
quand il existe un cone circonscrit a la surface tout le
long de chaque courbe (C). Je me servirai de coor-
données homogénes x, z,, x3, x4 que je supposerai
fonctions de deux paramétres w«, ¢. Le parameétre u
restera constant sur chaque courbe (C); je supposerai
que les courbes obtenues en faisant ¢ constant soient
conjuguées des premiéres.

Je sais que dans ces conditions z,, x,, T3, x, sontdes
solutions d’'une méme équation de la forme

920 96 00
(I) oudv—rpm—r—(]—j—f—l'ezl),

ou p, g, r sont des fonctions de u etdev. Sije désigne
par (S) la courbe lieu du sommet des cones circonscrits
a S le long des courbes (CG), les tangentes aux courbes ¢

Ann. de Mathémat., }* série, t. XIII. (Janvier 1913.) 1



(2)
rencontrent la courbe S, doncsi I'on désigne par /o et k
les invariants de (1) savoir

ap
I:~w+pq—-r,
) .
/._.(—';-+pq—1,

I'invariant & est ici nul; nous dirons que I'équation (1)
est de rang zéro a gauche. D'autre part, les courbes «
étant planes, il existe une relation de la forme

(').) U(‘T|+U2$1+ U3.Z‘3+ U‘(l‘sEO,

ou les coefficients de x, ,, z3, «, ne dépendent que
de’n. On sait que, dans ce cas, I’équation (1) est au plus
de rang deux a droite, c’est-a-dire qu'aprés avoir
appliqué deux (ois au plus la transformation de Laplace
on aura une nouvelle équation ou le nouvelinvariant /4
sera nul. Alors l‘es équations de la surface T doivent
étre de la forme

B. A: AL Ak
? ‘

o 1 oy %y Ay

3y a= , (k=1,2,3,4),
B2 w2y

0 /
Y3 X3 A3 %y

ol les fonctions By, 34, B2, 33 dépendent de v et Ay, oy,
22, a3 de w. Mais il peat arriver que le plan des
courbes « roule sur un céne; nous prendrons le
sommel du céne a Uorigine
ry= 0, ry= 0, XT3 = 0.
Alors la velation (2) ne contiendra plus que trois
coordonnées et I'équation (1) sera de rang un a droite,



(3)
donc

Bi Ax A
(4) Tr= Bx %y 1’, .

Br @

Enfin le plan des courbe u peut passer par une droite
fixe. Dans ce cas, ci cette droite a pour équation

xy=o0, e =0

la relation (2) ne contient plus que les deux variables
Z,, Xz, 'équation (1) est de rang zéro a droite et les
équations de la surface prennent la forme

(3) = B+ Ay.

Nous sommes ainsi conduits a ranger les surfaces T
en trois catégories, nous aurons ainst les surfaces I
de troisiéme, seconde et premiére espéce. Dans les -
équations précédentes on suppose toujours qu'iln’existe
pas de relation linéaire homogéne a coefficients cons-
tants soit entre les quantités a, soit entre les {3,

Etude des surfaces = de troisiéme espéce.

Les équations de la surfacesont de la forme (3), mais
il reste a4 exprimer que les courbes u sont planes. En
portantles valeurs dezy, 1, x3, 2 danslarelation (2),
on trouve une relation linéaire en By, B,, By, B, 2,
8., Bs et homogéne. En divisant par un déterminant
différent de zéro, cette relation prend laforme

UiBy+ U By 4+ U3 By -+ Ui B+ o ( By, B, B3) = o,

o étant linéaire et homogéne en 3,, 2., ;. Dans
cette relation donnons & « quatre valeurs telles que le
déterminant des coefficients de U,, U., U;, U; soit
différent de zéro, ce qui est possible, puisque le plandes
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courbes u ne roule pas sur un céne, pous pourrons
tirer pour By, B,, B;, B, des valears de la forme

Bi= as;fy—+ by Bo+ ciBs,

les coefficients ax, bx, cx étant des constantes. Alors en
changeant la signification de Ax nous pourrons prendre,
pour équations de la surface X,

o Ai Ay Al
91 %y Ay 2
(A) Tp=|

Br owa 2y

O3 a3 Ay oy

et cette fois les courbes u sont bien planes. La forme
de ces équations nous permet d’énoncer le théorémne
suivanl :

Tutonkmr. — Les courbes planes u= const. qui
engendrent la surface sont homographiques, et la
correspondance homographique est établic par les
courbes conjuguées v = const.

On peutl imaginer par exemple dans un plan P un
point de coordonnées homogénes 3,, 3., B, décrivant
une courbe (). Pour chaque valeur de « on a dans un
plan Py, une transformation homographique de cette
courbe (%). Nous verrons plus loin si cette homo-
graphie peut devenir singuliére poor certaines valeurs
de u.

Pour le moment nous allons chercher les plans P,
et la courbe lieu du sommet des cones circonscrits. On
pourrait se serviv des méthodes indiquées par
M. Darboux pour des questions analogues, je préfére
indiquer une méthode ne dépassant pas le cadre de la
classe de Mathématiques spéciales.
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Equations de la courbe (S). v

Les tangentes aux courbes ¢ rencontrenl cette
courbe. L'une des courbes ¢ a pour équalions

yE=

A

%y

%3

1 "

kD
! a

aly Ay .
! n

%y %y

Or la théorie des déterminants nous donne l'iden-

tité

(6)

Ay
%y
Ao
A3
A

/
Al
'
%y
/
L1
!
X3

1&’/‘.

Si donc on pose

(B)

X,

"
Ak
"
%y
"
%y
"
Xy
AN
Al
"
%y
"
%y
m
A%
"

1

"

%y

Ay
%
%2

x4

"

k

"

1

"

oy
m

23

A, AL A%
! " "
xy Ay %y

! ” m 1

' " "

ay a3 ay

cette identité prend la forme

’
2

'

YEX]| 2 Ly
4

|2 2

qui prouve que
sur la tangente

"
%y
p
1

23

—YEX

TR PR 11
! " ’ !/
22 oy oy | = Xp(agay — 22a}),

, "
@3 23 Ay

le point X, X,, X3, X, se trouve bien
a la courbe décrite par le point y,, ¥,

Y3, ¥4 Il en est de méme pour deux ‘autres courbes ¢
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dont les coordonnées du sommet du céne sont données
par les formules (B).

Plan des courbes u.

Le plan P, d'une courbe « c'est le plan osculateur

de la courbe (),
Y= Ag.

c’est-a-dire de la courbe décrite par le point de coor-
données A,, A., A;, A,. Ceci résulte immédiatement
de la forme des équations de la surface X, le plan oscu-
lateur contenant les trois points de coordonnées Ay,

! ”

ke Mg

Enveloppes des courbes u.

Un point d’une courbe « décrivant une enveloppe
ne peut étre que surla caractéristique du plan P,. Pour
ces points, w et ¢ sont 11és par la relation

2

P % X
!

pz Ly %y | =0,

;93 A3 4’3
que j'écrirai pour abréger
| Bax' | =o.

Pour chaque valeur de « cette velation détermine un
certain nombre de points situés sur la caractéristique
du plan P;,. Soit M I'un de ces points, ses coordonnées
sont fonctions de u et ¢ qui sont eux-mémes liés par la
relation précédente. On peut supposer u et ¢ fonctions
d’un parameétre ¢, on aura

dxy. 0k du oxk dv

dt = ou a’t+ v dt’
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Or pour ce point M, on a

rr=—Ag| Ba'ad" |+ A} Bax" |,
U Akl pa'a” |+ Apl Baa” | AG| paa'l,
ox s

U e ARG |+ AL Fae ],

donc (%t’-‘ est une fonction linéaire et homogéne de Ay,

‘A%, Le point de coordonnées dx, dz, dv; do,
k> k P

dt dt dt “dt
donc dans le plan P, il en est de méme de la tangente
a la courbe décrite par le point M, et comme elle est
dans le plan tangent a la surface elle coincide avec la

est

tangente a la courbe u. Donc tous les points M que
nous avons définis décrivent des courbes tangentes aux
courbes u. Si par exemple, 3,, B., 3; sont des poly-
nomes de degré m en v, c’est-a-dire si les courbes u
sont unicursales et de degré m, on aura m enveloppes.
Pour m = 2, on retrouve les résultats de M. Blutel.
(Annales de I’ Ecole Normale, mai-juin 18go. Voir
aussi la thése de M. Lelieuvre 1894 quis’occupe du cas
d’une courbe plane unicursale se déplacant de telle
sorte qu’elle soit divisée homographiquement par ses
conjuguées. )

Une transformation par polaires réciproques change
une surface X en une surface I et nous montre que le
céne circonscrit @ I roule sur des développables
décrites par les génératrices de contact du cone avec les
plans tangents qu'on peut lui mener par la tangente a
la courbe que décrit le sommet du cone.

Dé finition d’une congruence X.

Dans les équations (A) traitons B, 3., B3 comme
des conslantes et désignons-les par a, b, c; au lieu de
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@y, 23, %3 mettons 2, 3, v, nous aurons les équations |

o Ar Al A}
a 2 o2 N
C = k=1.2,34)
@ =gy ow| Y
O

Dans ces formules, «, b, ¢ sont donc trois constantes
arbitraives et Ay, A,, Ay, A, 2, 3, v des fonctions de .
Pour chaque valeur de u, les points x; qui corres-
pondent aux différentes valeurs a, b, c¢ décrivent un

4y

plan P, et les tangentes aux courbes décrites par ces
points concourent en un point S

A AL A A,/:f

A
(D) X)= .
By B
~ .’/ "/" \I”/

Si «, b, crestent fixes el que w varie, les formules (C)
définissent une courbe ¢, on a donc une congruence
de courbes v et les surfaces de cetle congruence sont
les surfaces X. Il est naturel de chercher quelle peut
ére la surface focale de la congruence X. 1l est évident
que si pour une valeur particuliére de w le point S se
trouve dans le plan P, toutes les courbes de la con-
gruence seronl langentes i ce plan qui formera une des
nappes de la surface focale. La valeur de X; est de la
forme

NXi=MAr+ s Ay A AL —AAY,

ou

“.

1°
Il
™ R
= s
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Jécris que ce point est dans le plan Py, c’est-a-dire

ry, Ty I3 X,
Ay Ay A, A,
Ay AL AL A
Al AL A} A]

Les coefficients de %, )5, Ay sont nuls et il reste

A, A, A; A,
Ay A, A, AL
Al Ay AT AL
AT AT AY AT
ce qui donne : 1° les plans P, stationnaires c’est-a-
dire osculateurs stationnaires de la courbe Ag; 2° les
plans P, pour lesquels A= o0 qui correspondent aux
valeurs de u pour lesquels un point décrivant la courbe

plane x =2, y =, 5 =1 serait un point d'inflexion.
Je vais faire voir que pour ces valeurs de « qui rendent
A nul, toutes les courbes ¢ sont concourantes et con-
courent au point S correspondant. Il suffit de se
reporter 4 I'identité (6) ot I'on tiendra comple du
changement de notations. Ainsi la surface focale se
compose des points qui correspondent a A nul et des
plans P, stationnaires. D’ailleurs il n’existe pas d’autres
points focaux, car si F est un point focal et si S n’est
pas dans le plan P, correspondant, le plan tangenten F
a la surface de la congruence dépendra évidemment du
mode d’assemblage des courbes v. ’

Cas d’homographie singuliére.

Supposons qu'on donne a u une valeur fixe, les for-
mules (C) font correspondre point par point le plan P,
et un plan Q. Dans le premier on a le point z,, x,,



(10)
Zy, x,; dans le deuxié¢me, le point de coordonnées a, b,
¢ homogenes. 11 faut s’assurer que ces formules ((0)

permettent de tirer @, b, ¢ en fonction de trois des
variables z4. Désignons par

o, a a3 a o 2

By L, Bs| ladjointde | B B 81,
’ L

Tr Y2 s T

les équations (C) s’écriront
Tp=—a(Ara;+ A as+ A az)
—_— I)(A[‘pl-‘i— A’k?g-‘f" A’;(‘Sd)
—_ C(Ak‘“—*— A"k""g—f- AZ‘(;;),
ce qui fail quatre équations. Pour qu’on puisse tirer
a, b, c des trois premiéres, par exemple, il faut que

Agay-i- .‘\’1 Ay —+ A/; a3 Algl—{_ A/l ?J-z"f-’ )\’; r@:}
Ang-‘F' A’z p1+ A; p3

Asfi+ Ay P+ AL By

Aga1+ A’.‘,ig—*.— A; A3

Agay+ Ay 2+ Ay

ou
Ay A, A PR
Ay Ay AL x| 8 B
A Ay A

Ayt Al v+ Al
1\2‘{1 -+ A;"{zb:“ A’;T3
As‘(] —+ A\’aYg -+ A’é“’;;

x3
3; | =o.

RE]

Sile second de ces déterminants est nul, son adjoint A

Pest aussi el 'homographie est singuliére. Pour cette
valeurde unous avons vu que les courbes ¢ concouraient
au point S correspondant. Si A 3£ o, ’homographie ne
sera singuli¢re que si les quatre déterminants a trois
lignes du Tableau

A1 _'\1 .Ag A',
T:| Al A, A, A}
Ay A} A} AL

sont nuls a la fois. Or ceci ne peut arriver que pour

Z o
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certaines valeurs particuliéres de u, car nous supposons
évidemment que le point A, Ay, A;, A; décrive une
courbe gauche.

Concrusion. — Ayant choisi les fonctions Ay telles
que le point A, décrive une courbe gauche, et les fonc-
tions «, 8, v telles qu’il n’existe pas entre elles une
relation linéaire et homogéne, les équations d’une
surface T seront données par les formules (C), ou a, b, ¢
sont des fonctions arbitraires d’un paramétre ¢. Cela
revient a choisir arbitrairement la courbe décrite par le
point a, b, ¢ dans le plan ou encore I'une des courbes «
dans le plan P, correspondant.

DEUXIEME SOLUTION.

On arrive aux mémes conclusions en modifiant tres
légérement les formules données par M. Blutel pour le
cas des coniques. Ces formules sont les suivantes :

_ P101+Q10'+ R|
TP+ Qev+R’
L P192+Q29+R2
Y= P orQe+R’
P392+ Q3(’+R3
PolrQo+R

Les fonctions P, Q, R, Py, ..., R;, de la variable u

étant déterminées par les équations

PL_Qp R,
PEO SR
P, Q, R}
PEQoR-D
P, QR
PEQR A

De telle sorte qu’on peut se donner X, Y, Z sommet
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du cone cicconscritet P, Q, R, on auraalors Py, ..., R,
par neuf quadratures. Si je considere les trois courbes P,

Q, R
T:% sx:% \z:%
P R
‘}/=l_’2 ‘y:%:- ’l_y:Fi
. _Ps ‘,_Qs ' _ R
S

les tangentes aux points de ces trois courbes, qui corres-
pondent a4 une méme valeur de w, concourent au point
\, Y, Z. Lacongruence ¥ peut alors s’écrire
aPi+b6Q,—+ cR,
PR Raald < Bl h
\ aP +06Q +cR’
(Il’g—+- bQ2+CR2
al +b6Q +cR’
' . _aPy+bQ3+cRy
7T aP +b6Q +cR

() Dy

Si dans ces formules je donne & « une valeur parti-
culiére, la tangente au point z, y, 5 va passer par X,Y, 7Z
(uelles que soient les valeurs des conslantes a, b, c;
en effet en désignant par D I'expression aP 4+ 6Q +cR,
on a

D2%§=D(0P’+bQ’+cR')X
—(aPi+0Q;+cRy)(aP' +bQ + cR),
ng%-__ (aP' +-bQ +cR)(DX —Duz),
d’ou
XNo-x Y—y 71—z
dr— = dy T ds
du du du

qui e xprime la propriété indiquée. Les formules (C)
sont équivalentes aux formules (C). On peut d’ailleurs



(13)

lesidentifier. Posons par exemple

| A AL A Ao AL AL
By ¥ N
JEN S . 6 SN T AL
a -3 @ 2z A -3
5o S
Tt SO

Nous aurons, en vertu d’une

I'identité (6),

identité analogue &

1 n m
Ay A} AL Al
o o " a2
P! = > (yB — By
1 I ar ” ot [ =
gy B
N o N 4
(G S
et
A, A, A, A
P o o' o P " ,
= ;5 n ” " = (.{As - ASY )‘
A
. o' " N
! 1 T i

On voit de suite quelles valeurs il faudrait prendre
pour P,, ... etVon a bien

I)( x’ . x’

= oo avec X= o

X, et X étant les valeurs de la premiére solution.

Détermination d’'une congruence X quand on donne
la courbe lieu'des sommets S et la développable

enveloppe des plans P, avec la correspondance entre
les sommets et les plans.

Voici la solution avec mes formules. Je me donne
les fonctions Ay et, en outre, les trois fonctions F, F,,
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F, de la variables « telles que

-)—{1':1“; '-\——’=F2 §=F3.

On trouve alors, pour déterminer la fonction a,
'équation différentielle du troisiéme ordre
2 o' o a"
Av—FyA, A —F,A, A —FA] AJ—F A}
Ai—FsA, Ay —FyA, A)— FyA] Aj— FaA7
A FyA, Ay —FiA, AL —F3AL A — F3A7

B et v véritient la méme équation. Je laisse au lecteur

le soin de développer cette méthode; voici celle qu’on
peut déduire des calculs de M. Blutel. Soit

UCe+V,+-We+1=0

le plan P,. On se donne U, V, W, X, Y, Z comme des

fonctions de . 1l s'agit de déterminer P, Q, R,
Py, Ryl
P 3

. . P, P, P
Le plan P, contient le point —Pl: IR ¥ donc

P+ UPy-+ VP + WP; = o.

Dérivons trois fois en u et posons pour abréger
H=UX+VY4+WZ,
K=UX+VY+WZ,
L=U'X+-V"Y + W"Z.

Nous aurons

UP, -+ VP~ WP; - P =0,
UPy+ VP, +WP;+P+PH=o0,
UP +VP,+WP;+PK+P +PH-+PH =o,
U"Py+ V"P3+ W"P3+ P'L
P"++ P"K+P"+H4+2PPH +PH =0
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L’élimination de P, Py, Ps enire ces quatre équa-
tions donne, pour déterminer P, une équation diffé-
rentielle du troisiéme ordre; P une fois connu, les
équations précédeantes donneat Py, P,, P;. On a des
calculs identiques pour Q,, Q., Q;, R,, R,, R;.
L’équation différentielle qui est linéaire et homogene
par rapport & la fonction inconnue et a ses trois dérivées
est d’ailleurs la méme dans les irois cas. Soient donc
P, Q, R trois inlégrales de cetle équation, les valeurs
les plus générales de P, Q, R seront

a P +56,Q+ ¢ R,
02P+ ng—*—CzR,
03P+63Q+03R;

d’ou, pour Py,
a Py~ 56,Q,+¢;Ry;
d'ou, en remplacant dans les formules (C'),

_ a(aiP1+56:Qi+ciR) +b(ayPy+5:Qi+cyRy) + c(a3P1+ 63Q:+c3Ry)

= a(a1P +0,Q1+c R )+b6(aP +6,Q +caR )+c(azP +5;Q +¢;Q )'

ou, avec un changement de notations,

= AP1+ BQ|+CRl
T T AP +-BQ +~CR’

__ AP,+BQ,~+ CR,
Y= AP +BQ L CR
. __ AP; +BQ;+ CRy
T AP +BQ =CR’

)

avectrois constantes A, B, C ou plutét deux constantes,

%, g par exemple. On a donc une seule congruence X.
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Concrusion. — Il résulte de la que le probléme que
nous nous sommes proposé conduit exactement aux
mémes calculs que le probléme analogue dans le cas des
coniques. Toute la difficulté consistera- a résoudre
I'équation différentielle du troisiéme ordre.

Remarque. — Dans un article précédent javais
considéré les surfaces £ dans le cas ou la courbe plane
était indéformable, il fallait donc que cette courbe
admeltte un groupe de transformations homographiques;
on sait qu’il en est bien ainsi pour les courbes trian-
gulaires que jai (rouvées.

Surfaces de deuxiéme espéce.

Je supposerai que le plan P, roule surun cone ayant
son sommet a 'origine.

On trouve facilement, pour la congruence X, les équa-

tions
o A/; II. l
Ia 2 a2
[A] r
(E) x;::—r?—if:—ﬁ%—— (k=1,2,3).
i a  a '
l [) 1. ’

l.e sommel du cine a pour coordonnées

Ar AL A

2 2 !
X, = ] S 2

AN A, A

2 a2

908 3"

v h i

Les plans P, roulent surun cone ayant pour sommet
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Vorigine des coordonnées et contlenant la courbe
-"f'k:Ak (k=l,2.3)-

Avec la méthode de M. Blutel, j’adopterai les
formules
. aPy+ bQ,
\ aP+5Q 1’
aPy+ 50,
aP+6Q+1’

'z aP3+bQ3
| aP+bQ+1’

(E") ty =

avec )
,
}:: = %3: Y,
Ry

Onsedonnealors X, Y, Z sommet du cone puis P, Q;
on a alors Py, Py, Py, Qy, Qa, Q, parsix quadratures.
Le plan P, passe par l'origine et les deux points de
coordonnées Py, Py, Py et Qi Q,, Q.

Les deux points %, %3, [—:73 et %, %, %—3 décrivent
deux courbes donl les tangentes se coupent au point
X,Y,Z. o

Avec ces nolations on peut reprendre les calculs faits
plus haut pour trouver la congruence X quand on
se donne la courbe lieu des sommets des cones et la
développable enveloppe des plans P, avec la corres-
pondance entre les sommets et les plans, c’est-a-dire

X, Y, 7, U, V, W; le plan P, ayant pour équation
Urz+ V_y—i- W.=o.

On trouve alors, pour calculer P et Q, une équation
Ann. de Mathémat., }* série, t. X1II. (Janvier 1913.) 2
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du second ordre linéaire et homogéne par rapport a la

fonction inconnue, et ses deux premiéres dérivées se
ramenant par suite a une équation de Riccati.

Ezemple. — On trouve un exemple intéressant en
partant des surfaces T de révolution. Si le plan P,
roule sur un cone de révolution, S étant lié au plan,
on est ramené & une équation différentielle du type
suivant (Os est I'axe du cdéne) qu'on est certain de’
pouvoir intégrer

s 2u(x—a) , oB(x*—2ax+b)

YT TEe VT (1+ x2)? ry=9o

ou a, B, a sont des constantes et y la fonction in-
connue de 2. On suppose toulefois 2, 3 lides par la

relation
ata =20
ou
g2+
: P3
On peut ramener cette équation a la forme

K
(1+at)?’

yll
Y

e .
qui s’intégre facilement.

Surfaces de premiére espéce.
Généralisation des surfaces de translation.
Ces surfaces ont des équations de la forme
xr= Ar+ By (k=1,2,3,4),

ol les Ay sont des fonctions de u et les By dev. Le
long des courbes « (ou ¢) il existe un céne circonscrit
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a la surface, il resterait a exprimer que les courbes u
sont planes. Pour le moment je garderai ces surfaces
dans toute leur généralité. On a 13 une généralisation
des surfaces de translation. Les surfaces transformées
par polairesréciproques ont é1é étudiées par M. Darboux
au Tome I de la Théorie des Surfaces. Ce sont les
surfaces pour lesquelles il existe deux familles conju-
guées formées exclusivement de courbes planes. Ici les
surfaces que j'étudie sont caractérisées par ce fait
qu’il existe un céne circonscrit le long de toutes les
courbes du systéme conjugué u, ¢. Appelons X, ces
nouvelles surfaces, nous allons en donner une défi-
nition géométrique.

Définition des surfaces %,. — Donnons-nous deux
courbes, 'une A décrite par le point M’

z'= Ay, y'= A, & = Ag,

Ay, Ay, A, étantdes fonctions quelconques de «. L'autre
courbe B sera décrite parle point M”

z" = By, y"=B,, 3" = B3, fonctions de U

Donnons-nous encore deux autres fonctions A, et B,
'une de « I'autre de ¢ et sur la droite M'M” marquons
le point M déterminé par

MM’ A,
MMm” B,

Les coordonnées du point M seront

( ;_: A{B,+ A, B,
A,+ B,

_ A:Bi+A,B,
- A5—|- 34

z = A3B4+ AsB;
A,+ B, -

(2y)

.
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Comme on peut écrire

on voit qu'on a bien les mémes surfaces que celles
définies plus haut.

Les courbes « se correspondent point par point et
cette correspondance est établie au moyen des courbes
conjuguées v. Dans les surfaces de translation les
droites joignant les points correspondants de deux
courbes u sont égales, paralléles et de méme sens;
vretenons cetle propriété que les droites joignant les
points correspondants des courbes u (ou ¢) forment
un cylindre. Comme généralisation je vais démontrer
le théoréme suivant @

Tutorkme. — Dans les surfaces X, les droites qui
joignent les points correspondants de deux courbes
u (ou v) quelconques forment un cdne.

Donnons & « deux valeurs fixes et soient a el a, les
valeurs correspondantes de la fonction A;. Soient M’
et M les positions fixes correspondantes du point M’;
enlin M correspond & une valeurde ¢ qu'on fera varier.
‘On a ainsi deux positions de M : M et M, déterminées

')ill'

MM’ _ a M, M), a,
MM T B, MM T B,
Or
' MM’ M,M" PM, S
Donc
PM  «
Y, =y

«qui prouve que le-point P est fixe.
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D’autre part

MM MM M'M’
a —B, a+B,’
MM} MM M"M;
a; . —B, a,+B,’
PM MM, M'M"
PM, M,M MM - "
Donc
PM  a(a;+B))
PM; - a;(a—f— B,g)
le PM . \
montre que le 1apport P_Mx varie avec o et peut etre une-
fonction arbitraive de cette variable.
M,
]
P

Corollaire. — 1l en résulte facilement que :

1° Trois courbes u sont situées deux a deux sur
trois cones et que les sommels des cones sont en ligne:
droite;

2¢ Quatre courbes u sont deux a deux sur six cOnes
et les six sommets forment les six sommets d’um
quadrilatére complet.
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Surface lieu du sommet des cénes.

Sur la corde M'M, la posmon du pomt P est dé-
finie par I'égalité
PM'  Au(w)
PM; — Au(wr)

si M' et M, correspondent respectivement aux valeurs
u et u,. Cette surface (P) est donc définie d’une fagon
tout & fait analogue a la surface X,, avec cette différence
qu’on se sert d’une seule courbe au liea de deux et
d’une seule fonction A,. Les courbes wu et u, tracent
sur cette surface (P) un systéme conjugué symétrique
et la courbe u = u, est le lieu des sommets des cones
circonscrits & £, le long des courbes u de cette surface.
En tous les points de cette courbe u = u,, les courbes
1 et 1, sont tangentes. Les équations de la surface (P)
sont
(P) A,(u)A.,(u,)—A,,(u)A,(ul)

Ai(uy) — A (w)

pour y et z on change l'indice 1 en 2 ou 3.

Cas particulier des surfaces de premiére espéce.

Je reviens maintenant aux surfaces ¥ de premiére
espéce, c’est-a-dire pour lesquelles le plan des courbes u
passe par une droite fixe Oz, par exemple :

A|+B1 Ag—l— Bz 2 A3+ B3
“K=+B’ JYTATES T ATE,
_ Y s
Mais pour que - dépende de u et pas de ¢, on montre

facilement qu'il faut que B, et B, soient constants et
alors on peut les supposer nuls. Un simple changement
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de notations conduit alors aux formules

oo AiB
- A, + Bg,
_ A.B,

= Ay Bs.

5 = z\gB;+A5B3
- A,+ B,

qui sont les formules (2,) ou I'on fait
B] =0, Bz =o0.,

Il suffit donc de supposer que la courbe (B) décrite
par le point M” soit une droite pouravoir les nouvelles
surfaces. Donc on peut énoncerle théoréme suivant :

Tutorkme. — Des surfaces = de premiére espéce
sont telles que deux courbes planes w se corres-
pondent par homologie. Il en résulte que, si ’une de
ces courbes coupe ’axe Oz en un certain nombre de
points, les autres courbes u passent par les mémes
points.

Remarque. — Pour obtenir les surfaces ¥, aulieu
de poser
MM A,
MM T B,

on pourrait prendre

MM A+ K
MM" ~ B,~K’

k étant une constante. Chaque valeur de 4 donne une
surface, on a ainsi des surfaces qui se correspondent
point par point avec plans tangents paralléles. On
trouve ainsi un cas particulier intéressant du théoréme
suivant, énoncé par M. Darboux au Tome II de la
Théorie des Surfaces:
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Si lon méne @ deux surfaces S et S, des plans
tangents paralléles, la droite qui joint les peints de
contact engendre une congruence dont les dévelop-
pables interceptent sur S et S, un réseau conjugué.

[K'14f]
SUR UN HEXAEDRE PARTICULIER;
Par M. R. BRICARD.

1. Il existe dans le plan deux espéces de quadrila-
Léres ayant leurs cOtés opposés égaux deux a deux : le
parallélogramme et le contre-parallélogramme
(figure formée par les cétés non paralléles et les diago-
nales d'un trapéze isosccle).

Dans I'espace, il existe un hexaédre, le parallélépi-
peéde, dont toutes les faces sont des parallélogrammes.
On peut rechercher, par analogie, s’il existe un
hexaédre dont toutes les faces sont des contre-parallé-
logrammes. Nous allons voir que la réponse est affir-
mative. Donnons, dés maintenant, le nom de contre-
parallélépipéde a I'hexaédre satisfaisant.

2. Soitabeda'b'c’'d’ le schéma d’un contre-parallé-
Iépipede (fig. 1). Les lettres ont été tellement dispo-
sées que deux quelconques des sommels a, b, ¢, d
soient les sommets opposés d’une méme face de I'hexaé-
dre; a', b, ¢/, d' sont les sommets de ['hexaédre res-
peclivement opposés aux premiers.

Par hypothése, le quadrilatere a'cd'd par exemple
est un contre-parallélogramme ; ses diagonales a'd’
et cd sont donc paralléles. De méme, a'c’ est paralléle
a db, el a'd’ est parvalléle & be. Autrement dit, a'd’, a'c’
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et a'd’ sont respectivement paralleles aux codtés du
triangle bcd; ces trois droites sont donc dans un méme
plan, d’ailleurs paralléle au plan du triangle. On verra,
par un raisonnement semblable, que ce dernier plan
contient aussi le point a.

Ainsi, les deux quadrangles abed et a'b'c’'d’ appar-
tiennent respectivement  deux plans paralléles Pet P'.

a’ o

En outre, les cétés du premier quadrangle sont paral-
ltles a ceux du second, deux cOtés paralleles étant
désignés par des “lettres différentes (par exemple ab
et ¢/d’). On voit qu'a trois cotés concourants de 'un
des quadrangles correspondent dans’autre trois colés
formant un triangle. On reconnait 1a les quadrangles
réciproques de la statique graphique.

Pour aller plus loin, faisons une projection ortho-
gonale de I'hexaédre sur le plan P. Le contre-parallé-
logramme a'd &'c restera visiblement tel en projection :
il en résulte que les médiatrices des segments a'b’
et cd (c’est-a-dire les perpendiculaires élevées aux
milieux de ces segments) sont confondues. De méme
les médiatrices des segments a'c’ et db, et celles des
segments a'd’ et bc. Mais les médiatrices des segments
cd, db, be concourent en un point O, centre du cercle
circonscrit au triangle bed. Il résulte immédiatement
de la queles quatre points @', &', ¢’, d’ appartiennent 4 un
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cercle ayant le méme centre O. On verra aussi que le
point a appartient au premier cercle contenant les
points b, ¢, d. En résumé les deux quadrangles abed
et a'b'c'd' sont, en projection sur le plan P, inscrits a
deux cercles concentriques.

Il est facile d’achever. Soient «, 8, ..., ¥/, &' les an-
gles que font les rayons Oa, 0b, ..., Oc/, Od' avec un
axe quelconque Oz. Pour exprimer que le quadrila-
tére a'cb'd ( fig. 2) est un contre-parallélogramme, il

suffit évidemment d’écrire que les deux angles a/'O\b’
et c/O\d ont les mémes bissectrices, ce qui donne
o'+ B'=y-+34.
On aura de méme

al+Y’= (3"("8’
2 ¢ = p+~‘/,
B+ =a=+3,
B+ =a+v,
Y+ 8= P
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On reconnait tout de suite que ces six équations sont
compatibles, et cela établit définitivement Uexis-
tence du contre-parallélépipéde. En résolvant le sys-
téme par rapport a «, B/, ¥/, &, il vient

,  —a+B+v+28
= ————

a

2
. x—fB—4y+3
b=
,_ a+B—y+2
V=

2
a_ a+B4y—38
2
On peut donc se donner arbitrairement les points «,
b, ¢, d sur le cercle C. Les positions des points &', &',
¢, d" sur le cercle C'en résultent. Pratiquement, il
vaul mieux se donner trois points sur le cercle C et
un point sur le cercle C/, par exemple les points a, b, ¢
et d’. On obtient les autres points en utilisant la réci-
procité des deux quadrangles. On aboutit ainsi a la

construction suivante :

Tracer deux cercles concentrigues Cet C'; mar-
quer arbitrairement les points a, b, ¢ sur le pre-
mier et d' sur le second. Construire successivement
les points ¢/, a', d et b', appartenant au cercle C' ou
au cercle G suivant qu’ils sont désignés par des
lettres accentuées ou non, en menant d'c', paral-
léle a ba; d'd, paralléle & be; bd, paralléle a a'c';
c't’, paralléle & ad.

Les points a, b, c, d et ceux qu’on obtient en don-
nant au quadrangle a'b'c'd' une translation quel-
conque perpendiculaire au plan de la figure sont les
sommets d’un contre-parallélépipéde. '



(28)

3. Le contre-parallélépipede jouit de propriétés qui
résultent immédiatement de sa construction. Tout
d’abord, il est évident qu’il estinscrit 4 une sphére. On
voit tout aussi facilement que les douze arétes du po-
lyédre sont réparlies quatre par quatre sur trois hyper-
boloides de révolution autour de I’axe commun des
cercles G et C/, savoir :

H,, contenant les arétes abd’, ba’, cd’, dc';

2, contenant les aréles a ;
H,, L Ll tes ac', ca'y bd , db';
H;, contenant les arétes ad', da’, bc', cb'.

Il existe d’autres hyperboloides attachés au contre-
parallélépipéde. Considérons en effet les deux systémes
de quatre droites

ab, a'b', cd, dc
et
ab’', ba', cd, c'd;

on se rend compte que chaque droite de l'un des sys-

Fig. 3.

temes renconire chaque droite de l'autre systéme (&
distance finie ou infinie). Ces huit droites sont donc a
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un hyperboloide H; oi elles se répartissent en deux
groupes de génératrices de 'un et de l'autre systéeme,
comme le montre le schéma de la figure 3. La confi-
guration des huit sommets forme donc ce que M. Fon-
tené appelle un octuple gauche complet.
L’hyperboloide H, touche les deux plans P et P,
puisqu’il les coupe respectivement suivant les géné-
ratrices ab et cd, a'd’ et ¢'d'. Ces deux plans étant
paralléles, le centre de ’hyperboloide se trouve sur le
plan paralléle et équidistant P”.
Il existe deux hyperboloides analogues :

, . ac, a'c, bd, db'
Hj, contenant les droites , , .
ac', ca', bd, b'd,

et

. ad, a'd, bc, cb',
Hj, contenant les droites %
ad', da', be, b'c,
‘IIs ont aussi leur centre sur le plan P”.

Eofin une propriété intéressante du contre-parallé-
lépipede est relative a la possibilité de sa déformation
avec conservation des longueurs des arétes. En elfet,
le polyédre le plus général de cette nature dépend de
six paramétres de grandeur, a savoir les rayons des
cercles G et C/, les longueurs des segments ab, ac, ad’,
et la valeur de la translation finale qui sert a le
définir. D’autre part, ses douze arétes sont égales
quatre par qualre, ct la connaissance de leurs lon-
gueurs se traduit par trois relations seulement entre
les six paramétres. On voil donc qu’il existe une
triple infinité de contre-parallélépipédes ayant des
arétes de longueurs données.

Il est curienx de constater que le contre-parallé-
lépipede se comporte, au point de la déformabilité,
exactement comme le parallélépipéde.
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[R1a] ) )
CINEMATM¥R D'AEROPLANE ;

Par M. LE LIEUTENANE BALLIF.

Soient deux aéroplanes A et B animés de vitesses
constantes V, et Vy qui se combaitent par le eanon.
‘Admetions que, pour la facilité du tir, ils aient pris
comme régle de manccuvre dée maintenir constant
P’angle de la vitesse de chacun d’eux, avec la droite
qui les joint. Quelles courbes vont décrire ces deux
mobiles?

Il est facile de voir que, si I'on n’ajoute aucune con-
dition particuliére, I'un des mobiles pourra décrire une
courbe arbitraire qui déterminera la trajectoire de
Pautre. En effet, supposons les deux mobiles en Ay B,
avec des vitesses dirigées suivant A,a,, B, ,, et fai-
sons décrire & B une courbe arbitraire tangente a
Byb,. Je dis que A peut s’arranger de fagon a main-
tenir des valeurs constantes aux angles a,A,B=«,
t, By A = 3. En effet, soit B un point infiniment voisin
de B, sur sa trajectoire, la position correspondante A
de A, devra se trouver sur un céne de révolution
d’angle au sommet 3 ayant pour axe Bb, tangente a la
trajectoire en B. D’autre part, il devra se trouver sur
un cone de révolution d’angle au sommet 2a, d'axe AB
et de sommet Ay, et sur une sphére de rayon

VAB,B = K.ByB.
Ve
Ces trois surfaces se coupent généralement, de sorte

qu’on pourra déterminer A et continuer de proche en
proche.
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Pour déterminer dans cette hypothése la trajectoire
de A, il semble naturel d’employer la méthode du
triedre mobile qui fournira trés simplement les équa-
tions du mouvemeant relatif de A par rapport a B.

Fig. 1.

Prenons pour axes Oz, Oy, Oz la tangente, la nor-
male et la binormale & (B), soient z, y, z les coor-
données de A, et @, b, ¢ les cosinus directeurs de sa
vilesse.

Nous aurons larelation

(1) Y24 22= x*tang2 B,

qui exprime que la droite AB fait un angle % avec la
tangente a (B).

Projetons maintenant la vitesse relative de A sur les
lrois axes

=—V|;+(lVA—-qZ,

dx
dt
dy ;
Ti‘t' =b\ Ay
‘_if
dt

=cVpr+quo,
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q est la rotation instantanée du triédre, connue en

fonction du temps.

Ces trois équations, résolues par rapporta a, b, c
nous donnent

a= ﬂ—i—\'—‘— 5)
=@ TRV
_dy 1
b=~ W

¢ = dz z I
—\dt 4 Va
Portons ces valeurs dans les relations

ar+ by +cz

= CO0S 1%,
Veat-+ 0+ ct\/x2+ y*+ 32

a+ b2 cr=1.

Big. o.

4

Nous obtiendrons les deux équations

iiﬁ_*_ ﬂ_*_—dz_:_\'
T Y g TG e

= V, cosa,
v+ 2 2
x4+ Y+ 3

L (dr N (AN (dE N s
()) <“—i? +Vn+(1~> -+ <7{> +(-Ez—q.2‘> = Vj,

(2)
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qui, avec (1), permettraient, si on les intégrait, de
déterminer z, y, z en fonction du temps. Inutile de.
faire remarquer que ces équatlions ne se laissent pas.
intégrer; elles comprennent, en effet, comme cas par-
ticulier, le probléme général des courbes de poursuite:
dont on ne connait pas la solulion, méme dans le
plan. On peut cependant écrire de fagon un peu plus.
simple :

. dar
(2") —d—t—i—VBcospsz cosa, (r=AB);
cette équation donne r en fonction linéaire de temps,
et

(3') (Vpsin?B + VycosacosB + gz)?
/ Ty 2
a+ <m;172§;z§> —+ (% -+ gqr cos >2= Vi
montre que tout se raméne a intégrer une équalion .
différentielle a une seule variable z, du premier
ordre.

Examinons séparément le cas d’un intérét tout parti-
culier ou o =o0; dans ce cas, le mobile A se dirige
constamment vers B. Dans ce cas, on ne peut plus se
donner arbitrairement la courbe (B). En effet, la
droite AB étant constamment tangente a (A) décrit
une surface développable dontI’aréte de rebroussement
est (A). Développons cette surface sur un plan, les
angles seront conservés et nous aurons, comme trans-
formées de (A) et (B) deux courbes (a) et () telles
que les tangentes a (a) fassent un angle constant
avec (b) et que les arcs correspondants sur les deux
courbes soient proportionnels. On sait que cette pro-
priété est caractéristique de la spirale logarithmique.
La courbe (A) est donc une spirale logarithmique
gauchie, c’est-a-dire une courbe ayant méme relation

Ann. de Mathémat., f* série, t. XIIL (Janvier 1913.) 3
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entre l'arc et la courbure que la spirale logarithmique
et une torsion arbitraire, et la courbe (B) est une tra-

Fig. 3.

jectoire 4 angle constant $ des génératrices de la déve-
loppable ayant (A) pour aréte de rebroussement. On
PP y P

Fig. 4.

~a

voit donc que ces courbes dépendent d’une seule fonc-
tion arbitraire, qui est la torsion de (A).
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On se rend facilement compte que le résultat reste le
méme si 'on astreint les vitesses V, et V5 a étre dans
un méme plan. En effet, dans ce cas, les plans tangents .
a la surface réglée engendrée par AB étant confondus
en A et B sont confondus tout le long de cette généra-
trice; donc, la surface engendrée par AB est dévelop-
pable. Le triangle formé par A, B et leurs vitesses se
déplace en restant constamment semblable & lui-méme

Vi
et comme le rapport A

point G doué d’une vitesse constante dirigée sui-

est constant, il existe un

vant AB, et ce point C divise le segment AB dans un
rapport constant. C’est donc ce point G qui décrira
I'aréte de rebroussement, qui sera la spirale logarith-
mique gauchie du probléme précédent, et A et B décri-
ront des trajectoires & angle constant des génératrices
de la développable ayant (C) comme aréte de rebrous-
sement.

Je vais maintenant considérer un cas qui semble
présenter un certain intérét : c’est celui ot les deux
aéroplanes manceuvrent de fagon a avoir des altitudes
égales a chaque instant; c’est ce qui pourra se présen-
ter, car un aéroplane ne consentira jamais, s'il peut
Pempécher, a se laisser dominer par son ennemi. Soient
donc deux mobiles A et B situés dans un plan hori-
zontal et manceuvrant (dans ce plan), de fagcon que
les angles «, 8 soient constants. Clest le probléme
bien connu des deux cuirassés qui combattent de fagon
a se relever réciproquement sous un angle constant, de
telle sorte que leurs piéces, une fois pointées, le
restent pendant toute la durée du combat. La solation
géométrique de ce probléme est connue depuis long-
temps et j’en ai donné une solution analylique dans la
Revue maritime d’octobre 19oy. On trouve facilement
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gue A et B décrivent deux spirales logarithmiques égales
et de méme pdle. Donnons maintenant a toute la
figure une translation perpendiculaire & son plan et de
vitesse constante V';les nouvelles vitesses '

VA=Vo+V Vg = Vg+ V'

seront conslantes et feront avec AB des angles constants
o/fB'. Quant aux trajectoires des points A et B, ce
seront deux hélices tracées sur des cylindres a base
spirale logarithmique.

On peut remarquer que, dans ce mouvement, I'angle
des plans ABV, et ABV, est constant, c’est-a-dire que

Fig. 5.
A B
S ;
Va VBp
} )
! 1
)
|
| |
|
! |
! H
| i
H I
v v
A 1 ’
\ i
Var B

les deux adroplanes restent dans une position relative
complétement fixée au point de vue angulaire.

Ceci nous conduit & nous poser le probléme général
dont ce dernier est un cas particulier : trouver les tra-
jectoires des deux aérvoplanes lorsque leurs vitesses
sont assujetties A faire avec la droite qui les joint des
angles constants et que, de plus, 'angle diédre des
plans passant par leurs vitesses et la droite qui les joint
esl constant également.

‘Pour résoudre ce probléme, il suffit de prendre les
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positions successives AB, A’B/, A”B" de la .droite AB
dans la question précédente et, au lieu de nous
astreindre arendre AB, A’B/, A’ B” paralléles 4 un méme
plan, il faut au contraive faire tourner chaque qua-
drilatére ganche A,B,A, B, , d'un angle arbitraire
autour de A, B,, ce qui introduit dans la solution une
fonction arbitraire.

Mais cetle transformation qui revient a faire tourner
le triedre fondamental et la courbe (hélice sur cylindre

A c B’

a base spirale logarithmique) qui lui est liée, n’est
plus simplement une modification de la torsion, car
elle influe simultanément sur la courbure et la torsion.

Remarques I. — On peut se demander comment on
a été conduit, dans le premier probléme, a examiner le
cas ou l'un des mobiles se dirigeait constamment vers
I'autre, et pourquoi ce cas particulier différe si profon-
dément du cas général. Au point de vue géométrique,
c’est parce que le cone de révolution d’angle au
sommet 2 a qui est une surface dégénére en une droite
qui est une ligne. On le voit également au point de vue
analytique par ce fait que I’équation-

ar+ by +cz
Var+ b4 ¢t /xt+ y?+ 52

= Ccosa

devient
ar+by+cz

vat+ Bt cty/zr+ yr+ 3t

=1

ou
(ax +by + cz)t=(a*+ b2+ c?) (x+y2+ 32).
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Mais, d’apres l'identité de Lagrange

(a4 b2+ c?) (224 y2+ 22) = (Zax)?+ Z(ay — bx)?,
d’otr
(azx+by+cs)2=(axr+by +cz)2+ Z(ay — bx)?,
qui n’est vérifiée que pour
ay —bxr=bs—cy=cxr—ay=o.

de sorte que notre unique équation est remplacée par
les deux autres

a_ b ¢
z ¥y 3
CGORRESPONDANCE.

M. A. de Saint Germain. — Sur les podaires. — Dans le
numéro de juillet 1912, p. 331, M. Barisien signale une pro-
priété simple des podaires : on sait, dit-il, qu'une courbe
fermée (C) a pour propriété d’avoir pour podaires des courbes |
fermées; or, le lieu du point P dont la podaire par rapport
a (C) a une aire donnée est une ellipse qui devient un cercle
lorsque (C) est une courbe & centre. 1l est facile de voir que
le lieu est un cercle dans le cas général.

Prenons des axes rectangulaires dont I'origine est a l'inté-
rieur de (C), on peut regarder cette courbe comme l'enve-
loppe d’une droite représentée par une équation de la forme

acosh + ysinh —p =o;
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I'aire de la podaire d’un point P («, B) est visiblement

N L
U=;f (acosB + Bsinb — p)2 di),
)

U=Z(a+p2)

I 27 27 27 .
+;f pzde_af pcose_pf p sind db.
0 0 0

Les trois derniéres intégrales ont une valeur indépendante
de 2 etdef : si donc U est constant, le point («,f8) a pour
lieu un cercle dont le centre est fixe quelle que soit cette
constante. Lorsque (C) a pour centre l'origine, les deux der-
niéres intégrales s’annulent et ’on retrouve une formule don-
née par M. Barisien.

BIBLIOGRAPHIE.

Lenrsuch pErR ALcEBRA, par M. Heinrich Weber. —
Kleine Ausgabe in einem Bande. 1 vol. in-8 de x-528 p.
Chez Vieweg und Sohn, Braunschweig. Prix: 14 marks.

Le grand Lehrbuch der Algebra, en deux Parties, de
M. H. Weber, est considéré a juste titre comme un Ouvrage
fondamental, auquel doivent se reporter toutes les personnes
soucieuses de se mettre au courant de I’Algébre moderne (1).
Les lecteurs qu'effraierait son étendue verront avec plaisir
I'édition réduite que Pauteur vient de faire paraitre. La
condensation des matiéres y est vraiment digne de remarque.
En cinq cents pages, on est conduit des propriétés élémentaires
des déterminants aux théories de Galois, aux équations de la
division du cercle et a la doctrine des nombres algébriques.
L’étude des idéaux, dont la création a permis aux génies de

(') La premiére Partie a été traduite en frangais par M. J. Griess
(Gauthier-Villars, 1898).
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Kummér et de Dedekind de généraliser les lois de I’Arithmé-
tique élémentaire, est considérée comme une des plus abstraites
qui soient en Mathématiques. L’exposition de M. Weber est
trés claire et aussi simple que le sujet le comporte. Elle

contribuera sans doute a vulgariser cette belle théorie.
R. B.

CERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Montpellier.

EpREUVE ECRITE. — Un hémisphére creux est animé d’un
mouvement de rotation uniforme autour de son are qui
-est fixe; cet axe est vertical, et la concavité de I’hémisphére
-est tournée du cété de la verticale ascendante. Un point
pesant M se meut sans frottement sur lasurface intérieure
de I'hémisphére.

I. Etablir les équations du mouvement relatif du
-potnt M par rapport & U’hémisphére, et indigquer les cir-
constances générales de ce mouvement, les conditions
Initiales étant quelconques.

I1. On suppose qu’a l’époque initiale le mobile parte du
sommet de U’hémisphére, et l'on demande s’il quittera
A’hémisphére.

III. Le point M étant placé, a U’époque initiale, en un
point quelconque de U’hémisphére, peut-on choisir la
vitesse initiale relative de maniére qu’tl décrive un
paralléle? :

EPREUVE PRATIQUE. — Une plaque homogéne et pesante
est limitée par deux triangles équilatérauxr dont l’un est
intérieur a l’autre. Les cotés de ces triangles sont paral-
léles deux a deux. Le cété du triangle extérieur ayant
pour longueur a, la distance de deux cétés paralléles

quelconques est e..
4v3
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On fait osciller cette plaque autour d’un cété du triangle
extérieur; ce cété étant placé horizontalement et maintenu
Sfize. Quelle valeur doit avoir a pour que la durée des
pelites oscillations du pendule composé obtenu ainsi soit
d’une seconde? (Juillét 19112)

EPREUVE ECRITE. — L'extrémité inférieure d’une barre
rigide, homogéne et pesante, est assujettie a glisser sans
Srottement sur une verticale fize, tandis que l'extrémité
supérieure de la barre est reliée a un point fixe de la
méme verticale par un fil sans masse, flexible et inexten-
sible, de méme longueur que la barre. A U’époque initiale,
la barre fait un angle de 6o° avec laverticale ascendante
et tourne autour de cette verticale avec une vitesse angu~
laire donnée.

1° Etablir les équations qui déterminent le mouvement
de la barre et la tension du fil, en supposant que le fil
reste tendu.

2° Vérifier que le fil est tendu au début, et étudier la
suite du mouvement en laissant de coté l’étude de la
tension.

EPREUVE PRATIQUE. — Un Slotteur est constitué par un
cylindre de révolution dont le rayon est2"™et la hauteur 6™,
terminé & sa partie supérieure par un hémisphére de
rayon égal a celut du cylindre, et & sa partie inférieure
par un segment sphérique dont ’azxe coincide avec celui
du cylindre, de hauteur 1*" et de rayon 3. Calculer la
densité du flotteur sachant que, lorsqu’il flotte sur l’eau,
son axe étant vertical, son centre de gravité se trouve sur
la surface libre du liquide. (Novembre 1911.)

Nancy.

EPREUVE ECRITE. — A une sphére homogéne de densité &,
de centre C et de rayon R sont soudées, auzr deux extré-
mités D et E d’un méme diamétre et suivant le prolonge-
ment de ce diamétre, deux tiges homogénes de densité ',
chacune de longueur égale, au rayon de la sphére. Le
solide ainsi formé est pesant.
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Les extrémités A et B de ces deux tiges sont assujetties
a ne pas quitter deux droites gauches fixes données d; et d,
Jormant entre elles un angle de 60° et inclinées toutes
deux de 60" sur I’horizon,

Le centre C est repoussé par le miliew O de la plus
courte distance 0,0,=10 des deux droites d, et dy, pro-
portionnellement a la distance OC. On désignera par u
le rapport du poids total du solide & la répulsion exercée
par O a l'unité de distance.

On donne la position initiale et l’état initial des vitesses
du solide envisagé. On demande d’étudier son mouvement.

Pour fixer les idées, on envisagera en particulier le
cas ou

6 1 v13
&= - & =5, R=-, 0= 1r—.
T 2 2
(Juin 1910.)
EPREUVE ECRITE. — On imprime au tore d’un gyroscope,

dont le centre est fixé relativement & laTerre, une rotation
initiale autour de ’aze de ce tore.

St w est la vitesse angulaire de rotation de la Terre
autour de son axe et n la vitesse angulaire initiale de
rotation du tore autour de son aze, on néglige

w? et 2.
n
L’un des anneaux de suspension du gyroscope est fixé
de facon a obliger l’axe du tore a ne pas quitter un plan
horizontal fixé a la Terre.
Etudier le mouvement de U’axe du tore dans ce plan
horizontal.

On néglige le frottement. (Octobre 1910.)
Paris.
EPREUVE ECRITE. — Un corps solide de masse m peut

tourner librement, sans frottement autour d’un axe
vertical fixe Z'OL; dans ce corps est creusé un canal
rectiligne AOB, de section infiniment petite rencontrant
Uaxel'lL en O et faisant, avec la verticale descendante OZ,
un angle aigu ZOA = a; un point matériel pesant P, de
méme masse m, peut glisser sans frottement dans ce canal.
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Trouver le mouvement du systéme, en supposant d’abord
les conditions initiales quelconques.

Notations. — Prenant deur axes rectangulaires hori-
zontauxr Oz et Oy, on appellera l'angle xOa que fait
le plan vertical BbA a passant par AOB avec le plan L0z,
r le segment OP estimé positivement dans le sens OA, et
mKz? le moment d’inertie du solide par rapport a l’axe OL.

X

Conditions initiales particuliéres. — En appelant 1’ et &'
les dérivées de r et de O par rapport & t, on discutera le
cas ow, a l'instant initial t =o, 0 et r' seraient nuls,
r ayant une valeur donnée ry et 8" une valeur donnée w.
Le segment r va-t- il d’abord en augmentant ou en dimi-
nuant a partir de ry?

Trouver, en particulier, la relation qui doit exister
entre ry et w pour que, dans le mouvement, r reste constant.
Quelle est alors la pression du point P sur le corps solide ?

Nota. — On ne se préoccupera pas de la longueur du
canal AOB.

EPREUVE PRATIQUE. — Etant donnée une demi-sphére
homogeéne de rayon R et de diamétre p limitée par le
grand cercle ABC de centre O.

1° Déterminer les awxes principaux d’inertie et les
moments principaux d’inertie de cette demi-sphére relatifs
au point O;
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2° Calculer la distance 0G du centre de gravité G de la
demi-sphére au point O; '

3° Déterminer les axes et les moments principauzr
d’inertie de la demi-sphére par rapport au point G;

C

AT o B

4" On fait de cette demi-sphére un pendule composé, en
le suspendant autour d’un diamétre AOB de grand cercle
de base. Ce diamétre étant horizontal et fize, calculer la
durée T de loscillation double, infiniment petite (aller
et retour) de ce pendule sous ’action de la pesanteur;

3° Calculer T & i3 de seconde prés, en supposant
(unités C. G. S.)

R =190,
& = 98o0.
(Juillet 1911.)

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2479.

(1911, p. g6.)

Soient E une ellipse d’axes 2a et 2b et ses deux cercles
de Chasles G et C'y concentriques G E et de rayons (a + b)
et(a—b). .

Il existe une infinité de triangles MPQ qui sont inscrits
a-C et circonscrits a E en MP'Q'..

Montrer que :

1° Les normales a E en M'P' Q' sont concourantes et que
le lieu de leur point de concours est le cercle de Chasles C';

"2° Le lieu de l’orthocentre du triangle MPQ est le méme
cercle C';
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3° Les droites MM', PP’, QQ' sont normales a une ellipse

Sixe; :
4° Les droites PQ et P'Q' ont leur point de concours sur

une Kreuzcurve. E.-N. BARISIEN.
) SOLUTION ’
Par M. R. Bouvaisr.

Considérons un cercle G concentrique a une ellipse E dc
centre O. S’il existe un triangle inscrit & C et circonscrita E,
I'une des asympotes de E coupant C en A et A’, les tangentes
a E issues de ces points seront paralléles et perpendiculaires,
c’est-a-dire isotropes. Il en résulte immédiatement que Paxe
radical du cercle . et d’un des foyers F de E sera une corde

commune a G et aux asymptotes de E, L’axe radical de C et

. R2+ ¢
de F coupe le grand axe de E en 4, 02 = —5 g’ une corde

commune 4 G et aux asymptotes de E coupe le grand axe en o
Ra
et Oa' = — s ona donc

R2—2aR +c2=o0
ou
R=a=xb.

Il y a, par suite, une infinité de triangles circonscrits a une
ellipse et inscrits dans 'un de ces cercles de Chasles.

1° et 2°. Etant donné un triangle MPQ, nous allons déterminer
les points de contact avec les cotés de ce triangle de la conique
inscrite ayant pour centre le centre O du cercle C circonscrit au
triangle. Soient p et ¢ les points de C diamétralement opposés
a PetQ, pg coupe MP et MQ en P, et Qy, les droites QP,
et PQ, se coupent en 1, la droite OI coupe pg en m, contact
de pg avec la conique considérée. On a

QM 1Q PP

Q,Q 1P, PM |
et, aussi

1Q mP, Og

IP;, mg 0Q —

d’oll, en remarquant que

I
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cette relation montre que les triangles P¢ P, et MPym sont
semblables; d’oit I'on déduit que Mm est perpendiculaire
sur pq et finalement que la conique considérée touche les
cOtés du triangle MPQ en leurs points d’intersection avec les
droites isotomiques des hauteurs. Les normales en ces points
M/, P', Q' sont donc concourantes en un point H' symétrique
de I'orthocentre H du triangle par rapporta O.

Le cercle conjugué au triangle MPQ est harmoniquement
circonscrit 4 la conique considérée; si p2 est le carré du rayon
de ce cercle, on a donc, en désignant par a et b les axes de

cette conique, oH' = a?+ b2+ (p?); on a aussi
(_)_}—l2=(2p?)+ R2.
R étant le rayon du cercle MPQ, on a par suite
OH’ = »(a?+ b1) — R?

ou, puisque R=a + b, OH =a —b. Le lieu des points H
et H' est donc le ccrcle de centre O et de rayon a — b lorsque
MPQ varie.

3° On sait que si 'on considére un point A d’une ellipse de
centre O, le point A’ correspondant du cercle principal de
cette ellipse, la normale en A et le rayon OA’ se coupent sur
le cercle de centre O et de rayon (a—+-0), a et b étant les axes
de l'ellipse. Cctte propriété permet d’obtenir immédiatement
I'équation de la droite MM’, I'ellipse E étant rapportée a ses
axes. Si, en effet, les coordonnées de M sont (a + b)cosg,
(@ + b)sin ¢, celles du point M'seront — @ cos o, — b sin ¢, la
droite MM’sera

(a+2b)x_(b+2a)_y

- “+ c?=o,
cos sing
elle est normale a I'ellipse
x| 2
9 9 —1=o0.

(a—+2b)2 + (b+12a)?

4 Le point de rencontre des droites PQ, P'Q' est le pole
de MM’ par rapport a l'ellipse E, il décrit par suite la Kreuz-
curve polaire réciproque par rapport a E de la développée de
I'ellipse trouvée plus haut,
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Remarques. — 1° Les hauteurs du triangle MPQ enve-
loppent la développée dc 'ellipse E.

2° Les points MPQ sont sur une hyperbole d’Apollonius de
I'ellipse E, cette hyperbole est I'inverse de la droite OH par
rapport au triangle MPQ, ses asymptotes sont les droites de
Simson des points d’intersection « et § de OH avec le cercle C
par rapport a MPQ. Lorsque MPQ varie, ces droites restent
par suite paralléles aux axes de E.

3° Les points M, P, Q" sont les points de contact d’'une hypo-
cycloide & trois rebroussements tritangents a E. On voit que
le centre de cette hypocycloide décrit un cercle de centre O.

Autres solutions par MM. KLuG et LEMAIRE.

2180.

(1911, p. 96.)
Démontrer la formule
™
v — ™
/ cos?w cos3wy/cos2m dw = —=.
0 8 \/2
E.-N. BARISIEN.

SOLUTION

Par M. R. BouvaIsT.
3

.
j 052w cos3wy/cos2w dw
o

k9

%
=f Vcos2w (1 — 4 sintw) cosw duw,

0
posons
sinw = — sin®,
V2
I'intégrale devient

T

2
f (cos? 28 + 4 cos20 <+ 3) cosa6 db
0

8/

g
B I 1. 2 w
—— 1|20+ —sin46— =sin320 +-2sin20| = —-
8y/2 4 3 o 8y/2
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QUESTIONS.

2200. Soient : ABCD un carré de centre O, M un point
quelconque du cercle circonscrit au carré, E le point ou la
tangente en M au cercle rencontre la diagonale BD. Montrer
que les centres des cercles tritangents au triangle OME sont
chacun sur un des cotés du carré ABCD.

E.-N. Banisien.

2201. Démontrer la relation

T
2 sin*0 cos*0 40

o (@?cos?l - b2sin20)2(atsin?8 + bcos26)?
T

b ¥ sint0 cos*0
=a ‘/‘; (a?sin28 - b2 cos?0) (assin?0 + b6 cosz0)?

E.-N. BARISIEN.

2203. Soient AB un diamétre d’un cercle O et M un point
de la circonférence. Il existe deux paraboles P et Q passant
par A et B et tangentes en M au cercle. Montrer que les axes,
de ces deux paraboles concourent au milieu I de OM.

E.-N. BAmIsieN.

2204. On considére la développable qui est 'enveloppe des
quadriques d’un faisceau tangentiel (surface du huitiéme ordre).
Une des quadriques du faisceau, outre qu’elle est inscrite a la
développable le long d’une biquadratique, a encore avec elle,
comme l'on sait, huit génératrices communes, quatre d'un
systéme, quatre de l'autre. Démontrer que la biquadratique
rencontre I'aréte de rebroussement de la développable (courbe
du douziéme ordre) aux points de contact des génératrices en
question, et est tangente en ces points a cette courbe. En
particulier, chacune des quatre coniques doubles de la déve-
loppable est tangente a I'aréte de rebroussement en quatre de
ses seize points de rebroussement. G. FONTENE.

o ettt SO e
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[M'5Db]

SUR L'HYPOCYCLOIDE A TROIS REBROUSSEMENTS;
Par M. J. LEMAIRE.

Professeur au Lycée Condorcet.

1. Nous nous proposons d’étudier 'hypocycloide
A trols rebroussements par des procédés élémentaires,
en développant seulement les propriétés et démonstra-
tions que nous croyons nouvelles.

Sur un cercle fixe w, de rayon r, soit A un point
fixe; deux points mobiles B et C, partant de A simul-
tanément, se déplacent sur le cercle d’un mouvement
uniforme, le premier dans le sens direct, 'autre dans
le sens inverse, la vitesse du second étant double de
celle du premier : l'enveloppe (H) de la droite BC
est une hypocycloide & trois rebroussements.

Si m est le point commun a deux positions voi-
sines BC et B'C/ de la droite mobile, le triangle B'C m
est isoscele : la limite de m, quand B/ C’ vient coincider
avec BC, est donc le point symétrique de C par rap-
port a B : la droite BC touche son enveloppe au
point M symétrique de G par rapport a B (fig. 1).

Adoptant les unités d’arc et d’angle de la Trigono-
métrie, nous désignerons par 2% la mesure de 'arc AB;
faisant croitre o de zéro a =, nous obtiendrons (H) par
points et tangentes : c’est une courbe fermée tangente
au cercle w en A, A,, A,, sommets d'un triangle équi-
latéral; wA, wA,, wA, sont des axes de symétrie et
des tangentes de rebroussement, les points de rebrous-
sement étant & une distance 37 de w. Le point w, centre

Ann. de Mathémat., §* série, t. XIIL. (Février 1913.) 4
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lernaire, sera dil le centre de la courbe; le cercle
donné, le cercle inscrit ou le cercle tritangent a ’hypo-
cycloide; ces courbes ont leurs convexités opposées.

Fig. 1.

L’hypocycloide n’a pas de point double ordinaire; la
partie du plan qu’elle limite, et qui contient son centre,
est dite région intérieure; loutes les H; (cette notation
désignant toute hypocycloide a trois rebroussements)
sont des courbes semblables.

Dans la définition de (H), on peut remplacer la posi-
tion initiale de la droite mobile, c’est-a-dire la tan-
gente U'U en A au cercle w, par une autre de ses posi-
tions, c’est-a-dire par une corde quelconque.

La courbe est aussi 'enveloppe des droites sur
lesquelles U'U et wA déterminent des segments
ayant leurs milieuz sur le cercle; dans cette défini-
tion, on peut substituer & U'U et wA deux sécantes
rectangulaires BC et CY se coupant sur le cercle; la
courbe est tangente a ces sécantes aux points M et N
symétriques de G par rapport aux seconds points ot
elles coupent le cercle.
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2. Classe et degré de (H). — 1l est manifeste que
la droite mobile passe successivement, au moins une
fois, par tout point du plan; soient BCl'une de ses posi-
tions quand elle passe par un point determiné P, CY la
perpendiculaire en (0 a cette droite (fig 2); par P

Fig. 2.

passent autant de tangentes a (H) que de droites sur
lesquelles CY et BC interceptent un segment ayant son
milieu sur le cercle w: ces droites s’obtiennent en
joignant P aux points ot la perpendiculaire & CP en
son milieu coupe w; il existe donc, outre PBC, au plus
deux autres tangentes PB'C/ et PB’C’, & (H), issues
de P. D’ailleurs, toute tangente PBC faisant avec AB
et U'U un triangle isoscéle ayant sa base sur U'U, on
peut mener une tangente, et une seule, ayant une direc-
tion donnée. Par conséquent (H) est une courbe de
troisiéme classe, bitangente a la droite de Uinfini.

Elle coupe la droite BC aux points pour lesquels les
deux tangentes autres que BC coincident, et en ces
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points seulement, ¢’est-a-dire aux points E et E/ symé-
triques de C par rapport aux traces D et D', sur BC,
des tangentes a4 w perpendiculaires a BC; si d et &'
sont les points on ces tangentes touchent le cercle, les
tangentes 3 (H) en E et E' sont Ed et E'd’; elles sont
rectangulaires et se coupent en Q sur le cercle w et
sur CY.

Nous voyons que, des tangentes issues de Q, deux
sont perpendiculaires; comme il n’existe qu’une seule
tangente perpendiculaire 4 une tangente donnée, le
cercle w est le lieu des sommets des angles droits
circonscrits a (H).

Nous pouvons ainsi énoncer ce théoréme : Toute
corde EE' tangente a (H) est égale & 4r; son milieu
est sur le cercle w, a égale distance de son point de
contact M et du second point C ot elle coupe le
cercle; les tangentes en E et E' sont rectangulaires,
et se coupent en un point Q de w; QC est perpendi-
culaire a EE/, et touche (H) en N, symétrique de C
par rapport a Q. La droite MN, joignant les points
de contact de deux tangentes rectangulaires, est tan-
gente a (H).

Les normales 4 (H) en M, E et E' se coupent au point
symétrique de Q par rapport & B, c’est-a-dire sur le
cercle des rebroussements.

Il existe une normale a (H), et une seule, paralléle
a une tangente donnée CBM : c’est la normale en N;
elle est inversement homothétique de la tangente par
rapport & w, le rapport d’homothétie étant 3. La déve-
loppée de (H) est donc une Hj; inversement homo-
thétique de (H), par rapport & w, dans ce méme
.rapport.

SiwM coupe en v la normale en N, v est le centre de
courbure en N, etl’on verrait trés aisément que le rayon
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de courbure Ny vaut huit fois la distance de w a la
tangente en N; nous trouverons autrement ces résul-
tats.

Toute tangente a (H) coupant la courbe en deux
points, !'hypocycloide est du quatriéme degré,
comme il résulte de la formule de Cayley

dm+i=3n~+r,

ou m désigne le degré, n la classe, ¢ le nombre des
tangentes stalionnaires, r celui des points de rebrous-
sement.

3. Voici d’autres conséquences de la figure 2 : B/
et B’ étant les milieux des deux tangentes PB/C/
et PB"C’, nous pouvons dire que si trois cordes tan-
gentes passent en un méme point P, chacune d’elles
est perpendiculaire a la droite qui joint les milieux
des deux autres.

Le cercle PB'B’, symétrique du cercle w par rapport
a B'B’, lui est égal; donc le cercle qui passe aux mi-
lieux de deux cordes tangentes et en leur point
commun est égal au cercle inscrit dans (H).

Si P se déplace de maniére que 'angle @ de deux
tangentes issues de ce point conserve une valeur
constante, G symétrique de P par rapport &4 B'B’, res-
tant sur le cercle, B'B" reste constant,d’ ot ce théoréme :
Siun angle de grandeur constante se déplace en
s’appuyant par ses deuz c6tés sur une H,, la droite
qui joint les milieux des cordes déterminées par la
courbe sur les cétés a une longueur constante, le
centre du cercle passant au point commun auzx
cordes et en leurs milieuxr décrit un cercle de
centre w. La distance des points ou les c6tés de 'angle
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sont coupés par les tangentes qui leur sont respective-

ment perpendiculaires est aussi constante.
Supposons (fig. 2) que P se déplace sur la tan-

. . P
gente CB, la bissectrice de 'angle B'CB’ reste fixe,

PN :

celle de B'PB’,symétrique de la précédente par rapport
a B'B”, conserve donc une direction invariable. Ainsi,
les deux tangentes a une Hy, issues d’un point mo-
bile d’une tangente fixe, et autres que celle-ci, font
des angles dont les bissectrices ont des directions
fizes; ces directions sont celles des tangentes aux points
ou la tangente fixe coupe la courbe. On en conclut que
la somme des angles de ces tangentes variables avec la
tangente fixe est constante, puis que la somme des
angles de ces trois tangentes avec une droite fixe est
constante.

On étend de suite le théoréme au cas ou le point se
déplace arbitrairement, et 'on a cette importante pro-
position :

La somme des angles que font avec une drotite
JSize les trois tangentes issues d’un point quelconque
est constante.

M. G. Humbert a déduit cette propriété d'un
théoréme sur les courbes ayant tous leurs foyers
a Pinfini, et en a tiré d’intéressantes conséquences
(Nouv. Ann., 1893).

Si la droite fixe est la tangente U'U au sommet A
de I'hypocycloide, et.si nous appelons a, 3, v les angles
des trois tangentes issues d’un point quelconque avec
la direction U'U, nous trouverons, en considérant une
position particuliere du point, A par exemple,

1+§3+*{E§,
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le signe = voulant dire : égale & k~ prés (k entier).

Sous cette forme, le théoréme avait été énoncé par
Laguerre (/Noue. Ann., 1870); sa réciproque est
vraie.

%. Tout point d’'une H, et la tangente en ce point
sont déterminés par 'angle que fait cette tangente avec
la tangente U'U en un sommet; nous pourrons dési-
gner par la notation ¢ la tangente correspondant
a l'angle o, que nous pourrons supposer compris
entre zéro et T.

Nous appellerons tangente adjointe a une tangente
donnée a la tangente o/, différente de a, issue du point
de contact de celle-ci; o et o' sont liés par la relation
(1) 29 + o= 1—_

Si trois tangentes a, 3,y ont un point commun P,
leurs tangentes adjointes o', 3,y ont aussi un point
commun P'; cetle propriélé, commune ia toutes les
courbes de troisiéme classe, peut s’établir comme il
suit : par hypothese, on a

™
a4+ B4+yv= 5
-
2a+a =28+ =2y+ = i;
d’ou
™
o+ B ==

2

par suite, & cause de la réciproque du théoréme de
Laguerre, les tangentes o/, 3/, v/ concourent.
’ g y Py Y
Nous verrons plus tard comment P’ se déduit géomé-
triquement de P.
De la relation (1) résulte que la tangente «' adjointe
q 8 3

i la tangente a, 'est aussi a la tangente (a. -+ E) per-
2
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pendiculaire 3 a«; on retrouve que les tangentes aux

extrémités d’une corde langente sont reclangulaires;

on retrouverait aussi que la troisiéme tangente issue

du point commun a ces tangentes rectangulaires est
D

perpendiculaire a la corde; mais nous verrons plus loin

d’autres applications du théoréme de Laguerre.

5. Revenant & la figure 2, nous observons que le
cercle w, passant au pied C d’une hauteur du
triangle PFG et aux milieux B’ et B’ de deux cotés,
est le cercle des neuf points de ce triangle formé par
la tangente CY et les deux tangentes autres que BC
1ssues de P; le rayon du cercle O circonscrit a ce
triangle égale 27; les autres hauteurs FC” et GC’ sont
aussi tangentes a '’hypocycloide (2); soit H leur point
commun.

Les points de contact, avec (H), des cotés, étant les
symétriques de C, C/, C" par rapport & Q, B’ et B’ res-
pectivement, les normales en ces points concourent au
point K syméirique de H par rapport au centre O du
cercle circonscrit au triangle, c’est-a-dire donné
par oK =—3wH.

Nous étudierons plus loin les triangles circonscrits
tels que PFG et nous verrons en particulier que 'hy-

pocycloide est enveloppe des droites de Simson pour
chacun d’eux.

6. Génération de (H) par roulement d’un cercle.
— Tracons le cercle O tangent en B au cercle w et égal
a ce cercle (fig. 3), 1l passe en M; soit X le cercle de
centre w, de rayon 3r, qui touche O en § sur wBO,
et coupe wA en «; soit, dans le sens direct, R le point
'K

de I tel que : mesure de 2R = 3

» R est un point de
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rebroussement de (H). Nous pouvons supposer o < %,

. .o . —N
© désignant la moitié de la mesure de I'arc AB, el nous
avons

mesure de BR = - mesure de M = g — 2.

1
3

Ces arcs sont donc équivalents, et si le cercle O
roule sur le cercle ¥ de maniére que le point de contact,

Fig. 3.

d’abord en R, se déplace vers «, dans le sens inverse,
le point de O primitivement en R décrit hypocy-
cloide (H), de R vers M. :
Considérant de méme le cercle O’ de rayon 2r tan-
gent intérieurement en G au cercle w et touchant I
en v, nous verrions que ce cercle passe en M, que les
points 3, M, y sont en ligne droite, et que les arcs YM
et YR sont équivalents et ont une longueur double de
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celle des arcs 8M et BR; si le cercle O’ roule sur
de maniére que le point de contact, d’abord en R, se
déplace sur X dans le sens direct, le point de O’ primi-
tivement en R décrit aussi la courbe (H), de R vers M.
Le diameétre MO'M’ enveloppe cette courbe, et le
point M/ la décrit.

7. Développée de (H). — L’arc Ry étant double de
I'arc R, la droite 3y, normale 4 (H) en M, enveloppe
une H, touchant en R le eercle T et tritangente a ce
cercle; le centre de courbure p de (H) en M est symé-
trique de y par rapport a 3; et si wE est la distance
de w 4 la tangente CBM en M, la figure 3 donne

pp _ M3

]
Yy a3 My

-2

Ainsi le point M de (H) et le centre de courbure p.
en ce point sont conjugués par rapport au cercle des
rebroussements T; le rayon de courbure vaut huit fois
la distance de w a la tangente en M; la développée
est une Hy tangente a X aux points de rebrousse-
ment de (H), c’est-a-dire inversement homothétique
de (H) par rapport a v, le rapport d’homothétie
étant 3.

8. Aire de (H). — m désignant le point commun
aux deux positions infiniment voisines BC ev B'C/ de
la droite mobile qui enveloppe (H), nous pouvons
écrire (fig. 1), aux infiniment petits d’ordre supé-
rieur prés,

aire m BB' = %aire m CC'= %aire BB'C’'C.

Si donc B, est le point du cercle w tel que 1@\. = T-;,
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et R le point de rebroussement de (H) correspondant

2
aire AB,;R = 36”—,

d’ou il suit que ’aire de la courbe est double de I’ aire
du cercle inscrit.

Longueur de (H). — Soient 2¢ et 2(o + Agp) les
mesures des arcs AB et AB’, o pouvant étre sup-
posé << %, et Ao > o0; D, D'les traces de BC et B C/
sur U'U, M et M’ les points de contact de ces tan-
gentes (fig. 1), m leur point commun; on a sans
pelne

BD < BM < Bm, et B'D'<B'm<BM,

ce qui montre que la convexité de la courbe est bien
opposée a celle du cercle, et I'on obtient

mM = 4rsinAe cos(3 9 + Ag),
mM' = 4rsindo cos(39 + 249),

mM = mM’ aux infiniment petits du second ordre
prés, et I'on a avec la méme approximation

" arc MM'=2mM = 8rsinA¢ cos(3¢ + Ag),
ou - '

«la

arc AR = Srf cos3 o do = 8_3'.
1]

La longueur de la courbe (H) est donc égale
a 16r.

Autrement : si R’ est le centre de courbure en A,
comme le rayon de courbure en R est nul, I'arc RR' de
la développée équivaut au rayon de courbure en A,
c’est-a-dire a 87, et 'arc AR de (H), qui vaut le tiers
8r

du précédent, a pour longueur 3
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9. Parabole osculatrice. — Une parabole et une H,
ont six tangentes communes, la droite de linfini
comptant pour deux; la parabole osculatrice en M
est la parabole II pour laquelle les tangentes com-
munes & distance finie coincident avec la tangente
a (H) en M; elle est la limite de la parabole II' tan-
gente en M et M' & mM et mM' (fig. 1); la mé-
diane m L de m MM’ donne la direction des diamétres
de I'; posant

~ A
2= LmM. 2= LmM,

nous avous
sina’ _ mM

- — T a?
sinx mM'

d’ou nous déduisons, en tenant compte des expressions

de mM, mM' (8),

Pa—
tang

2 3Aq
————— =tang (3¢ + -—2——> tang

- il 4
tang

faid

-
2

ou, en remarquant que

o+ a' k) A¢
T -z,

2 2 2

a'—a__tan o +3A§o>
2 e )

tang

d’ou

“ma_z__;_a =39+ km (k entier)

et facilement

. T
hmm:;—&p.

Nous concluons de la que le diamétre MZ de 1 est
paralléle @ »C. Construisons la directrice : cette
parabole ayant méme centre de courbure p que (H)
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au point M, si nous prolongeons pM d’une lon-

gueur M p/ = ﬂ;& (fig. 4), u' est sur la directrice de II.

Fig. 4.
M, w
A
F
M G
[ E
-
z
w
t.l.

Comme My'= 4wE, wE distance de » a la tan-
gente MBGC, p’ est sur Cw; la directrice A est la per-
pendiculaire en ce point 4 Cw.

Si CM, est la tangente a (H) perpendiculaire a CM,
la projection F de u' sur MM, est le point ou cette
droite touche (H); u’ est le point de concours des
normales en M, M, et F.

La tangente en M & II coupant la directrice en G,
et MM, étant symétrique du diametre MZ par rapport
a la tangente, le foyer de II est la projection F' de G
sur MM,.

#'F et GF' sont paralleles a la médiane du triangle
rectangle p'MG issue de M, donc MF' = MF, et I'on a
ce théoréme énoncé par Laguerre (Vouv. Ann., 1870):
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S¢ F est le point o une Ry est touchée par la tan-
gente adjointe & la tangente en M, le symétrique ¥’
de F par rapport & M est le foyer de la parabole
qui a en M un contact du troisiéme ordre avec U hy-
pocycloide.

Nous venons de voir aussi que ce foyer F' est la
projection, sur la tangente MF, du milieu p" du
rayon de courbure; le symétrigue de ce milieu,
par rapport & M, est sur le cercle des rebrousse-
ments I, et la tangente en ce point & ce cercle est la
directrice de la parabole.

Enoncons aussi ces propriétés faciles a obtenir :
les paraboles osculatrices aux extrémités d’une
corde tangente ont méme directrice; leur corde
commune touche l'hypocycloide; la distance de
leurs foyers est égale a 8r; ces foyers et celui de
la parabole osculatrice au point de contact F de
la corde déterminent; un cercle qui passe au
deuxiéme point ok l'autre tangente issue de F
. coupe U'hypocycloide.

HyPoCYCLOIDE A TROIS REBROUSSEMENTS CONSIDEREE
COMME ENVELOPPE DES DROITES DE SIMSON D’UN TRIANGLE.

10. Soit M un point du cercle O circonscrit & un
triangle ABC; 2, B3, y ses projections sur les cotés; A la
droite qui joint ces points; H orthocentre du triangle,
A’, B, C' les milieux des cotés; D, E, F les pieds des
hauteurs; le milieu N de HM est sur A; il est aussi le
milieu du segment aa” déterminé sur A par BC et la
hauteur correspondante, et des segments analogues 28"
et yvY". Ce point N est sur le cercle des neuf points,
dont nous appellerons w le centre.

Réciproquement, la droite qui passe en N, et qui
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coupe BC et AD en des points équidistants de N, étant
unique, est sa’, c’est-a-dire la droite de Simson rela-
tive 8 M; nous sommes ramenés 3 un mode de généra-
tion de I'hypocycloide (1) : A enveloppe une Hy tri-
tangente au cercle des neuf points du triangle.
Cette courbe touche les cétés et les hauteurs du
triangle : les cotés aux points A,, By, C;, symétriques
des pieds des hauteurs par rapport aux milieux des
cbtés auxquels ils appartiennent; les hauteurs aux
points A', B}, C| symétriques des pieds des hauteurs
par rapport aux milieux @, b,c de HA, HB, HC ( fig. 5).

Fig. 5.

oL 'G‘ K'I

7.t

A ; A,

ah
A f L K
NN
'S > X
Az
B, '

a, K

Ay A, parallele 4 A'a et a OA, est tangente & ’hypo-
cycloide; de méme B, B et C,C'.

Les sommets de 'hypocycloide, ¢’est-a-dire les points
ou elle touche le cercle des neuf points du triangle,
sont les points situés au tiers des arcs A’'D, B'E, C'F,
& partir des milieux des cotés.

1. Une H; quelconque peut d’ une infinité de ma-
nieres étre considérée comme Uenveloppe des droites
de Simson d’un triangle : soit en effet une hypocy-
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cloide (H), considérons un triangle quelconque ayant
un cercle des neuf points égal au cercleinscritdans (H);
Penveloppe des droites de Simson de ce triangle est
une H; égale & (H); si 'on fait coincider ces deux
courbes, le triangle auxiliaire devient un triangle cir-
conscrit & (H), dont cette hypocycloide est précisé-
ment 'enveloppe des droites de Simson. Nous appelle-
rons ces trianglesles triangles T de ’hypocycloide (H) :
leurs cercles circonscrits sont tous égauz, leurs cotés
et leurs hauteurs sont tangents & (H), ils ont tous
pour cercle des neuf points le cercle tritangent
a (H).

Ce mode de génération permettrait de retrouver les
propriétés principales de 'hypocycloide; en particu-
lier, on verrait que la somme des angles que font,
avec un cé6té BG d’un triangle, les deux droites de
Simson passant par un point de ce cdlé, est indépen-
dante de ce point, d’ou I'on déduirait le théoreme

de M. G. Humbert (3).

12. UneHjtangente aux cotés et & une hauteur AD
d’un triangle ABC touche les deux autres hauteurs,
et le triangle est pour cette courbe un triangle T :
Si BE' est la troisieme tangente issue de B, on a,
d’apres le théoréme de M. Humbert, CX élant le pro-
longement de BC,

PN S AN\ AN N
ACX — ABX +ADX = ABC + E'BX,
d’on .
N\ P
E'BX = P G,

A, B, C désignant les mesures en radians des angles
du triangle. Donc BE' coincide avec la hauteur BE,
et I'hypocycloide est bien tangente aux deux autres
hauteurs du triangle.
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[enveloppe des droites de Simson de ABC a alors
méme cercle inscrit que cette Hy, car celui de cette
courbe passe en D, E, F, sommets ‘d’angles droits
circonscrits, mémes points de contact avec les cotés
ct avec le cercle inscrit; cette en\'eloppe coincide donc
avec la courbe donnée, pour laquelle ABC est bien
alors un triangle T : ainsi tout triangle circonscrit
4 une Hj, dont unc.hauteur touche la courbe, est un
triangle T; nous avons déja rencontré de tels
triangles (3). ‘ '

I suffit done, powr obtenir un triangleT, de mener
d'un point trois tangentes & I'hypocycloide et d’ad-
joindre a deux d’entre elles la tangente perpendiculaire
a la troisitme; 1l existe trois triangles T : ABC, ABH,
ACH, ayant un sommet en \. Si A est intérieur au
cercle tritangent, ces trois Iriangles sont obtusangles:
s'tl est extérieur, un est aculangle; s’il estsur le cercle,
deux des triangles se réduisent a des segments de droite,
et le troisitme, qui est reclangle, a ses sommets autres
que A sur la courbe.

On peut encore observer qu'un triangle T est acu-
tangle, rectangle ou obtusangle, suivant que son ortho-
centre H est intérieur au cercle circonscrit O, est surce
cercle ou extérieur, c’est-a-dire suivant que OH : 2r,
r désignant le rayvon du cercle w inscrit dans hypo-
cycloide; ou suivant que Owér, c’est-a-dive suivant
que le centre du cercle circonscrit au triangle T
est intérieur au cercle inscrit dans I hypocycloide,
est sur ce cercle ou extérieur.

Du théoréme de Laguerve (3) et de ce qui précede
il résulte que :

Pour que trois tangentes a, 3, v forment un
wriangle 'V, il faut et il suffit que o435 4+v=
(a k= prés, k entier).

)

Ann. de Mathémat., 't série, t. X111 (Février 1913.) 2
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13. Si un point A se déplace sur une tangente
fixe AD, les deux autres tangentes issues de A forment
avec la tangente X'DX perpendiculaire a AD ( fig. 5)
un triangle T, dont le cété BC a son milien A’ fize sur
le cercle o inscrit dans 'hypocycloide, puisque w est .
le cercle des neaf points de ABC. AO, paralléle 4 aw,

a une direction fixe; comme BAD :/()AC, la bissec-

. N :
trice de U'angle BAG, quand A se déplace sur AD,
a une direction invariable.

I.a considération des triangles T conduit & une foule
d’autres propriétés, dont nous donnerons les princi-
pales.

14. Tout point H intérieur a une Hyest'orthocentre
d'un triangle T formé par les tangentes perpendicu-
laires aux tangenles issues du point, el est intérieur au
triangle ayant pour sommets les points de contact des
tangentes; on en conclut que tout cercle de rayon »r
ayant son centre O & lintérienr d'une Hjy est cir-
conscrit & un triangle T et un seul.

La figure (3) donne :

A, =AD, HB,=BL UG, =CF,
HA',.BC = HB|.CA = HC,.AB,

d'on

HA/ sin (,F, — 1B, sin %, HA, = HC,sin A| 1B

Done, sé d’un point on méne les tangentes cc une Hy,

les produits obtenus en multipliant la distance du
point, au point de contact de chagque tangente, par
le sinus de Uangle des deux autres tangentes, sont
égaur.

15. Les normales a une Hy auzx points Ay, By, C,
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ot elle touche les cotés d'un triangle I concou-
rent en K, point de HoO tel que OK =— OH,
ou wK =—3wH; nous élablivons plus loin la réci-
proque.

De méme les normales aux points A, B, C, ou la
courhe touche le coté BC, et les hauteurs BE ct CF,
concourent au point K’ de wA tel que oK' =— 30A,
car HBC est un triangle T ayant A pour orthocentre.
K" et K” désignant les deux autres points analogues,
le triangle K'K"K" est inversement homothétique, dans
le rapport 3, du triangle ABC, par rapport au centre o
de 'hypocycloide; K est orthocentre de ce triangle.

Le centre de gravité G de ABC est sur HO, et I'on
awH=— 3G, de sorte que H est le centre de gra-
vité de K'K”K”. On a donc ce théoréme :

Si d un point H on méne les tangentes « une H,
les normales aux points de contact forment un
triangle dont le cercle circonscrit a pour rayon 6r;
le centre de gravité de ce triangle est le point H;
son orthocentre est le pornt K de Hw donné par

|

—3wll.

e
=
i

16. Tracons le cercle HB, G| qui coupe HA', en «,,
projection de K/ sur HA |, et qui passe en K'; H ¢tant
le centre de gravité de K'K"K", on a Ha, = — 2 HA\;
et puisque K'a, est parvallele & K'K”, le faisceau
(K, @, HB| () est harmonique; de la ce théoréme
énoncé par Laguerre (Nowue. Ann., 1870): 8¢ d’un
point H on méne a une Hy trois tangentes dont les
points de contact sont A, B, C, et st sur HA' on
prend «, tel gque Ha,=— 2H\, les points a,, H,

B\, C, appartiennent & un cercle qu’ils divisent
harmoniquement.
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Ce théoréme, qu’on pouvait déduire de la propriété
établie au n° 14, permet de construire une H; tan-
gente & deux droites données en deux points donnés.
Il montre aussi que les points de contact des tan-
gentes réelles issues d’un point ne peuvent étre en
ligne drotte.

Concevons que H soit sur la courbe, denx des points
de contact, B el C| par exemple, coincident avec H,
le cercle HB' (| devient le cercle décrit sur le rayon
de courbure en H comme diamétre; ce cercle inter-
cepte, d’aprés le théoréme ci-dessus, sur HA| la
corde Ha, telle que Hay=— 'zl_l:—('1 ;
ainsi que le cercle de courbure en H détermine, sur
la deuzxiéme tangente issue de H, une corde qua-
druple de W\, et de sens contraire (9).

nous retrouvons

- . o
ll I‘ﬂ ‘Iglll‘(} J donne cneore

N
HB, BE AB _ sinCC _ sinBHD
mo, —CF ~ AC T sinB

N7
sin CHD

1A est donc le prolongement de la symédiane
de HB,C| partant de H : Chaque tangente menée
d'un point & une Hy a une direction opposée a celle
de la symédiane partant de ce point dans le triangle
ayant pour sommets le point donné et les points /e
contact des deux autres tangentes.

Prenons maintenant sur HB| et HC| deux point- B,

ct Gy tels que
HB{.HB, = HC|.HC,,

HA', symédiane pour le triangle HB| C|, est médiane
pour HB,C,; d'ot ce théoréme signalé par M. G. Hum-
beet (Noue. Ann., 1893) : Si sur les trois 1on-
gentes issues de H on prend des points Ay, B,. €,
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tels que HA,.HA|=HB,.HB|,=HC,.HC,, le point H
-est le centre de gravité du triangle A,B,C,.

18. Nous avons déja vu que les tangentes adjointes
de trois tangentes concourantes ont un poinl commun :
les tangentes adjointes des tangentes issues de I,
c'est-a-dire A, A, B,B|, C,C| passent donc en un
méme point P, que nous appellerons le point adjoint
de H; tout point P est le point adjoint de quatre
points A, B, C, H, sommets de quatre triangles T.

A, A, parallele 2 OA et a A’wa, est perpendiculaire
a EF, et, A’ étant le milieu de DA, est syméirique, par
rapport & w, de la hauteur du triangle DEF issuede D;
par suite P est le point symétrique, par rapport a v,
de Uorthocentre de DEF.

Les bissecirices desangles formés par B,PB| et G, PC|
élant paralléles aux tangentes en A, et A\, nous avons
cette proposition : les bissectrices des angles formés
par les tangentes issues d'un point P sont paral-
léles aux cotés et aux hauteurs d'un triangle T
dont les sommets et 'orthocentre ont P pour point
adjoint.

19. Si 23y est lu droite de Simson de M ( fig. 5),
le centre O, du cercle ABy est le milieu de AM et se
trouve sur le cercle de diamétre AO; 'orthocentre H,
de ARy est sur la syméirique de AO, par rapport a la

AH , \
bissectrice de A, Wl est égal a la valeur absolué

AHH, ¢t AOO, soul inverse-

de acosA, comme AO’ .

ment semblables, H, appartient au cercle de dia-
métre AH dont le centre a est sur le cercle w; on peut
énoncer ce théoreme : Deux tangentes fizxes AB et AC
d’une H; étant coupées par une tangente variable
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en v et 3, le lieu du centre du cercle ARy est un
cercle égal au cercle tritangent et ayant AO pour
diamétre, O étant le centre du cercle circonscrit
au triangle T, ABC, dont deux cités appartiennent
auzx deux premiéres tangentes. Le lieu de l'ortho-
centre de ARy est le cercle de diameétre AH, H ortho-
centre de \BC; le centre de-ce cercle est sur le cercle
(ritangent.

20. Des propriétés des triangles T, on déduit encore
aisément que les cercles tangents en A a la tan-
gente \A\| el passant respeclivement aux points de
contact B, et C, des autres tangentes sont égaux;
leur diaméire est égal au segment BC déterminé
par AB, et AC, sur la tangente perpendiculaire a AA.

Elles permettraient de retrouver la construction du
cenlre de courbure en un point et de la parabole oscu-
latrice : considérons en effet un triangle T ayant un
angle obtus A, et touchant BC en A\, et AC en M; le
cercle tangent en M a AC, et passant en A, a pour
limite le cercle osculatecur en M quand, la tangente
en M restant lixe, le point C vient coincider avec M;
dans les mémes conditions la parabole touchant AC
et BC en M et A, devient la parabole qui a en M un
contact du troisiéme ordre avec hypocycloide; cette
remarque conduit sans peine aux résultats connus.

Enfin, en exprimant les divers éléments de la figure 5
en fonction de r et des angles «, 3, v que font avec U'U
les cotés du triaugle ABC, on aurait des formules d’ou
Pon déduirait diverses conséquences.

DRroiTES pi SIMSON GENERALISEES.

21. Enoncons d’abord les propriétés suivantes ana-
logues a celles des droites de Simson :
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I. AX, BY, CZ étant des droiles qui font, avec les
directions BC, CA, AB des cétés d'un triangle, un
méme angle §, compté positivement dans le sens direct
a partir des cotés, les projections 2, 3, v, sur les cotés,
parallelement a ces droites, d’'un point M du cercle
circonscrit O appartiennent 4 une méme droite, que
nous nommerons la droite A(6) du point M; §est com-
pris entre zéro et =.

. o/, 3, ~" étant les seconds points ou Mo, M3, M~

[ p ) b i
coupent la circonférence, les droites Aa', B3/, C+' sont
parvalleles a A(H); donc, 6 étant donné, il existe une
droite A(8), et une scule, de direction donnée.

HI. Les droites relatives a deux poimts M ct M, font

<N
un angle égal & MAM,; 4 deux points diamétralement

opposés correspondent deux droiles rectangulaires,
dont le point commun décrit une circonférence.

IV. Par un point o de BC passent deux droites A(4),
qui coiucident si o vient en G ou G/, traces sur BC des



(72)
tangentcs au cercle O paralleles 8 AN on a
21

GG = sinf’

R rayon du uercl(_: (fig. 6).
V. Ma, M3, M~ font, avec MA, MB, MC respce-

tivemient, des angles ayant méme bissectrice.

V1. Etant donnés un triangle ABC et une transver—
sale a3v, il existe un point M du cercle circonscerit, et
un seul, pour lequel la droite est une A(6) : il s’obtient
en menant la corde \a' paralléle a la droite, et joi-
gnant o'a: c'est le foyer de la parabole inscrite an
triangle et tangente a la transversale.

-

22. Lnveloppe des droites A(B). —- Etant donnés
un triangle ABG et 23+ la droite A(Y) relative a un
point M du cercle circonscric O, il existe un
triangle AB G, ayant ses sommets B, et G, sur AB
et AG, pour lequel A(W) est une droite de Simson
ordinaire; § restant constant, ce triangle est invu-
riable quand N parcourt le cercle O, d’oi il suit
qualors A(B) enceloppe wune Hy.

e}

Soit My le point gui se projette en 3 et vosur AG
et A\B (fig. 607 \3M~ et A3M,~ étant inscriptibles,
. < ‘ ‘
les points A\, M, My, 3, + sont sur le cercle de dia-
metre \M,

AM AM, !

= \M, o _ = ——

AM sinf

sin A3 M

[ ]

. <N PN
Comme de plus MAM, =M23M,= > — § (G estsup-

N

posé aigu), le lien de M, quand M parcourt le cercle O,
est un cercle O, obtenu en faisant tourner, dans le sens
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direct, d’un angle (—‘- —-—0), un cercle homothétique
l :

de O, par rapport a A, dans le rapport oo le centre O,

est sur la perpendiculairc'en O au diametre AOX/ du

. . ’/\‘ ™~ .
cercle circonscrit, et 'ona OAOQ, = 5= §, dans le sens
direct & partir de AO.

Le cercle O, coupe AB et AC en B, et C, : toute
droite A(6) relative a ABC, 8 conservant la méme
valeur, est une droite de Simson relative a AB,C,,
el réciproquement; M parcourant le cercle O,
A(6) enveloppe donc une Hy tangente a AB,, AC,,
B, C,, tangente par suite aux trois cdtés du triangle
primitif ABC, ce qu’on pouvait voir de suite. AX, BY,
CZ, qui sont des A(f) particuliéres, sont tangentes
a cette Hy, et 'on peut vérifier que B, C, est perpendi-
culaire a \X. Le triangle AB,C, est un triangle T
pour Uenceloppe de A(8): ces résultats s’appliquent
quand § est obtus.

Toute H, pewt étre considérée, incersement,
comme ’enveloppe des droites A(8) relatices a un
triangle quelconque qui lui est circonscrit; une
tangenie arbitraire, autre que les cotés du triangle,
détermine .

Il résulte de li que quatre tangentes déterminent
une H,.

23. Les troisitmes tangentes issues des sommets
de ABC érant AX, BY, CZ, le triangle A'B'€C’ qu’elles
forment a ses angles égaux a ceux de ABC. d'ou ce
théoreme : Sié des sommets d’un triangle circonscrit
a une Hyon méne les autres tangentes, leurs angles
avec les co1és opposés ont une méme valeur 4, et for-
ment un triangle semblable «w premier.
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Le rapport de similitude du second triangle A’B'C’
au premier ABC vaut 2cosf; 'orthocentre du premier
est le centre du cercle circonscrit au second; les pro-
jéctions des cotés du premier sur les cOtés correspon-
dants du second sonl égales a la moitié de ceux-ct.

Ce théoréme, qui permettrait de retronver celui du
n® 3, a été établi autrement par M. G. Humbert,
qui a appelé A'B'C’ le triangle déricé du premier, et
a démontré d’intéressantes propriétés des triangles
dérivés successifs d’un triangle donné (Nouwv. Ann.,
1893).

Nous nommerons triangle T(§) d'une H; tout
triangle circonscrit pour lequel cette courbe est'enve-
loppe des droites A(4) : la somme des angles des cOtés
d’un tel triangle, avec la tangente U'U a la courbe en

un de ses sommets, esl égale a (3 — 9>, a kw prés; et
2
réciproquement tout triangle circonscrit pour lequel

™ .
cetle somme vaut (; — 9) est un triangle T(8).
)

) étant donné, un point A intérieur a une Hy est un
sommel de trois triangles T(f); les cotés opposés a ce
sommet forment un triangle T (39).

24. Points de contact des cotés de ABC avec Uenve-
loppe de A(§). — La corde CP étant paralléle a BY,
et A, étant la projection de P sur BC, faite paralléle-
ment & AX, la droite A(§) de P est BC qui touche
I'enveloppe en A,; les triangles semblables PA,C
ct PAB, PA, B et PAC, donnent

A, C PC A B PB
AB T PA’ AC T PA’
d'ou
AB ACPB bsin6—G)

AC T ABPC ~ csin(b+B)’
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a, b, ¢ désignant les cotés du triangle; on s’assure que

AB_ bsin(6—C)
A,C csin(b+B)’

B, et G, étant les points de contact de CA et AD,

pour que AA, BB,, CC, concourent, il faul et il suffit
que
sin(6 — C)sin(0 — A)sin(6 —B)
sin(8 + B)sin(h +— C)sin(6+ \)

=1

ou

(tangh —tang A) (tang 0 — tang B) (tangh — tangC) .
(tang0 = tang A) (tangl + tang B) (tangh + tangC) ~ =’

relation vérifiée seulement pour § :—_)- pour que A\,
BB,, CC, concourent, il faut et il suffit que ABC soit
un triangle T.

Un calcul simple monire que, pour que \,, By, C,
soient en ligne droite, il faut et il suffit que

1
ang ) = —
tang \/ cosA cosBcosC.’

d’ott I'on conclut que les tangentes a une Hy en trois
points en ligne droite forment un triangle obtus-

angle.

Remarquons que si A, est le deuxiéme point ot P\,
coupe le cercle O, AA, A\ X est un parallélogramme,
d’ol la construction immédiate de A, si § est connu,
ou de I'angle 6 si \, est donné.

25. La droite BC coupe I'enveloppe des droites A(f)
aux points G et G’ (21); GG’ étant une corde tangente
est égale a 47, r rayon du cercle tritangent a I’ h)pom-
<loide; par suite : R = 27 sinf est la relation qui lie 7,
4 et le rayon R du cercle circonscrit a un triangle
«quelconque T ().
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Le milieu @' de GG/, projection de O sur BC faite
parallelement & AX, appartient au cercle tritangent w;
de méme les points & et ¢/, projections de O sur CA
et AB, faites parallelement & BY et a C7.

Le wiangle «'d'c’, dont les cotés sont perpendicu-
laires a AX, BY, CZ (3), peut sc déduire du
triangle \'B'C’ ayant ses sommets aux milieux des
cotés de ABC, par une homothétic et une rota-

7]

~

. /7 . .
tion ( —9) dans le sens inverse. opposé au sens

de §; a'b' ¢’ est semblable & A/B/C', dans le rapport

O 1
Ov g (7

Le centre o de Uhypocyeloide, centre du cercle
' b'c’, est homologue, dans la transformation ci-dessus,

Fig. 7.

du centre Q du cercle \'B'C'; wQO est rectangle

en Q; wO fait avee wQ, dans le sens direct, 'angle 8,
ot % = -5-'—:-‘—0 Comnre Q est le milieu de OH, on a
aussi ©O =wH. On peut énoncer l¢ théoréme sui-
vant : Les milieux des cordes d’une Wy qui forment

un triangle 'T(9) sont les sommets " un triangle

. I .
sem 4 4 " 21, S (e ra o —
semblable au premier, dans le rappor oy Ol g
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a.ses cotés perpendiculaires aux cités du triangle
dérivé du premier. Le centre de la courbe est équi-
distant de Uorthocentre H du triangle donné et du
centre O du cercle circonscrit.

On en conclut que le lieu des centres des Hy tan-
gentes aux cétés d’un triangle est la perpendicu-
laire a OH en son milieu.

26. Soit un triangle T(6), ABC, le rayon Rk du cercle
circonscrit est égal en valeur absolue & 217 coss, o dési-
gnant la somme des angles de ses cotés aveec U'U:
si A'B'C’ est le triangle circonscrit T(6") dont les cotés
sont perpendiculaires & ceux du premier, on a pour
ce triangle ¢’ s 7 ;, le rayon R’ du cercle circonscrit
est ¢gal en valear absolue a 27 sins; par conséquent

R R2= 472,

Appelant o, 5, v et o/, £/, v les angles avec U'U des
coOtés des deux triangles, nous avons

(2 apl = ar e
Pey=3+7;

donc, d’aprés le théoréme de Laguerre (3), les som-
mets A et A’ sont sur une méme tangente : st deux
triangles circonscrits ont lewrs cités respectivement
perpendiculaires, ils ont le méme triangle dérivé.
et la somme des carrés des rayons des cercles cir-
conscrits est égale a 41*.

M. Humbert montre que les deux premiers triangles
seuls admeitent le troisiéme pour triangle dérivé (Noue.
Ann.. 18g3); ajoutons quils ont /e méme ortho-
centre H, centre du cercle circonscrit a leur triangle
dérivé commun, et que les centres O et O' de leurs
cercles circonscrits sont symétriques par rapport au
cenire v de U’hypocycloide; car WO = w0’ = wH,
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/\ P
et HoO =20, HoO' == — 26, ces angles étant de
sens contraires.

27. Voici d’autres propriétés faciles a déduire de ce
(ui précéde, et que nous nous bornerons & énoncer :

Parmi les triangles T(4) d’une Hj, il en est trois,
égaux entre eux, qui sont semblables 4 un triangle
donné.

Nous avons vu que tout triangle T(4) est inscrit
dans un cercle de rayon R = 2,sinf; les triangles
formés parles troisiémes tangentes issues des sommets
dun triangle ‘T(4) d’une part, par les langentes
adjointes de ses cotés d'aulre part, sont des triangles

T(=

26). par suite inscrits dans des cercles dont les
rayons sont dégaux ala valeur absolue R/ de 27 sin 26.
Le second de ces triangles est semblable au triangle
formé par les tangentes menées au cercle circonscrit
au triangle T(%) donné, en ses sommels, et ses cotés
font avee les tangentes correspondantes un angle égal
ah.

L.es normales aux points de contact des cOtés du pre-

o
D

miev triangle donné T (#) forment an teiangle T % + 9> '
pour la développée de Uhvpoceycloide, le rayon R” du
cercle circonscrita ce triangle est égal en valeur absolue
a 6 cosf.
R, R, R”, 1 sont liés par les relations
gR2+— R"2 =362, RR"=3R'/.
Les triangles 'I' sont les triangles circonscrits a

une Hy qui sont inscrits dans les plus grands cercles;

pour ces triangles
R'=R"=o.

De toutes les Hy tangentes aux cotés d'un triangle,
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la plus petite, c’est-a-dire celle pour laquelle le cercle
inscrit est le plus petit, est 'enveloppe des droites de
Simson du triangle. Les autres sont égales deux a deux,
les centres de deux H, égales sont symétriques par
rapport & la droite d’Euler du triangle, et les points ou
elles touchent un méme coté symétriques par rapport
au point de contact de ce coté avec I'hypocycloide
minima.

Si deux sommets, d'un. triangle T(6) ont le méme
point adjoint (18), on a 9:% et le triangle est un
triangle T. 4

Le rayon R du cercle circonscrit au triangle T(9)
formé par trois tangentes «,3,v ayant la valeur absolue
de 27sinfl, ou 27 cos(a 4 % +v), cette valeur absolue
devient celle de 2rcos32, si a=p=-=; or, il est
facile de voir que la limite de ce rayon R est alors
le quart du rayon de courbure, et I'on retrouve, pour

ce rayon de courbure, l'expression résultant de la
construction connue (7). ‘

Des expressions des cOtés et des angles d’un
triangle T(f). et des grandeurs qui s’y rattachent, en
fonction de . =, 2. v, on déduirait d’autres proposi-
tions.

28. Conservant les notations habituelles, nous avons
N
OH = R2(1—-8cosAcosBcosC),

R = arsinf;
d’on

OH

w0 =wH=—"—— =
2 sinf)

ryi—38cosAcosBeosG.

Donc les centres (es cercles circonscrits et les
orthocentres des triangles semblables entre euwr, et
circonscrilts @ une Hy, sont sur une méme circonfé-
rence de centre .
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Lies triangles dérivés successifs de chacun de ces
triangles fout partie de cel ensemble de triangles sem-
blables; mais en général de deux triangles semblables,
Pun n’est pas un des dérivés de Pautre; si en effet
o désigne la somme des angles avec U'U des c6tés d'un
triangle 1(0)

— 0,

Qa
K]

Pour les triangles dérivés successifs, les sommes

analogues sont

0

. T " ke
5 == — - 00 5= — — 40, Cey
2 2

de sorte que, pour que de deux triangles semblables T (§)
el T(4,) e second soit Pun des dérivés du premier, il
faut et il suftit que 4, = (— 2)"4. n entier.

29. Eneeloppe des cercles (nscrits dans les Hy tan-
gentes a trois droites. — Tragons le cercle Owll qui
coupe en M le cercle «'b'¢’ inscrit dans Phypocycloide

Fig. 8.

de centre o (23) inscrite au triangle (fig. 8); le
theoreme de Prolémée donne

0O (MH — MO)= Mw x OH,

ou

00 R
5 (MH = MO) = —— = O,

s
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ou
MH + MO = R.

. S

Comme Mo est bissectrice de HMO, le cercle a’d/c’
touche en M Ulellipse de foyers H et O, et dont 'axe
focal égale R, c’est-a-dire (’ellipse d’Euler du
triangle, qui estainsil’enveloppe des cercles w inscrits
dans les H; tangentes aux c6tés du triangle. Ce
théoréme a été obtenu autrement, ainsi que I'égalité
de wO et wH, par M. Bickart (Revue de Mathéma-
tiques spéciales, 1908).

On en conclut que les ellipses d’Euler des qualre
triangles formés par quatre droites sont bitan-
gentes a un méme cercle, qui a son centre sur leur
axe non focal, le cercle inscrit dans I’hypocycloide
tangente aux quatre droites. (A suivre.)

[R9a]
NOTE AU SUJET DU FROTTEMENT;

Par M. LE ComTE DE SPARRE.

Le théoréme classique pour I'équilibre avec (rotte-
ment d’un solide reposant par plusieurs points de con-
tact donne, pour cet équilibre, une condition qui, ainsi
que je vais le faire voir, est sujelle & exceptions.

Je prends I'énoncé de ce théoréme dans le Traité de

M. Appell ().

Imaginons un solide S reposant sur plusicurs
solides Sy, S,, ..., Sp par des points Ay, A,, ..., Ap,

(") T. I. 3¢ édition, 1909, p. 300.
Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIIT. (Février 1913.) 6
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les coefficients de frottement sur Sy, S., ..., S, étant
JosSo oo foetlesanglesde frottement 9,,0,, ..., 9,;
le solide S étant sollicité par des forces données
F,. F., ..., ¥, cherchons les conditions d’équilibre.
La réaction de S, sur S est une force R, appliquée
au point A, el faisant avec la normale N, un angle
moindre que Cangle de frottemenl o,, c'est-a-dire
située dans le cone C,, de sommet A,, d'axe N, et
d’angle o,. Pour qu’il y ait équilibre, il faut et il
suffit que lesystéme des forces données I\, F,, ..., F,
soit tenu en équilibre par un systéme de réactions
R, R, ..., R, satisfaisant aux conditions préce-
dentes, c'est-c-dire que le systéme des forces données
soit équivalent & wun systéme de  forces — Ry,
— R, ..., — R, passant respectivement par les points
Ay, \oy o A et situées dans les cones Gy, Cy, ..., Cp.
Ces dernicres forces seront loutes détruites par les
réactions des surfaces Sy, Sy ..., S,.

Or, ce théoréme peut étre en défaut, la condition
dounée comme nécessaire et suffisante pour U'équi-
libre est nécessaive, mais elle n’est pas toujours
suffisante.

Pour mettre bien le fait en évidence, nous commen-
cerons par donner un exemple ol la condition donnée
comme nécessaire et suffisante est satisfaite et ou le
sysléme se met en mouvement.

Supposons une aiguille matérielle pesante AB placée
horizontalement a iptérieur d'une sphére sur laquelle
ses extrémités A el B frottent. Le coefficient de frotte-
ment des extrémités de Paiguille suv la spheére étant le
méme en A et B et égal 3

J =tango.

Soit £ O s le plan vertical passant par le milieu de
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’aiguille, Oz étant horizontal et Oz vertical et divigé
vers le bas, Oy étant la perpendiculaire au plan 20z,
2 l'angle de OG avec Oz, qui est aussi 'angle du

plan. AOB passant par Paiguille ¢t le centre de la
sphere avec le plan horizontal zOy.

Nous supposerons que I'aiguille est abandonnée sans
vilesse initiale, on que son mouvement initial est une
votation autour de Oy, tendant a augmenter 4. Comme
en vertu de ces hypothéses, Loul est symétrique par
vapport au plan 2O 3, laiguille se déplacera en restant
paralléle a Oy, son mouvement se réduisant a une rota-
tion autour de cetle droite. Les extrémités de lai-
guille se déplacent donc sur les pelits cercles paral-
leles au plan 205 passant par les points A et B; par
suile, si K et H sont les centres de ces cercles, les forces
de frottement Q en A et B, qui sont égales par raison
de symétrie, sont perpendiculaires aux droites KA

. ™ -
et HB, et elles font avec horizon Pangle == A
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Désignons par R le rayon de la spheére, par r le
rayon des petits cercles décrits par A et B, de sorte que,

2« étant la longueur de 'aiguille, on a
et ar= R2-- re2,

r=K\A=HB=0G

Posons de plus
N

AOG = .
Les équations du mouvement du centre de gravité de

Paiguille donnent alors, M désignant la masse et N la
valeur commune des composantes normales des réac-

tions en A et B,
2‘\
M r%—l—:- = Mgcoskh—2Q,
@ + Mgsinh.

2N cosp = M 22
2N cosp =1 r

Mais, st le mouvementa lieu, on a
Q= \_f,

~

S

de sorte qu’on déduil des deux équations précédentes

< b -+ £ sin )\\)
”

d2o. & 3
—— = — COS /A —
dr2 r cosu \ de?
ou
d2 ) & sink . . foodew
(1 — = cothcosi — f) — =—.
) dr? r cosg;( w—=f) cos . dt2
Cette ¢quation fait voir que si, 4 Pinstant initial,
a_
de — 7

le mouvement se produira dans les conditions sup-

posées, pourvu du moins que, a I'instant initial,

[ < coth cosy.

(2)
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L’équilibre est donc impossible si I'inégalité (2) est
satisfaite ('). '

Nous allons maintenant montrer que celte inéga-
lité (2) étant satisfaite et par suite I’équilibre impos-
stble, la condition indiquée dans le théoreme classique
comme nécessaire et suffisante pour I’équilibre, peut
’étre également, et que, par suite, cette condition
n’est pas suffisante.

La seule force extérieure qui agit sur laiguille est
son poids appliqué en G. Soit P la projection de G sur
I'horizontale Oz, nous pouvons supposer le poids de
I'aiguille transporté en un point quelconque E de sa
direction et décomposer ce poids en deux forces diri-
gées suivant EA et EB. L’angle de EA avec la compo-
sante normale de la réaction, dirigée suivant le
rayon AO, sera minimum si AE est dirigé suivant la
projection PA de AO sur le plan vertical PAG, c’est-
a-dire si E coincide avec . Donc, d’apreés le théo-
réme classique, la condition nécessaire et suffisante
pour I'équilibre serait que l'angle de frottement fit
supérieur ou au moins égal & OAP. Désignons cet
angle par o’. Nous aurons

tang?s’ =

(') On peut d’ailleurs obtenir sans peine une intégrale premicre
de I’équation (1) et 'on trouve
d*h _ 2g[3fcospcosh 4 (cos*uw —2f?)sind]
de r(4f*+ cos?u)
¢, 2g[3fcospcosh+(cos’n—2/Y)sink]y
e r(4f*+ cos?.) |

2/ (heg— )
e .cosy |

.. Cdh
ou A, est la valeur initiale de A, et v celle de 7
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Mais

OP = R cospcos),

AP = Ez - ai = R?sin?p + R2cos?usin?;

d’ou
cos? 1 cos2 A . cos?pcoti

tang?e’ = — - = - <
g sin%) cos?iy +sint 1+ sinZpcot?)”

done
tang ¢’ < cotk cos .

Parv suite, si

(3) tang o' < f < coth cosu,

T

"aiguille se mettra en mouvement. bien que la con-
dition donnée dans le théoréme classique comme
nécessaire et suffisante pour P'équilibre soit satisfaite.

Voici maintenant la raison pour laquelle la condi-
tion donnée par le théoréme n’est pas toujours suffi-
sante.

Lorsqu’il s’agit d’un point ou d’un corps reposant
par un point unique, la condition nécessaire et sulfi-
sante pour I'équilibre est bien que les forces auxquelles
le corps est soumis se réduisent & une force passant
par le point de contact et située a 'intérieur ou sur la
surface du céne de résolution ayant ce point pour
sommet, la normale pour axe et l'angle de frottement
pour demi-angle d’ouverture; mais si le corps repose
par un second point, les choses ne se passent plus de
méme. En effet, si 'on considére isolément 'un des
points de contact, la résultante totale des forces qui
passenl par ce point doit étre située a l'intérienr ou
sur la surface du cone dont on vient de parler
puisqu’elle est égale el directement opposée a la réac-
tion de la surface; toutefois, cette résultante est la
résultante non seulement des forces extérieures, mais
aussi des forces intérieures de liaison passant par le
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point, et la réaction n’est égale et directement opposie
a la résultante des forces extérieures passant par le
point que si celle des forces intéricures est nulle, ce
qui waura pas généralement lieu.

On peut, a ce sujet, laive appel & une expérience
journaliére; chacun sait qu’une ferme, si elle w’a pas
de tirant, ne peul se maintenir en équilibre que par le
frottement de ses exivémités sur leurs points d’appui,
mais s'il y a un livant & sa base, le frouement disparait
ct les murs qui supportent la ferme ne subissent de sa
part aucune tendance au renversement.

Revenons au cas de l'aiguille reposant horizontale-
ment & U'intérieur d’une sphére; on peut, sans aucun
doute, remplacer, en vertu des liaisons du systéme, le
poids 2p de 'aiguille, appliqué en G par deux forces F
égales dirigées suivant PA et PB, mais cette substitution
donne naissance i deux forces de liaison égales et con-
traires dirigées suivant AG et BG, de sorte quela
résultante totale des forces agissant en A n’est pas
dirigée snivant AP ('). On peut évidemment dire que
la force F, si elle agissait seule, serait détruite par la
réaction de la surface, du moment que I'angle OAP est
au plus égal a 'angle de frottement, mais Ja réaction de
la surface détruirait la force I, si le point A était libre,
parce que ce point tendrait a se déplacer suivant le
grand cercle intersection de la sphére par le plan OAP
et que ce fait donnerait naissance a une force de frotte-
ment dirigée suivant la tangente 3 ce grand cercle;
mais la rigidité absolue supposée aux liaisons empéche,
du moment que les deux forces dirigées suivant PA
¢t PB sont égales, cette tendance au déplacement de se

(') C'est ce qui se passe dans le cas de la ferme munie d'un
tirant.
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produire dans le sens indiqué et par suite le frotlement
correspondant de prendre naissance ().
" En nous bornant toujours au cas de l'aiguille placée
horizontalement dans une sphére, on peut trouver la
condition d’équilibre de la facon suivante :

Supposons l'aiguille en équilibre ; quelles que soient
les forces de frottement qui s’exercent en A et B, on
peut les décomposer chacune en deux composantes
dans les plans tangents a la sphére en ces points, une
dans le plan AOB passant par l'aiguille et le centre de
la sphere, et Pautre perpendiculaire a ce plan. Soit OM
la perpendiculaire au plan AOB menée par O; s'il y
a équilibre, la somme des moments de toutes les
forces qui sollicitent I'aiguille par rapport a cette droite
sera nulle. Or, les moments du poids de laiguille,
dirigé suivant la verticale du point G, des composantes
normales des réactions en A et B dirigées suivant AO
et BO et des composantes du frottement suivant les
perpendiculaires en A et B au plan AOB, qui sont
paralleles & OM, sonl nuls. Quant aux composantes du
frottement, situdes dans le plan AOB, si celle en A est
dirigée en avant du plan MOA et a, par suite, un mo-
ment positif, c’est que le ppint A tend a se déplacer
en arriére de ce plan. Il en résulte, en vertu de linva-
riabilité de la longueur de Vaiguille, que le point B
tend & se déplacer en arriere du plan BOM; la force
de frottement en B sera doncdirigée en avant de ce
plan et elle aura, par suite, un moment positif. Les
moments des composantes des forces de froltement
en A et B dans le plan AOB élant tous deux positifs,
leur somme ne peut étre nulle. On arriverait & une con-
clusion toute semblable si le point A tendait & prendre

(') Toul comme dans le cas de la ferme munie d'un tirant..
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un mouvement en .avant du plan AOM; les deux mo-
ments seraient alors tous deux mnégatifs. Donc, la
somme des moments des forces de frottement par rap-
port it OM ne peut, par suite de I'invariabilité de lalon-
gueur de 'aiguille, étre nulle que si les composantes
des forces de frottement dans le plan AOBen A et B
sont elles-mémes nulles, et, par suite, les forces de
[rottement en ces points normales au plan AOB.

Les réactions de la sphére en A et B sont donc situées
dans les plans AOM, BOM. Comme d’ailleurs ces deux
forces doivent faire équilibre au poids de I’aiguille,
si M est le point de rencontre de la verticale du
point G avec OM, les réactions en A et B seront diri-
gées suivant AM et BM.

Done, sl y a équilibre, on devra avoir

MAO = MBO <z,

Si d’ailleurs on pose MAO = »,, nous aurons

oM

tango; =
BPIT TR

Mais

OM = rcotk = R cosu coth.
Pour I'équilibre, la condition nécessaire est donc

tango, = cosjzcoth Stango
ou
SfZcosucoth.

Réciproquement, si cetle condition est satisfaite,
I’équilibre a lieu. En effet, on peut alors remplacer la
pesanteur par deux forces égales & F, dirigées sui-
vant MA et MB qui, si nous ‘désignons I'angle MAO
par o,, donneront chacune une: composante F cos o,
suivant AO et BO et une composante F sing, suivant
les perpendiculaires au plan AOB passant par A et B,
Les points A et B tendront donc a se déplacer suivant
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ces perpendiculaives et, comme ces deux déplacements
sont compatibles avec la liaison résultant de I'nvaria-
bilité de la longueur de laiguille, la force de liaison
qui assure celte invariabilité n’entrera pas en'jeu.

Les forces F sont donc les forces totales auxquelles
les points A et B, considérés comme libres, sont sou-
mis, et comme ces forces font avec les normales AO
et BO a la sphére des angles ©, par hypotheése infé-
rieurs ou au plus égaux a o, ils seront en équilibre.
Nous retrouvous la condition déduite de I'étude du
mouvement; mais ce qui précede met en évidence que,
st Don suppose la rigidité absolue des liaisons, il
faut, pour que le théoréme classique soit exact, y ajou-
ter la condition que le systeme de forces soit tel qu’il
tende & imprimer aux différents points de contact, con-
sidérés comme libres, un systeme de déplacements
compatibles avec les liaisons, car alors les forces de
liaisons n’entrent pas en jeu.

On peut dire, il est vrai, que ce qui précéde suppose
la rigidité absolue des liaisons el que, pour les corps
naturels, les choses se passent d’une facon un pen diffé-
rente; mais alors les choses dépendent de la fagcon dont
les linisons sont véalisées, et 1l faut un examen particu-
lier pour chaque cas.

Je vais, & ce point de vue, reprendre sommairement
la question en me bornant toujours au cas de I'aignille
placée horizontalement a I'intérieur d’une sphére.

Si Paiguille est placée en un point ou elle puisse
vester en équilibre, cetle aiguille se courbera trés lége-
rement sous I'influence de son poids et des réactions de
la sphére, les points A et B glisseront eux-mémes trés
peu (') sur la sphere jusqu'a ce qu'ils s’arrétent sous

(') Si le coefficicnt de frottement était assez considérable, il
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I'influence du poids, de la compression de I'aiguille et du
frottement, et, 3 ce moment, quelle que soit la valeur
de A, la réaction de la sphére fera avec la normale un
angle égal a 'angle de frottement, puisque le mouve-
ment des points A et B vient de s’arréter.

Conservons les notations précédentes; désignons, de
plus, par 2p le poids de I'aiguille, par = angle que fait
la force de frottement avec la normale au plan AOB
passant par A et dirigée au-dessus de ce plan, angle
compté positivement du coté opposé a AG.

Soient, de plus, N la réaction de la sphére en A, T la
force de liaison due a P'aiguille, qui agit au méme point,
force comptée positivement dans le sens GA, et rem-
placons le poids de 'aiguille par deux forces égales a p
agissant en A et B.

Ecrivonsalors les ¢quations d’équilibre du point A (*)
sulvant les trois directions rectangulaires; AO la per-
pendiculaire & cette droite dans le plan AOB, du c6té
du point G et la perpendiculaive au plan AOB au-dessus
de ce plan. V

Nous aurons

N —psinkcosp — T sinu = o,
psinksing— Tcosp — N fsinz = o,

N fcose — pcosh =o.

On tire des deux derniéres équations

. ) COS /.
4) Nf=LE2%0
cose
. . p Ccosk
(5) T =psinhtangu— £ —— tangs,
r B Cos o

pourrait y avoir aon pas glissemeant, mais seulement tendance au
glissement; nous laissons ce cas de coté, pour le moment.

(') Qui s’appliqueront aussi pour le point B puisque, par hypo-
thése. tout est symétrique par rapport au plan 2O 3.
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ct, portant ces valeurs dans la premiére, on aura

coSs &

S

(6) tangh cose — sinjusine — =o.

Si nous posons alors

(7) = tang -

nous aurons, pour déterminer u, I'équation

(8) (t,ang). -+ CO;,‘u ) w2+ 2 sinuu — tangh + (\(}S.“
Mais, dans ’hypothése ot nous nous sommes placés, et
ou Paiguille a été posée horizontalement a I'intérieur de
la sphére, la valeur de :, pour étre acceptable, doit
étre positive, car, I'aiguille se courbant légérement sous
I'influence de son poids et de la réaction de la sphere,
les points A et B ont dii se rapprocher du plan 20 3;
or, pour que ¢, et par suite w, soit positif, il faut

cos
7

/> cosu cot.

tangh >

ou

Nous retrouvons donc la condition déja obtenue.

Toutefois, supposons maintenant que l'aiguille, au
lieu d’étre simplement posée horizontalement a I'inté-
rieur de la sphére, subisse en méme temps, en étant
maintenue horizontale et immobile, une compression
verticale en son milieu, qui lui imprime une flexion
légére, mais cependant suffisante pour que les points A
et B tendenl a s’éloigner, et qu’on I'abandonne ensuite
a elle-méme.

Les points A et B, au lieu de tendre a se rapprocher
sous I'influence du poids de l'aiguille et de la réaction
de la sphere, tendront, au licu de cela, per hypothése,
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a s’éloigner, par suite de la réaction élastique de 1'ai-
guille, et, lorsqu’ils s’arréteront, I'angle ¢, au lieu
d’avoir, comme dans le cas précédent, une valeur posi-
tive, devra avoir une valeur négative. Or, I'équation (8)
a toujours, si les racines sont réelles, au moins une
racine négative, et la seule condition a remplir par les
données sera que les racines de (8) soient réelles, ce

qui donne
cos2 y

S?

sin2 . — -+ tang?i > o

ou

(9) L -
ytang?A -+ sin?p

On retrouve donc, dans ce cas, la condition d’équi-
hibre déduite du théoréme classique; on doit remarquer
toutcfois que, si I'inégalité (3) est satisfaite, I'équilibre
réalisé comme nous venons de le dire sera un équi-
libre instable, el s1 I’aiguille recoit, en son milieu G,
une impulsion, si faible soit-elle, perpendiculaire au
plan AOB, et dirigée vers le bas, elle se mettra en mou-
vement, car, I'inégalité (2) étant satisfaite, on retombe
sur le cas du mouvement de l'aiguille.

Il y a donc, lorsque I'inégalité (3 ) est satisfaite, deux
solutions également acceptables ('), entre lesquelles
on doit choisir suivant la facon dont les conditions ini-
tiales sont réalisées. On se lrouve en présence d'un
fait de coincement analogue & celui que j'ai eu occasion
de signaler dans le Bulletin de la Société mathéma-
tique (2).

(') D’une part le mouvement, si I'aiguille est simplement posée,
et. d’autre part, I’équilibre instable, si on la coince par une flexion
préalable.

(*) Tome XXXIV, 1906 : Note au sujet de certaines disconti-
nuites apparentes dans les mouvements ot intervient le frotte-
ment.
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Nous avons laissé de ¢oté le cas ot le frottement est
assez grand pour empécher tout glissement des points A
et B. Si, dans ce cas, on voulait calculer les réactions
de la sphére, on aurait une premiére équation, facile a
écrire, qui donnerait la tension de I'aiguille assurant
Pinvariabilité de la distance AB, de sorte que T serait
connu en fonction de la longueur, du poids et du coef-
ficient d’élasticité de aiguille. Les équations (4), (5)
cL (6) subsisteraient d’ailleurs sans changement, sauf
qu'il faudrait y remplacer f par /" avec la condition

(10) JET

alors, T étant connu, (5) donnerait z: (6), /', qui
devrait vérifier 'inégalité (10), et (4), N.

Il semble toutefois que 'hypothese de la rigidité
absolue des liaisons est celle qu’il convient d’adopter,
du moins a priori, et, si on le fait, il faut, pour que le
théoréme classique soit exact, v introduire la restriction
que nous avons indiquée.

CGERTIFICATS DE MECANIQUE RATIONNELLE.

Paris.

Epnkuve KceiTe. — Un losange articulé peut tourner
librement autour d'un de ses cotés AB supposé vertical et
Jire; les points A et B sont donc immobiles, les cités
mobiles AD, DU, CB sont des tiges rigides, homogénes et
pesantes de section infiniment petite ayant méme masse m
et ayant pour longueur commune a. Les liaisons sont
réalisées sans frotiement. 7Troucer le mouvement du
.gr.vl("/ne.

Notation. — En prenant pour azxe Oz la verticale AB
orientée positivement vers le bas, on appellera § Uangle
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du plan du losange ABCD avec le plan xOz et © U'angle
de AD avec O 3.
On étudiera en particulier le mouvement dans les con-
ditions initiales suivantes : a U’instant t = o, on a

= dy dab
= — = w,

© — = 0,
: 2 dt ' dt
w étant une constante positive.

o

X

On cherchera quelle valeur doit acoir v pour que, dans

le mouvement, ¢ oscille entre les deuxr angles extrémes z
.
et o
J
Evrevve prRaTiQuE. — Une barre rectiligne homogéne
A
6
B

T
Ag B

Go °

pesante AyB,, de section droite infiniment petite, a une
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masse m = 108 et une longueur I =100"" a l’instant t = o,
elle est placée dans une position horizontale AyB, et
lancée de telle facon que son centre de gravité G, posséde
une vitesse initiale verticale ascendante V, et que la barre
tourne dans le plan A, V,B, avec une vitesse angulaire w,.

1 La résistance de l’air étant négligée, calculer V, et w,
en unités C. G. S., de telle facon que le point le plus
élevé G atteint par le centre de gravité soit a 8™ au-dessus
du point Gy, et que, au moment ou le centre de gravité
est en G, la barre occupe une position verticale AB apreés
avoir tourné d’un angle droit.

2 Calculer la force vive totale de la barre :

a. dans sa position initiale AyBy;
f

5. dans sa position AB.

Calculer le travail du poids de la barre quand celle-ci
passe de la premiére position a la seconde.

3° Dans la position AB, on fixe brusquement l’extré-
mité A, de telle facon que la barre ne puisse plus que
tourner autour de A; calculer la vitesse angulaire w, que
prend la barre immédiatement aprés que le point A a été
ainst fixc. (Octobre 1911.)

QUESTION.

2202. Soient A, B, G, D quatre sommets d'un parallélé-
pipede, tels que deux quelconques d’entre eux soient les
sommels opposés d'une méme face du polyédre. Soient G, un
cone du second ordre inscrit dans le triédre formé par les
trois faces qui aboutissent en A; G, G. et Gy, les cones
paralléles & G, ayant leurs sommets respectifs en B, C, D.

Démontrer que les quatre cOnes passent par un méme
point. : THIE.
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[D4a]

SUR LA CROISSANGE DES FONCTIONS ENTIERES
D'ORDRE NUL;

Par M. G. VALIRON.

Dans un article qui vient de paraitre dans les Ren-
diconti di Palermo ('), M. Mattson revient sur le
théoreme de M. Wiman et, apreés avoir démontré la pro-
position que j'ai donnée moi-méme dans un article
précédent (2), précise le théoreme de la fagon sui-
vante :

Si la serie

P3

(1) >

.-llo:[a,,]

converge, on a, dans wune infinité de couronnes,

Végalité
gm
(- 2)- oo
aydy...a,,

ot mest défini par la condition
|am=,<lz!<lam+1!~

En réalité la méthode de M. Mattson suppose que la
convergence de la série (1) a é1é reconnue par la com-

(') Ruben Marrson, Sur les fonctions entiéres d’ordre zero
(Rendiconti del Circolo matematico di Palermo, 1912, 1** semestre).

() Sur les fonctions entiéres d’ordre nul (Nouvelles Annales,
1911, §5).

Ann. de Mathémat., 4* série, t. XIIIL. (Mars 1913.) 7
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paraison avec les séries de Bertrand. Je me propose ici
de démontrer la proposition en introduisant l'exposant
net minimum de la suite des zéros, on verra que
le théoréme est encore vrai dans certains cas ou la
série (1) est divergente.

1. Il sera nécessaire d’expliquer brievement la for-
mation de la fonction que appelle exposant net mini-
mum. Considérons la suite des zéros d'une fonction
enticre d’ordre nul, soient «, le n™¢ zéro et r, son

module, la quantité
logn

logr,

Sn

tend vers zéro, lorsque n croit indéliniment, et la suite
des nombres s,logr, est monotone, croissante et ilh-
mitée. Marquons dans un plan z Oy, les points A, dont

k4
Ana
r<
SN— iN\N'_“-__‘
v . \\\
i ——
: '
vl
¢} T e £

les coordonnées sont r, et g,, et a chaque point A,
associons la courbe dont I'équation est

Yu(r) = 8y, pour xir,:
logn
Youla) = Toor pour P Ay AP
=]

cette courbe est constituée, a gauche du point A, par
la parallele & O.x passant par ce point; et a droite par
une branche de courbe C, partant de ce point, décrois-
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sante et asymptote & Oz. On voit que la fonction
ya(x)logx

est croissante & gauche de la valeur r,, constante
a droite; et que la courbe C, ., est entierement située
au-dessus de la courbe C,. Ceci posé si 1 est une
valeur de x, comprise entre 7, et 7y, on voit facile-
ment que, parmi les nombres y, (1),

(1= ng, g1, ...m, m+1, ...),

il y en a un 3y(r), supérieur a tous les autres (ou égal
a ceux d’'indice moindre). La fonction R(x) qui, pour
chaque valeur r de x, est égale a ce nombre yy(7), est
Pexposant net minimum. La courbe représentant
cette fonction est formée d’une suite d’arcs des
courbes y,(x), passant par une série de points
Ags Agpn ooy qu, ..., les indices de ces points sont
les indices principauz. De cette définition résultent
les propriétés suivantes :

1* La fonction R(x) est décroissante et constante
alternativement

2" La fonction R(xz)logz croil et est constante
alternativement;

3* LesnombresR(7,)sontsupérieurs aux nombress,
pour toute valeur de n (supérieure a n,), et égaux a s,
pour les indices principaux;

1° La fonction R(x) est la plus petite des fonctions
Jouissant des trois propriétés précédentes.

Ilrésulte également des propriétés dela fonction R(z)

que la fonction
R(x) 2B

varie de la facon suivante : lorsque x croit de rs, a Ny
la fonction considérée décroit d’abord, puis croit.
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2. Hypothése sur la croissance de r,. — L’hypo-
thése que nous ferons sur la croissance de r,, et qui
est nécessitée par la méthode de calcul est la suivante :
R(.x) étant Uexposant net minimum, on a
(2) lim R(z) 2R = o.

x'=

Cette condition est vérifiée notamment dans le cas
suivant : il existe une fonction (fonction type) 8(z)
décroissante (ou non croissante), lelle que la fonction
h(x)logz croit, telle que

s
nSr)m, n > ng,

et qui vérifie la condition (2). En effet, la fonction R(x)
sera alors inférieure ou égale 4 () pour chaque valeur
de x, et vérifiera a fortiori la condition (2). En parti-
culier, on voit que si la convergence de la série (1) est
constalée par les criteres de Bertrand, il existe une fonc-
tion O(z) satisfaisant aux conditions (2), les conclu-
sions que nous obtiendrons seront donc aussi générales
que celles de M. Mattson. Mais on voit aussi que la
condition (2) est vérifice, par exemple, dans le cas on

I'ona
I 1
logr, — nlogrlogyn

el dans ce cas la série (2) diverge; la condition de
M. Mattson est donc trop restrictive.

“xaminons maintenant les conséquences de 'inéga-
lité (2); d’apres le mode de croissance de la fonction

U(l) — R(.’I‘).Z'“("“,

il existe une infinité d’indices principaus successifs
J o
Ny, Ngyi, tels que

U(rage < Ulrs,),
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sans quoi la condition (2) ne serait pas vérifiée; on
aura alors dans tout l'intervalle Iy Ny oy
U(z) <U(rs,),
et en particulier

(3) U(ry, -+ 1) < U(ry,),

je désignerai par M un indice principal jouissant de la
propriété indiquée par cette inégalité, il y a une infinité
de tels indices. Nous aurons done

(4) R(rma) ryys < R(rm) g™

d’aatre part, puisque M est un indice principal, on a

. . logM

(5) R(rM)—long’

el aussl

" log(M +1)
¢ . >, 7.
(6) R(rmsr) 2 Togrmn

En utilisant I'égalité (5) et I'inégalité (6), P'inéga-
lité (4) devient

R(I.wn)< R(rn)’

or I'inégalité (6) s’écrit également

1
’M-o—l_(“ + |)Rum+|'

. 1
ce qui donne, en remplacant ——— ; par la quan-
+1)

R(rm

M 4+ I cy - .,
qui lui est inféricure,

t
" —— R(w)

. M+1 1
M+l 1 M R

I
M2 (M +41) M Row -—r;' <1+ M> >r'“+"’
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c’est-a-dire
1

1
r — e
- Mg Mo MMI( Ut
(/ ) "E\l-> ,.\I ’

Or pour z = ry 'hypothése (2) nous donne

lim MR(I‘M) = 0,

M=

et par suite nous obtenons I'inégalité

\ M+t ; . | A
S Y TN ( L
(8) Y ! \k MR (ru ))’
valable, quelque grand que soitle nombre positif K,
pour une infinité d’indices principaux M.

3. Démonstration du théoréeme. — l.a démonstra-
tion du théoréme signalé au début résulte presque
immédiatement de l'inégalité (8). Considérons une
valeur K, > 2, et prenons

K,
ls|=r=ryM?,

d’ou 1l résulte

nous avons, ])Olll‘ I < ‘ =1

o f(~>~|](n—;”)
e ﬂ('—ﬂ) (-2 )

M+1

Dans les deux produits qui ligurent dans cette éga-

., a z o, .
lité, les valeurs absolues de -2 et o sont inférieures

n'



(103)

2 ! .
a —; par suile nous avons
2

In'/

d’ott nous déduisons

— ‘M

(10) l]( ””) =e ' =e
a1

;J"Il(

(11) ll(:——> = " .

M+1

les nommbres 2 ¢t 2, élant compris entre — 2 et 1. Mais
K,
92

. P .y 1 AT
d’apres la définition de 7, le quotlent——' est égal A M 2|
- ;

el, par conséquent, I'égalité (10) devient

M
T a,
1— — )| =1—¢;
1\ 3
1

. : . 2

le nombre =z, étant compris entre — + et —
sk S} bt S

M2 M2

c’est-a-dire arbitrairement petit.
Passons a Iégalité (11), si nous désignons par M’ —
Rirj

la partie entiére de 7”7, on a
g " u w
1 M’ —] 1
R oRE
I'n’ T'n' Tn* M+ In
M+1 M+ 1 M+1 M+

mais on a hien facilement
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de sorte que nous pouvons écrire

@
Nl

Jy _1_.'~I—R(I') 17’

M1 zl{ I3 M'l{ r

[* dr  R(r) M

I
In'

or, d’aprés la définition de M’, on a

M’>) PR > M/ — M
donc
lx <%’ M <1+ PR
nllr"l

en portant dans l'inégalit¢ précédente, elle prendra
la forme

od 1 ) R
2-—</zl{(r) s h <o
T ”
M1

. . 1
ou encore, comme R(7)7r*" tend vers zéro avec -,
Y -

on aura

W1
¢y Ctant arbitrairement petit, & condition que ry soit
suffisamment grand. Enfin, on a la suite d’inégalités
suivantes
( -}L‘- Rirw &I\ug\,\ log M
M—-MW—i R pRrw =y M? =Me? :

or, de I'inégalité évidente
R(I'M) IOg M < R( ) M,
résulte que I'exposant de e dans I'inégalité précédente

. s . . l\; . sor \ e
reste inférieure 4 un, tant qué - reste inférieur a K;;

donc

M €9
<5 w® <SS

LT
M

M—M M
= -~

'M+1 M-+
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z, étant arbitrairement petit. Dans ces conditions, on
voit que I'inégalité (13) donne

i 2€y
— < =2,
For r

M+1

et cette valeur portée dans I'égalité (11) donnera

[1(-2)|= =

M+

le nombre ¢, étanL compris entre — 8¢, el 4e,,
c’est-a-dire arbitrairement petit. En résumé, on voit
(ue, si petit que soit ¢, on peut trouver M assez grand
pour qu’on ait

(1621 (- 2)] <

le module r de s étant compris entre ryM'*S el

\,M’ (s >o0). Pour de telles valeurs de 5 on aura
donc 'égalité

(14) (3)= ———J1+:(3)].
J(3) an | )]
[.a proposition en vue est ainsi démontrée.

4. Toute la démonstration précédente résulte de
Phypotheése que 'inégalité (8) a lieu pour une infinité
d’indices principaux; elle exige d’ailleurs simplement
que le nombre K soil supérieur a4 2; on pourrait
obtenir ainsi une légére extension du théoréme, mais
on obtiendra une extension plus importante de la facon
suivante : lorsqi’on a

. I'n
lim —— = o,
n=w ns+1
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on a pour n suffisamment grand

zh—1 FA ¥4
= —_"—-—-(|~~ ——) (l————)[|+s(z)],
Ayay...Qy-q \ an . An+1

pour les valeurs de |z | vérifiant linégalité
an:<| I;an—ﬂ (’)

On a en cffet

}],
n—1 1
. r
(16) ][(l———) — ¢ s
\ 1
hod ( 2\ @ r E 7’
(- [ — — — ¢ noie .
7 l | \ ”i)
no2
les nombres 2 et 2, étant compris enlre — 2 el 1; or,

d’aprés I'hypothése faite, on peut, étant donné un
nombre K supérieur a 1, trouver N tel que, pour { > N,
on ait

r; LI
i+ K’
on aura alors
"=\ n=N
Y \ ! . K
ri < Nrs =1 — << N ry+ -
\ P < NN o MR S NE g e
1 0

et par suite

1 Nry K r.-
Iy < S e o :
r ra K—1 r,

(‘) Celte proposition est donnée par M. Mattson dans le cas

o X! Loy < e, a>o

[
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cette quantité tend vers zéro lorsque n croit indéfini-
ment, le produit (16) a donc pour limite un. De la
méme facon, on lrouvera

o

1 1 K
Z;:;'<"/z+2 K—‘l,

n+2

le produit (17) a aussi pour limite un et la proposition
est démontrée.

On démontrerait de méme la proposition suivante :
lorsqu’on a, & partir d’une certaine valeur de n,
linégalité

n

<L e LT,

n1

on a pour s suffisamment grand

, pred 3
(18) 'f(:)':"1"2...1',1~_1A.1—anri Il_;;’
ol n est défini par les inégalités
Tp Izl = rsrpe,
et ot A est un nombre find.
5. Tutorkmr ve M. Wiman. — On sait que le

théoréme de M. Wiman relatif aux fonctions d’ordre
non nul est le suivant : Si f(z) est une fonction
d'ordre 5 <3, on a sur une infinité de cercles de
rayons indéfiniment croissants 'inégalité

[f(z) > e,
s élant arbitrairement petit. La proposition se com-
plique nécessairement pour les fonctions d’ordre nul,
pour lesquelles 'exposant de convergence est une fonc-
tion de r; elle est constituée, dans le cas général, par
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I’égalité (10) de mon article déja cité : on a sur une
infinité de cercles (et méme dans des couronnes) de
rayons indéfiniment croissants
o [T
pm 1+¢& “+'-')‘/:' T dr
(19) lf(z)|:<’.—.——._) =e ’
'y Ty

r élant donné par 'égalité

L3

(20) r=kryet'"v, a fini, A>1;

et N étant un indice principal, p(x) un exposant net,
et ¢(x) la fonction inverse d’une fonction continue,
non décroissante, définie par I'égalité

re=o(x).

On peut, d’ailleurs, tirer de 1'égalité (20) une inéga-
lité tout a fait analogue a celle trouvée par M. Wiman.

On a

.’[ ﬂg—zdw >/’ ig:—) dxr > N(logr — logry),
d’ou, en appliquant I’égalité (20),

r A

o(rx)

mais, de I'égalité (20), résulte également les égalités

retr)
logry =logr(i—g¢,), N> pra

et ’'on a par suite

(21) Lf () > 70 ),

(') C'est sous cette forme que j'ai démontré le théoréme de
M. Wiman dans mon article des Mathematische Annalen, t. LXX.
Dans tout ce qui suit les nombres e désignent des quantités positives,

. 1 1 .
tendant vers zéro avec 70U = n’ayaant aucune relation entre elles.
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Cette inégalité, moins précise que I'égalité (19) met
bien en évidence le théoréme, si I'on remarque que
I'on a, quel que soit | z| > ry,

T Pt
(l+e;f 'rr da
.o

(22) | f(z)<e o < " ase,

L’application de I'inégalité (21) est d’ailleurs bien
aisée; supposons, par exemple, que 0(z) étant une
fonction décroissante, et §(2)logz une fonction crois-
sante, on ait pour n>> n,

(23) n < rhraare ]

et pour une infinité de valeurs de n
(24) n> ,-(’il«r,.m-—s),

et ceci quel que soit le nombre positif ¢, pourvu que n
soil assez grand. Il existera alors une fonction ezpo-
sant net p(x), vérifiant, quel que soit x >, les inéga-
lités

0(z)(1—z) <olx) <B(z)(1+¢e);

on aura done, pour une infinité de valeurs de r,
(23) |f(3)] > '_,e(r)u—n

et, quel que soit r,

(26) |f(5)] < ",,e\r)(l-n).

On obtiendrait toute une série de résultats en don-
nant a O(z) des valeurs particuliéres; mais il est bien
évident que ’égalité (19) qui renferme toutes ces for-
mules, ainsi que l'inégalité (21), est beaucoup plus
précise.

Cestainsi qu’elle donnera les précisions du théoréme
de M. Wiman, dans certains cas de croissance irrégu-
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liere, que j'ai indiqués dans mon article cité dans la
Note précédente. Mais c’est principalement dans les cas
de croissance réguliére que cette égalité sera uule et
précisera facilement le théoréme général.

Il est bien aisé de voir ue, tout au contraire, la pré-
cision fournie par I'égalité (15) ne pourra guere fournir
de résultats généraux, puisque, pour utiliser le résultat
obtenu, il serait nécessaire de connaitre en (onction
simple de r I'expression

i

IMre... Ty

a 14z prés, ce qui ne semble possible que pour des
valeurs trés particulieres de 7y, 7y, ..., 1, . ... Cepen-
dant Pégaliné (18) peut donner des résultals intéres-
sants; on aura, par exemple, les deax résuliats sui-
vants :

1. Si, pour n > n,, on a

rp=et+g,, lim e, = o;

n=—uwx

on aura, & partir d’une certaine valeur de n.

. ?-)[llo;un‘-’—*lngr'] 3 3 B
|f(3)=A¢e [— 11— — | A fini.
Aty dn
L. Sé, pour n > n,, on a
rp=e ¢ lime,=o0
n N “ny n y
on aura, pour n suffisamment grand,
9 3 . )
Ztlog/-,'f—lufl + hlogr)¥ z 3
| f(s)]=A¢ 2 r— 11— —|
- ’ 1 ap

On obtiendra aisément des résultats analogues.
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[L'16a] v
SUR LES DEVELOPPOIDES DE L'ELLIPSE;
Par M. F. Goms TEIXEIRA.

Considérons Iellipse représentée par les équations
paramétriques

xr = a cost, = b sint,
Y

el cherchons I'enveloppe d’une droite D passant par un
point variable (z, 1) de cette ellipse et faisant un angle
conslant o avec la tangente i cette courbe en le point
mentionné.

I.’équation de la droite D est

b cott -+ am

Y—bsint = —M———
bmcott — a

(X —acost),
ou m = tangw, ou
;o . I .
bimY —X)cost — a(Y+mX)sint + ~c2msinat -+ ab =o,
2

en faisant
2= a2— b2.

I’enveloppe des positions que cette droite prend,
quand le point (z, 1) parcourt P'ellipse, est déterminée
par cetle équation et par celle qu’on oblient en la déri-
vant par rapporl & ¢, savoir :

b(mY — X)sint + a(Y + mX)cost — c?mcos2t = o.

Changeons maintenant les axes des coordonnées, en
prenant pour nouveaux axes deux droiles perpendi-
culaires I'une a Pautre passant par le centre de Iellipse
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et faisant (des angles égaux a w avec les axes de cette
courbe; et pour cela posons

Xi= Xcosw — Y sinw, Y= Xsinw + Y cosw.
Les ¢quations précédentes deviennent
. i . .
bX cost +aY; sint — -c?sinwsinat — ab cosw = o,
2
OX, sint —aY,cost + c?sinwcos2t = o.

L’enveloppe considérée, c’est-a-dire la développoide
de Iellipse, peut donc étre représentée par les équa-
tions paramétriques

c?sinw

X, = — sind3¢ 4+ a cosw cos¢,
csinw ) .
Yy = ———cos3¢t + b cosw sint.
a

Posons maintenant
X, =X, aYi=bY,

les équalions prennent la forme

. c? . .
X, = " sinw sind¢{ + a cosw cost,

c?
Y, = 5 sinw cos3¢ 4+ a cosw sint.

Or, ces équations représentent (comme on peut le
voir, par exemple, dans notre Traité des courbes
spéciales, t. 1, p. 334) une courbe parallele a P'astroide
définie par les équations

2 e?
X = [—)sinwsilﬁt, Y, = zsinw cos3?.

Done, nous avons le théoréme suivant, qui n’a pas
encore éLé peul-étre signalé :

Les développoides de Uellipse sont des courbes
affines des lignes paralléles a une astroide.
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I résulte encore de ce qui précéde que 'équation
cartésienne de la développoide de ellipse peut étre
déduite immédiatement de celle des courbes paralléles
a 'astroide (loc. cit., p. 338). On trouve ainsi

[3(62X?+ a?Y?—c*sin2w) — 4a2d? costw]3

+ b2[27ac?X; Y, sinw —gacosw(b2X?+ a2Y?)

—18act coswsin?w + a3 b2 coslw]?=o.

Remarquons enfin que, en tenant compte d'un
théoréme connu (loc. cit., p. 336), on peut encore
énoncer le théoréme donné ci-dessus de la mamere
suivante :

Chaque développoide de Uellipse est une courbe
affine d’une autre qui enveloppe une droite qui se
déplace de maniére que le segment compris entre
deux autres droites fixes soit consiant.

Les équations des droites fixes sont

(2abY, cosw — ¢2X; sinw)2= (c*sin?w — 4§a?b? cos?w )X}
et ces droites sont donc réelles quand

jazb?

. 2
tang?w > po

[M'15b]
SUR L’'HYPOCYCLOIDE A TROIS REBROUSSEMENTS

(suite et fin);

Par M. J. LEMAIRE.

SYSTEME DE QUATRE TANGENTES A UNk Hj.

30. Proposons-nous de construire I’hypocycloide
tangente a4 quatre droites : Si trois des tangentes
Ann. de Mathémat., ¢ série, 1. XIIL. (Mars 1913.) 8
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données partent d’'un méme point A, et coupent la
quatriéme en B, C, X, la courbe a construire est
I'enveloppe des droites A(f) relatives a ABG, § étant
'angle de XA avec BG; nous savons obtenir le cercle
inscrit dans 'hypocyeloide qui est alors bien déter-
minée.

Dans le cas général, BC, CA, AB, et 23+ étant les
droites données, la paralléle menée par A i 28y coupe
en o’ le cercle ABC, et la paralléle menée par A a 2o’
est la troisiéme tangente issue de A; on est ramené au
cas préeddent.

Si Pon se donne trois langentes BC, CA, AB, et le
point de contact A de BC, le parallélogramme A A, A\ X
(fig. 0) détermine AX.

Nous avons vu (16 ) comment constraire une H, tan-
gente & deux droites données en deux points donnés.

Supposons encore connus un point A, et le cercle
osculateur en ce point, et une autre tangente quel-
conque AB: la corde A, A, Al interceptée (fig. 5) par
le cercle O sur la normale en A,. valant quatre fois la
distance du centre w de I'hypocycloide a BC, est la

. PN
moiti¢ du rayon de courbure en A;; comme ABA/ est
droit, les données permettent d’obtenir B, A, A,, d’ou
le cercle O, et le triangle ABC, qui est un triangle T,
et par suite le cercle inscrit dans ’hypocycloide.

Enfin, si les quatre tangentes données sont confon-
dues, ou si 'on connait un point de '’hypocycloide,
et la parabole osculatrice en ce point, les propriétés de
cette parabole et la figure 4 donnent le centre de la
courbe et le cercle tritangent.

31. Pour obtenir, dans le cas général, le point de
contact de a3y avec I'hypocycloide, il suffit d’appli-
quer au triangle A3y la remarque du n° 24, et de
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mener, par le point ou le cercle APy coupe la paral-
lele Aa, a By, la paralléele a AX, troisiéme tangente
issue de A : le point P ou cette droite coupe 23y est le
point de contact ( fig. g).
Remarquons que, AX étant paralléle a la droite qu
joint a a 'extrémité o' de la corde Ao paralléle a 23y,

Fig. 9.

a2’ 2P est un parallélogramme. Menons par A la paral-
lele & BC qui coupe 22y en L, la figure donne

Poa= A2+ Aa,.

Si a3y se déplace en conservant une direction fixe,
Aag
AL conserve une valeur constante )\, et Pa a pour
fa B P

valeur
Pa= A2+ AAL,

de sorte que P décrit une droite, et Uon a ce théoreme
énoncé par M. Bickart (Rlevue de Mathématiques
spéciales, 1908) : Le lieu géométrique du point de
contact d’une hypocycloide inscrite @ un triangle
avec une tangente de direction fixe est une droite.
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32. Enoncons les propositions suivantes, faciles &
obtenir :

Les centres des cercles circonscrits anx quatre
triangles déterminés par quatre tangentes a une H,
sont sur un cercle passant au foyer de la parabole
tangente i ces droites, et égal au cercle tritangent.

ABC étant un triangle circonscrit 4 une Hj;, une
tangente variable forme avec les cOtés trois triangles :
les centres des cercles qui leur sont circonscrits sont
les sommets d’un triangle de grandeur constante,
semblable & ABC, et inscrit dans un cercle égal au
cercle tritangent el passant au centre du cercle ABC.

Si un quadrilatére circonscrit 4 une Hj est inscrip-
uible dans un cercle, sa troisiéme diagonale est tan-
gente & la courbe, et réciproquement; cela résulte de
ce que la condition nécessaire et suffisante pour qu’un
tel quadrilatére soit inscriptible est que a4+ v =08+ ¢
(4 k= pres), o, 3. v. 6 désignant les angles des cdtés
avec 1I'U.

Utilisant cette remarque et le théoréme de La-

guerre (3), nous trouvons que : si un quadrilatére
circonscrit 3 une H; est inscriptible dans un cercle,
le quadrilatéere formé par les tangentes adjointes des
cotés, et le quadrilatéere formé par les troisiemes tan-
gentes issues des sommets du premier, sont aussi
inscriptibles; et leurs troisiémes diagonales coincident
avec la tangente adjointe de la troisiéme diagonale du
(uadrilatére donné.

Les quatre quadrilatéres formés chacun par les troi-
siemes tangentes issues de deux sommets opposés, et
par les tangentes adjointes de deux cotés opposés du
quadrilatére primitif, possédent les mémes propriétés.

Si de deux points d’une tangente & une H; on méne
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deux tangentes, la parabole qui touche ces quatre
droites a son foyer sur la premiére tangente.

SYSTEMES DE CINQ TANGENTES A UNE Hj.

33. Soient cinq droites, dont trois forment un
triangle ABC, les deux autres étant afy et 2/§'y/
(fig. 10); M, point commun aux cercles ABC et A 3v,

IFig. 1o.

est le foyer de la parabole tangente aux quatre pre-
miéres droites; M’, point commun aux cercles ABC
et AB'y/, est le foyer de la parabole tangente aux trois
premiéres droites et a «'(3’y'; Ay, point commun aux
cercles ABy et ARy, estle foyer de la parabole tan-
gente a AB, AC, af3y et 2/,

a3y est la droite A(6) de M relative au triangle ABC,
I'angle § étant I'angle que font respectivement Mo, M3,
My avec BC,CA, AB.De méme '3’y est la droite A(H')
de M’, §' étant I’angle analogue.

On voit fort aisément que A, M’ fait avec A{M un
angle (¥ — 6). B, et C, désignant les foyers des deux
paraboles tangentes : la premiére a BC, BA, 23y, o/2'y/,
et la deuxi¢me a CA, CB, 8y, o/8'y/, les droites B, M’
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et C, M’ font avec B, M et C, M respectivement le méme
angle (0 —§).

On a le théoréme de Miquel : les foyers des cing
paraboles détermindes par cinq tangentes associées
quatre a quatre appartiennent a un méme cercle; on
Pappelle le cercle de Miquel des cinq droites.

Pour que les cing droites soient tangentes a
une Hy, il faut et il suffit que 4 =14, c’est-a-dire
que le cercle de Miquel se réduise a une droite.
Nous appellerons cetle droite la droite de Miquel des
cing tangentes.

Ce beau théoreme est dii a P. Serret.

Si nous désignons par a, b, ¢, d les angles, avec U'U,
des tangentes BC, CA, AB, 23y d’'une Hjy, la derniére
est la droite A(8) de M par rapport a ABC, 'angle §

ayanl pour valeur

=" -(a +b—+c).
2

Soient une autre tangente o'3'y', droite A(H) de M/,
d' son angle avec U'U, w celui de MM'; utilisant les
propriétés des droites A(8), on obtient sans peine la
relation

a+b+c=w+d+d—20,
d’ou
(1) a+b+c+d+d+w=o.

De la symétrie de cette relation en a, b, ¢, d, d,
résulle que les droites gui joignent les foyers de deux
des paraboles langenles a quatre des cinq tangentes
données onl méme direction; nous retrouvons que le
cercle de Miquel des cinq tangentes se réduit & une
droite, dont I'égalité (1) donne la direction.

34. Dans ces conditions, les faisceaux (M, M'aPy)
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et (M',Mdo/3~") ayant leurs droites respectivement
paralléles, sont égaux; m et m’ désignant les traces
de MM’ sur a3y et 2'3'y’, on a alors

(mafy) = (m'2'B'y);

d’otr ce théoréme : Les droites A(h) des deux points M
et M, et la droite MM’ touchent une méme conique
inscrite & ABC; autrement dit : la droite de Miquel
de cinq tangentes a une Hy touche la conique tan-
gente aux cing droites.

Enongons les conséquences suivantes de (1) :

La droite de Miquel de quatre tangentes fixes a,
b, ¢, d, et d’une tangente variable d' forme avec
celle-ci des angles dont les bissectrices ont des direc-
tions fizes.

Six tangentes formant un triangle T(f) et un
triangle T(—8), chacune d’elles est paralléle a la
droite de Miquel des autres.

Si trois tangentes sont fixzes, et si deux autres se
coupent sur une tangente fixe,leur droite de Migquel
a une direction invariable.

Les tangentes adjointes de cing tangentes données
ont une droite de Miquel paralléle a la tangente
adjointe de la tangente paralléle a la droite de
Miquel des premiéres. 11 en est de méme pour les
lroisieémes tangentes issues des sommets de tout poly-
gone formé par les cinq premiéres, etc.

Etant données cing tangentes, dont trois issues
d’un point P, deux d’un point Q, leur droite de
Miquel passe en P et est paralléle a la troisiéme tan-
gente issue de Q).

Si donc on leur joint cette troisiéme tangente, ces
six droites, prises cinq a cing, ont six droites de
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Miquel symétriques des tangentes par rapport au milieu
de PQ. Les foyers des neuf paraboles déterminées en
associant deux tangentes issues de P 4 deux tangentes
issues de Q sont trois a trois sur ces droites symétriques
des tangentes.

35. Sur la parabole N tangente & quatre tan-
gentes 2, 3, v, ¢ d’une Hy. — A l'aide des propriétés
de la droite de Simson on établit aisément que :

L’enveloppe des axes des paraboles tangentes aux
trois cOtés d’un triangle est une H, inversement homo-
thétique, dans le rapport de 2 a 1, par rapport an
centre de gravité du triangle ABC, de ’hypocycloide
enveloppe des droites de Simson de ce triangle; cette
enveloppe des axes est tritangente au cercle circonscrit
aABC, qu’elle touche au point situé au tiers de I'arc AA,
sous-tendu par la corde paralléle a BC, a partir de A,
et aux deux points analogues. Des propriétés obtenues
plus haut, on déduit les suivantes :

Les tangentes 2, 3 d'une H; se coupant en P, et y, 3
en Q, le foyer I' de la parabole 1l tangente a ces
quatre droites esl symétrique, par rapport au milien
de PQ, du poinl commun aux troisiémes langentes
wssues de P et Q.

Si donc on joint le foyer d’une parabole aux six
sommets d'un quadrilatére circonscrit, la paralléle
menée par chaque sommet a la droite joignant au foyer
le sommet opposé-touche I'hypocycloide inscrite au
quadrilatére; cela résultait d'ailleurs des propriétés
immédiates des droites A (9).

Les troisicmes tangentes issues de chacun des trois
couples de sommets opposés se coupent sur une méme
tangente & I'hypocycloide; l’axe de la parabole est
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paralléle a cette tangente. Son angle avec U'U est égal
5 <"_’+a_|_"3+v+8> 4 Am pres.

Si donc on remplace & par une autre tangente ¢,
angle des axes des deux paraboles est égal & celui de
ces deux tangentes & et ¢; on en conclut que si cinq
tangentes a, 3, v, 8, ¢ d’'une H, forment un pentagone,
les axes des cinq paraboles déterminées par ces tan-
gentes associées quatre a quatre forment un pentagone
qui a ses angles égaux a ceux du premler et disposés
dans 'ordre inverse.

o désignant I’angle, avec U'U, dela droite de Miquel
de cinq tangentes x, B, v, 9, ¢; <’ celui de l'axe de la
parabole tangente aux quatre premiéres, les relations

a+B+y+3+e+w=o,
e'zz+§3+~{+8+g
donnent

T
ct+w4e=—.
2

Par suite, chacune des cing tangentes est coupée
par la tangente paralléle & Uaxe de la parabole
langente aux quatre autres sur une tangente ﬁxe,
qui est paralléle & la droite de Miguel des cing tan-
gentes.

Le parametre de la parabole (2, 3, v, 8) est égal a
la valeur absolue de

8rcos(a -+ B-4v)cos( 8y +8)cos(y—+ 8+ x)cos(d+ a—+B),

el aussi a
_ RaRgRyRy
2r3
Ra, Rg, Ry, R désignant les rayons des cercles cir-
conscrits aux triangles formés par les tangentes
données.

La conique inscrite au triangle (a, 3, y), et tangente
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a I'hypocycloide au point de contact de g, touche la tan-
gente menée par le foyer F de la parabole Il au cercle
circonscrit au triangle.

Si le quadrilatére formé par les tangentes données
est inscriptible dans un cercle, le foyer F est sur la
troisieme diagonale, qui touche en ¢ 'hypocycloide;
Fo et cette diagonale ont le méme milieu.

La distance des foyers F et F' des deux paraboles
(2,8,%,6) et (2,3,7,d") tangentes a trois langentes 2,
3, v d’une Hj, et a deux aulres 3 et &' respectivement,
esl égal a la valeur absolue de

arcos(a—+ 3+ ) sin(s--2").

Si les tangentes 3 et ¢’ se déplacent en faisant un
angle constant, FI' reste constante, et enveloppe un
cercle concentrique au cercle circonscrit au triangle
des tangentes a, 3, v.

En particulier, a deux tangentes rectangulaires res-
pectivement associées a trois tangentes a, . v, cor-
respondent deux paraboles dont les axes sont rectangu-
laires, et les foyers deux points diaméiralement opposés
du cercle circonscrit au triangle (a3v).

Le cercle passant aux foyers des paraboles (=, 3.y, 9)
et (2,B,v,8") el au point commun a lears axes est
¢gal au cercle circonscrit au triangle des trois tan-
gentes 2, 3, v.

Si, & deux tangentes 3, &' on associe trois autres lan-
gentes 2, 3, v, deux & deux, on détermine trois para-
boles dont les axes forment un triangle inversement
semblable au triangle des tangentes =, 8, v.

Si a=@3 =+ =2, Il devient la parabole ayant, au
point de contact de la tangente a, un contact du troc-
siéme ordre avec 'hypocycloide; 'expression du para-
metre devient 87 cos*3 =z, qu’on déduirait aussi de la
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construction donnée au n® 9; la directrice et le foyer
de cette parabole peuvent étre retrouvés aussi a I'aide
des considérations actuelles.

Le rayon de courbure p en un point et le para-
meétre p' de la parabole surosculatrice au méme point
sont liés entre eux, et au rayon r du cercle tritangent,
par la relation

ot =1512p" 13,

Dans le cas particulier ou les tangentes a, 3, v, ¢ ont
lears points de conlact en ligne droite, le quadrilatére
qu'elles forment et la parabole inscrite possédent encore
des propriétés intéressantes.

36. Propriété de cing tangentes. — Nous avons
vu (19) que si trois tangentes @, b, ¢ 4 une H, forment
trois triangles avec deux autres tangentes d, d', les
orthocentres de ces triangles sont sur un cercle passant
au point (d, d') et ayant son centre sur le cercle tritan-
gent. Or, ces orthocentres sont les sommets du triangle
formé par les directrices des paraboles respectivement
langentes aux droites b,¢,d,d'; c,a,d,d'; a,b,d,d.

On a ainsi ce théoréme : Etant données cing tan-
gentes a une H;, en associant deux d’entre elles
successivement avec deux des trots autres, on déter-
mine trois paraboles, dont les directrices forment
un triangle inscrit dans un cercle, qui passe au
point commun aux deux premiérestangentes, et qui
ason centre sur le cercle tritangent.

Ce triangle est inversement semblable au triangle
des trois langentes a, b, c.

D(GRESSION SUR UNE CONIQUE REMARQUABLE
DU PLAN D'UN TRIANGLE.

37. On sait que les symétriques, par rapporl aux
milieux des cdtés d’un triangle, des points ot ces cotés
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sont coupés par une droite A, sont sur une droite A';
A se déduit de méme de A’. Si A tourne autour d’un
point fixe P, A" enveloppe une conique tangenle aux
cdtés du triangle aux points symétriques, par rapport
a leurs milieux, des traces de PA, PB, PC, sur ces
cbtés; toute conique inscrite au triangle peut étre
obtenue de cetle maniére.

Si P est l'orthocentre H du triangle, la conique cor-
respondante, que nous appellerons S, posséde d’inté-
ressantes propriétés qui nous seront utiles, et que nous
nous contenterons d’énoncer :

Premier cas. — Le triangle ABC est acutangle. —
La conique S touche les cOtés aux points A,, B,, C,
symétriques, par rapport aux milieux A’, B', (', de ces
cotés, des pieds D, E, F des hauteurs correspon-
dantes.

S est la conique concentrique au cercle circonscrit
a ABCG, et tangente aux trois cétés : c’est une ellipse
inscrite au triangle.

Les hauteurs du triangle sont normales & S; les
normales en A,,B,, G, concourent au point K symé-
trigue de H par rapport au centre O du cercle cir-
conscrit.

Le demi-diamétre conjugué de OA, est égal au
segment A, A perpendiculaire & BC, extérieur au
triangle, et limité au cercle, ou encore & HD, ou AA’,
en appelant A" le point o OA, coupe AD. Si R désigne
le rayon du cercle’O, et a, b les demi-axes de S.

e R+ OH
- o o R=a+ 0,
,_ R—OH Y OH=a-—0b,
2

Les cercles de Chasles de ’ellipse S sont le cercle
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circonserit au triangle et le cercle concentrigque
passanten H. L’azxe focal coincide en direction avec

. AT A
la bissectrice de A OA’|, A’

symétrique de A'| par
rapport a A,.

O et Hrestant fixes, ainsi que le cercle, si le triangle
se déforme, A se déplacant sur le cercle dans un sens
déterminé, I'ellipse S reste constanle en grandeur, mais
tourne autour de O; le point de concours K des nor-
males aux points de conlact des cotés reste fixe. On
conclut de la que : Le cercle de Chasles T, de
rayon (a—+ b), d’une ellipse, est circonscrit a une
infinité de triangles circonscrits a Uellipse; ces
triangles sont acutangles, leurs hauteurs sont nor-
males a Uellipse; les normales aux points ot elle
touche les cétés d’un triangle concourent au point K
symétrique de Uorthocentre H de ce triangle par
rapport au centre de Uellipse; H et K appartiennent
au second cercle de Chasles T' de rayon (a — b).
Ces derniéres propriétés ont été données par M. Barisien
(Noue. Ann., 1911).

Deuxiime cas. — Le triangie ABC a un angle
obtus A. — L’orthocentre H est alors extérieur au
cercle O; il v a peu de changements a apporter a ce
qui précéde : la conique S est encore une ellipse de
centre O, mais ex-inscrite au triangle, touchant le
cOté opposé a I'angle obtus et les prolongements des
autres; les remarques relatives aux haateurs, et aux
normales aux points ou S touche les cotés, s’appli-
quent; a et b désignant encore les demi-axes

- OH + R
2 R=a—15b
_OH-R ° OH=a+b
2

b
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On a
R < OH < 3R, d’ou a>2b,

et tandis que, dans le cas d’un triangle acutangle,
aucune condition n’est imposée a a et b, dans le cas
actue] on a a > 2b; cette condition, qui exprime que
le second cercle de Chasles coupe Dellipse en des
points réels, étant remplie, on a ce théoréme : Le
cercle de Chasles Y', de rayon (a — b), d’une ellipse
est circonscrit & une infinité de triangles auxquels
Uellipse est ex-inscrite; ces triangles ont un angle
obtus; leurs hauteurs sont normales a Uellipse; les
normales aux pornts oit elle touche les cétés concou-
renten K, symétrique de l'orthocentre Hdu triangle
par rapport au centre de ’ellipse; H et K appar-
tiennent & ’autre cercle de Chasles T.

Trotstkme cas. —— Le triangle ABC est rectangle
en A. — L.’orthocentre est alors en A; la transversale
réciproque A’ de toute droite A passant en A, et autre
que AB et AC, coincide avec BC; celle de AB est indé-
terminée et passe cn (G; de méme pour AC. En consi-
dérant ce cas comme la limite des précédeunts, on est

conduit a dive qu’alors S se réduit au segment de
droite BC.

NORMALES A L'HYPOCYCLOIDE. — KELLIPSES TRITANGENTES.

38. La développée d’une H; étant une Hj, d’'un
point on peut mener trois normales au plus & la pre-
miére; ces normales sont inversement homothétiques
des tangentes paralléles, dans le rapport de 3 a 1, par
rapport au centre w de la courbe. Donc, si trois tan-
gentes concourent en H, les normales paralléles
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concourent au point K de wH, tel que wK = — SZ;H,
et réciproquement.

Le lieu des points d’ou partent dcux normales rec-
tangulaires est le cercle des rebroussements.

Nous savons que les normales perpendiculaires
aux cotés d’un triangle T concourent. Réciproque-
ment, les tangentes menées au.r pieds des normales
issues d’un point K forment un triangle 'l : car la
tangente qui forme un triangle T avec deux des tan-
gentes données ne peut différer de la troisiéme,
puisqu’elles correspondent a la méme normadle.

Le théoréme de Laguerre (3) et sa réciproque s’ap-
pliquent aux normales tssues d’un point.

39. Si ABC est un triangle T d’une Hj, les points
Ay, By, G, de contact des c6lés sont précisément les
points ou ces cOtés touchent la conique S de ce
triangle (37), de sorte que celte conique est tritan-
gente a hypocycloide; donc les pieds des normales
issues d’un point sont les points de contact d'une
ellipse tritangente, car les tangentes en ces points
forment un triangle T.

Réciproquement, les points de contact de toute
conique trilangente sont les pieds des normales
issues d’un point : on sait que, si par qualre points
d’une cubique passe une conique variable, la droite
qui joint les deux autres points communs a ces courbes
coupe la cubique en un point fixe; cela est vrai en
particulier pour une conique tangente en deux points
fixes a la cubique.

Corrélativement, si une conique touche une courbe:
de troisiéme classe en deux points fixes, les deux autres
langentes communes se coupenl sur une tangente fixe;
st ces deux tangentes viennent a coincider, leur point



(128 )

de contact commun ne peut différer de celui de cette
tangente fixe; autrement dit, de toutes les coniques
tangentes & une courbe de troisieme classe en deux
points fixes, une seule a un troisi¢me contact avec elle.
Ceci posé, si A, B, Csont les points de contact d’'une H,
et d’une conique, et si du point P commun aux nor-
males en A el B, on méne la troisieme normale PC/,
les points A, B, C' étant les contacls d’une conique
tritangente, (' ne peul différer de C, ce qui démonltre
la proposition.

Ainsi, les ellipses S attachées aux triangles T
d'une Hjy sont les seules coniques tritangentes a
cetle courbe. :

40. En résumé, a tout triangle T correspond une
ellipse tritangente, et réciproquement : si T est acu-
tangle, on a

a+b=R=a2r,
a—0=0H=2w0,

a, b désignant les demi-axes de I'ellipse; R le rayon
du cercle O circonscrit au triangle T, double du rayon »
du cercle inscrit dans 'hypocycloide; w le centre de la
courbe, H 'orthocentre de T.

Si T est obtusangle

a—b=R=2r,
a+b=0H=200.

Si T est rectangle, b = o, S seréduit a 'hypoténuse
du triangle, qui est une corde de 'hypocycloide tan-
gente & la courbe; on retrouve qu’une telle corde est
égale a 4r, etc.

On peut finalement énoncer ce théoréme :

Il existe deux familles d’ellipses tritangentes a
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une Hy, et les tangentes aux points de contact de
chacune forment un triangle T.

Pour Uune des familles, T est acutangle; I'ellipse
est intérieure a I’ hypocycloide; le cercle circonscrit
a T est le grand cercle de Chasles de Uellipse;
l’autre cercle de Chasles a pour diamétre HK,
H désignant U'orthocentre du triangle, et K le point
de concours des normales aux points de contact des
deuz courbes; la somme des axes de ces ellipses est
constante et égale a 4r; leurs centres sont intérieurs
au cercle inscrit dans U'hypocycloide.

Pour U'autre famille, T est obtusangle; ’ellipse
n’est pas intérieure & ' hypocycloide, qu’elle coupe
en deux points réels (on peut s’en rendre compte en
prouvant, par un calcul simple, que le rayon de cour-
bure au point de contact des deux courbes opposé
4 l'angle obtus du triangle des tangentes communes
est plus grand pour I'ellipse que pour ’hypocycloide);
le cercle circonscrit & T est le petit cercle de Chasles
de Uellipse; ’autre cercle de Chasles a pour dia-
meétre HK pla différence des azes de ces ellipses est
égale & 4r; leurs centres sont cxtérieurs au cercle
inscrit dans U hypocycloide.

Certaines de ces propriétés ont fait I'objet de la
question du concours général en 189g.

41l. » étant le milieu de OH, O celui de HK, on
peul dire que : toutes les ellipses tritangentes dont
les centres sont équidistants du centre de I’hypo-
cycloide sont égales; le point de concours des nor-
males auzx points de contact de chaque ellipse
décrit un cercle concentrique a U hypocy-cloide.

Supposant que K vienne en un point P de la déve-

Ann. de Mathémat., ¢ série, t. XIIIL. (Mars 1913.) 9
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loppée de Phypocycloide et appliquant les résultats
précédents, nous voyons que :

En chaque point G d’une H, passe une ellipse E
ayant en ce point un contact du troisiéme ordre avece la
courbe, et la touchant en un autre point C,; la nor-
male en G, passe au centre de courbure P des courbes
en C; la tangente en C, est perpendiculaire a la tan-
gente adjointe a la tangente en C a 'hypocycloide, et
touche le petit cercle de Chasles de E sur la tangente
en Ca l'ellipse; le grand cevcle de Chasles passe en P;
le lieu du centre de E est la courbe symétrique de
’hypocycloide donnée par rapport a son centre, etc.

HYPOCYCLOIDES TRITANGENTES A UNE ELLIPSE.

42. De ce qui précéde on déduit aussi que :

Il existe deux familles d’H, tritangentes a une
ellipse fixe S, d’axes 2a et 26 : pour Uune, les
points de contact sont les points ot S touche les
cotés des triangles qui lui sont circonscrits et qui
sont inscrits dans le grand cercle de Chasles T de
Uellipse; ces triangles qui sont acutangles sont des
triangles T pour chaque H,; ces Hy sont toutes
égales, le diamétre de leurs cercles inscrits va-
lant (a + b); ces cercles touchent les cercles décrits
sur les axes de S comme diamétres; Uellipse est
intérieure a chacune des Hs; les centres de celles-ci

sont sur le cergle concentrique a Uellipse et de
a—b
2

rayon ; les orthocentres des triangles des tan-

gentes aux points de contact, et les points de con-
cours des normales & S en ces points, sont symé-
triques par rapport au centre de la conique et
décrivent son petit cercle de Chasles T'.
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Pour Uautre famille, qui n’existe que st a > 2.b,
les points de contact sont les points ot l’ellipse
touche les cotés des triangles, auxquels elle est
ex-inscrite, et qui sont incrits dans le cercle T'; ces
triangles qui sont obtusangles sont des triangles T
pour chaque Hy; ces Hy sont toutes égales, le dia-
métre de leurs cercles inscrits ayant pour va-
leur (a — b); ces cercles inscrits touchent les cercles
décrits sur les axes de S comme diamétres; Uellipse
a deux points réels communs avec chaque H,, autres
que les points de contact; les centres des Hy sont sur

. . . a+ b
le cercle concentrique a Uellipse et de rayon

;
les orthocentres des triangles des tangentes aux
points de contact, et les points de concours des nor-
males & S en ces points sont symétriques par rapport
au centre de Uellipse, et décrivent son grand cercle
de Chasles T.

Parmi les H; de cetle seconde famille, quatre ont
avec S un contact de troisiéme ordre aux points com-
muns & S et a I" (41); soit C un de ces points, 'autre
point de contact G, de I'H, correspondante est un point
de contact d’une tangente commune 2 I et 4 S; celte
langenle commune touche I" en un point ou passe la
tangente en C 3 S, elc.

Concevons que l'ellipse S se déforme de maniére
que b devienne nul, a restant invariable; elle devient
un segment fixe de longueur 2a; les deux familles d’H,
tritangentes se confondent en une seule famille d’Hy
langentes au segmenl et passant en ses extrémités; de
ce qui précede on déduirait des propriétés de cette
famille de courbes; on retrouverait, entre autres, des
propositions connues. i
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- TANGENTES COMMUNES A UNE Hj3 ET A UNE CONIQUE.
SYSTEMES DE S{X TANGENTES.

43. On démontre aisément par le calcul, etil résulte
d’un théoréme de M. G. Humbert ( Théorie des fonc-
tions algébrigues, Appell et Goursat) que la somme
des angles que font, avec une droite déterminée, les
tangentes communes & une Hy et @ une conique
quelconque est constante. En particulier, si la droite
fixe est la tangente U'U a ’hypocycloide en un de ses
sommets, la somme des six angles est égale a k=,
k entier; réciproquement, six tangentes a une Hj véri-
fiant cette condition touchent une conique.

De la résultent de nombreuses conséquences, dont
voici quelques-unes :

Les tangentes adjointes des six langentes communes
a une Hj; et & une conique louchent une autre
conique.

Les troisi¢mes tangentes a une H; menées des som-
mets de tout hexagone circonscrit a cetle courbe et &
une conique touchent une autre conique. Dans ces deux
théorémes, s1 trois des tangentes concourent, les autres
concourent.

Deux triangles T(8) et T(= — ) sont circonscrits &
une conique; réciproquemeul, trois langentes com-
munes a une H; et & une conique formant un
triangle T(0), les trois autres forment un triangle
T(=—8); les cercles circonscrits & ces deux triangles
sont égaux, leur rayon commun est 27 sinf.

Les trois tangentes communes a une Hy et a un
cercle osculateur forment un triangle inscrit dans un
cercle dont le rayon vaul le quart du rayon du cercle
‘osculateur.
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On aurait des théorémes analogues en considérant
des coniques ayant avec ’hypocycloide un ou plusieurs
contacts de divers ordres; on retrouverait en particu-
lier des propriétés des coniques lritangentes.

Les normales & une H; aux points ol cette courbe
est louchée par ses six tangenles communes avec une
conique touchent une autre conique; les normales
velatives & un triangle T(0) et & un triangle T (= — 0)
touchent une conique; les normales velatives a ces
divers triangles forment des triangles inscrits dans des
cercles égaux.

Six tangentes touchant une conique, quatre d’entre
elles et les tangentes perpendicunlaires aux deux autres
touchent aussi une conique.

Nous avons vu que la droite de Miquel de cinq tan-
gentes a,, dy, ..., as fait avec U'U un angle v donné

par
ay -+ aAy—+. ..+ as—+ W= 0.

Elle est donc paralléle a la siziéme tangente com-
mune & Uhypocycloide et & la conique tangente aux
cing droites; nous avons déja remarqué qu’elle touche
aussi cette conique.

Si 4 quatre tangentes on associe successivement
deux tangentes reclangulaires, les droites de Miquel
des deux groupes de cinq droites sont rectangulaires
et se coupent au foycr de la parabole tangente aux
quatre premiéres tangentes.

Systémes de coniques : Les coniques langentes a
quatre tangentes fixes d’une Hj touchent deux autres
tangentes dont le point commun décrit une cinquiéme
tangente fixe; une seule de ces coniques est donc lan-
gente a 'hypocycloide.

Parmi les coniques inscrites 2 un triangle T(8), il
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en est une infinité qui sont tangentes a ’hypocycloide ;
trois de ces coniques ont avec elle un. contact du
deuxitme ordre, et les tangentes aux points ol ces
coniques touchent hypocycloide forment un triangle
équilatéral circonscrit 2 une conique inscrite au pre-
mier triangle; si celui-ci est un triangle T, les points
de contact sont les sommets de I'hypocycloide.

Parmi les coniques tangentes a deux langentes
fixes a,, a;, une infinité touchent ’hypocycloide en
deux points et forment deux familles : pour chaque
famille, les tangentes aux deux points de contact se
coupent sur une tangente fixe. Ces deux tangentes
fixes, b, el b,, sont rectangulaires et également incli-
nées sur a, et a,. Quatre des coniques ont avec 'hypo-
cycloide un contact du troisiéme ordre : les points de
contact sont les points o b, et b, coupent '’hypo-
cycloide, les tangentes en ces points sont paralleles
aux cOtés et aux diagonales d’un carré; la conique qui
les touche, en méme temps que 'une des tangentes
données, touche aussi la tangente perpendiculaire
a l'autre tangente donnée.

Parmi les coniques tangentes a une tangente a I’hy-
pocycloide, cinq ont avec celte courbe un contact du
quatrieme ordre; les tangentes aux points de contact
sont paralleles aux cotés d’un pentagone régulier,
et la conique qui leur est tangente touche la tangente
donnée, etc.

HYPOCYCLOIDE CONSIDEREE COMME TRANSFORMEE D'UN CERCLE.

44. Des considérations simples montrent que la
transformée par poinls inverses, par rapport & un
triangle équilatéral, du cercle inscrit dans ce triangle,

est 'hypocycloide ayant les sommets pour points. de
rebroussement,
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Ce mode de génération permet d’établir commodé-
ment certaines propriétés de la courbe, par exemple
les suivantes : _

Toute conique tangente 4 une H, et passant aux
poinis de rebroussement est une hyperbole dont les

asymptotes font un angle 1;

Si, par un point de rebroussement A d’une hypo-
cycloide, on méne une sécante Ann', les deux autres
points de rebroussement sont conjugués par rapport
aux tangentes en n et n'; le lieu du quatri¢éme point
commun aux deux coniques passant aux points de
rebroussement, el touchant respectivement I’hypocy-
cloide en n et r/, est une conique.

Des propriétés élémentaires de la parabole on déduit
que : '

Si un cercle variable passe au foyer d’une parabole
et touche cette courbe, la droite qui joint leurs deux
aulres points communs coupe l'axe de la parabole en
un point fixe. ‘

On en conclut que : si une conique fixe X est inscrite
a un triangle, et qu’une conique variable circonscrite
au triangle touche I, la sécante commune conjuguée
de la tangente au point de contact des coniques passe
en un point fixe; ce point est commun aux droiles
joignant les sommets du triangle aux points ou X touche
les cOLés opposés.

En particulier, loute conique, circonscrite a un
triangle équilatéral et tangente au cercle inscrit & ce
triangle, coupe ce cercle en deux points diamétrale-
ment opposés, el réciproquement. Ce théoréme conduit
au suivant :

Les points de rebroussement d’une H,, le centre
de la courbe et les extrémités de toute corde tan-
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gente sont siz points d’une méme conique (Bicxarr,
Revue de Mathématiques spéciales, 19o8).

Les deux coniques passant aux points de rebrousse-
ment et tangentes a I’hypocycloide aux extrémités
d’une corde tangente se coupent sur le cercle des
rebroussements.

GORRESPONDANCE.

M. M. d’Ocagne : Au sujet d’un article récent. — L'inté-
gration effectuée par M. R. Garnier dans le numéro de
novembre 1912 des Nouvelles Annales (p. 502) vepose sur la
formule (1) de la page 505, que auteur établit de deux ma-
niéres difféventes, 'une et lautre ingénieuses; mais il me
semble que cette relation peut étre obtenue par un procédé
plus direct que voici :

Supposons menée en M (sur la figure 1 de la page 503) la
normale limitée d'autre part & 'axe OA. Une propriété clas-
sique de I'ellipse nous apprend que la projection de cette

. . b?
normale n sur le rayon vecteur MF est constante et égaled —-
a

On a donc, en appelant . 'angle de cette normale avec ce
rayon vecteur,

2
neosp = —-

Mais si v est 'angle de la normale avec OA, une autre pro-

priété non moins classique <cclle qui dit que le pied de la
' 2
normale sur OA divise OR dans le rapport 2;> donne
a

acose a?
—— = T

ncosv b2

et la comparaison de ces deux formules montre immédiate-
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ment que
COSV = COS £ COS}.

_Or, les arcs infiniment petits d(M) et d(Q), décrits simul-
tanément par les points M et Q, ayant méme projection
sur OB, on a

d(Q)cosy = d(M)cosv
ou
rcosvdf

b cosodo =
Fae cosp
et en vertu de la formule ci-dessus

bdo = rdé,
C. Q. F. D.

SOLUTIONS DE QUESTIONS PROPOSEES.

2077.

(1907, p. 288.)

Un triangle ABC étant inscrit & une hyperbole équi-
latére, st DEF est le triangle pédal d’un point quelconque
de la courbe, le point inverse du centre de la courbe par
rapport au triangle DEF est le point & l'infint dans une
direction fixe et cette direction est celle de la droite qui
est la ligne inverse de la courbe par rapport au
triangle ABC.

(G. FoNTENE.)
SOLUTION
Par M. R. Bouvaisr.

Nous démontrerons tout d’abord le théoréme suivant :

Etant donnée une hyperbole équilatére S circonscrite a
un triangle ABC, deux points P et P' de la courbe situés
sur une méme perpendiculaire a [’un des cétés du
triangle ABC (au cété BC par exemple en un point B) les
triangles DEF, DE'F’, podaires des points P et P' par
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rapport au triangle ABC sont tels que les angles FDE,
F'DE' ont mémes bissectrices.

On sait en effet que le triangle podaire d’un point P par
rapport au triangle ABC est semblable au triangle antipodaire
du point P, inverse par rapport a ABC. On déduit immédia-
tement que les bissectrices de I'angle BP; Csont paralléles aux
bissectrices de 'angle FDE.

Soit A la droite inverse de I'’hyperbole équilatére X par
rapport 3 ABC, il existe sur cette droite une infinité de
couples de points M, et M tels que les bissectrices des

angles BM, C, BM/, C soient paralléles, car le lieu des points

tels que les bissectrices de 'angle BuC soient paralléles a
une direction donnée est une hyperbole équilatére passant
par B et C, ayant pour centre le milieu de BC et pour direc-
tions asymptotiques la paralléle et la perpendiculaire a la
direction donnée. (C’est le lieu des points de contact des
tangentes paralléles 4 une direction données menées aux
coniques de foyers B et (C.) Ces points M; et M| forment
d’ailleurs sur A une involution I; dont deux couples de points
correspondants sont les points d'intersection « et § de A avec
le cercle ABC, le centre O de ABC et le point O d'intersection
de A avec BC.

D’autre part a deux points P et P’ de £ situés sur une
perpendiculaire @ BC, correspondent sur A deux points
inverses P, et P\, intersections de A avec la conique C inverse
de la droite PP’; or toutes les coniques analogues a G sont
circonscrites au triangle ABC et passent par le point A’
diamétralement opposé a A sur le cercle ABC.

. Elles coupent par conséquent A en des points eninvolution.
Deux couples de points de cette involution I sont les points o
et 3, O et O

I.es deux involutions I et I; coincident et le théoréme est
démontré.

Ceci posé, considérons un point P de I'hyperbole 2; la
perpendiculaire abaissée de P sur AB coupe £ en P}, la
perpendiculaire abaissée de P’ sur AC coupe I en P? la
perpendiculaire abaissée de P” sur AB coupe X en P", etc.
Les triangles podaires de ces P, P’, P”, ... sontd’aprés le théo-
réme précédent tels que l'inverse du centre w de £ (qui est
commun a tous les cercles circonscrits a ces triangles) soit a



(139)

linfini dans la méme direction; comme ces points sont en
nombre infini sur Z, cette direction est la méme quel que soit
le point pris sur = pour déterminer un triangle podaire par
rapport a ABC.

Reste a déterminer cette direction.

Nous considérons pour cela le triangle podaire de I'ortho-
centre H du triangle ABC; soient H' la projection de ce point
sur BC, H 'intersection de AH avec le cercle ABC, M le qua-
triéme point d’intersection de £ avec le cercle ABC. Le centre
de = est le milieu w de HM et la direction cherchée est

S
la symétrique par rapporta AH de wH' ou de MH". Si BAM = 6,
N
AMH'= C + 6 et l'inverse de AM fait avec AH I'angle

O\
HAM = — (c+0).

La direction cherchée est par suite perpendiculaire a la
droite A inverse de = par rapport a ABC et non paralléle a
cette droite comme le porte l’énoncé.

Remarque. — La proposition précédente peut encore
s’énoncer comme il suit :

St un triangle ABG est inscrit dans une hyperbole
équilatere = de centre w, la droite de Simson du point v
par rapport au triangle podaire d’un point quelconque
de la courbe par rapport au triangle ABC est paralléle a
une direction fize et cette direction est celle de l’incerse
de £ par rapport ¢ ABC.

2084.

(1907, p. 327; 1911, p. 183.)

Etant donnés un tétraédre orthocentriqgue ABCD et un
point M de la sphére circonscrite, les paralléles ¢ MA, MB,
MC, MD menées par l’orthocentre H, rencontrent les plans
des faces correspondantes en quatre points situés dans un
méme plan et ce plan partage le segment MH dans le
rapport de 2 a 1.

(G. FonTENE.)
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SOLUTION GEOMETRIQUE

Par M. R. Bouvaisr.

Soit M’ le point diamétralement opposé a M sur la
sphére ABCD, soit = la sphére conjuguée au tétraédre donné.
Les droites conjuguées des droites AM', BM', CM’, DM’ par
rapport ala sphére Z sont les intersections des faces du tétra-
édre avec les plans menés par H perpendiculairement a AM|,
BMj{, CM{, DM}, plans qui contiennent les paralléles a AM,
BM, CM, DM menées par H; ces droites conjuguées sont dans
le plan polaire de M’ par rapport a Z. Soit P P'intersection de
ce plan polaire avec MM’, on a évidemment

HP . HM'= HA.HH, = :I; HM.HM’

(H; étant la trace de la hauteur AH sur la face BCD), d’ou

ne_
HM ~— 3’

ce qui démontre la proposition.

2167.

(1910, p. 528.)

Soient dans un plan cing droites concourant en un
point O etsur chacune d’elles deux points (A, Az), (By, By)
(Gy, Cy), (Dy, Dy), (E4, Ez). On désigne par C, la cubique
passant par O et les points By, By, Gy, Gy, Dy, Dy, Ey, E; et
par Gy, C¢, Cy, G, les cubiques analogues. La tangente en O
a C, coupe cette courbe au point a; soient b, c, d, e les
points analogues des cubiquesCy, C, Cq, C.. Montrer que :

1° Les cing cubiques considérées ont,en dehors de O, deux
points communs P et Q.

2° Les points a, b,'c, d, e sont sur la droite PQ.

(LETIERCE.)
SOLUTION
Par M. R. Bouvaisr.

Soient T une quadrique quelconque, A une droite coupant %
en wet O et S un point de A: soient Ag4, Ay, Ac, Ag, A, cing
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droites passant par S et coupant  en ay, a,, by, by, ¢y, ¢y, d;,
dy, ey, €. Soit S le cone du second ordre passant par A, Ay, A,
Ag, A, soit o, la biquadratique d’intersection de ce céne
avec 2. Si nous prenons w comme centre de projection, la
projection conique de o, sur un plan & sera une cubique C,
passant par les points O, By By, C; Gy, Dy Dy, E; E,, ces
points étant les traces sur le plan & des droites w O, w by, w by,
wey, weg, wd;, wdy, we;, wey. G passera en outre par les
traces P et Q sur w des génératrices de = payant par w, et la
tangente a C, en O rencontrera cette cubique au point a, trace
sur = de la tangente & o, cn w; a est donc sur PQ. Les
cones Sy, Sc, Sy, S, nous donneront de méme les biqua-
dratiques g5, o, G4, G¢, dont les projections Cp, C,, Cq, C,
sur  passeront par P et Q et telles que leurs tangentes en O
les couperont sur PQ.

Autres solutions par M. KLua.

2181,

(1911, p. 384.)

Trouver le lieu du centre d'un cercle inscrit a untriangle
conjugué & une conique G, Uun des sommets du triangle
variable étant fize.

(N. ABRAMESCU.)
SOLUTION

Par M. THIE.

On sait que les cercles inscrits a un triangle conjugué a une
hyperbole équilatére ont leurs centres sur cette courbe.
Soient alors AMN I'un des triangles considérés, ayant un
sommet fixe en A, et P la polaire du point A par rapport a C.
Soit encore H I'hyperbole équilatére bitangente a G avec P
pour corde de contact. Le triangle AMN est conjugué par
rapport 4 H. On en conclut immédiatement que cette courbe
constitue le lieu cherché.

Autres solutions par MM. Bouvaist, L. KLua et Parnrob.

2183.

(1911, p. 480.)

Soient N le point o la normale au point M d’une para-
bole coupe l'axe, et P et Q les points d’intersection de la
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parabole avec le cercle qui passe par MyN et le sommeétde
la parabole.
Montrer géométriguement que :

1° MP et MQ sont les normales & la parabole en P et Q;

2° La droite de Simson de N, par rapport au
cercle MPQ, est l'une des asymptotes de [!'hyperbole
d’Apollonius de M, par rapport a la parabole et par
conséquent : '

3° La droite de Simson A de N, par rapport au
cercle MPQ, est perpendiculaire & l’axe de la parabole;

M

4° Le lieu du centre du cercle MPQ est une parabole
ayant pour sommet le foyer de la parabole donnée;
5° L’enveloppe du cercle MPQ est une cubique circulaire;
60 Le lienw du point d’intersection de la tangente en M
a la parabole avec la droite de Simson de N est une
cubique (1). »
(N. ABRaMESCU.)
SOLUTION

Par M. PARROD.

Rappelons les propriétés suivantes:

Les asymptotes d’une hyperbole équilatére inscrite a un

(1) Enoncé rectifié.
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triangle sont deux droites de Simson dont les points sont
diamétralement opposés sur le cercle circonscrit.

Le cercle qui passe par les pieds des normales menées
d'un point a une parabole passe par le sommet; il rencontre
I'axe en un deuxiéme point dont I'abscisse est celle du point
considéré augmentée du paramétre p.

Les hyperboles d'Apollonius d’une parabole ont pour
asymptote I'axe de la parabole, I'abscisse del’autre asymptote
est celle du point considéré diminuée du paramétre p.

1%, 2°, 3° Considérons V'hyperbole d'Apollonius, définissant
les points P et Q, relative au point M de la parabole, le
cercle MPQ passe par le sommet S, il rencontre I'axe en N
et d’aprés ce qui précéde MN est la normale en M.

L’axe est la droite de Simson d’un point A, du cercle MPQ,
situé sur la tangente au sommet, Cette propriété est bien
connue et d’ailleurs c’est une conséquence de la suite.

Abaissons les perpendiculaires NP’', NQ’ sur les normales MP,
MQ; le quadrilatére MN P'Q’ est inscriptible, les angles NMQ’,
NP'Q', NSQ sont égaux ; MP rencontre I'axe en B, les
angles BSQ, SBP sont égaux puisque les deux sécantes
communes sont également inclinées sur I'axe; en résumé les
angles NP'Q’, P'NB sont complémentaires, P'Q’ est perpen-
diculaire sur I’axe, donc la droite de Simson du point N est
la deuxiéme asymptote.

Les points A et N sont donc diamétralement opposés dans
le cercle MSPQ.

[’angle NSH est alors droit, le point A est sur la tangente
au sommet.

L’angle AMN étant droit, le point A est aussi sur la tangente
en M a la parabole.

4° Les coordonnées du point M étant (z, y), celles du
centre O du cercle MPQ, c’est-a-dire du milieu de AN,

sont <z' —;—p’ ‘Z>, et ’équation du lieu du point O est

4
162 =2p (22 — p),

parabole ayant pour sommet le foyer de la parabole donnée.

5° Le cercle MPQ passant par un point fixe S, le point de
contact de ce cercle avec son enveloppe est sur la perpen-
diculaire abaissée de ce point S sur la tangente en O’ au lieu
de O', c’est-a-dire sur la parabole précédente.
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Pour que I'enveloppe fut une strophoide il faudrait que le
point S fiit sur la directrice de la parabole lieu de O', ce qui
n’est pas; le lieu est une cubique dont le point S est un point
double et dont le sommet est le point d’abscisse p.

6° Les coordonnées du point M étant z,, y,. les équations
des deux droites sont

2pT —2Y0y +y§ =0, 2pr=yi—2p?;
d’ou
pl2z+pl=a2y*(z+p),

cubique ayant pour asymptote 2 + p = o; cette droite est a
la distance —£ de la directrice.
2

L’origine nouvelle est un point double.
I.a courbe est asymptotique a la parabole donnée.

Remarques. — Si d’un point quelconque M on méne les
normales MP, MQ, MR a une parabole de sommet S, et si du
point M on abaisse les perpendiculaires MH et MK sur l'axe
et la tangeute au sommet, le cercle PQRS passe par le milieu
de SK et rencontre ’axe en un point N tel que HN =+ p;
d’ol sa construction.

Le point M étant sur la parabole, la tangente en M
rencontre la tangente en S au point A, le cercle PQMS passe
par le point A etle pied de la normale MN sur l'axe; le
cercle de diamétre AM rencontre I'axe aux points B, C tels
que MB et MC sont les normales MP, MQ.

Autres solutions de MM. E.-N. Barisien, Bouvarst, L. Krug,
J. LEMAIRE. Le premier de ces correspondants ajoute Ja remarque
suivante : La normale en M a la parabole et les droites de
Simson du point N se rencontrent au point N’ symétrigue de N
par rapport a M; le lieu de N' est donc une parabole.
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[L'ba] :
SUR LE POINT DE FREGIER DANS L'HYPERBOLE ;
Par M. P. MAGRON,

Professeur au Lycée de Troyes.

Tatorime. — Etant donnée une hyperbole (H)
d’asymptotes AB, AC passant en 1, ot elle admet
pour tangente BC, le point de Frégier relatif a
est le pdle de BC par rapport au cercle ABC.

En effet, le point F est sur la perpendiculaire & BC
en son milieu I ( fig. 1) et sur la droite symétrique

de AI par rapport 4 'axe AE, ce qui correspond au
point I' de (H) symétrique de 1 par rapport a AE.
Comme IF passe par le centre O du cercle ABC et

Ann. de Mathémat., 4 série, t. XIIL (Avril 1913.) 10
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N
que AE est bissectrice de IAF, F, E, I, E' sont conju-
gués et BC est bien la polaire de I dans le cercle
circonscrit au triangle ABC.

Tutorkme. — 8¢ 3 et v sont les pieds des hauteurs
relatives & B et C dans le triangle ABC, la droite By
est la polaire du point de Frégier par rapport a
Uhyperbote (H).

Nous allons montrer que la polaire de v qui est
paralléle & AB coupe Ol en un point F qui est le point
de Frégier relatif 4 I. Soient J et K (fig. 2) les milieux

Fig. 2.

de AB et AC, la tangente autre que 'asymptote menée
de v est telle que, si M est le point de contact et si 'on
meéne MR et MS paralleles 4 ABeta AC, on aiten ASK
et AJR deux triangles semblables; KS étant paralléle
aCy,JR Vestaussi et R est donc sur la perpendiculaire

.
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élevée 3 AB en son milieu J. On a alors
et aussi

Par conséquent, le cercle construit sur OF comme

diamétre qui passe en R puisque ORF est droit, passe
aussi par B et C et FC est perpendiculaire 4 OC; donc,
F est le pole de BC duns le cercle ABC. C'est, par suite,
le point de Frégier de I. De méme, la polaire de 3
passe par I, donc, @3y est la polaire de F par rapport
al'hyperbole (H).

Remarque. — On voyait immédialement que la
polaire était parallele a 3y, car elle est paralléle a la
tangente en I’ (fig. 1), puisque AF et cette direction
sont conjuguées; or, la langente en 1’ est antiparalléle
a BG, donc paralléle a 3y.

Tutorime. — Quand 1 décrit 'hyperbole (H),
F décrit une hyperbole (F) ayant méme centre et
mémes asymptotes que (RH), donc homothétique
de (H), avec A pour centre d’homothétie.

En effet, on a

A
(1) EI = CE cosIEC
el daus le lfiangle ECF
CE EF

(2) o~ o~
sinlFC sin ECF
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or on voit que

o) — —
> DD
Il il Il

o[p vid via

| |
R P

en comparant (1) et (2), il vient alors :

: Al El
(3) 'A—F = E—‘ = COS}\,

ce qui prouve bien le théoréme énoncé, car

’

AF = cosA.
Remarques. — 1. Tracons la tangente en I’ a Phy-
perbole (H), elle coupe les asymptotes en B'et & ( fig.1).
Al coupe 2y en N tel que

" AN _ A _AB_

donc N décrit aussi une hyperbole (N) homothétique
de (H)avec A pour centre d’homothétie, et (N) et (F)
sont les transformées par polaires réciproques par rap-.
port a (H); si Pexistence de Pune est démontrée,
Pexistence de l'autre s’en déduit.

II. De (3) et (4) on déduit

A=1RH.37,
ce qui prouve que N est, sur 3y, conjugué de F par
rapporta (H).D’aprés la remarque du second théoréme,
on peut immédiatement conclure que By est la polaire
de F par rapport a (H).

ILI. Cetle propriété est vraie pour les trois coniques;
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dans lé cas de la parabole, on obtient une parabole égale
a la premiére qui a subi une translation égale a 2 p,
p étant le paramétre, car

I'F = 2MN = 2p,

en conservant pour I’ et F les notations de plus haut,
et en désignant par MN la sous-normale relative a I.

[M'3] :
SUR QUELQUES THEOREMES DE LAGUERRE;
Par M. G. VALIRON,

Dans une Note Sur les courbes planes algébriques
(Comptes rendus, 1865), Laguerre a énoncé quelques
remarquables théorémes, qu’il a appliqués dans diverses
autres Notes (voir OF uvres, t. 11, p. 23, 64, 178, 480,
537). Je me propose de donner ici une démonstration
simple de certains de ces théorémes.

Si z et ¥ sont les coordonnées cartésiennes rec-
tangulaires d'un point M, les nombres complexes
3=+ Ly, 3= — iy, sont les coordonnées iso-
tropes de ce point. O étant l'origine des coordonnées,
a, I’'un des angles de la droite OM avec Oz, on a

OM = /| z2'|,
a = 1A<i,>-5—LL
2 \z 27

en désignant par A(w«) 'argument du nombre u. La
deuxi¢me égalité définit o & = prés. Etant donnés deux
points M, (z,, 5,), Ma(3., 3}), imaginaires conjugués,.

2
e

F4

b
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les nombres z, el 3, sont respectivement imaginaires

conjugués de z, et z,, donc

OM;OM,; = {\/Z|Z'252512| =|zy5|,
1 3y B2 _

oyt Ay = -; A <z—,‘ Z) = A(Ziag).
Etant donnés p points M,, My, ..., M, Laguerre appelle
orientation du faisceau OM,, OM,, ..., OMplasomme
(définie a = prés) des angles de ces directions avec Ox;
si & toute direction OM, correspond la direction imagi-
naire conjuguée, lorientation A du faisceau est, en
désignant par 34, 3, les coordonnées de M,

II::’) z

O ) I 3, 3 »
A -:.ZI/;: A(3zy, 39, ..., 5p)= 5 A <Z —z_’; . .?‘_’ .

q=1

L’orientation de p droiles est définie en menant par
I'origine des paralléles & ces droites, donc a = prés.

Laguerre introduit encore la notion de centre har-
monique de n points par rapport & un point P : si
My, M,, ..., M, sont les n points donnés, on prend les
inverses de ces points par rapport & un cercle arbitraire
de centre I, on forme la somme géométrique des
vecteurs qui ont pour origine P et extrémité ces n
points inverses, on divise ce vecteur-somme par n et
I'on prend l'inverse de I'extrémité obtenue par rapport
au cercle considéré; on obtient ainsi le centre harmo-
nique de My, ..., M, par rapport a P. Si z,, :; sont les
coordonnées de My, z, 5’ celles du point P, et Z, Z/
celles du centre harmonique, on a

n ~ 1
™) Z—-z=z 33— 3
1

et I'égalité analogue. Ceci montre, en particulier, que
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lorsque P s’éloigne indéfiniment, le centre harmonique
tend vers le centre des moyennes distances.

Supposons que, par chaque point M,, on méne la
perpendiculaire a la droite PMy, et qu'on prenne la
premiére polaire du point P par rapport a 'ensemble
de ces droites : cette polaire est la perpendiculaire
menée par le centre harmonique & la droite joignant
ce point au point P, En effet, en prenant P pour origine,
la perpendiculaire & PM, menée par M, a pour équa-
tion

(2) S+ —2=0

et la polaire de P par rapport a 'ensemble de ces
droites s’obtient en faisant la somme des équations
telles que (2), son équation est donc

2—+z2-————-2n_0

en considérant la velation (1), on voit que la proposition
est démontrée.

Si f(z,y, 1) = o est 'équation & coefficients réels
d’une courbe en coordonnées cartésiennes, son équation
en coordonnées isotropes, est

z+3 z—3
f< * =57 yl)EF(z,z’,l)zo,

2

Si la courbe est p fois circulaire, son degré étant n, les
termes de plus haut degré dans f et F sont de Ja
forme

(22 4+ y2)Ponsp(@, ¥) = (83" )P @usp(3, 7).

Laguerre appelle puissance du point P (x4, yo), (%0, 5,),
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par rapport a celte courbe, le nombre

F(z(h z:), ')

f(fl\)‘» Yo, 1 -
(3) ) "bn—zp('y 0)

I 1
?' 2 - —
r 2 21

dans le cas ot p = 0, on a simplement

’

.f(-z'(h Yo, l) — F(z()y z’(h [) .
"I ~ | F(i, o, 0)
f(r370)

Ces définitions étant données, on a les théorémes sui-
vants :

Tutorimr 1. — Etant donnés un point P et une
courbe algébrique de degré n coupant p fois la droite
de U'infini aux points cycliques, un cercle passant
par D coupe la courbe en an — 2p points a distance
Sinte; le produit des distances du point P & ces points,
multiplié par le produit des distances du centre du
cercle aux p foyers singuliers, est égal a la puissance
du point P, multipliée par la (n — p)i™e puissance
du rayon du cercle.

En effet, on peul prendre P pour origine, ce qui ne
change pas 'expression de la puissance; soit alors

(4) F(s,3,1)=(5, &) Py_9,(3, ')
+ (5, B )PPy _gpr1 (3,3 )+. ..
+®p_p(z, 3" )+...+Py=o.

La puissance de l'origine est

=
q)ll—2[)( I, 0)

Considérons un cercle passant par l'origine, soit

(%) 33— 23— ¥ 3= 0;
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3o €l 5, sont les coordonnées du centre, le rayon est
donc r =|z,| =|3,|. L'équation aux z de l'intersec-
tion des courbes (4) et (5) est

(6) (3225)PP@u_sp[3(3 — 2g), 335 +...
+q’n—plz(z — zo), Zz/o] +.ot+ (53— zo)"—Ptbo:—.. 0.

Comme la courbe (4) et le cercle (5) ont des équa-
tions cartésiennes réelles, les points communs sont
deux a deux imaginaires conjugués, et le produit des
distances de ces points & l'origine est le module du
produit des racines de I’équation (6), donc

Py 3P
Z:)pq’,,_zp(l, 0) +.. .+q)n—p(|, 0)

)

ou encore

P

(7) l 3PP, 2, (1,0)+...+ Pp_p(1,0)
q)n*2p(l1 O)

ro—p;
q’u~1p(‘s o)

Les foyers singuliers sont les points réels dont les
coordonnées 35’ vérifient 'équation

(8) 3'P®,_3p(1,0) + 3P 1Py g, 4(1,0) ...+ Pp_p(1,0)=0o,

Iexpression qui est en dénominateur dans l'expres-
sion (7) représente donc le produit des distances du
point z,, z,, c’est-a-dire du centre du cercle considéré,
aux p foyers singuliers; et la proposition est démon-
trée.

Si, au lieu de considérer un cercle, on considére
une droite passant par le point P, on obtient la propo-
sition suivante, qui peut aussi s'obtenir comme cas
limite du théoréme 1 :

Le produit des distances du point P aux n points
ot une droite D passant par P coupe une courbe
p fois circulaire, multiplié par le produit des doubles
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des sinus des angles de P avec les asymptotes non
isotropes, est égal & la puissance de P.

On en déduit le théoréme de Newton.

Si, en méme temps que I'équation (6), on considére
I'équation en z' formée de la méme facon, on obtient
I'orientation A du faisceau joignant Paux 2 n—2p points
communs en prenant la moitié de I'argument du quo-
tient des produits des racines, donc

A— ! A 3P L Pp s, (0, 1)+, .+ P,p_p(0,1)
2 PP 2P, 5, (1,0) ... 4+ P,y (1,0)
= “Al=nn Puz2p0r 1) I)J
2 L P,y 0p(1,0)
[~ z{,’(b/,_.“,((), 1)+ ...+ lV,,Ap(O, 1)
+ I-A : P,-2p(0,1)
2 3l P9, (1,0)+... 4+ Py ,(1,0)
q’/l—lp([y O)
1 S\ P 7
+3al(2) =)
2 L \zo/

comme le faisceau des directions asymptotiques non

isotropes est
4),1..2,,(;.', z,) = 0,

le premier terme du troisiéme membre de 'égalité pré-
cédente représente I'orientation de ce faisceau; d’aprés
I’équation (8) et I'équation analogue qui donne les z
des foyers singuliers, le deuxiéme terme représente
Uorientation du faisceau des droites joignant le point P
aux foyers singuliers; enfin le dernier terme est nul

. pT L) .
<ap pres), st le centre du cercle est sur Oy; on a

2
ainsi la proposition suivante :
La somme des angles que font les droites joignant

un point P aux points oa un cercle passant par P
coupe une courbe algébrique, avec la tangente au
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. X ; P
point P a ce cercle, est égale (a*—prés) a la
somme des angles que font avec cette méme tangente

les directions asymptotiques non (sotropes, et les
droites joignant P aux p foyers singuliers.

Il est évident que, sous cette derniére forme, la
proposition est encore vraie lorsque le point P est sur
la courbe.

Tatorkme 1. — Un cercle étant tracé dans le plan
d’une courbe algébrique, la somme des angles que
JSont, avec une direction fixe, les rayons aboutissant
aux points d’intersection & distance finie, est égale
au double de la somme des angles que font, avec
cette direction, les directions asymptotiques, aug-
mentée (s’il y a lieu) de la double somme des angles
que font avec cette direction les droites joignant le
centre du cercle aux foyers singuliers.

Cette proposition est une conséquence immédiate de
la précédente. La démonstration directe se fait aussi
trés facilement, I'équation de la courbe étant toujours
I'équation (4), et le cercle ayant pour équation

(9) 33 =12,
Iéquation aux z de 'intersection est

(10) D, (3% 1) +...
4+ 3PP, (82, 1) 4. .+ 3PPy = 0,

le produit des racines est donc

P, p(0, 1)

ran—2p
®,_p(1,0) ’

I'orientation A; du faisceau des droites joignant le
cenire du cercle (I'origine) aux points communs des
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deux courbes est, par suite, donné par

A=A [q)"_"(o' I)] .

Pu—p(1,0) )’

d’autre part, d’aprés ce qui précéde, I'orientation du
faisceau des directions asymptotiques non isotropes

est
i Pp_9p(0, 1) nw
Ap= —-A|-r=2r V) 22
AT [4),,_2,,(1,0) + >

et celle du faisceau des droites joignant l'origine aux
foyers singuliers

§ P, 7(0. I) q),;—/:(l, O)
Ap= ~-A [ ! :
2 rbn-!p(oy 1) Pp_gp(l, 0) ’
par suite
Ap =2 A+ 2AF,

la proposition est donc démontrée. Elle peut d’ailleurs
étre précisée comme I'a montré Laguerre : & chaque
point d’'intersection de la courbe et du cercle on peut
en faire correspondre un autre qui sera le point ima-
ginaire conjugué, si le point considéré est imaginaire;
les points communs sont alors sur n — p droites réelles,
et 'orientation des perpendiculaires abaissées du centre
sur ces droites est, a « prés,

I 1 ®,_,(0, x)>
A=A —m——=
2 173 (4),,_,,(1,0)

2

on a donc la proposition précisée :

Si U'on considére n—p droites réelles contenant
les points d’intersection de la courbe de degré n
avec un cercle, 'orientation des rayons perpendi-

. N . , . nm - N .
culaires a ces drottes est égale, & — pres, a Uorien-

tation du systéme des directions asymptotiques et
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des droites joignant le centre auzx p foyers smgu-
liers.

Considérons maintenant les normales aux points
communs 3 distance finie de la courbe et du cercle,
. o ) .
st My (34, 3,) est 'un de ces points, la normale a pour
équation
F, F"
z ; ~q — — 7
zI]qu_z,, Fz,; qu-v ——z,,F.

—I1I=0,

la polaire harmonique du point P (I'origine), par rap-
port & ces normales est donc

J=2n—2p

F’
(11) .z S —
z4FL, — z/ F..
q=1 7" %4 7" %

qg=2n—2p Ff' .
—3 2 ﬁ—(zn—2p)=o;
3¢ 3
g=1

les nombres z, sont les racines de 1’équation (10) et
s Tt o , . o
]onazq_z—q, si I'on désigne par G(z) le premier
membre de I’équation (10)
r2
G(z) = z"-PF(z, —> 1)‘
\ 3

on obtient

et en posant
2
G,(z): zh=r F;(Z, r—z-v |>’

on voit que le coefficient de z dans I'équation (11) est

¢=20n—2p

Gl(zq) —_ Gl(o) q)n p-1(0, [)
24G'(34) G(o) P, p(0, 1)

q=

(et égal & zéro pour p =o0). De méme le coefficient
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de 3 est égal a

®,—p-1(1,0) .
P,y (1,0)

Par suite la droite (11) est a I'infini, s’il n’y a pas de
foyers singuliers; si la courbe passe par les points

cycliques, elle s’écrit

D, p-1 (0, 1) ' 4’,,_.,,_.1(“ 0)
3 — 4+ 3
Pp—p(0, 1) Pn—p(1,0)

+(2n —2p) =o0;

en se reportant a 'équation (8), on voit que les coeffi-
cients de 5 el 3’ sont les sommes changées de signe des
irverses des coordonnées des foyers singuliers; on a
donc le théoréme suivant de Liouville :

La polaire harmonique par rapport au centre
d’un cercle des normales & une courbe aux points
d’intersection de ce cercle et de la courbe est la
droite de Uinfini lorsque la courbe n’est pas circu-
laire; st la courbe est p fo-is circulaireet de degré n,
cette polaire coincide avec la droite obtenue en pre-

nant ’homothétique dans le rapport n;P

de la po-

laire des droites menées par chaque foyer singulier
perpendiculairement & la droite joignant ce foyer
au centre du cercle (V).

Tutorkme IlI. — L'orientation des tangentes
menées d’un point & une courbe algébrique égale
l’orientation des droites joignant ce point aux foyers
réels (*).

(') Ce théoreme est appliqué par Laguerre a I’élude des nor-
males issues d’un point & une conique (OFuvres, 2, p. 456).

(*) Ce théoréme a été ¢énoncé avant Laguerre par SIEBECK,
Journal de Crelle, 1864, p. 175.
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Nous prendrons encore le point P pour origine, et
nous considérerons I’équation tangentielle de la courbe
en coordonnées isolropes

G(u, v, w)=o.
Nous poserons

G(u, v, w) = gn(U, ¢) + wgn (U, 9) +...+ WP gy_p(u,v)=o,

les tangentes menées par I'origine ont pour équation

Fq
(lz) -z—, = l,
ot ¢ est racine de I’équation
(13) G(,—t,o)=gu(1,—t)=0;

Iorientation de ces tangentes est donc, en supposant
toujours que l’équation cartésienne de la courbe est

Ar= A [51”_(_'_’._9_)]
2 &n(0, 1)

réelle

D’autre part, les foyers réels sont les points réels
tels que les droites isotropes passant par ces points sont
tangentes a la courbe, leurs coordonnées vérilient donc
les équations
{ G(1,0,—2)=gn,(1,0)+.cc+ 3 (— 1)P gp_p(1,0) =0,

G(o, 1, =32 )=gn(0y 1)+...+ 3P (— )P gp_p(0,1) =0

(14)
et les foyers a I'infini correspondent a
(15) En-p(3,—3)=o0.

v

[orientation Ay du faisceau des droites joignant 'ori-
gine A tous les foyers est donc

1 gn(‘,o) . &nlo, ‘) ] 1, [gu-p(h())]
Ar= - A . ~Arzr Y
f 2 [g,,-,,(r,o) Eu—pl(0, 1) +2 &n—p(0, 1)

NI

2 &n(0, 1)

ce qui démontre la proposition.
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Nous allons montrer maintenant que la somme des
inverses des coordonnées des foyers réels est égale a la
somme correspondante formée avec les coordonnées
des points de contact. Soient 34, z;, les coordonnées
du point de contact Mg; §, C',I celles du foyer Fg;
d’apres les équations (14), on a

NV g0
“'l"‘t-'l gn(1, 0)
n

(16)
¥ o),
14 &n(0, 1)

D’autre part, si. £, est la racine de I'équation (13)
donnant le point My, les coordonnées de ce point
sont

— 1) “"‘m,—tq)
= et § Ly =
5’::—1(17‘—lq) gu-—ﬂl’_lfl)

or, d’aprés Videnltité bien connue de la décomposition
des fractions rationnelles, on a

e’,"n—i(“’ 9) N &n—i (l -- t’l lq
(7) —_— = s
hll(uvv) dgn(l tq) +v
gn—l(l —ty) 1 .
dgn uty+ o’
n—ty) 7

et en faisant soit u =1,¢=o0, soit u=0, v=1, on
' n

Z I gn 1(1, 0) z

=3y “&a(1,0) 2,
\' n

z_’_ gn 1(0, ') Z .

, EP £n(0, “Za0, 1) &

obtient

(18)
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Ce sont les égalités signalées. D’aprés ce qui a été vu
au début, elles s’interprétent comme il suit :

Le centre harmonique relativement & un point P
des points de contact des tangentes menées par ce
point & une courbe algébrique coincide avec celui
des foyers réels.

QOu encore :

La polaire harmonique d’un point P par rapport
auzx normales menées & une courbe aux points de
contact des tangentes issues de P coincide avec la
polaire de P relative aux droites menées par chaque
foyer réel, perpendiculairement é la droite joignant
ce foyer au point P.

Dans ces énoncés les foyers a 'infini interviennent;
on peut ne pas en lenir compte en prenant dans le
premier théoréme, par exemple, le point homothétique
du centre harmonique des foyers a distance finie dans

le rapport 2, le point P étant le cenire d’homothétie.
pp 7 ]

Lorsque le point P tend vers un point Q de la courbe,
deux des normales tendent vers la normale en Q, et le
centre harmonique correspondant a pour himite le
centre harmonique de Q par rapport aux foyers de la
parabole osculatrice en Q; on obtient ainsi une cons-
truction de cette parabole, lorsque 'on connait les
tangentes menées par Q.

Si le point P s’éloigne indéfiniment, et que la courbe
ne soit pas tangente  la droite de I'infini, on voit que :
le centre des moyennes distances des points de con-
tact des tangentes paralléles a une droite coincide
avec celui des foyers réels. Cest un théortme de

Chasles.
Ann. de HMathémat., f° série, L. XILL. (Avril 1913.) B
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Supposons encore que P soit a linfini, et que la
courbe soit tangente & la droite de I'infini, tous les points
de contacts étant de rebroussement, alors on a

Gn—pr(Uy 0) = gu_p(u,0)(au -+ o),

et I'on voit bien aisément que la proposition précé-
dente est encore vraie : le centre des moyennes dis-
tances des points de contact des tangentes paral-
leles a une droite coincide avec le centre des
moyennes distarces des foyers réels a distance finie.
En appliquant ces deux propositions & une courbe et a
sa développée, on voit que : le centre des moyennes
distances des points d’incidence des normales a une
courbe algébrique paralléle a wune méme droite,
coincide avec le centre des moyennes distances des
centres de courbure. Cette proposition due 8 Duhamel
montre encore que la somme algébrique des rayons de
courbure aux points d’incidence considérés est nulle,
ou encore que, lorsque le systéme des langentes paral-
léles 4 une droite tourne, la somme algébrique des arcs
parcourus par les points de contact est nulle (*).

Lorsque la courbe est tangente a la droite de I'infini
aux points cycliques, le théoréme I11 doit étre modifié
de la facon suivante : la différence entre ’orienlation
des tangentes mences par P el 'orientation des droites
joignant P aux foyers a distance finie est constante; on
le voit immédiatement en remarquant que les foyers a
I'infini doivent étre remplacés par les points a l'infini
dans les dirvections définies par I'équation

gn—p+l](z") z) =0,

(') Ces propositions sont déduites (en sens inverse), par
Duhamel, d’'une égalité de Liouville : LiouviLLE, Mémoire sur la
théorie de Uélimination (Journal de Mathématiques, t. 1, p. 6,
1841, n° 19).
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En_piq(l, v) étant le premier des polynomes g;(u, )
qui ne s’annule pas pour u=o0, v =o.

Les deux énoncés relatifs aux centres ou polaires
harmoniques subsistent évidemment. Enfin, dans le
théoréme de Duhamel nous avons supposé que la
courbe n’est pas tangente a la droite de I'infini.

[0'7a]

SUR UNE CONGRUENCE DE DROITES ASSOCIEE AU RESEAU
GONJUGUE D'UNE SURFACE, ORTHOGONAL EN PROJEC:
TION SUR UN PLAN; '

.PAR M. EmiLe TURRIERE.

1. Pour les personnes qui s’occupent de Géométrie,
il v a certainement grand intérét 4 étudicr les diverses
questions que Ribaucour a proposées dans les Nouvelles
Annales et autres Recueils : elles donnent lieu a des
remarques parfois importantes. Ainsi, bien que les
questions 975 et 1053 des Nouvelles Annales parais-
sent de prime abord tout a fait diftérentes 'une de
I'autre, j'ai pu établir entre elles une corrélation remar-
quable, qui mérite d’étre signalée.

Je rappelle les énoncés de ces deux questions :

Question 973. (Nouvelles Annales, 186¢, p. 563):
Etant donnés une surface du second ordre et un
plan quelconque, trouver sur cette surface un ré-
seau conjugué se projetant sur le plan donné sui-
vant un réseau orthogonal.

Question 1033. ( Nouvelles Annales, ‘187 1,p.358):
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Trouver une surface (M) telle qu’en abaissant d’un
point M de (M) une perpendiculaire MP sur un plan
(P) et en menant par P une paralléle PN a la nor-
male en M a (M), les droites ainsi obtenues soient
normales & une surface.

Je me suis déja occupé de la question 975 dans deux
récents articles, publiés 'un dans le Bulletin de la
Société mathématique (L. XL, 1912, p. 228-238) et
Pautre dans les Nouvelles Annales (4° série, t. XII,
aout 1912).

2. Soient trois axes coordonnés rcclangulaires
O(z ¥ 3); 'axe Oz est supposé vertical. Etant donnée
une surlace réelle (S), qui n’est pas un cylindre verti-
cal, soit M un quelconque de ses points, de coordon-
nées z, y, s ; soient p, q, r, s, t les dérivées des deux
premiers ordres de la cote 5 par rapportax et ay;
soil m la projection de M sur le plan horizontal Ozy.
Par ce point m je méne la droite d d’équations

X=x—-pl,
Y=y —ql;

cette droite est la parallele a la normale a la surface au
point M.
Les droites d constituent une congruence (I') asso-
ciée a la surface (S).
L’équation différentielle qui définit les séries déve-
loppables de cette congruence (I') est
dp _dgq
dz ~ dy’
ou
s(dy?— dx2)y + (r—t)ydr dy = o;

celte équation diflérentielle définit surla surface (S)un
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réseau de courbes que j'ai étudiées dans les deux arti-
cles cités plus haut. J’ai établi que, sur toute surface (S)
qui n’est pas un paraboloide de révolution d’axe verti-
cal, il existe un réseau réel formé par des courbes (C)
qui sont conjuguées sur la surface (S) et qui se pro-
jettent horizontalement suivant un réseau orthogonal ;
'équation différentielle de ce réseau (C) est préci-
sément I'équation différentielle précédente.

3. Lorsque la surface (S) est telle que r—¢ ets
sont des quantités simultanément nulles, c’est-a-dire
lorsque cette surface est un paraboloide de révolution
d’axe vertical, 'équation différentielle est indéterminée.
J'ai établi que, dans ce cas singulier, tout réseau con-
jugué de ce paraboloide se projetie suivant un réseaun
orthogonal. Dans ce cas d’exception, il est toujours
permis de prendre pour axe Oz I’axe de révolution du
paraboloide ; ’équation de celui-ci est alors

= a2+ y?,

Y

les équations de la droite d deviennent

!

la congruence (T') associée au paraboloide de révolution
est donc formée par les droites émanant d’un point fixe
de coordonnées

X =o, Y=o, Z=a;

Cette propriété résulte de ce que la sous-normale de
la parabole est constante. Puisque la congruence (T')
est alors constituée par les droites issues d’un point
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fixe, Loutes les séries réglées de cetle congruence sont
évidemment développables.

Des considérations qui précédent il résulte donc
qu'il y a équivalence entre le probléme qui consiste
a déterminer sur (S) le réseau conjugué qui se
projette horizontalement suivant un réseau ortho-
gonal et celui qui consiste @ déterminer les séries
développables de la congruence (I') associde a la
surface (S).

Dans ces conditions, 1l est manifeste que les deux
questions 975 et 1033, posées respectivement en 1869
et en 1871, se rattachent & un méme ensemble de
recherches inédites de Ribaucour.

4. Les congruences (I') me paraissent donc mériter
une étude particuliére : ce sera I'objel de la suite du
présent article.

Toute congruence de droites définie par les équa-

tions
X=z— AZ,

Y=y —BZ,

dans lesquelles A el B sont deux fonctions arbitraires
des variables z et y, ne peul étre envisagée comme
une congruence (T') particuliére. Pour qu’il en soil
ainsi, il faut et il suffit que les deux fonctions A et B
satisfassent & la condition

A _ o

dy ~ oz’
lorsque cette condition est remplie, il existe une fonc-
tion 5, définie & une constante additive pres, dont A
el B sont les deux dérivées partielles du premier ordre.
Cette fonction z caractérise une surface, qui est la sur-
face (S) associée'a la congruence (T'). D’aprés ce qui
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précéde, la surface (S) est complétement déterminée,
a une translation prés de direction Os.

5. Leséquations des plans focaux de la congruence (T)

associée a une surface (S) s'obtiennent en remplacant
dans I’équation

(Y+qZ —y)+MX+pl—2z)=o0,

A par l'une ou l'autre des racines de I'équation du

second degré

R r—t

A2+ A-—1=o0:

ces racines sont toujours réelles et distinctes : de
méme que les congruences de normales, les congrn-
ences (I') admettent donc toujours des nappes réelles
de surface focale.

in écrivant que les deux plans focaux sont rectan-
gulaires, on obtient la condition

pq(r—1t)=(p*—q3)s;

cette équation aux dérivées partielles du second ordre
caractériseles surfaces moulures attachées aux cylindres
verticaux. La condition nécessaire et suffisante pour
que la congruence (T') soit une congruence de nor-
males est donc que la surface associée (S) soit une
surface moulure attachée a un cylindre vertical.

Ce résultat peut étre encore étabh directement ainsi
que l'a fait M. Pellet, dans sa solution de la ques-
tion 1053, publiée par les Nouvelles Annalesde 1874
(p- 440); il faut que 'expression

pVpi+ @+ 1dz 4+ qy/pt+ g+ 1 dy,

c’est-a-dire '
Vpi+ qi-r1ds,
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soit une différentielle exacte ; il faut donc que p? + g2
soit une fonction de z, c’est-a-dire que la surface (S)
soit une surface moulure. L’équation aux dérivées par-
ticlles du second ordre précédemment écrite n’est
aulre que I'équation obtenue en égalant & zéro le déter-
minant fonctionnel de 5 et de p? + ¢2.

La Géométrie pure permet d’ailleurs d’obtenir le
méme résultat et de définir simplement les surfaces
paralléles qui sont les trajectoires orthogonales de la
congruence de normales. Les développables de la con-
gruence (I') tracent, en effet, un réseau orthogonal
[le réseau (C) projeté] sur le plan Ozy :les plans
focaux d’une congruence (I') de normales doivent donc
étre rectangulaires entre eux et découper un angle droit
dans le plan Ozy, qui est suppos¢ horizontal. De cettc
double condition il résulte que I'un des deux plans
focaux doit éwre vertical. La congruence (I') est formée
par les normales d'une famille de surfaces moulures ;
la surface (S) doit donc étre elle-méme une surface
moulure attachée au méme cylindre.

6. L’équation dusecond degré qui définit les cotes Z,
el Z, des deux foyers du rayon d de la congruence
générale (I') est

(rt —s)l2— (r+t)L +1=o0;

celle équationatoujours deux racines réelles,distinctes
en général : ce n’est que dans le cas singulier du
paragraphe 3 que les deux foyers sont confondus.

Si la surface (S) est développable, I'un des foyers F,
est & I'infini; Vautre est toujours a distance finie (la
surface étant réelle) et a pour cote

1

Z1=—‘ .
r—+1




(169 )

Ce cas étant excepté, les deux foyers toujours réels
sont & distance finie; leurs cotes salisfont aux deux
relations

I 1
T 5= t
7. 7 +h

)

1
e = r'{ — 52,
7.2, "¢

Dans les deux articles cités, j’al mis en évidence de
nombreuses analogies des lignes (C) de la surface (S)
et des lignes de courbure. On peut considérer I'équa-
tion

dp _ dg
dr ~ dy
comme rappelant les formules d’Olinde Rodrigues; si
I'on pose
de =1 dp,
dy =1dg,

I'élimination de dz et dy, entre les équations linéaires
et homogénes obtenues, donne une équation du second
degré en Z

2(rt—s)—(r+t)L+1=o,

qui est celle des cotes des points focaux. Pour rendre
’analogie plus profonde, introduisons les distances
@1, 2 du point de départ m du rayon aux deux foyers
F, et Fy; c'est-a-dire posons
p=LVivpir g, =LV 1+ P g

on obtient ainsi

r—+
e ——
Vi+pie g2

i
+_
! 02

O

1 rt — s2

orpr 1+ pi gt
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ces deux quantités sont analogues a la conrbure
moyenne et a la courbure totale de la surface (39).

7. De la premiére de ces deux formules il résulte que
les surfaces intégrales de ’équation de Laplace

r+t=o

sont analogues aux surfaces minima. Pour une surface
minima générale, les asymptotiques sonl orthogonales
dans 'espace ; pour une surface intégrale de 'équation
de Laplace, les asymplotiques sont orthogonales en
projection sur un plan horizontal.

Lorsque la surface (S) est une surface intégrale de
I'équation de Laplace, les cotes des foyers satisfont &
la relation

Z,+1Z,=o;
le point de départ est donc le point m. Ainsi pour que
la congruence (I') admette le plan Oxy pour sur-
Jace médiane, !l faut et (l suffit que la surface (S)
soit une surface intégrale de Uéquation de Laplace.

Jai déterminé le réseau (C) d’une surface de cette
nature, dans I'article cité et inséré dans les Nouvelles
Annales.

Plus généralement, cherchons quelle doit étre la
surface (S) pour que la surface médiane de la con-
gruence associée (I') soit un plan horizontal. Prenons
le plan d’équation

on doit avoir
Zl -+ Z_» = a,

la surface (S) est donc l'intégrale générale de I'équa-

tion aux dérivées partielles de second ordre
r¢e—s?
r=+t

_a’



c'est-a-dire

(=) (t=5) =+
\ a a a?

Pour intégrer cette équation, posons

22+ y?
=3+ 5
2a
elle devient
T
rity— s} = 2’

c¢'est-d-dire 'équation qu'on rencontre fréquemment
en Physique mathématique et en Géoméirie et qu'on
désigne habituellement sous le nom d’égquation de la
théorie de la chaleur. Ainsi donc :

Pour que la congruence (T') admette pour sur-
Sface médiane un plan horizontal, il faut et il suffit
que la surface associée (S) soit la surface diamé-
trale, pour les cordes verticales, d’une intégrale de
Uéquation de la théorie de la chaleur et du para-
boloide de révolution d’axe vertical qui est inté-
grale particuliére de cette équation.

On peut exprimer les coordonnées z, y, z d'un
point quelconque de la surface (S) en utilisant les
expressions que donne M. Darboux 4 la page273 du
troisieme Tome de ses Legons sur la théorie des sur-
Saces :on a

Ty,

Py

a ?

izl ' ’ v
—a—=(u+v)(V—U)+2U—-2 s

formules qui sont prolongées par les suivantes

p=u-+y,
g=U+Vy
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I'équation du réseau (C),

. dp dy — dq dx = o,
devient alors

(1+U"2)du>= (1 + V"2) do?,
d’odr les hignes (C) par deux quadratures

[\/1 + U dud= [ V5 V2dv = const.

Telles sont les projections des lignes (C) des surfaces
intégrales de 'équation

I
rt — s? = Ey
et, par conséquent, des surfaces (S) associées a une
congruence (I') dont la surface médiane est un plan
horizontal.

8. Une transformation analogue permet de définir
la surface (S) la plus générale pour laquelle une nappe
de la surface focale de la congruence (T') associée a (S)
est réduite a une courbe plane, située dans un plan
horizontal. Soit z = a I’équation de ce plan. L’équa-
tion aux cotes des foyers doit admettre a pour racine;
la surface (S) est donc l'intégrale générale de I'équa-
tion de Monge-Ampére

(=8)(=2) 2=

la transformation
2+ y?
2a

la change en I'équation des surfaces développables

r|t1—$?=0a
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Par conséquent, la surface (S) la plus générale
pour laquelle une nappe de la surface focale de la
congruence associée (T') est une courbe plane, située
dans un plan horizontal, est la surface diamé-
trale, pour des cordes verticales, du parabo-
loide de révolution d’axe vertical et d’une surface
développable arbitraire.

La surface diamétrale précédente peut éire évidem-
ment remplacée par la surface lieu des points qui divi-
sent, dans un rapport constant donné, les cordes verli-
cales, limitées a une développable particuliére et au
paraboloide de révolution.

Toutes ces surfaces associées & une développable
admettent pour réseau (C) projeté celui de la surface
développable elle-méme. Dans le cas d’une surface
développable, le réseau (C) projeté comprend les
courbes d’équation

dp = o,

c’est-a-dire les projections des génératrices. De méme
que, surla sarface développable, les lignes de courbure
sont constituées par les génératrices et leurs tra-
jectoires orthogonales, de méme les lignes (C)-proje-
Lées sont constituées par les projections des génératrices
et les développantes de la projection de l'aréte de
rebroussement.

9. Les surfaces (S), réglées et a plan directeur hori-
zontal, sont caractérisées par la propriété suivante des
congruences (I'). On sait qu’on désigne sous le nom
de surface centrale d’une congruence de droites la sur-
face qui est 'enveloppe du plan perpendiculaire  tout,
rayon au milieu du segment focal. Le plan perpendi-
culaire au rayon, au point de départ m de ce rayon
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enveloppe de méme une certaine surface (2) : le plan
a pour équation

(X—z)p+(Y—y)g=1;

les coordonnées du point de contact de ce plan avec
son enveloppe (X) s’obtiennent en adjoignant a I'équa-
tion précédente les deux équations obtenues par déri-
vations partielles

(X—z2)r+(Y—y)s=p,
(X—z)s+(Y—y)t=gq;

les coordonnées de ce point de contact sont donc
nt — gs
X =g 22”98

>
rt—s2

qr-— ps
rt — s* ’

Y=y +

7 — pit— 2pgs + q?r
- rt—s? ’

imposons la condition Z = o : la surface (X) dégénére
alors en une courbe du plan Oxy et réciproquement.
La surface (S) la plus générale pour laquelle cette cir-
constance se présente est intégrale de 'équation aux
dérivées partielles du second ordre

pit—apgs +q?r =o;

celte ¢quation caractérise les surfaces réglées a plan
directeur horizontal.

La surface (Z) est généralement distincte de la sur-
face centrale de la congruence (T') : ce n’est que pour
les congruences (T') associées & une surface (S) inté-
grale de I'équation de Laplace qu’il y aura identité
entre ces- deux surfaces. On sait, d’aprés Meusnier,
que la seule surface qui satisfait simultanément aux
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deux équations
r—+1t¢t=o,
pit—2pgs +q*r =o,

est I'hélicoide gauche a plan directeur. Dans le cas ou
Ja surface (S) est de cette nature, il résulte des considé-
rations précédentes que lu congruence (TI') associée a
cet hélicoide admet le plan Ozy pour surface médiane
et une certaine courbe dece plan pour surface centrale.
Cette courbe est réduite a un point : lorsque (S) est
un conoide d’équation

z:f(});\),

pT+gqy=o

la relation

exprime en effet que la surface (¥) associée est I'ori-
gine O des axes coordonnés. Il en est ainsi, en parti-
culier, pour I'hélicoide (S) d’équation
Y
3 = arc Lang —;
10. En introduisant les coordonnées polaires par les
formules

z =g cosw, ¥y =psinw, 3=,
les équations de la congruence (I') associée a 'héli-
coide gauche 4 plan dirvecteur sont

sinw

X =pcosw + Z,

COSw

Z:

Y =p sinw —

Péquation des cotes des (oyers est

Z?_p&=o,
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lepﬁ,
Zy= —p2;

les nappes de la surface focale de cette congruence
sont deux paraboloides de révolution d’équations res-

pectives
22+ y?—2z =0,

x4+ yr+ 22 =o0;

cette congruence (I') est de révolution autour de
'axe Oz; elle est dcfinie par le complexe linéaire
d’équation

P3= Ps

et par le complexe des droites ¢quidistantes de deux

points A, B de I'axe Oz, extrémités d’un segment de
milieu O.

[J1Db] . ) ,
SUR UN PROBLEME D’ENUMERATION;

Par M. Cu. HALPHEN.

Un probleme, déja ancien, posé récemment aux
Examens oraux de I'licole Polytechnique, m’a suggéré
la Note suivante. Voici quelle était la question :

On joint deux & deux par des droites, de toutes
les maniéres possibles, n points donnés dans un

plan; en combien de points ces droites se coupent-
clles?

Je rappelle rapidement la solution : & droites d’un

k(k--
2

plan se coupent en )poinls; le nombre des
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droites est ici k& = C2. Il faut déduire du nombre total
des points d’intersection les points donnés; chacun
d'eux étant commun & n —1 droites, compte pour

(r=1(n—>2) points confondus. Le nombre cherché
2

est donc
N = Ci(Ci—1) n(n—n(n—2)
2 2
= %n(n——l)(n—z)(n —3),
ou encore

N =3C;.

Ce résualtat peut encore s’oblenir d’'une maniére tres
simple. Si n =4, on a trois points d’intersection (la
figure étant un quadrilatere complet). On aura donc
autant de fois trois points d'intersection que de grou-
pements différents de 4 points; le nombre cherché est
alors 3C.

Quoique ce mode de raisonnement soit plus élégant
que le premier, je ne le place qu’en second lieu, parce
qu’il ne se préte pas aisément a la généralisation que
J'al en vue.

. Proposons-nous le probléeme suivant :

Etant donnés n points dans Uespace, on considéere
tous les plans déterminés par trois quelconques de
ces points; quel est le nombre de leurs droites d’in-
tersection?

. k(k — .
k plans se coupent suivant (—2—-—') droites, et les

n points déterminent & = C}, plans distincts. On peut
classer leurs intersections en trois catégories : 1° les
droites passant par deux des points donnés; 2° les
droites passant seulement par un des points donnés;
3° les droites qui ne passent par aucun de ces points.

1°8i l'on prend deux des points, on voit, en leur
Ann. de Mathémat., 4° série, t. XIII. (Avril 1913.) 12
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associant successivement les n — 2 autres, que la droite
qui les joint est commune a n — 2 plans; elle compte

(rn—=2)(n—3) droites

donc pour
P >

confondues. Les

droites joignant les points 2 4 2, étant au nombre de
n(n—u)
————=, comptent au total pour
n(n—i1)y(n—2)(n—3)

4
4

= 6C} droites d’intersection.

2° Si Pon prend un scul point, on peut 'associer
de C;_, maniéres différentes & deux des points restants;

(n—1)(n—2)
2

on aura donc h—

h(h— . .
(—;—i) droiles distinctes ou confondues,

plans se coupant
suivant

passant par ie point choisi. En faisan! de méme avec

 (h— . .
’ih—(i—') droites dis-

tous les points, on obtiendra
tinctes ou confondues.

Parmi ces droites se trouvent celles que j’ai classées
dans la premiére catégorie, et chacune d’elles est
répétée deux fois. En effet, si je choisis d’abord le
point @, je considérerai les plans abc, abd, qui se
coupent suivant ab; lorsque j'isolerai ensuite le
point b, je retrouverai les mémes plans bac, bad; de
sorte que ab a ¢1é comptée deux fois. Or, toutes les
droites telles que ab comptent pour 6C; droites d’in-
tersection; le nombre véritable des droites de seconde

espeéce, ne passant que par un seul des points donnés,
est donc )
nh(h—i1 .
____.(_;__) — ]2(:7“

ou, en remplacant A par sa valeur

(n —1)(n—2)

—_ s — 2 7
nin—1(n z;(n 3)(n ')=|5C,5,.
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3" On déduit aisément de la le nombre des droites
d’intersection ne passant par aucun des points donnés.
Clest

k(k—1)

2

—6CL—15C},

3

ou, en remplagant A par sa valeur C},

n(n—1)(n—2)(n—3)(n—j)(n—5)
)

N = =10C$.

Cette formule montre que, pour obtenir des droites
d’'intersection des trois espéces, il faut prendre au
moins n = 6. Or, il parait difficile de faire la figure
dans cc cas, et d’y compter les 15 droites de premiére
espéce, les go de deuxiéme, et les 10 de troisiéme,
suivant lesquelles se coupent les 20 plans que l'on
obtient. C’est la raison pour laquelle la méthode,
appliquée plus haut au probléme élémentaire, ne pou-
vait s’étendre au cas acluel.

Pour compléter I'étude de ce probleme, je vais cher-
cher le nombre des triédres formés par les plans que dé-
terminent, troisa trois, les n points donnés, c’est-a-dire le
nombre des points communs a ces plans trois a trois, car
je ne compterai que pour un seul les différents triedres
de méme sommet formés par trois plans déterminés.
Dans ces conditions, k plans forment en général C}
triedres dont les sommelts sont distincts ; on a ici

k = C} plans différents.

1° Pavmi ces plans se trouvent ceux qui passent par
une droite joignant deux des points donnés; ils ne
forment pas de triédre. Il y ena n— 2, ce qui sup-
n(n—i)

prime C3 , triedres; et comme il existe

droites joignant deux a deux les n points, on doit
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déduire, du nombre total des triédres, le nombre

Ny= ————-( ) Ci_,
92 *
ou
—_ —_ — 3 4
N, n(n—1)(n 2[)2(’1 Y(n 4)__10 5.

2° Chacun des points donnés est sommet commun
a plusieurs triédres; il y passe p=C;_, plans qui
devraient se couper en L;, points distincts. Les points
donnés comptent donc pour nC} sommets de triédres;
mais il faut déduire de ce nombre les groupements du
paragraphe précédent dont il a été tenu compte ici, et
cela deux fois. De sorte que tous les points donnés
sont les sommets de

Ng= nC}-- 20C} triédres;
on peut écrire

n(n—1)(n—=a)(n-—3)

Ngz 48

(n¥—3n2—1on —+ 32).

3° Les triédres autres que les précédents forment
encore deux groupes : ceux dont les sommets sont sur
les droites joignant deux 4 deux les points donnés, et
ceux dont les sommets sont en dehors de ces droites.

Sil’on considére une droite ab joignant deux des
points-donnés, elle est coupée par les G} _, plans qui
ne passent ni par «, ni par b, en C}_, points distincts;
chacun de ces_points est commun au plan sécant et
aux n — 2 plans passant par ab, lesquels formpent C;, _,
triedres, comme on voil en associant le plan sécant
aux différents groupes de deux plans passant par ab.
On peut remarquer aussi que le point considéré est
commun a n — 1 plans et doit compter pour C}

n—1
sommets de triédres, nombre dont il faut déduire les
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combinaisons trois a trois des plans passant par ab,

qui ne forment pas de triédre, et dont on a déja tenu

compte pour leur valear G} _, (voir 1°); or

Ci-1—Cie=GCjy.
En résumé, sur toutes les droites telles que ab, on a

nin—1 .
——(—-2—)0,3-2 points,

sommets de

n(n—1 .
N;= -_(_‘—2—)C,2,_2 C3_, triédres;

on peut encore écrire
Ny =10G;C%_,.
4° Enfin, le nombre des sommets non communs &

plusieurs triédres, situés en dehors des droites joignant
les points donnés deux a deux, est

N, = C}—(N;+ N,+ N;)
ou
N, = C}— nC3—10C3(Ci_, —1).
Dans cette formule, n représente le nombre des points
donnés, et 'on fail

__(n—--r)(n——'z) k_n(n—x)(n—-z)
L= 2 ’ - 6 :

Ces derniers points ne se manifestent qu'a partir de
n==6. Dans ce cas de n=206, on a Ny= 600 : cha-
cun des points donnés est donc sommet commun 2
100 triedres différents. Il y a N3 =360 triédres ayant
go sommets sur les 15 droites joignant les points deux
a deux ; sur chacune de ces droites se trouvent 6 som-
mets dont chacun est commun & 4 triédres. 1l y a enfin
N,=120 triédres dont les sommets distincts sont en
dehors des droites précédentes.
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En prenant seulement n = 3, on trouve
N, = 8o, N; = 3o, N,=o.

On remarquera ¢ue chacun des points donnés est
sommet commun a 16 triedres. Pour vérifier 'exactitude
de ce nombre déja assez grand, et énumeérer ces triédres,
voici comment on peut procéder. La méthode s'appli-
querait évidemment 4 un nombre quelconque de points.

Je considére un des points donnés, et je nomme 1,
2, 3, 4, les droites qui le joignent aux quatre autres.
Alors, tout plan passant par ce point contient deux
des quatre droites, et je le désignerai par les numéros
de ces deux droites. On a donc les 6 plans

12, 13, 14, 23, 2§, 34

Pour former un triédre ayant son sommet au point
choisi, il suffit d’associer trois de ces plans de telle
facon que chaque chiffre soit répété deux fois; plus
exactement, de telle fagon qu’aucun des chiffres ne soit
répété trois fois; el les groupements formés doivent
étre tous différents. Le Tableau suivant, donnant les
16 combinaisons utiles, montre suf{tisamment comment
on peut opérer pour énumérer ces triédres sans omis-
sion ni répétition :

Triédres
distincts,
12 avec 13 et 23 ou 24 ou 3} 3
12 » A » 23w 2f w34 3
12 » 23 » 34 I
2 » 24 » 33 1
13 » <1y » 23 » a2f » 34 3
i3 » 23 » 24 I
13 » 29 v 34 I
14 » 23 »  2f » 34 2
(K » 24 » aucun autre [¢]
23 » 2§ » 34 1

Total. ................. 16
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Ce procédé me parait utile, car il ne faut pas songer
a vérifier un résultat de ce genre sur une figure, méme
bien faite.

[Hiic]

SUR LES VARIATIONS DE LA DETERMINANTE ET DE
LA RESOLVANTE DE FREDHOLM AVEC LE CHAMP
D INTEGRATION;

Par M. Cu. PLATRIER,

Ancien éléve de PEcole Polytechnique.

1. Soient (S) un domaine du plan complexe conte-
nant le segment réel (o —1), « une variable réelle
comprise enlre o et i, H(z,y) une fonction holo-
morphe pour z et y situés dans le domaine (S), M une
limite supérieure de |H (z, )| pour ces valcurs de z

et y.
Posons
H(zy, y1) ... H(zy, »r
<1'ly$2,---,mm> ( 1t )1) ( 1 .)Gl’)
H " " T | e e e s s s e e et ees e s e teseve R
RATINETIERETIN S -] ”(xm’ 7_‘] L. "(’Umfm)

et considérons la déterminante de Fredholm :

® * & slysb--'asm
< ds, ds,y .. j dsgz H R
‘0 0 0 $1,52; ve ey S5
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son mineur d’ordre q:

(:) D(:hxm ey Tg )\7 a)

192y ooy Vg
(— N L4y Tayeeey T Sty S2y eeey S
') / 51/ dsy... [dc,;, 1 T2 7551, 52 ,m>
w! ).1')49’ S

T =w
9y ey Y3 §1y 52, s S

T=

et la résolvante :

D<%|K,a>
(3) H(x,y, A a)= -———————D'()\ YN

laquelle satisfait aux identités :

-3
* JC(x,y,‘A,a)=H(x,y)+xf H(z, s) (s, ys \ a) ds
° x
:H(m,)‘)—&—)\/ H(s, )3 (x, s, N\, a)ds,
o

Je me propose de donner des dérivées premiéres par
rapporl 3 a des fonctions (1), (2), (3) certaines expres-
sions qui sont susceptibles d’étre utilisées avec profit
dans lUétude des nombres fondamentaux du noyau

H (z, y) lorsque I'on considére ces nombres comme
des fonctions de .

2. La dérivée par rapport a a du terme Tg;(a) de
rang w de la série D (%, a) est

dTg(a)

— « @ a 3 S1, 89, ceny Sy~
_=n f ds, f "'S""f ds,HHC‘ 1252 o S ’).
(w__l)!uo v 0 Xy S1y S2y .

0 - Soy—1/

On le voit facilement en calculant la partie pri'nci—
pale de [T (2 + Az) — Tgy(2)] et en tenant compte :
d’un c61€, de la non-importance du nom des variables
d'intégration qui entrent dans les fonctions placées
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. ’ «
sous les sngnesf y et, de l'autre, de la symétrie en
0

. S1y, 82y +00y S
$1y 81y ..., 85 de la fonction H( AR ”)-
51, §2, ««+ S@,

Or, la série D (A, o) est une série de fonctions holo-
morphes de o pour a situé dans le domaine (S); de
plus, elle est absolument et uniformément convergente
pour 0 Sa<1; car, d’'une part, son terme Tg(a) est
moindre que
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