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[D6d]
THÉORIE DBS FONCTIONS HYPERBOLIQUES;

PAR M. G. FONTENÉ.

Cette Note renferme un exposé assez complet d'une
théorie dont on ne donne le plus souvent que le strict
nécessaire ; j'ai apporté un soin extrême à la rédaction,
recherchant, à défaut d'autre mérite, celui de la netteté.

I. — FONCTIONS HYPERBOLIQUES DIRECTES.

1. On connaît la formule d'Euler

exi = cosx -4- i sina?,

dans laquelle cosx est une f onction paire et sin#
une f onction impaire. On écrit par analogie

eu ~ ch u -4- sh a,

e~u = ch u — sh a,

1-4- th u(0

i— thu
et l'on définit ainsi trois fonctions d'une variable u
liées par les relations

ch2 u — sh2 u = i
shu ( c h w > o ) ;

th u = —.—ch u

en réalité, c'est cette dernière relation qui sert de défi-
nition à la fonction thu; si Ton observe (voir plus
loin) que chu est toujours positif, il résulte des for-
mules (2) que chu et shu s'expriment en fonction de

Ânn. de Ma thé ma t., 4e série, t. X. (Novembre 1910.) 32



( 48a )
th u par les formules

ch u =

(3)
sh u =

Les notations ch, sh, lh se lisent respectivement
cosinus hyperbolique, sinus hyperbolique, tangente
hyperbolique, et ces dénominations seront justifiées (*).
La variable u d'une fonction hyperbolique prend le
nom à!argument,

2. On a donc

4)

3. La fonction ch u est, comme on l'a dit, une fonc-
tion paire ; elle est essentiellement positive. La fonction
sh^ est une fonction impaire, ayant le signe de M, et il
en est de même de la fonction thw. La variation de ces
fonctions est résumée par le Tableau suivant :

u

ch

sh

th

— ce

•+• oc

— oc

— l *

décroît

croît

croît

o

i

o

o

croît

croît

croît

-+- 00

-T- 00

-h ce

-h I

(*) L'ordre adopté ici pour l'exposition analytique cadre bien
avec celui de l'exposition géométrique, pour laquelle on établit
-d'abord (§ IV) la formule de Mercator

ou e"= x H-y.
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Un cosinus hyperbolique est l'inverse du cosinus circu-

laire d'un arc compris entre et H—> et l'on peut
choisir Tare qui a même signe que l'argument si celui-
ci est donné. Un sinus hyperbolique est une tangente
circulaire, une tangente hyperbolique est un sinus cir-
culaire, et l'on peut prendre l'arc entre et H

Nous reviendrons sur ce point, en considérant l'angle T
qui est l'amplitude hyperbolique de l'argument u.

Ou a les courbes suivantes, dont la première est une
chaînette :

Fig. i.

y — sh U, y = thw.

4. L'identité

donne

(5)
= (ch u -f- sli w * > ) . . . .

Cette relation, jointe à celle que Ton obtient en chan-
geant les signes des arguments, donne les formules
d'addition des fonctions hyperboliques. On a pour
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deux arguments

(6)

ch ( u -f- v ) = ch u ch v -+- sh M sh ç%

sh ( M -h v ) = sh M ch v -h ch M sh ^,

th M -h th v
- th M thp

On a en particulier

ch î u = ch2 u -+• sh2 w,

sh 2 M = 2sh M ch M,

7)

th > ?/ =
2 t h

ch w = ch 2 f- sh 2 —,
'2 1

u u
sh w = 'Jtsh — ch — y

î 'À

2 th -
thw =

on en déduit

( 8 )

1 l O U

c h w + i = «2 ch 2 —,

ch M — î = > sh2 —,

chu — i . u

ch a — î u
r =- th - ,

s h M î

ch M -h î u
— — coth - ,

s h u -2

la fonction coth étant l'inverse de la fonction th.
On a encore

(9)

ch u =

< sh u =

th w =

I — Z*

1Z

On transformerait facilement en produits les quan-
tités chp ± cli y, sh/? -

5. La définition des fonctions hyperboliques donne



( 485 )
immédiatement

(io) (chw)'=shM, (shw)'=chw, (th M)' =

II. — FONCTIONS HYPERBOLIQUES INVERSES.

6. La quantité arg ch x a deux valeurs opposées

pour une même valeur de x\ chacune des quantités

arg sh #, arg th x est bien déterminée si Ton se donne x.

De même que les fonctions hyperboliques directes

s'expriment au moyen de la fonction exponentielle, les

fonctions hyperboliques inverses s'expriment au moyen

de la fonction inverse de l'exponentielle, c'est-à-dire

au moyen du logarithme. On pourrait partir des rela-

tions (4), multiplier les deux termes de chacun des

seconds membres par eu, résoudre par rapport à eM, . . . ;

mais cette résolution est toute faite par les formules (1),

en tenant compte de la première des relations (2). On

a ainsi, en remplaçant par exemple chu par x, et u par

argent ,

j arg ch x — L (x -+- e s/ x1 — 1 ),

1 s étant le signe de l'argument,

(M)
argsha? = h(x -+- s/x"1 ~h 1 ),

= - L , —

les deux nombres x dz \jx1 — 1 sont inverses, et leurs

logarithmes sont bien deux nombres opposés.

7. Voici les dérivées de ces fonctions :

(u)

(argch#y ou [L(a?4-e\/r*—i )] — —=====
£ \/x--~-1

e étant le signe de l'argument,

(arg sha?V ou
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dans cette dernière formule x est supposé compris

entre — 1 et + i , mais on a encore , en introduisant

la fonction coth, inverse de la fonction th ,

(argcotha:)' ou I - L = ,
v D L'2 x — i J i — x2

pour x2 > i.
On a donc les intégrales indéfinies suivantes :

dxƒ = argch

l'argument ayant le signe e,

dx
ou L{x -

x* — arg I ou - L - x

J j — ^ 2 = arg coll-ine ou — L

i i — x

x H- i
2 X — 1

(*»<0,
X > I

ou
X<-î

et l'on peut écrire dans tous les cas

dx

au point de vue de l'intégrale définie, cette dernière
formule suppose que la variable ne traverse aucune
des deux valeurs i et — i ; au même point de vue,
pour la première des intégrales (i3), e peut changer
d'une limite de l'intégration à l'autre : on consi-

X
B dx

— ? quand le*point (x, y) se déplace de A. en B
.. y

sur la branche de l'hyperbole équilatère x2—7 2 = 1
qui correspond à x positif.

III. — AMPLITUDE HYPERBOLIQUE.

8. On a vu qu'un cosinus hyperbolique est l'inverse
d'un cosinus circulaire positif, .... La comparaison des
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formules

ch-u — sh2tó = i, sec*T — tang*x = i

conduit à définir pour chaque argument u un angle
correspondant T par les formules concordantes

chw cosx — i,

04)
th u =

et l'on dit que l'angle T est Y amplitude hyperbolique
de l'argument w, on a ce Tableau :

- - croît H

- oo croît H- oo.

On peut remarquer que la relation entre « et : est
traduite graphiquement par ce fait : la tangente au
point u de la chaînette {ftg- i) fait avec l'axe des u
un angle égal à T; la relation y = chu donne* en effet
y'u = shw= tang T. (La relation y= donne la pro-
priété de la tractrice. j

9. Si Ton écrit

COSX = ;>

I - h t1

sint = ->

it

la comparaison de ces formules avec les formules (9)
montre que Pon aura chw. C O S T = I , shw = tangt,
thw = sinT, en faisant z = t] on arrive ainsi d'une
manière naturelle à la relation
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due, je crois, à M. Laisant, et qui suffit à déterminer
complètement l'angle T en fonction de u.

On se rend bien compte de cette formule en écri-
vant, d'après les relations (i4)?

T i — COST ch u — i . u
t a n g - = : — : = th — •

° 2 sin-c shw i

10. Pour introduire l'exponentielle e t tdans la défini-
tion dex, il suffit d'appliquer la dernière des formules ( i )

à l'argument -> et de remplacer t h - par tang-- On a

ainsi

(16) ^

~ H— = arc tangea ;

- étant compris entre — * et j> j 4- - est compris

entre o e t -
i

On voit qu'une Table donnant les valeurs de sinx,
COST, tangx peut donner en même temps les valeurs
de th M, ch/i, sh u. [Voir J. HOUEL, Recueil de for-
mules et de Tables numériques,)

IV. — INTERPRÉTATION GÉOMÉTRIQUE.

Les formules ( I ; ) , (a'), . . . données ici correspondent
aux formules ( i ) , ( 2 ) , . . . données précédemment.

H . Lorsqu'il s'agit des fonctions circulaires, le
nombre qui mesure l'arc évalué en parties du rayon
mesure en même temps le double de l'aire du secteur
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circulaire correspondant. Considérons ( fig. 2) la
branche d'hyperbole équilatère

et soit u le double de Vaire du secteur hyperbolique
AOM, les coordonnées du point M étant x ety. On a

et, en ajoutant,

<f M =

0 =

u

cette formule est due à
1668).

On a

(O

donc

u = L

— M = L

(X-^J

(* —J

1 -+- m
1 — m.

= x dy — y dx,
- x dx — y dy,

~r~ y

= L(ar-+-ƒ);

Mercator (Logarilhmotechnia,

/ ) )

ou
e-«*= a;—JK,

1 4- m.
€ 1 — m

avec
( #2— JK2= I, X> O,

et Ton voit que, la lettre u désignant le double de
Vaire du secteur hyperbolique AOM, les coordon-
nées x et y du point M sont ch u et sh */, le coefficient
angulaire m de la droite OM est th u.

Ainsi s'explique le nom de fonctions hyperboliques
donné aux expressions chw, shw, thw. La branche
d'hyperbole équilatère considérée est en même temps
la meilleure courbe représentative de la variation de
ces fonctions.

La dernière des formules (1') peut s'écrire, en dési-
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gnant par p. l'angle

12. Si l'on a entre des aires AOM, AOM,, AOM2, ...
la relation

U = Ui -4- Ui -f- . • . ,

on a, d'après la formule de Mercator,

' = Oi-+-ri

(5')

T "*" v =tang \T "*" v = tang ( I "̂  ^7 tang ( ï
Moivre s'est occupé le premier de la multiplication

du secteur hyperbolique par un nombre entier et a
obtenu, pour u = nun

^ + 7 = Oi-4-.Ti)"

(Miscellanea analytica de seriebus et quadraturis,
1730); c'est ainsi qu'il a été conduit, en passant de
l'hyperbole équilatère au cercle, à la célèbre formule
qui porte son nom (<).

13. Si l'on définit ch u et sh u comme étant les coor-
données du point M, avec u = 2 sect. hyp. AOM, il est
facile d'établir géométriquement les formules d'addi-
tion des fonctions hyperboliques, comme je l'ai montré
ailleurs (Mathesis, 1900, p. 241). La démonstration
classique des formules d'addition des fonctions circu-
laires, que Pon se propose d'imiter, repose en effet

( l ) Les quelques renseignements historiques donnés ici sont
empruntés à un article de Hoiiel (Nouvelles Annales, 1864, p. 4X7)-
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uniquement sur la possibilité de déplacer l'origine des
arcs; or le déplacement analogue dans le cas des fonc-
tions hyperboliques est parfaitement réalisable, en con-
sidérant deux diamètres conjugués au lieu de considérer
les axes. Je me bornerai sur ce sujet à cette simple
indication.

Lorsqu'on procède ainsi, les dérivées des fonctions
hyperboliques s'obtiennent comme celles des fonctions
circulaires.

14. En ce qui concerne les fonctions hyperboliques
inverses, on a ceci : Dans la formule de Mercator,

u = L(x-+-y) (x2—y*=i,x>o),

x et y sont ch w et sh^, de sorte que u est l'argument
qui correspond à un cosinus hyperbolique égal à x, à
un sinus hyperbolique égal à ƒ ; ou a ainsi, en dési-
gnant par s le signe de JK7

I u = arg ch x = L(x -+• y) = h(x -h e y/'x2— i) ,

( i l ' ) < M = arg shjK =^ L(x-\-y) = h(y-+- / / 2 - + - I ) ,

I , i _ / i H- m \ /tsf u = arg th m = - L f j ( * ).

On a
du _ l
dx ~~ y'

, du i f dx r dy
( 1 2 ) - — = - , u— I — — I —,dy x J y J x

du 1
dm 1 — m*

(l) Bien entendu, en ce qui concerne la formule de Mercator, on
aurait pu exprimer du en fonction de x seul ou de y seul, et
obtenir u = h(x -h z{/x7— 1), . . . , en supposant connue l'inté-

. r dx
grale / — = •

J \/x*+k
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comme on ie voit immédiatement par les relations
écrites au début du n ° l l .

15. Le point M de l'hyperbole correspond à l'argu-
ment w, et le point M7 du cercle à l'amplitude T, de
sorte qu'on a

u = i sect. hyp. AOM, x = 'i sect. circul. AOM' ;

la formule ch u. COST= I donne d'abord OP. OP' = OA,
de sorte que P et P7 sont conjugués par rapport à Hy-
perbole et par rapport au cercle : MP7 est la tangente à
l'hyperbole, M; P est la tangente au cercle. Les for-
mules sh u — lg-z, s inT=thw, donnent PM — AT7,
P'M7 = AT.

Les points A', M7, M sont en ligne droite, car la con-
,. . ,., . . . . P'M' PM , .
dition pourqu il en soit ainsi, savoir -^-p = px>' devient
successivement, par élévation au carré,

P'A.P'A' PA.PA' P'A PA

P'A' PA' ' A ^A

ce qui a lieu; ce fait donne une construction très
simple du point M' d'après le point M.

La polaire du point A' par rapport au système des
deux droites P'M7, PM est la tangente en A; les tan-
gentes MP7 et M7P se coupent donc en un point I situé
sur la tangente en A.

La relation th - = tang- s'interprète comme il suit :

Le point M de l'hyperbole et le point M7 du cercle se

rapportant respectivement à un argument u et à l'am-

plitude correspondante T, la droite ON qui se rap-

porte à l'argument-se confond avec la bissectrice
de Vangle AOM' ; cette bissectrice est d'ailleurs la



droite 01 ; elle est parallèle à la droite A'M, et ce fait
se retrouvera plus loin (n° 18) : il en résulte que,
lorsqu'on pose

, II T

t h - = tanff = t,

t est le coefficient angulaire de la droite A'M'M (para-
mètre unicursal pour l'hyperbole et pour le cercle).

La transformation qui donne la formule (i/;)

a été appliquée précédemment au point N, dont l'argu-

ment est- et pour lequel JJL a la valeur -; c'est ainsi que

l'on a obtenu au n° 10

. i -h t _ /ir
u = L = L tang I — -*

i — t \ 4

1+ t /TT X\
eu — — tang I - H— ) •

i t \4 2/

L'accord des formules

xu = L t a n g f - •+- f x ) ,
\4 /

exige naturellement qu'on ait

tang( 7 ^ ia) = ^"gMT-4- l

cette relation résulte de ce qu'on a vu au n° 12, l'ar-
gument du point M cliinl double de celui du point N,

et les valeurs des angles x OM et x ON étant |JI e t - ;



cette même relation équivaut d'ailleurs à la rela-
tion tang [/. = SUIT, le second membre ayant pour va-
, i -+- sin xleur :

i — SUIT

V. — L'HYPERBOLE ÉQUILATÈRE RAPPORTÉE A SES

ASYMPTOTES.

16. Soient OX, OY les asymptotes de l'hyperbole
équilatère, et désignons par X et Y les coordonnées d'un
point M de la courbe par rapport à ce système d'arcs.
On a les formules de transformation

X y/2 = x — y,

et l'équation de la courbe est

XY = -•
•2

Les formules (1'), (1") donnent, pour la brandie de
courbe qui correspond à Xet Y positifs,

u = L(Y/Î ) ,

2 u = L tangXOM,

e* = Y v/2,

S-« = X y/ï,

e2« = tangXOM;

la démonstration directe de ces formules serait d'ailleurs
très simple.

17. Pour l'addition des arguments, on a ici

I YY0=Y,Y2,
f j < XX0=X1X2>

[ tangXOM = tangXOM; t a n g X 0 M
2 ,



Xo et Yo étant les coordonnées f -7=5-7= j du point A.

Par exemple, Taire AOM étant double de Taire AON,
on *{fig. 2)

XONtangXOM = tang* XON = tang»6.

Fig. 2.

18. Soient A et B les coordonnées d'un point C pris
sur la courbe (Jig- 3). On écrit, comme si Ton voulait

introduire le paramètre unicursal rr—->

Y—B A—X

d'où
X

tang(X'X, CM)= J
.B
X

Y
A'

et, par suite,
tang*(X'X, CM) = T tang(OX, OM).

A

On a donc, en considérant un second point Mo,

lang»(X'X, CM) tang(QX, OM)
tangî(X'X, GMo) ~ tang(OX, OM0)'
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de sorte que, Mo et M étant donnés, la valeur du rap-

tang(X'X, CM) , , . , . t

port-—(x'x CM x r e s t e *a même quel que soit le point'tang(X'

Fig. 3.

X'

Y'

C pris sur Ja courbe, et égale à la racine carrée de la
! , tangCOX, OM)

valeur du rapport n, „ v _. • »
r r tang (OX, O Mo)

Poiirchaque position du point C, menons OP0etOP
parallèles à CM0 et CM, de manière qu'on a

tang(OX, QP) __ /tang(OX, OM)
tang(OX, OP0) ~ V iang(OX,

d'après la dernière formule du n° 16, cette relation
peut s'interpréter «insi : Le point C variant sur la
courbe, l'aire du secteur variable (OP0, OP) reste
constante et égale à la moitié de l'aire du secteur
invariable (OM0, OM).

Si l'on prend le point C en À', l'aire AON (ftg< a\
est moitié de l'aire AOM, ON étant parallèle à A'M,
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comme on Ta déjà vu à propos de la formule

. u z
ih - = tang- •

Le fait analogue pour le cercle est une traduction du
ihéorème de l'angle inscrit ; ce fait se conserve par
projection pour l'ellipse, et l'on pourrait conclure de
l'ellipse à l'hyperbole en invoquant le principe de
continuité.

NOTE.

La question suivante, dont j'emprunte l'énoncé au
Cours de Mécanique rédigé par M. Appell pour les
élèves de Mathématiques spéciales, constitue un exer-
cice intéressant sur l'angle amplitude.

Suivant quelle loi un point doit-il décrire une
circonférence pour que son accélération soit propor-
tionnelle à sa vitesse?

Si l'on désigne par co la vitesse angulaire

(I) < 0 = = 2 T

on doit avoir, en désignant par a une cogsfante que
l'on peut supposer positive,

ou encore

c'est-à-dire

ou encore

Ânn. de Mathémat., 4° sirie, t. X. (Novembre 1910.) ^>3
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La relation (2) a lieu entre w et t, la relation (3) a

lieu entre 10 et 6 ; on peut écrire, tf étant le signe de co,

(2')

d-
( 3 ' ) £

/ tl)4

I De même que les formules v = —- > dv =zvtdt don-

nent vdv=.^tds, qui conduit au théorème de la puis-

sance vive, les formules w = -=- > Rö?w = y r̂f/ don-

nent Kto mo = yf atj; on a ainsi yf = K -j-> ŷ  = Kw-^»

ce qui fournit les deux expressions de y2 employées

ici.

PREMIÈRE MÉTHODE. — On peut intégrer séparément
(2') et (3'). On a d'abord, en plaçant l'origine des dates
à l'instant où l'on a co = a,

at = argch — »

l'argument, c'est-à-dire a£, ayant le signe — ee'; on a
donc

— = chaf ou — =
a chou'

avec t positif, si t augmente, — augmente, et il faut

bien —zz'—-+- dans la relation (?/); avec t négatif,
il faut — se' = —.
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On a ensuite, en disposant de Taxe polaire,

Ü)
l = arc cos — ,

a

l'arc, c'est-à-dire 9, avant le signe — s ; on a donc

— = cosO:

avec 9 positif, si 9 augmente de o à - , — diminue, cl il

faut bien e = — dans la relation ( 3 ) ; etc.

On a dom

(4) —
a

et la loi du mouvement est donnée par la relation

( J ) co^O x cli (xt = i.

Si l'on differentie la relation

co*0 x cha£ = i,
on obtient

on en déduit

(6;

- tnngO =

=: sh zt ;

les formules (5) et (6) expriment que l'angle 9 est ce
qu'on appelle l'amplitude de l'argument hypothé-
tique y. t.

On a ce Tableau :

'2

4 - oo

71

AUTKE MÉTHODE. — Après avoir intégré l'équation
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(2'), ce qui donne

a ~~ chat'

on peut avoir recours à la relation (1); on a ainsi

j * * d tau = -r—-chat
et, par suite,

6 = 2 arc tang {th — j >

ou
e , oit

(7) tang-=th —;

c'est la formule de M. Laisant pour l'angle amplitude.
De même, après avoir intégré l'équation (3'), ce qui

donne

— = cosO,a

on peut avoir recours à la relation (1); on a ainsi

adt = -
cos8

et, par suite,
a*= Log tang ^

c'est la relation (7) résolue cette fois par rapport à t.

REMARQUE. — Les valeurs de l'accélération tangen-
tielle et de l'accélération normale sont respectivement

-__. = — = _ Raî Sin6cos6,
dt ch2a/

^Raîcos'6;

s»i À désigne l'angle du vecteur MO avec le vecteur
accélération, on a donc

tangX = tang6, X~6;



en désignant par I le point où la direction du vecteur
accélération rencontre l'axe polaire, le triangle OIM est
isoscèle.

On a ce Tableau:

OC i t'

e

du)
Ht

'2

0

O

7T

~ 4
a s/i

2

Max.

o

i

o

TT

- 4
a \J%

i

iMin.


