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[X4a et b]
NOTE SUR LA REPRESENTATION GEOMETRIQUE
DES POLYNOMES ALGEBRIQUES;

PAr LE ComMmMaNDANT L. DENY,
Ancien éléve de ’Ecole Polytechnique.

I. — PrELIMINAIRES.

Nous appelons orthogone une ligne brisée a angles

droits telle que E,S,....SE, (fig. 1), dont les élé-

Iig. 1.
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S

+ Si. "

Sg s,
—* Sme
Sm-a Sm-u

+ &

ments paralléles consécutifs sont marqués du méme
signe ou de signes contraires suivant qu’ils sont tracés
d’'un méme cité, ou de coté et d’autre de 1’élément
perpendiculaire adjacent commun. Le mot consécutif
implique la succession des sommets dans I'ordre naturel
des indices, sans lacune. Si un ou plusieurs éléments
sont nuls, comme au point double §; —S; ou au point
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triple §y— S,, —§,,, pour appliguer la régle il faudra
rétablir par la pensée les cotés absents et considérer
chaque sommet simple comme origine des positifs et
des négatifs, en tenant compte des précédents. Un choix
initial reste drbitraire : en vue de la commodité des
calculs, nous adoptons pour les deux directions com-
mandées par le sommet S, supposées horizontale et
verticale, les inverses des signes de la Géométrie ana-
lytique.

Il sera toujours possible de faire entrer 4 leur rang
dans une construction orthogonale, et avec leur valeur
et leur signe, les coefficients d'un polynome entier.

" Lafigure obtenuereprésente une équation algébrique;
car elle préte a la recherche des facteurs irréductibles
du polynome.

Soit, en eflet, 'orthogone S de cinq sommets ( fig. 2):

fig. 2.
S; V.
S, - 3 Va+ S
Va-(s;
- [N\ e
S, . S, Vo
S
+
E; | A o
5 Vot s
E,

une oblique E; S,

premier élément & un orthogone SS)... ayant ses

tracée sous l'angle o, peut servir de

sommets sur les colés du proposé et mémes exirémités;
tango étant quantité positive, Vi, V,, ..., V, des
nombres A signe latent représentant les c6iés de S, on
pourra éciire d’abord .

S58; = V; tanga,

.
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puis pour les restes snccessifs jusqu'au dermier :

S, 8, = Vgtanga + V,, :
S5 Ss = Vytang?a + V, tanga + Vj,

E{E; = V; tangda + V, tang*a 4+ V; tang3a
1 g g 8
+ Vytang?a + V, tanga + V,.

En vertu de la régle des signes, les sommes algés
briques sont traduites par des expressions ou n’inter-
vient pas I'indication de différence, et il en résulte que
celle du dernier reste E{E, représente la valeur
du polynome pour x = tang«. Si ce reste est nnl
(E) coincidant avec E, ), tanga sera une racine.

Dans le cas ou S5S, aurait dli é&tre tracé.dans la
direction opposée par rapport a S5, V, serait un élé-
ment positif, et tanga deviendrait une quantité néga-
tive. Nous laissons du reste au lecteur le soin d’examiner
toutes les variantes possibles (inscription, ex-inscrip-
tion, ou mélange des deux formes), qui penvent se
présenter. Nous ne voulons noter que ceci : §' figure
le polynome quotient du proposé S par le facteur du
premier degré correspondant a la racine, et il est facile
de s’en assurer par un calcul analogue au précédent.
Déslors, on peut opérer sur 'inscrit de m — 1 sommets
comme sur ’orthogone primitif, par conséquent arriver
a la détermination de toutes les racines réelles et du
polynome résidu irréductible ou tout au moins n’admet-
tant plus de facteurs du premier degré.

Les ressources que 'on peut tirer ainsi de cette
Géométrie ont déja €1é remarquées. Dés 1867, les
Nouvelles Annales (1. VI, p. 359) faisaient mention
du procédé du capitaine Lill, de I'armée autrichienne,
pour résoudre les équations par des figures identiques
a celles que nous appelons orthogones et a I'aide d’un
instrument dont la partie essentielle était.un disque
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gradué portant quadrillage. En 1893, dans le Bulletin
de la Société mathématique (1. XXI), M. G. Arnoux
préconisait I'étude des mémes figures et le principe
d’un appareil, sorte de régle a compas, pour la recherche
des facteurs (*). Ignorant ces travaux antérieurs (nous
devons a la bienveillante érudition de M. Laisant de
pouvoir les citer) et peu enclin & unc méthode de
tatonnement que nous estimions décevante, nous avons
envisagé la conception qui se présentait a notre esprit
comme la base d’une sorte d’algébre de forme particu-
liere s’adaptant sans doute plus spécialement a la réso-
lution des équations numériques, mais pouvant aussi
atteindre la théorie. C'est cette tendance qui nous dif-
férencie de nos prédécesseurs.

Nous présentons ici les linéaments principaux de
notre étude qui est susceptible d’extensions.

II. — PRriNCIPES GENERAUX.

Tragons, sur la figure 3, deux axes de projection,

Fig. 3.
|Y

paralléles aux cotés de P'orthogone, et passant par le

(') Voir pour plus amples renseignements :

A. Favaro, Lecons de Statique graphique (traduction P.
TERNIER ). Methode de Lill (1I° Partie, p. 197). Paris, Gauthier-
Villars; 1885.

Publications de M. Gabriel Arnoux : Deux fascicules sur I’dlgébre
graphique (Digoe, Chaspoul, 18go); 4. F. A. S. (Congrés de
Marseille ), 1891, Etude de méthode graphique.
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miliecu O de E,E,. En appelant R la moitié de cette
ligne, il vient () :

Voo —=Vmo+V,y i ...=—2Rcosw=+2RcosA=+2RcosT,

Viet—V—3+Vys...=+2Rsinw =+2RsinA =—2Rsin T.

Ces formules nous serviront tout d’abord a réduire a
la méme échelle deux figures données.

Soient §' et S” deux orthogones, I'un de trois, 'autre
de quatre cotés, que nous faisons ainsi aboutir aux
mémes extrémités.

Portons sur chacun des cotés de S' des semblables
4 S"( fig. 4) et inversement sur les cotés de S” des sem-
blables a §' ( fig. 4%%). Ces constructions fournissent
les deux mémes directions rectangulaires, et a un fac-

. /1
teur pres (——
1 2R

grandeur et en signe les sous-produits venant dans la

> les cotés des superposés représentent en .

multiplication des polynomes correspondant aux ortho-
gones donnés.

Pour tracer le résultant S de cinq sommets, combi-
naison des proposés, il suffira de suivie graphiquement
les phases de I'addition algébrique, c’est-a-dire de
porter sur chaque direction, en tenant compte des
signes, les longueurs qui figurent les produits élémen-
taires; le premier et le dernier sommet sont donnés
immédiatement; le second et I'avant-dernier par la
superposition de deux lignes; ainsi de suite.

Les figures 4 et 4% prétent & deux remarques :

a. L’angle E, E; Sy dans le résultant est la somme des
angles E,E; S} et E, E;S] similaires dans les com-
posants.

(MA=7—w, T=7+w,A+T=2=.
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b. Les axes de projections XX/, YY' étant tracés sur
les deux figures, si 'on appelle x, y; X', »'; 27, )" les
coordonnées des points S, §', §, on arrive facilement,

Fig. § et 4b+.
S S.
Ss
X7 - X

s, |
Sa S.

f

i

i

]

1

1

H

L-:' Ss
s, i

en consultant alternativement les figuies 4 et 4%, a
vérifier les deux relations

2 x =Zz'+2x”,
3 -3r-3r
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D’o1i un énoncé général :

L’angle T, que nous appellerons ancLE pE L’orTHO-
GONE, est la somme algébrique des mémes angles dans
les composants; le point G,, barycentre des sommets,
est le résultant statique des similaires dans les com-
posants.

Ces propriéiés fondamentales de I'orthogone sub-
sistent a toutes les phases de la décomposition, qu’elle
soit compléte ou incompléte.

Nous avons déja donné les expressions ressortissant
a la notion de I'angle A égal a (2= —T) (fig. 3); la

méthode de projection nous servira encore a déter-

miner sous une forme analogue les coordonnées de G,.

On a, en effet ( fig. 3),

v

x9 =+ R cosA + V,,
xg =+ R cosA + Vg,

7=+ RcosA +Vy— V-,

$1=+RCOSA+V9—V7+V;—'V3+V1;

de sorte que, si 'on appelle R, la longueur OG. et A,
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Pangle GOX, il vient

mR;cosAy=+ mRcosA +~mV,,— (m—2)V,,_,
+(m—.§)V,,,_,,—... (1)
ct
mRysinAj=+ mRsinA —(m —1)V,,4

+(m—3)V,3—....

11I. — R£soLUTION DES EQUATIONS NUMERIQUES.

Les principes que nous venons d’établir aboutissent
a un procédé de recherche des racines par les intersec-
tions d’un cercle et d’une courbe.

Soit, en effet, S’ orthogone solution du proposé S de
huit sommets. On a ( fig. 6)

7= yo+Vytanga,

.7'5: T

V5= ye— Vstangda —V; tang?a — Vi tanga,

Ye=Us

Yi=yi+Vetangdia .. .., + V, tang«,
Ye=U

Yi=ye—VgtangTa —. ..o ool — V,tanga.

Désignons par Y I'ordonnée du point sommet de
I'orthogone du premier degré correspondant a la

racine tanga, Y est égal a Zy —Zy’. Il vient
Y —y,=—Vg(tang’a — tangSa 4 tangda — tang'a)

+ V;(tangba — tang*a + tang2a) +...

—+ V,tang?a + Vjtangla,

(') A remarquer la parenté de ces formules avec celles de la
dérivée analytique.
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et de méme

X — xy =— Vg(tangba — tangta + tang?a)
— V:(tangSa — tang3a + tangla) —. ..

— V, tang?a — V,tangla.

En éliminant tanga on aura une courbe du septiéme

degré, dout I'équation sera, Vorigine étant reportée au

point F,(— R cosA, 4+ RsinA),

T — (Vg— V4V, — V)28 — (Vi — V; 4 V) yas
(a) < +("8—V6+Vya)}’21"’+(V7—‘75)]’BZ‘3
—(Vs— Vo) yrat— V32 - Vg y6=o,

¢t les points-solution correspondant aux racines réelles
seront marqués par les intersections de cette courbe
avec la circonférence du cercle tracé sur E,E,, comme
diametre.

Un calcul analogue sur un orthogone d’'un nombre
impair de sommets, sept par exemple, donnerait une

by

courbe du sixiéme degré qui, rapportée a I'ori-
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gine F,(+ R cosA, —RsinA), aurait pour équatiorr

y°+(V,--V.-+-V,)y5
(&) + (Vo= Vi V3)zyt — (Ve— Vi) 22 y?
—(Vi—=V5)x3y2+ Vezty + Vizi=0 (1).

En jetant les yeux sur le tableau des eoordonmées
des sommels, on voit pourquoi, ™' ou y™ ! étant
positifs, les signes des auires coefficients se suivent
dans la cadence — — —+ —+ si m est pair, 4+ 4 — — si
m est impair; cette observation permet d’écrire les
courbes (a) et (b) pour un degré quelconque, sans
calculs.

Il peut paraitre compliqué de baser la recherche des
racines sur la détermination des points communs a une
courbe de degré m — 1 et & un cercle, les intersections
étant normalement en nombre 2m — 2. Mais l'indéci-
sion n’est qu’apparente, car les courbes admettent un
point de multiplicité m — 2 qui est précisément I'ori-
gine, Fp, ou I'y, située sur le cercle. Il ne reste donc
que m intersections possibles répondant a la question.

Les courbes (a) et (b) sont d’une élude facile, mises
sous la forme

(a) z= o(p), y=pe(p)
(0) x =0%(5), y= ¢(o)

v est une fonction de degré m — 2; weto Pinclinaison
sur 'axe des X et sur 'axe des Y de droites partant de
Vorigine Fp, ou Fy. On a du reste

dy _ig'p+op ¢'c

dxr o aQ’ ¢ 4 ug
? P ¢ ;

(1) On peut aussi, en farsant intervenir cotz au lieu de tange,
trouver des conjuguées a’ et &', mais qui sont rapportées, savoir :
a’ a lorigine F,, b a l'origine F_, et dans lesquelles V,_, V
sont remplacés respectivement par V,, V.

m—1y **°

1y v e
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o . ) .- ‘
diy _ pu oV e ¥
dz? NCIDE (9’5 +go)?

Nous resterons dans les généralités, ne voulamt i
que donner des notions sur I’allure des courbes )

Courbes p. : m est pair. — p.== o fournit S, dernier

. ©(o
sommet de I'orthogone : la tangente en ce point ~‘—,£—),
g 8 point IS
Vie—Vp1x=V ;. . ..
v ” "," ":_ ®, est en général inclinée sur I'axe
m—1" m—3 e
de X.

Si n’a pas de racines réelles, x ne pourra étre
P p , p

soit

égal a o, si ce n’est au point F,, qui restera isolé avec
la multiplicité m — 2. D’autre part, ¢’(u), fonction
impaire, aura une racine et une seule fournissant un
maximum ou un minimum de x par une tangente ver-
ticale. On aura donc 'une des deux formes 7 ou 7%%, la

Fig. 7. Fig. 7.
Y "Y
i :
] 1)
! '
' 1
H 1
............ P,
'#Fm X X’ Fn
' '
L L]
t 1
! :
IY» ty’

convexité étant toujours tournée vers l’axe des Y. Si
I’on rapporte sur ces figures le cercle d’'un orthogone,

(') L’étude des cas particuliers, ceux ou 'on suppose absents cer-
tains coefficients de ¢, aboutit 4 une classification des équations en
familles qui ressortissent 4 des tracés caractéristiques. Elle fournit,
dans la pratique, des observations intéressantes. '
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on reconnait que, suivant les positions relatives de E, et
de S, il y aura o ou 2 solutions.

Si ¢ () a deux racines, de méme signe ou de signes
opposés, il y a deux tangentes a I'origine qui comporte
alors un point isolé m — 4 et un point double sur la
courbe; car x et ¥ changent de signe entre les racines.
On aura une des deux formes 8 ou 8%% soit telles quelles,

Fig. 8. Fig. 8bis,

soit inversées par rapport a l'axe des Y; ¢/(@) a une
ou trois racines, d’ou une ou trois tangentes verticales.
Le nombre des racines de 'équation proposée ne peut
pas étre supéricur a quatre.

Avec quatre racines en o(p), suivant leur groupe-
ment possible par signes, on obtient les figures g, g

Fig. 9. Fig. g¥e.

et 97, et il est aisé d'imaginer les formes que I'on
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obtiendrait avec six, huit, etc. tangentes a l'origine;
on aboutit en dernier lieu au cas ou, ¢ ayant toutes ses

Fig. gtr.

racines réelles, le point F,, est totalement soudé a la
courbe.

Courbes ¢ : m est impair. — Dans les courbes &
Iallure générale est la méme que dans les courbes p.
Signalons toutefois que le point S, (pour ¢ = o) est sur
I'axe des Y, et que l'origine F'; est toujours sur le tracé
de la courbe, a titre de point simple ou de multiplicité
impaire. Les figures 10, 10%, 10" correspondent au
cas ou o(g) a une, trois, ou cing racines, et le poly-
nome proposé un, un ou trois, un, trois ou cinq fac-
teurs du premier degré.

Nous risquerions de laisser dans 'ombre un point
lmportant, si nous ne signalions pas un avantage inhé-
rent a 'emploi des courbes que nous proposons, celui
d’avoir le caractére d’'une méthode. Pour le tracé et la
détermination des accidents importants, nous sommes
amené a I'étude d’un polynome de degré m — 2, avec
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adaissement de deux degrés par rapport au polynome
proposé, ou & celle des dérivées de p,_,. Mais les fone-
tions @, , étant entiéres peuvent, d’aprés le méme
principe, étre éludiées elles-mémes a 1'aide de fone-

Fig. ro. Fig. 10,

tions ©,,_4, et ainsi de suite jusqu’a ce que l'on arrive
au second ou au premier degré.

Il est facile de constituer la chaine de ces poly-
nomes.

Si I'on a, par exemple,

Py="Vg2b+ Viz74. ..,
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il viendra successivement

pe=—"Vsp}+ Vi pf+ (Vs— Vo)
‘ "(V't—vs)f’-}—(vs“‘vs*-vh)?-f
-+ (‘/77 -—"’,5 +V3)}L1 -+ ( Va —Vg+ Vr—V,),
9, =-+Vy pi—Voui— (2Vs— Vs) 3
+ (2V;— V) s+ (3Vy— 2 Ve 4+ V),
92 =— Vg i+ Vips+ (3Vy— Vs).

On sait résoudre ¢,, et de 1a, par deux graphiques,
on remontera a Pg.

IV. — Essar DE DISCUSSION.

La théorie orthogonale aboutit en définitive a la
représentation graphique des racines réelles tanga,
tangd, ... a I'aide de points I, I}, ... marquant sur la
circonference de cercle E,E,, des arcs 24, ... comptés
a partir de E; ( fig. 11). Si toutes les racines sont

Fig. 11.
17
1y
I|
Em
E,

7

réelles on comptera m point I et leur barycentre <qui
coincide avec celui des sommets de 'orthogone, c’est-
N . . cO0s . . , .

a-dire avec le point G, : R, on A4> sera a l'intérieur du

cercle. Voila donc un premier criterium indicatif de la
1éalité des racines.
Nous pouvons combiner 2 4 2, 3 43, ..., kak
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les points I, c’est-a-dire faire les sommes algébriques
de k arcs E, I pour trouver des points I; en nombre C}*.

Silon peut déterminer le barycentre de chaque classe
—1

. m .. m . . .
de points [, on aura — criteres ( si m est 1mpau'> .

On arrive a ce résultat en remarquant (fig. 12) qu’un

point I, est I'indice de I'existence réelle d’un ortho-
gone Sk, lequel, combiné avec son coexistant S™~%, doit
reproduire le proposé S™.

Les coordonnées, par rapport aux axes de 'ortho-
gone S, pour un point Iy quelconque seront

x = R(cosTxcosT,,—x+ sinTgsin T,,—z),
y=R(cosTysinT,,_—sinTrcosT,,_x).
Si 'on suppute les C}* abscisses et ordonnées, on trou-
vera pour leurs sommes tous les produits partiels pro-
venant de la multiplication des deux polynomes S#
et Sm~k c'est-a-dire de I'équation que nous écrivons
symboliquement :

(Vi Vi + Vg +. oo+ Vo) (Vi g+ Vi gy +. .+ V),

mais ces produils seront répartis entre Ex et E_y,
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d’aprés les résuliats de la notation

(cosT/..+ v —1 sin Tk) (cosT,,,_;,.— V=i sinT,,,_/.,).

2 A . . ’ 4 2
De plus, ils devront tous étre divisés par 2, (LR>'

La question étant posée ainsi, on vérifie sans diffi-

cultés que le premier terme de 2.7(‘ est

I
+ - CZ’Vm,
2
le deuxiéme

1 CE+ ChCp—Fk— Cip-k
T cy

m
Clc V/n—h

et ainsi de suite, et qu’en définitive, si on appelle
CcOos , . ,
Rs sin A les coordonnées du point cherché, barycentre

des points Iz, on peut écrire, toutes réductions faites,
et en attribuant a G, la valeur de 'unité :

m m—1
= ou —
Ck,Cmk_Ck, | Cm-ha . 4 CECI
'Ry cosAp= E(~l)” 2P0 2P IC": 0 2P Vmﬂp-
p=o *r
m—1 m—2
— T u—;
. ck Cmrrlc_c{f C’”’k—i—...-}—C]"C’"‘l"
VZHA sin A/c: 2 (_”p+1 2p+1 -0 pmi w2 p+1 Vlll—(‘.’[l+1)‘
o 2p+1
p:

Dans ces formules, les symboles Ck et C=* n'ont
de signilication réelle que si indice inférieur, qui
marque le nombre des objets combinés, est plas petit
que k ou m — k, total des disponibles : cela sullit pour
indiquer ou s’arréte le calcul, dans chaque cas parti-
culier, aux numérateurs.

On peut faire les remarques suivantes :

1° Le numérateur de V,,_ap, composé d'un nombre

Ann. de Mathémat., §* série, t. V. (Mai 1905.) 14



( 210)
pair de termes, conserve sa valeur et son signe quand
I'on change k en m — k; celui de V,,_(3p,44) change de
signe. Les points G et G,_x auront donc méme abscisse
et des coordonnées de signes contraires; et par suite,
si 'on a un point G,, (m pair), ce point sera sur ’axe

des X. ’

2° Les points G ainsi définis sont en réalité en
nombre m 1 : car, parmi cux, il faut compter G,

gk ,o» cos
que nous avons défini antéricurement R sin A, et dont

on retrouve les formules en faisant ici Xk = o. Clest le
point I, de la figure 2; E, figure le point G,. On
trouve Vexpression de Gy, en faisant k=1, sous la
forme

m m— 8

2R, cosA =V, — —-'}:—dvm—k“"

Vimg—-.. (1),

. m—oa m—
2R, sin A, = — Vo —

6
Vg oo..
m m m=3

Il est donc facile de trouver la valeur de R, de R,,
de R,, ..., et il est évident que Ry, R,, ... doivent

A . » y a . m
étre plus petits que R. Il en résalie que I'on a ainsi "

m—1 o . ’ . , .
<ou ” > conditions nécessaires pour que I'équation
ait toutes ses racines réelles. Sous la forme ou elles se
présentent ces conditions ne sont pas suffisantes, car
aussi bien que Gy, les points G,, G, ..., tout en étant

a Pintéricur du cercle de rayon R, peuvent résulter de

(') Cette expression peut étre identifiée avec celle que nous
avons donnée antérieurement, en tenant compte de la valeur
de RcosA. Du reste, la fonction R cosA pourrait étre mise en
évidence dans R, cosA; : il suffit, pour arriver a ce résultat, de
remarquer que 'on a identiquement

Gyt Ciert+. - Cert=Cr.
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la composition de barycentres extérieurs afférents a des
orthogones élémentaires irréductibles.

Ne voulant pas allonger cette Note, nous terminons
sur le simple énoncé des considérations (qui maintenant
jalonnent pour nous la route.

Les relations obtenues entre les quantités R, A et V
permettent, ne serait-ce que par les procédés connus
de résolution d’un systéme d’équations linéaires, d’ex-
primer V en fonction de R et A @ on le fait plus com-
modément a l'aide d’un calcul inverse de celui que
nous avons présenté et I'on peut ainsi écrire les coef-
ficients sous une forme qui donne des renseignements
nomveaux. D’autre part, si 'on se reporle au schéma
de la tigure 12, on arrive a la conception de points-
racines sommets d’un polygone inscrit indépendant du
diamétre EE,,, Ie(lucl, par sa position accidentelle,
détermine un polynome algébrique particulier, ¢’esi-
a-dire une écriture analytique passagére du polygone.
II' en résulte pour le polynome lui-méme ct pour les
polygones I provenant du primitif I, des variations
dont 'étude s’impose.




