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AGRÉGATION DES SCIENCES MATHÉMATIQUES
(CONCOURS DE 1 9 0 4 ) .

SOLUTION DE LA QUESTION DE MATHÉMATIQUES SPÉCIALES;

PAR M. A.VAGQUANT,
Professeur au lycée de Nancy.

On donne un cj lindre défini en coordonnées rec-
tangulaires par l'équation

y2 — ip x = o

et un plan dont Véquation est

z — by -h X(a? — ay) = o.

i° Calculer les coordonnées du sommet S de la
parabole section du cylindre par le plan. Trouver la
courbe C, lieu géométrique de ce sommet quand
\ varie, a et b restant fixes. Montrer-que cette courbe
possède en général deux points doubles et peut être
placée sur deux cônes du troisième ordre.

'2° On considère la courbe particulière Cf obtenue
en posant /

a = i, b = o.



( 4 9 5 )
Quelles sont les relations fui ejristent entre tes

valeurs de X tfsi correspondent aux points de ren-
contre de CI avec un plan arbitraire ?

Discuter la réalité des points de rencontre de cette
courbe avec un plan oscillateur quelconque.

3° Démontrer que, par toute droite tangente en un
point A à CI y on peut mener trois plans qui lui soient
tangents chacun en un point autre que A; réalité de
ces plans.

Les plans bitangents à la courbe CJ se partagent en
deux f ami Iles ; démontrer que les plans de l'une des
familles sont tangents au cylindre parabolique et
ceux de Vautre famille tangents à une surface du
second ordre dont on déterminera le genre.

J. Soient (x0, y0, *o) les coordonnées du sommet S
de la parabole section du cylindre

y*—ipx = o

par le plan P
z — by -+- \(x — ay) = o.

Le point S sera sommet de la parabole si la tan-
gente ST en ce point est perpendiculaire au dia-
mètre SM de la parabole. Les équations de ST et
de S M sont respectivement

yyo—
z — by -h \(x — ay) = o

et
y— JKO = O,

z — by -h \(x — ay) = o.

Les paramètres directeurs de ST sont



ceux de SM sont
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— 1, o , X.

Pour que ces deux droites soient perpendiculaires,
il faut

M\ (b-al)] = o.

Les coordonnées du sommet de la parabole sont défi-
nies par les équations suivantes, dans lesquelles on a
enlevé l'indice o :

y(\ •+• X2) —/>X(è -h aX) = o,

z — by-\-\{x— ay) = o,

y2 — ipx = o.

On en déduit
- al)

i + X2 '

__ y2 _
•2(1H-X2)2

z — by — A a y ) = y ( b -\- aX — )>

Les coordonnées du sommet S de la parabole sont
donc

•al) _ 2pl(b -t- a X ) f n - X2)
Ö ~ 2(l-+-X2)2(G)

Quand X varie, a et b restant fixes, ces équations
montrent que S décrit une courbe unicursale C
d'ordre 5.
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Si l'on élimine X entre les deux premières équa-

tions (i), on obtient l'équation

( S a ) -hp(z-by)[b(a;-ay)-a(z-by)] = o1 '
i

représentant une surface réglée du troisième ordre S3

admettant pour droite double la droite D •

autour de laquelle tournent les plans P, et pour géné-
ratrice la droite, parallèle au plan zOx, définie par les
deux premières équations (1). S3 est donc un conoide
d'axe D, de plan directeur zOx. La surface S3 et le
cjlindie parabolique ont en commun la droite de Tin-
fini du plan zQx, et le reste de l'intersection est la
courbe C.

La droite double D de S3 rencontre le cylindre au
point O et in un deuxième point O7; les points O et O'
sont, par suite, points doubles de C. Les coordonnées
de O' sont

y = oap, z = labp.

On peut letrouver ces points doubles à l'aide des
équations (C). En effet, on a le même point O poui les

valeuis différentes X = o, X = du paramètie X, et

Ton a le point O' pour les valeurs de X, racines de
Féq nation

p\(b •+• al)

OU

a(> -t-X*) = bl.

Pour ces valeurs, x el z prennent les mêmes valeurs
2a2p et labp. Le point double O' ne coriespond à des
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branches réelles que si Ton a

£*— 8a*;>o.

Si Ton considère le cône F de sommet O, de direc-
trice C, il sera du troisième ordre, car tout plan mené
par le point double O de C coupe cette courbe en trois
autres points et, par suite, coupe F suivant trois géné-
ratrices. De même, le cône F', ayant pour sommet le
deuxième point double O' et pour directrice C, est du
troisième ordre.

L'équation du cône F s'obtient immédiatement en
remplaçant, dans l'équation (S3), y par -*—; d'où

t/

Si l'on pose
x — i a*p = X,
y — iap =Y,
z — labp = Z,

les équations (i) s'écrivent

Z — 6Y + X(X—aY) =o ,
ia*p) =o .

En faisant une combinaison linéaire et homogène
en X, Y avec la première et la troisième de ces équa-
tions, puis, remplaçant, dans l'équalion obtenue, \ par
sa valeur tirée de la deuxième, on obtient l'équation
du cône F7, savoir :

*(X-aY)[(X-aY)«H-(Z-*Y)«]
( ' ^Y(Z 6Y)[6(X — aY) — a(Z — bY)] = o.

Les deux cônes F et F' admettent pour génératrice
double la droite D.
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2. Si Ton suppose a = i, b = o, les équations (G)

deviennent

Elles définissent une courbe C' de cinquième ordre
et unicursale. Les valeurs du paiamètre X correspon-
dant aux points d^intersection de G' avec un plan quel-
conque

ux -+-vy-hwz-hh = o

sont les racines de l'équation du cinquième degré

X3(2 +X 2 ) + 2A(l + X*)2= O

ou
pwl^-h (pu-\-ipv -h

-f- 2/>W>X3-h (ipV +

En désignant les racines par \{y X2, A3, X4, À5 et
posant

Si = SXi, S2=2XiX2 , . . . ,

on a les relations

-hpu -+• ipv + 2/i = o,

S2pw — ipw = o,
• 2/?P -+- l\h = O,

= o,

Sg/W + 2/i = 0 .

La deuxième et la quatrième de ces relations, savoir

= 0 ,
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équivalent, en supposant w ^= o, aux relations

S2— i = o,

S4 = o ;

ce sont les relations demandées, le plan (M, P, W, h)
étant quelconque.

Si w = o, le plan donné est parallèle à Oz et les
valeurs de \ correspondant aux points d'intersection de
ce plan svec C' sont racines de l'équation bicarrée

(pu -4- ipv -4- ih) X*-h i(pv -\- ih) X2-f- 2/1 = o,

et les valeurs de 1 sont deux à deux égales et de signes
contraires.

Les relations
S2 — i — o,

Sv = o
peuvent s'écrire

X, X2 -h- XiX3 -4- X2X3 -+- Xt (X4 -h X5)

+ Xj(X4-+- X 5 ; - ^ ^ ( X ^ - l - X s ) -+- X 4 X 5 — '2 = o ,

Xj X2X3X4 -\- Xi X2X3X5 -4- Xi À2X4X5 -4- Xi X3X4X5 -4- XgXsX^Xs = o.

Si le plan sécant est osculateur à C' en un point de
paramètre X, on aura

Xi = X2 = X3 = X,

et les relations deviennent

3X2-4- 3X(X4 H- X5) 4- X4X5— 2 = 0 ,

X3(Xi-f-X5)-f- 3X2XvX5=o

ou
. 3X(Xv-4- X5) -H X4X5-4- 3X2 _ o. = o,

X(X4-f-X5)-4- 3X4X5=: o.

De ces équations linéaires en X4-f-X3
 L't ^4^s> o n
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déduit
3(2_3X2)

8X '

'3X2—2
X4X5 =

Les valeurs X4, X5 correspondant aux points de ren-
contre d'un plan osculateur \ avec la courbe C' sont
donc racines de l'équation

3MX2 — 2) 3X2-2

8X ' 8

Elles sont réelles si

9(3X2-9)2 4(3X2-2)
64 X2 8

ou
(3X2— 2 j [ 9 ( 3 X 2 — 2 ) -

(3X2— 2 ) ( _ 5 X 2 — ü
ou

3X2—2I0,
c'est-à-dire

3. Soient X le paramètre du point de contact A,
[JL celui du deuxième point de contact B et X3 celui du
troisième point de rencontre E d'un plan bitangent à C'
avec la courbe C;. On aura

X1 = X2=X,
X 3 = X 4 = fJL,

et les relations trouvées précédemment deviennent

X 2 -h f l 2 + 4 XfJL -h- 2 X 5 ( X - h fJL) 2 = O,

2-X2

X;J.[X[JL H- 2X5(X

La solution



donne le plan mené par la tangente en A à C' et le
point double O; cette solution est singulière. Restent
les solutions définies par les relations

X*-4- |xî-h 4XfX H- 2X5(X -+- II) — 2 = O,

XfJt-H2X6(X-f- fJt) = O.

En éliminant X5 on a l'équation en jx

|XJ H- 3 X fX -4- X2 — 2 = O,

qui a toujours ses racines réelles, car on a

9X«—4(X« —a)= 5X*-h8>o.

Il faut maintenant examiner le cas où le plan mené
par la tangente en A à C' est parallèle à Os, c'est-
à-dire où w= o. Ce plan sera bitangent à C' si l'équa-
tion bicarrée

{pu -h ipv -+- 'Àh) X̂  -f- i{pv •+- ih) X2 -+• i h = o,

donnant les \ des points de rencontre de ce plan avec C',
a deux racines doubles, ce qui exige

(pv -f- ih)1— ih(pu-h ipv -4- 2A) = o
ou

pv*— ihu = o,

équation qui exprime que le plan (M, y, o, A), bitan-
gent à C', est tangent au cylindre parabolique.

Ce résultat s'apercevait sur les équations (i), car, y
étant donné, il lui correspond deux valeurs de \ et,
par suite, deux points de C situés sur la génératrice du
cylindre parabolique définie par cette valeur de y; en
ces deux points, le plan tangent au cylindre le long de
cette génératrice est tangent à G. La même propriété
existe pour la courbe C'.

Les plans bitangents à C forment donc deux familles;
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Tune se compose des plans tangents au cylindre et
l'autre famille est telle que, par toute tangente à C', il
passe deux de ces plans; d'ailleurs les plans de la
seconde famille enveloppent une surface développable,
car leurs coordonnées (/i, y, w, h) sont liées par deux
relations qu'on obtiendrait en éliminant X, JJL etX5 entre
les cinq équations (2). Cette surface développable a
pour directrices la courbe C' et une surface qui sera du
second ordre, puisque par toute droite tangente à G' on
peut mener deux plans tangents à cette surface.

On peut trouver l'équation tangentielle de cette qua-
drique de la manière suivante.

Dans le cas actuel les équations (2) deviennent

[2(X -4- fi) -h \5]pw •+• pu-h ipv H- ih = o,
[X5(X

2-h i^-h 4X|a) -h 'iXfx(X -4- p)]pw -+• 2/w -4- 4 A = o,
X2 [x2X5pw -{-ih = 0,

X2-t- }JL2H- 4X{JL -+- 2X5(X -f- \L) — 2 = O,

[X{JL-4- 2X5 (X -4- fJL)]X|X = O.

En éliminant X5 entre ces équations on obtient

(X H- (Ji)2-H XJJL— 2 = O,

[ 4 ( X - h {*)*— X(JL]/?W -h 2(pu-\- ipv -h 2h) (X •+- fx) = o,

[— X{JL ( X (JL -4- 2 ) -+- 4 X \X (X -f- [X)2 ] pW -+• 2 ( 2/W H- 4 /? ) (X -4- JJL ) = O,

En remplaçant Çk + JJL)2 par 2 — Xjx et en résolvant
les trois dernières équations par rapport à u, v, (V, on

trouve
u

— l6

XSfx2— 6X{x

de sorte que, en posant



on peut prendre pour nouvelles coordonnées homogènes
d'un plan bitangent à C', de la deuxième famille, les
quantités (M, V, W, h) définies par ' >

h = />a3,
u = 2a3— ioa2-+- 22a —16,

ç = — 2 a3-h 5 a2—6 a,

w2= 16(2 — a).

On a ainsi une représentation paramétrique de la
surface développable engendrée par les plans bilangents
à C' de la seconde famille. D'ailleurs sur les équa-
tions (C') on voit que la courbe C' est symétrique par
rapport au plan z = o\ par suite si (w, t>, w, h) e*>t
une solution de l'équation de la quadrique cherchée,
(u, p, —w, h) en est une autre; l'équation de cette
quadrique ne contiendra pas de termes en tv. Donc, si
l'on considère les équations

= ( 2 a3 — 1 o a2 -f- 22 a — 16 )*,

w2 = 16(2—a),

uh =/?a 3 (2a 3 — i o a 2 + 2 2 a — 16),

çh = /? a3 (— 2 a3 -(- 5 a2 — 6 a),

uv = (2a3— 10a2-h 22a — 16) (— 2a3 H- 5a2— 6a),

on doit pouvoir déterminer les multiplicateurs mi}

m2, . .., TW6 de façon à obtenir, quel que soit a, l'équa-
tion

h* 9 * 9 h h
/>* P P

En annulant les coefficients de as, a5, . . . , a dans le
second membre de la combinaison linéaire à établir, on
obtient six équations linéaires pour déterminer les mul-
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liplicaleurs. On trouve ainsi par un calcul facile mais
assez long

— I _ l 3 H_8

1 -
 7 ' . m*~"..7 ' , m*~~ 7 '

1 4 f 7 5 7 ' ™6 7*

II faut ensuite vérifier que le terme indépendant de a
dans \d combinaison linéaire est nul, c'est-à-dire il faut
vérifier l'égalité

3 /̂n3 = o
ou

i62-32x8 = o,
ce qui est.

L'équation tangenlielle de la quadrique demandée est

elle représente une surface à centre unique qui est un
hjperboloïde à deux nappes, car l'équation s'écrit

•A 7

ou

/J

M 2 I I 5
 9

 2 1 C) X 7 3 ^ o 9

/ J Ï 4 2 M 47

équation de la forme

B 2 — A : 2 P 2 — 8 W 2 = O,

B désignant une fonction linéaire eu u et e, et /r un
coefficient numérique.


