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[A8ax]
SUR L’EXISTENCE DES RACINES DE L'EQUATION ALGEBRIQUE;

Par M. S. STAMATIADIS.

1. Soit le polynome
f(z) = Anzn—i— A,,_,z"—l-t-. . .+A,z -+ Ao.

En posant

A,=a,(cosw,+ isinw,),

Ay = ay (coswy + Isinwyg)

ct
3= r(cos¢ +Iising),

le polynome devient

S(z) =a, rr[cos(w,+ ne) + isin(wp+ no)] +...
-+ a; r[cos(wy+ @) + i sin(wy—+ P)] + @ (COS W+ sin wy).

Les coordonnées du point M, qui représente sur le
plan la valeur du polynome, sout

z=artcos(wy,+no)+...4+ a;rcos(w;—+ 9) + ag Coswy,

Yy =a,rtsin (wp+no) +...4 a,rsin (w1 ¢) + a, sin w,.

Considérons la courbe décrite par ce point, lorsque,
r ayant une valeur constante, ¢ augmente deoaamw, et
soit 6 I’accroissement que prend I’argument © du poly-
nome sur cette courbe.

2. Pour une valeur de r suffisamment petite, et
pour toute valeur inférieure a elle, ona § = o.
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En effet, le module du polynome
S(B)—Ao=Anan+ Ap_qzn 4. .+ Ay

peut devenir aussi petit que ’on veut. Prenons r assez
petit pour avoir

[f(z) — Ao | < n<[Ao],

pour toute valeur de ¢, et écrivons un cercle de rayon u
avec le point A, pour centre; toute la courbe sera com-
prise dans ce cercle, qui ne comprend pas I’origine ; par
suite on aura § =o.

3. Pour une valeur de r suffisamment grande, et
pour toute valeur supéerieure, on a § = 2nm.

1° Nous allons montrer d’abord que, pour une telle
valeur de r, ¢ augmentant de 2w, chacune des fonc-
tions x ety s’annule 2n fois.

En posant

3 ap_yrr—1 sin(U),,,1+n—|c?) —+ ... @ SIN W,
= b
a,r"

Ap—y 11 cos(w,,_1 “+n—1 9) ...+ @y cosw,
- a,re ’
on a
. 2
sin(w,=+ n¢)+ 0

t 8 = -
ang cos(w,+no)-+¢

81

On peut prendre r assez grand pour avoir

1
(a) —aprt>ap g rvlt4+.. .4+ ayr—+a,;
2

on aura alors, a plus forte raison,

13]<—= et |e|< =
2

V2 V2

pour toute valeur de o,
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Les valeurs de ¢ qui rendent sin(w,+ r¢) alterna-
tivemenl égal & 4 1 et 4 — 1 sont distantes de E A ces

valeurs correspondent des valeurs de sin(w,+ n¢)+ 8
alternalivement posilives et négatives et, comme celle
fonction est continue, elle s’annule chaque fois entre
deux de ces valeurs conséculives. Par conséquent,
¢ augmentant de 27, cette fonction s’annule bien
2n fois.

Elle ne s'annule que 2n fois. — En effet, soient o,
¢z deux valeurs consécutives de ¢ pour lesquelles
sin(w,+ n¢) est respectivement égal & 4+ 1 et 4 — 1.

Tant qu’on a

| sin(w,+ ne)| > 7‘—;,
sin(w, + ntg)—}—B ne peut s’annuler, puisque IS]

1 . .
est < 7;; cela ne pourrait donc arriver que lorsque

. . 1 I .
sin(w, -+ n¢) varie de +E a ———E- Nous allons

montrer (ue, dans cet mlenalle, sin(w, + ny) + 3
a sa dérivée n cos(w,+ n¢p) + — couslauunem néga-

tive, d'ou I'on déduira que cette ioncllou ne peut s’an-
nuler plus d’une fois.
En effet, de
. I
|sin(w,+ ne) | < 7
2

on lire

I
cos(wp+no)| > —
| cos(wn ) 7

et

|ncos(wp,~+no)|> 2.

V2



( 487)
D’autre part
(n—1)ap—yro—t cos(m,._, +n—1 (p)

das §+(n —9)an—srr=2cos(wu_s+ n-—zq;)—»—...—i—a,rcos(u).-i—tp) .
de a,r" ?

par conséquent

(n—1Nap—r"—1+(n—2)a,_er"2+...~a,r
a,r

a3
]d‘?

Or, I'inégalité (a) donne, a fortiori,

(n—1Na,qrv-t4(n—2)a,— 31" 24...+~ayr

I
na,r+t < ﬁ’
d’ou
ds n
E D

L., ds .
Donc la dérivée ncos(w, + no) + e le signe de son

premier terme; d’ailleurs ce premier terme est négatif;
car, I'arc augmentant de ¢, & ¢,, sin(w, -+ n¢) décroit
de +1 4 — 1, par conséquent cos (w, + no) cst négatif
dans tout U'intervalle ¢, ... ¢,.

On conclut que, ¢ angmentant de 2w, la fonc-
tion sin(w, -+ no) -+ 6, par conséquent aussi y, qui a
toujours le méme signe qu’clle, s’annule 27 fois et ne
s’annule que 2 n fois.

On démontrera la méme chose pour x.

2° Les zéros de x et de y alternent. — 11 s’agit de
montrer que, entre deux zévos de x, il y a toujours
un zéro de y, et inverscment.

Soient @y, ¢, @5 trois valeurs consécutives de ¢ qui
rendent sin(w,+ n9) respectivement égal a +1, —1,
+ 1. Entre ces trois valeurs il y a deux valeurs ¢/, ¢"
qui annulent la fonction sin (wz;+ n9) + 3, et qui font
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par conséquent
|sin(wp+no)| =8,
c'est-a-dire

I
Isin(wp+ ne) | < —-
i ‘/;

Mais alors on a, pour les mémes valeurs ¢/, ¢”,

|cos(wr+no)| > =,

Ve

|cos(w,,—+'—ncp)[> le]-

donc aussi

Donc, pour ces valeurs ¢', ¢, la fonction
cos(wp+ne)+¢

a le signe de son premier terme. D’ailleurs ce premier
terme est négatif pour ¢, positif pour ¢’. Car dans
Vintervalle ¢,...¢;, qui comprend ¢', 'arc croissant
de ¢, a @5, sin(w,+n¢) décroit de 41 a —1,
donc cos(w,+ n¢) est négatif; on voit de méme qu’il
est positif pour ¢". Donc cos(w, -+ n¢) + ¢, par con-
séquent aussi x, prend, pour ¢', ¢”, deux valeurs de
signe contraire, et, par suite, s’annule pour une valcur
intermédiaire de ¢.

On voit de méme que, entre deux zéros de x, il y en
a un de y; donc les zéros alternent.

3° On voit en outre que, lorsque y arrive & zéro
par des valeurs pesitives, x est négatif. En effer, pour
la valeur ¢/, y arrive a zéro par des valeurs positives,
et I'on vient de voir que, pour celte valeur ¢/, x est
négatif. On verra de méme que, lorsque y arrive
a zéro par des valeurs négatives, x est positif. Inver-
sement, lorsque x est positif avant de s’annuler pour
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une certaine valeur de o, y est positif pour cette valeur
de o et, si y est négatif, x est aussi négatif.

On conclut en somme que, ¢ augmentant de 27, le
point M(x, ») rencontre les axes des coordonnées dans
P'ordre suivant : la paitie positive de I'axe des x, la
partie positive de I'axe des y, la partie négative de
Paxe des x, la partie négative de 'axe des y. Et,
comme M rencontre chacun des axes 2n fois, on voit
qu’il accomplit autour de I'origine n circonvolutions
dans le sens positif; par conséquent :

Pour r assez grand, et pour toute valeur supé-
rieure, on a § = anm.

4. Supposons que r, en partant de zéro, croit d’une
maniére continue, et considérons les valeurs corres-
pondantes de §.

St entre deux wvaleurs ry, ry de r il n’y a aucune
racine du polynome, § conserve dans cet intervalle
une valeur constante.

On a, en eflet,

8 = arc tang%

et
p=2m
0 =f darc tang—}-,-
p=0 z
ou bien
L1
0=£ -ﬁa(?,r)dcp,
en posant

Y

o(9, r) = arc tang =

- . ) ' r.
Considérons la fonction o-a (p,7)= Y22V . Comme
? zt+ y?
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ona par supposition x2? -+ y2 £ o pour toute valeur de ¢
dans l'intervalle 7y .. .7y, et comme x, y, x', 5’ sont des
fonctions continues de @, la fonction est elle-méme finie
et continue dans cet intervalle; par conséquent I'inté-

grale
2 o(e, ) de
y )

o

est fonction continue de sa limite ¢. Or cette intégrale,
A “ ) Y SFeY T LAY
a la constante pres, w’est autre chose que o(9,7);
donc (9, r) est fonction continue de ¢ dans l'inter-
valle. 1l s’ensuit qne la valeur de l'intégrale § est bien
représentée par la différence

6 =oq(2m,r)—oq(o,r),

dans le méme intervalle. Or cette différence est con-
stante; cn effet, sa dérivée par rapport a r est

oy 0x oy or
o V) (e Y
x4 y? om xi4 2 o

les indices signifiant la valeur qu’il faut donner a ®
dans chaque parenthésc. Cetie dérivée est égale a o,
car les dénominateurs sont constamment différents

de o, tandis que d’autre part chacune des fonctions x,
or oy
* or’ or

valeurs.

prend, pour © =o0 et ® = 2m, les mémes
i i

8. Si entre les valeurs ry, ry il y a une racine du
polynome, r augmentant de ry ary, 'angle § augmente
de 2x.

Soit p la racine, le polynome s’écrit

J(z) = fi(z)(z—p),
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le polynome f, (z)n’ayant aucune racine entre r, et r,.
Donc, en appelant §, Paccroissement que prend I'argu-
ment de ce polynome f,(z), lorsque o croit de am,
d’aprés le n° 4, O, aura une valeur constante entre 7
et 1. Mais, d’autre part, I'accroissement de I'argument
du binome z — p, r augmentant de r, A r,, augmentera
de 2m.

En effet, les valeurs de z — p, pour une valeur con-
stante de r et pour ® =o, ..., 2, sont représentées
par unc circonférence décrite autour du point — p avec
un rayon égal a la valeur de r.

Comme on a, par supposil.ion,
nlpl<r,

on voit que, pour 7 = ry, cetle circonférence ne com-
prend pas l'origine, tandis que pour r =r, elle com-
prend Torigine. Donc, pour r, l'accroissement de
Pargument de z — p est égal a o, tandis que pour r,
il est égal & 2m. D’ailleurs, I'argument de f(z) étant
égal a la somme des arguments de ces facleurs f,(z)
et (z — p), on conclut que § augmente de 2%,

On démontrerait de méme que, si entre ry, ry il
y a m racines du polynome, r variant de ry a ry,
6 augmente de 2m.

S'il y a des racines égales, on voit qu'elles comp-
teront comme autant de racines distinctes.

Il est clair aussi que, inversement, si, 7 variant de r,
A ry, O augmente de 2m=, il y a m racines du poly-
nome dans cet intervalle.

Des n>* 3 et 5 on conclut que le polynome a
n racines.



