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SUR LA DYNAMIQUE DU POINT;
Par M. ANDOYER.

1. Soit un point matériel M, de masse m, soumis i une
force dérivant d’un potentiel U, tel que, ¢ désignant
sa vitessc, on ait

me? =2 U.

Si F, et Fy sont les projections de la force sur la
normale principale et sur la binormale 4 la trajectoire,
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on a

Fy=o, — =F,,

o désignant le rayon de courbure.

Imaginons maintenant que I’on oblige le méme point
a suivre la méme courbe sous I’action d’une force déri-
vée d'un potentiel U’ fonction de U, tel que, ¢ dési-
gnant la vitesse dans ce nouveau mouvement, on ait

mo'2 =2 U'.

. AL ’ . ’

On aura aussi, en appelant I et F;, les quantités

analogues a Fy et a F,, et N la réaction de la courbe,
dirigée nécessairement suivant la normale principale,

av’ au' _ 22U

;'ZFbEﬁ:(” F;l—__FIL‘EU: —N.

La force est dans le plan osculateur, de méme que la
réaction de la courbe.

Ces équations- peuvent servir dans presque tous les
cas a ramener la question de I’étude du mouvement
d’un point sur une courbe fixe (la force étant assujettie
a rester dans le plan osculateur) 4 I'étude du mouve-
ment d’'un point libre admettant cette courbe comme
trajectoire. Cette question n’est pas sans intérét : nous
allons en donner plusieurs exemples.

1° Soient donnés

2 U’
) W)
U oet N=LD o m/.

e p

On a alors la relation

dU’ , 2U’
2Ugp =2V —f< 7:)’

f du’
L1 2T
U=c¢ v=3/ VT{)
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Si en particulier f(¢') est une constante 2 a,
U=C(U—a),

C étant une constante arbitraire.
Ce résultat cst d’ailleurs trés connu.
2° On donne

U et N=F;‘f(v’)=F;,f< ’_U_>
m
On a donc

e EE R e

d’ou

Si en particulier f(¢') est une constante a, on a
U = QU+,

C étant une constante arbitraire.

C’est encore un résultat connu; pour @ = — 1, il cor-
respond a la théorie des brachistochrones.

3° On donne -

2 U
U et F), = f(pv’) = f(\/-"—{>

2 U du’
4 <\/1_”?> =2V 4y
24U’

Si f(v') = m¢'2, on trouve, naturellement, U= CU’

sl

alors
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Ce cas rentre d’ailleurs dans le premier, puisque
_ 2 U — f(v'
N — S
P
2. Le plus généralement U et U’ seront fonctions de

la distance 3 un plan, a un point ou 4 une droite, et s’il
en est de méme des diverses quantités qu’on peut se
donner pour déterminer le mouvement, le probléme
sera susceptible de quelque extension.

Supposons d’abord U et U’ fonctions de la distance a
un plan, celui des xy. Le mouvement a licu dans un
plan paralléele 4 I'axe des z, que nous pouvons choisir
pour le plan des zz.

. dx 2 ,
En faisant — = ——, A étant une constante ar-
dt mA
bitraire, la trajectoire est déterminée par
dz
dr = —— 5
VUA =1

le rayon de courbure est donné par

3
_ 2(UA)?ds
T d(UA)
On a aussi
__au__
"7 dzJUA

et, en appelant F, la force tangenticlle,

dU 1
Fl:d—z\/l—m'

Cela étant, supposons qu’on veuille déterminer la
courbe dans le plan de zx, en se donnant en fonction
de z :

1° U’ et N. On aura

2U dU' _ 2 U

T aw=5 "
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3
(U dL'—U' d(UA) +(UA )2 Nds = o,
U’

* Ndsz \)‘1
)
*Nds
>y

/" ( z\/t>.

U =mg(s+h), N = kmg,
ds(hk+1y3+=h)

U\ =

et

Exemple (a):

dr = — ——
\/(:.—a— y—(k+2ys+h)
Lxemple (b)
U' = mgs. N =rmgzn,

1

n+

- - 2

de — (l:ﬁﬁ o )

(>n —+1)2 Ny n+l))2
\/T—s—(/.—L—s 2

2U dU" _ _ dU
¢ dU " 43 JUA’

dU'\?
o= <TF> i

o0 "o, K
20 U (Ll‘”.

S
] n

dx ,, ds .
\/ (%) v
Lxemple:
13
U = mgs. F, = mghsn,
shdz
dr = — =227
I
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3c U'et F,. On en tire

- AU\ o
wi=/ (%) e

et on est ramené au cas précédent.

. , 2
4° U et la force centripéte F, = me”.
On a

, 2 U’ U'd(UA)
Fim— =—5—
P (UA)2ds
. I
5o
¥, ds
dz. S0
= ([EEy

! \./ 2 U’ >

Exemple
U =mgas, F, = mgisn,
dz = Adzz(z”+ k)
n
—)\T ——(z" -+ /{)2 .

5° Connaissant U ou I'une quelconque des quantités
qui peavent déterminer U et U', calculer N.

R i
2<U _UW> _ U'd(UA)—(UA) dU’
¢ (UAY! ds

N =

Lxemple. — La courbe est

SN

x? =2p3 et U’=mpcﬁ<z+

On a d’abord

>.

UA = %}f -1,

et, par suite,
N =o.
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6° Connaissant U et N, calculer U'.
»U dU U

—N,

p dU T o
3
(UA)dU'— U d(UA )+ N(UA)? dz = o,
U’:A‘U\—U.\/idi.
J JUA
Exemple. — La courbe est

3t —opx et N=1.

On a d’abord

2 2
U':—.A(’i, +l>~)‘z 1—:—2—5—1)
\ \ 2

3. Supposons maintenant U et U’ fonctions de la
distance a un point. Soit P'origine ce point; la courbe
est dans un plan que nous prendrons pour celui des xy,

et, en coordonnées polaires, on aura

N dr
f\/m’ R e

3
_2(UArdr
e- a’(UA) !
dU
" 7;1, w/U \ Fe= dr \/ rzUA

Avec ces formules, on pourra traiter les mémes pro-
blémes que précédemment.

Il en sera de méme si 'on suppose U et U fonctions
de la distance a une droite, I'axe des z, par exemple;

faisant 7 ==\/x*+ 74, on aura comme formules prin-



—
bAd

c

~

cipales,

ds /;:\_' . db " dr
dt ‘ m ! dt ‘/m;\ ’ o » ‘/r'l(U ~_A“’)A —, ’
3
2(UA)? rdr

F T AUA) i AR

%. Imaginons maintenant que le point M se meuve sur
une surface donnée sous I’action du potentiel U; soient
F, et Fy les projections de la force sur la normale 4 la
surface et la normale & la courbe située dans le plan
tangent ; soient enfin p, et R le rayon de courbure géo-
désique de la courbe et le rayon de courbure de la sec-
tion normale correspondante, N la réaction; on a

me2 = oU, 2—9 = Fg, >U

— =F, +N.
4 R

Si Pon oblige le méme poiut a suivre la méme courbe
sous J'action d’une force dérivée du potentiel U’; fonc-
tion de U, on aura, cn appelant o/, F et I, les quan-
tités analogues a v, F, et IY,. et désignant par N;,, ct N,
les projections correspondantes de la réaction N,

my'? =2U',

2U o, dU
- = Ne=Fy =F¢ 7
2 U’ du’

o —N, =F,=F, a0’

et ces équations permettront de résoudre des questions
tout a fait semblables a celles qui ont été résclues plus
haut. Les deux premiéres applications subsistent pour
ainsi dire sans moditications. Pour aller plus loin, nous
donnerons les formules principales qu'il y aura licn
d’employer dans les cas les plus fréquents.

1° U et U sont fonctions de z. La surface est de ré-
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volution ct a pour équation z :f(l)

dh 2 dryi=fm
=\/ - df = —=— )

dt mA r‘/rQUA__l

dl 1 2Uf d F AR
= — —_ — —— (r2UA —1) [ ——nr

ds JiZ ry i+ f2 Al'( )dr (l‘/l+j"2)’
P dau 1 Fo— dU S
! ds /i 7 ds VUA r /15 /72

O VA~
Tz iy rrUA’

')(UA)%I‘ dzy/i— [

e S'd(UA)
U\
R == 7 - .
~—(/2U\——|)d< f >—UA—L———
Vi fr2 ry i+ f2
Exemple. — Sur le paraboloide z = 2 on suppose
op

U'=mg(z ~+1L); enoutre, la projection de N sur O z est
— mg, de sorle que le point est animé dans le sens de
)z d’un mouvement uniforme. On trouve

L, par suite,

A= — PP aph)— 2 kp (14 p?) -
pr /z/.

Il est clair, d’ailleurs, que le probléme est plus facile
a traiter directement que de cette fagon.
2° U et U sont fouctions de la distance a un point

R =\/x*+)*+ 52; la surface est de révolution et a
pour ¢équation z = (1)
LA o _dr/i+ g7

' 7’_‘ mA’ do_r‘/r*U\—l’

\,_(IU s—rf 2Uf 9(7°U\—|) (l A
) dR R/ —f= 1\/1—0—/"’ Ar ¢,+f'2
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auv rf'—s . dU r—+sf

F,= 5 ——, Ft.,.‘:—-—'“—_"“’“—_‘_—‘
dR R \/i+f7 dR \/UARr\/H— o
_au " ’f)\/ 7UA
T dR Ry 1+ f2
3
o 2(UAERrdR i+ f72
T T rxef)d(UN)
U\
R= - = =
———-( 2UA—I)-“ / A—-Ll—_—ﬁ—_
\/H—f’2 ry i f2

3° U ct U sont fonctions de la distance a une droite r;
la surface est un hélicoide.

z = f(r)+ h0 (pour A= o, la surface est de révolution).

_2d0 Id:__ =N
! Zl—t+lhc2.[——— mA’

dH hf' t (4 f2)yr2 )2
dr = T Fa kT ke \/U.\(r-’—«—lz")———l ’
_du rf
T dr Vi (1 f%)r
PhVUN(ri= h2)—1 2Ur2f’
ARy T ey G e
A[UA (= )—1] d A P
Ar [<, N (= = ):2—/»J
p__dU
dr R as e
F,— 4V ! ,
Toodr JUA VRSSO )
dU 1
. i >+ rz—:-F—\’

Vi +(l~1—/2)1~

?tU\) dr ;//1 +(|—o—f”)/2
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UA

—a2hVUA (Fri+h2)—1

rf

(r2+h2)?

[UA(r2+A2)—1] d

(r2--h2W(i~+ f2) rir b
ref’

r
\

i it ) )

Il est clair que les formules qui précédent peuvent
encore servir o résoudre quantité de problémes sur le
mouvement d’un point matériel assujetti ou non a res-
ter sur une surface donnée.

3. Il est de méme intéressant de ramener les courbes
tautochrones a des trajectoires libres d'un point matériel.

Si U’ est le potentiel s’annulant au point de tauto-
chronisme, et si T est le temps constant pour arriver a
ce point, on a, en appelant s 'arc de la courbe compté
a partic du point de tautochronisme,

du’ =2m

e

ds TETE T
d’ou

, =2m

| G S T2 s2=o0

et
w2m
9 ! 9 __
dU'2 4+ ST U' ds?=o.

Supposons d’abord le point libre et la force assujettie
a rester dans le plan osculateur; si d’abord U’ est fonc-
tion de z, la courbe est dans le plan des xz par exemple,

ct I'on a
dr =ds \/——x——

Le potentiel U sous I'action duquel le méme point

2 T2

n2m U’

dy’?
ds?

déerirait libiement la méme courbe est déterminé par

2 T2 <a’U’>2
. ==mU \ dz
U\ = > T2 dU'

()

=2mU’
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Inversement, on peut en déduire U’ en fonction de UA.

Exemple :
U' = mgas,
I
UA = —
+ T3
1
2T2g
/ —z
dxr = ds -
2T g
w2z 7

Soit maintenant U’ fonction de la distance a un point;
la courbe est dans le plan des xy par exemple, et 'on a

JV/ S
dr —_—r 5
b — =2m U dr? )

r

On ¢n déduit

1 2T2 dU”
™ 2mU drt
UA = S
m2mU dr?
Exemple :
m\

U= T(_a‘-’wrﬂ),

UA = ’
r? 4 —— 4) T3 (a2—r?)
Tz
dl ; “% r2—r?4 a?
="\ —pm—a

Enfin imaginons que U est fonction de r; on aura
d’abord, d’aprés la condition que la force est dans le plan
osculateur,

2T2  dU'2
,__d_‘)_ﬁ . d()—ilz —I—RQmU’—ZF‘Z_
dit C puis or 1+ C2r2 ’
d’ou
r2 m:mU' dr?

(U—A)A =

2T2  dU”?
T omU At
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De méme, sur I'hélicoide z = f(r)—+ L6, avec U fonc-
tion de r, on aura

hf
r2—+ hz

1 , .. 2T2 du-
+7f:fﬁ\/”‘ [t i) = (e B o g

Sur une surface de révolution z = f(r), on aura

d0 1 . 2T2  dU"2
dr ;\/_(lﬁf->~ =m0 drt’

ct 'on pourra aussi bien supposer U fonction de = et R,

a cause de I'équation de la surface qui permet toujours

. dU’ .
d’exprimer - en fonction de 7.

De ces formules, on tirerait facilement les valeurs
correspondantes de UA. Si, par exemple, la surface est
de révolution et U’ fonction de 7, on a

1 2T2 dU”?
UA — 2 emU drr )
ey T U
=2mU" dr?
Exemple. — Déterminer une surface de révolution

telle que la ligne géodésique tangente en A au paralléle
du rayon p soit tautochrone en A pour la force

—m(ar+b0)
(Agrégation, 1885).
Ici

UA=—, U':m[%(p?~—r"3)+b(p-r')],

et, en faisant
=2 2
= -1 b= —
T ek
on a

pr 2@ (a—npa+eB)riv(opa + B)Br+ph?
. riar +ap + 28)
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Remarque. — 1l y a une différence essentielle entre
les problémes traités dans le premier paragraphe et ceux
qui suivent : pour ceux-ci, en effet, c’est la quantité UA
et non U qui joue le réle prépondérant. II est inutile
d’insister sur les conséquences immédiates qui résultent
de ce fait.



