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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

NOTE SUR LE PROBLEME DE MECANIQUE
DONNE A L’AGREGATION EN 1892.

EXTRAIT D'UNE LETTRE DE M. DE SAINT-GERMAIN A M. ROUCHE.

Je vais encore indiquer cette année, pour quelques
lecteurs des Nouvelles Annales, une solution du pro-
bléme de Mécanique proposé au concours d’agrégation
des Sciences mathématiques : on y arrive par une voie
toute naturelle, sans artifice, et il est surprenant que la
question ait arrété nombre de candidats. J'en résume
I'énoncé :

On counsidére un point M, qui se meut sur une sur-
face polie S sous 'action d’une force P, toujours dirigée
tangenticllement a S, dérivant d’un potentiel et dont la
grandeur en chaque point dépend uniquement de la
valeur u du potentiel en ce point; on suppose en outre
que M puisse décrire une infinité de courbes d’égal po-
teaticl pourvu qu’on lui imprime des vitesses initiales
convenables. Cela posé, on demande :

1° De montrer que le ds® de la surface S peut se
mettre sous la forme

(1) ds?=

Flu) © o(w)

)

les lignes v = const. étant des lignes géodésiques ortho-
gonales aux lignes U d’égal potentiel.



(6)

22 Eun supposant les lignes U fermées, déterminer la
forme des fonctions I' et % de telle sorte que M décerive
toujours unc trajectoire fermée quelles que soient les
conditions initiales ou on le place, au moins ¢n se tenant
entre des limites convenables; indiquer la grandeur de
la force correspondante P.

3° Aunombre des surfaces satisfaisant aux conditions
précédentes, se trouve la surface de révolution S, sur
laquelle on a

) /52 ms du? m*u doe?
), ass= - i 5 ’
fu(m?2—+ u)* - (m24-u)?

m désignant une longueur donnée, ¢ 'azimut de 1'élé-
ment ds : indiquer la forme de la méridienne; déter-
miner le mouvement de M sous action de la force P
définic précédemment, en supposant qu’a Pinstant ini-
dal le mobile soit sur le paralléle correspondant a
w==2m?* avee une vitesse langente a ce paralléle. Pres-
sion exercée sur 9.

Nous allons traiter successivement les diverses parties
de cet énonce.

1. Prenons pour lignes coordonnées sur S les lignes U
p 8 g

et leurs trajectoires orthogonales V déterminées chacune

par un paramétre o3 ds? sera de la forme

ds?= E du2+ G dw2.

Voyons d’abord cc qui résulte, pour la forme des
fonctions E, G, de Pexistence d’un potentiel sur S (il
n’y a pas licu de s’occuper de ce qui se passe hors de la
surface). Soient, en un point quelconque, P,, P, les
composantes de P suivant les tangentes aux lignes U, V

fqui se coupent en ce point : le travail correspondant a
un déplacement élémentaire sera

PE du - P \/—d da;



(7)
il doit d’ailleurs se réduirc a du ; donc P, est nul; Pest
dirigée normalement a U du c6té ou u angmente; sa
grandeur, égale a Py, vérifie I’équation

(3) PVE=1;

P étant, par hypothése, fonction de u seul, il en est de
méme pour E.

Cherchons maintenant ce qui résulte de 'hypothése
que M peut décrire une quelconque des lignes U; le
mouvement le plus général de M est déterminé par les
équations de Lagrange, lesquelles, en faisant la masse
du mobile égale a I'unité et ayant égard a ce que E est
indépendant de w, prennent la forme

E du' L0 0B Wi ! oG .
dt 2 Ju 2 du -
dw' oG

G-—— 4+ — uw-+-— w2=o.
dt " ou 2 0w

Ces équations doivent étre compatibles quand on
fait u dgal & une constante, c’est-i-dire «’ égal a zéro;
on doit avoir a la fois

‘ 196

)] S ow ¥ E
dw' 106G .

(5) GW—\—;—(;W =o.

L’équation (4) devant avoir lieu pendant tout le mou-
vement, nous égalerons a zéro sa dérivée prise par rap-
port a t en regardant u comme constant, w, &' comme
fonctions de ¢; si, entre 'équation ainsi obtenue et (5),

e . dw' ..
on élimine o' et—-; il vient

0o = —_— — T I x
ou dw Jdu ow o

26 IG G, 0 :oG)
(& 7)



(8)
d’ott une intégrale premiére de la forme (')
(6) 352 =t
une nouvelle intégration donne
logG = f(u)-+fi(w), G=glu)gi(w).

Mais on peut substitucr & w la variable v définie par
I’équation
gi(w)dw?=dv?,
les lignes coordonnées V restant les mémes;; et, de ce qui
précede, il résulte que, sur S, le ds? peut se mettre sous
la forme proposée (1). Si 'on y introduit une varia-

9 e . du? N
ble u, telle que duj soit égal a o)’ ds® prendra la

forme du? -+ x dv?, qui caractérise la propriété des lignes

(*) On trouverait directement I’équation (6) en éliminant '
catre (5) et I'équation des forces vives d’aprés laquelle le carré de
la vitesse sur U, G o™, doit ¢tre simplement fonction de u; il en
résulte que la condition (6) est nécessaire pour que M sc meuve
sur U; mais on peut douter (u’elle soit suffisante. Le remplaccment
d’une ¢quation du mouvement par 'intégrale des forces vives peut
faire croire & la possibilité¢ de mouvements impossibles. Ainsi, le
mouvement d’un point abandonné a lui-méme est déterminé, en
coordonncées polaires, par les équations

(2) %-—I"U'-—t(}.
" 1

(J) .’._ 2 )y oo
e 7 (20" =o.

La seconde, (%), ascociie a I'intégrale des forces vives,
P g =y,

laisscrait croire que le mouvement peut étre circulaire et uniforme,

r et §’ restant constants. On sait qu’il n’en est rien et I'on n’aurait

?as ¢été conduit & ce paradoxe si I'on avait considéré les équations
2 et (3).



(9)

v = const. d’étre géodésiques; on voit de plus que S
est applicable sur une surface de révolution.
L’équation (5) ou son équivalente

9T _
du w(u)
montre que, dans le mouvement considéré, ¢/, ainsi que
la vitesse, ont des valeurs constantes, déterminées en
fonctionde u; on connaitdoncla vitesse initiale qu’il faut
imprimer a M pour lui faire décrire une ligne U donnée;
cette vitesse scra naturellement tangente a U. On peut
remarquer que le cocfficient de dv? dans ds? doit varier

ro

4 —_ 2

en sens inverse de u.

2. Envisageons d’abord une conséquence de ’hypo-
thése que les lignes U sont fermées. Sur I'une quel-
conque U, d’entre elles, ou u=u,, ds se réduit a
L; la coordonnée v, qui détermine les lignes V, est
Ve (ur)
dégale au produit d’une constante k par I’arc s, compté
sur U, entre un point fixe et le point d’intersection
de U, avec chacune des lignes V; la ligne fermée U,
ayant une longucur /, si 'on augmente s, d’un multiple
de /et v d'un multiple de &/, on retombe sur la méme
ligne V. On peut dire que la position d’un point sur S
est fonction de ¢; cette fonction a pour période kl, ou

(12T PR
encore 27, en prenant k égal a - ce choix simplifiera

un peu les résultats suivants et il est permis a cause de
I'indétermination de la fonction ¢(u).

D’autre part, cherchons le mouvement le plus géné-
ral du point M sous I’action de la force P, égale, d’a-
prés I'équation (3), a /F(«) : il peut étre déterminé
par I'intégrale des forces vives

_ u'? o2
(7) Fm -+

=aou + h,
(1)



(1o)
et par celle des équations de Lagrange ou entre le terme

JdT .
de la forme 55 soit

d o o
dt o(u)y
d’onl'on tire
) o
(8) O C.

Si, entre les équations (7) et (8), j'élimine dt qui
entre implicitement dans o' et ¢/, Jobtiens une équation
diftérenticlle de la trajectoire :

h

(9) It

—e(u).

Pour que cette équation définisse une ligne fermée,
u doit néeessairement rester compris entre deux limites,
4, 3 ct, quand il va de Pune a Pautre, la quantité con-
stante o dont v augmente doit étre commensurable
avee . Or, tandis que, d’aprés Péguation (8), v/ ne
s'annule jamais, «' s’annule quand « passe par un
maximum 5 cu un minimum 23 alors gTu est aussi nul

et Pon a

2% h

GRS S

28 h

ww T e=e
Entre ces é . e . 1 h .
untre ces equations et (9) éliminons C;et giren trant

3, . , . , A
dvde | ¢quation résultante et Integrant par rapport a u,
de 2 jusqu'a 3, on obtient,

1900 -

5 ) ' w v o(ud |
Cou(u o
(IO\ = [ — |y Loo(x) S
. VR | 2 ( | \/{3 xdu.

! to2(8) )



(1)

Dans Ja quinziéme des Notes () dont il a enrichi le
Cours de Mécanique de Despeyrous, M. Darboux con-
sidére précisément l'intégrale (1o) et cherche quelles
doivent étre les formes des fonctions F et ¢ pour que w
soit commensurable avec w, période de v, quels que
soient a, B3, c’est-a-dire quelles que soient les conditions
initiales du mouvement; je n’ai qu’a reproduire briéve-
ment P'analyse de I'éminent géométre.

Suivant une remarque faite par M. Bertrand dans
une question analogue, pour étre toujours commensu-
rable avec =, © doit &tre constant : sinon, il serait
fonction, en général continue, de «, B et passerait par
une infinité de valeurs incommensurables avee = quand
a et {3 varieraient. Pour mieux voir les conséquences,

changcons de variable sous le signcfcn posant
%2=a—h, B=a-+nh, u=a—+ hx

ctdéveloppons intégrale en série suivant les puissances
croissantes de . On a vu (n°1) que la trajectoire peut
coincider avec une quelconque des lignes U dans ce cas,

(*) Cette Note figurait au programme spécial du Concours pour
1892, Plusieurs candidats ont pensé que, S étant applicable sur une
surface de révolution X, on était ramené a la recherche des surfaces
de révolution sur lesquelles un point, sollicité par une force conve-
nable correspondant a P, décrit toujours unc trajectoire fermée,
c’est-a-dire au probléme mcéme que M. Darboux a résolu, et ils ont
reproduit intégralement son remarquable Mémoire, ou du moins ses
résultats principaux. Un peu d’attention et montré que la substi-
tution de £ a S ne fait que compliquer notre probiéme, auquel se
rapporte seulement une partie du Mémoire. Mais il y a plus : de ce
que deux surfaces sont applicables 'unc sur Pautre dans le sens
ordinaire du mot, on ne peut pas conclure qu’a une courbe fermée
sur I'une correspond une courbe fermée sur Pautre : ainsi un héli-
coide est applicable sur une infinité de surfaces de révolution dont
les paralléles correspondent aux hélices tracées sur I'hélicoide
or les parallé¢les sont des lignes fermées, les hélices ne le sont pas.
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% est nul; on peut donc prendre % aussi petit que 'on
veut et, quand il ne dépasse pas une certaine limite, la
série est convergente. Son premier terme w,, indépen-
dant de %, doit étre égal & uw, u étant commensurable,
tandis que les cocfficients des diverses puissances de /i
seront nuls, et cela quel que soit a. Le déterminant qui

entre sous Je signe [dcvicnt

[-T o

o"(@)+...
N ' h'2 ”
D=h{—1 1 '.;(a)—/zc;(a)—kjcg(a)——... :
! ]L2 "
i i o(a)+ hy'(a)+ 5 ¢ (a)—+.

il se simplifie beaucoup si, des éléments de la troisitme
colonne, on retranche ceux de la premieére multipliés

/i3 , Ty
par ho'(a)-+ ¢ ¢ (a) et ceux de la scconde multipliés
v 7

h? I

par o(a)+ — z"(a)+ = 2"(a), et 'on trouve immé-

2
diatement

D =/A3(1—r2)s s"(a)

/' hs
= - (r—l*)""" )~+——~(l——.r+|o"’(a)~a—‘...

Cela posé, il est aisé de voir que 'on a

© 'o(n) [‘ \/), o(a)
l\}w* — = —_— v_-M.
\/l‘(u)" () \/1—1- ‘/F(a)gs”(a)’
pour que ce terme reste constant et égal a pw, on doit
avoir
(”) F(a): ng_az_
rol(«)

et cette identité déterminera la fonction I quand on
connaitra la forme de ». Pour cela, reprenons I’expres-



I

Il

(13)
pression de ©, remplagons-y D et F(a + hx) par leurs
valeurs et écrivons o, ¢/, 9", ... au lieu de ¢(a),
o' (a), ¢"(a): nous trouverons successivement

1
1 ot h2x2 oV 2
1+he L+ 27 d
@ 2 9 r
l')' I 1" —_—
ha © 14+ 22 ov — x?
14+ — -+ 2 o . Vi—w
—1 3 ¢ 12 @

Mo ke R e e e dar
}*/_‘1[1+ 3 :?7 +24 <Jx ?—? — iz 'T>+] Voo
h? v "2
{J.Tt[ -4—8(\5;? (;,2>+.‘.].
Nous devons, on I’a vu, annuler en particulier le
coefficient de 225 il en résulte, en désignant maintenant

par u P'argument de la fonction 3 et de ses dérivées,

3 on I/\ C{"’(ll) ‘:,7,——3_ = b
Yoty Thgteyy ¢ =R

Pour achever la détermination de <, il faut distinguer
deux cas, sclon que A est nul ou différent de zéro;
dans le premier, ”(u) est une constante 2C; intégrant,
puis se reportant a I’ ldenme(l 1), on a des résultats de
la forme

9 T O\
(12) o(u)=Cu~+ Cu~+C, F(u)z(ﬂ—t-%gig—)-

Si, au contraire, A n’est pas nul, on peut écrire
_4 3
[e"(w)] 33" (u)=— 7=>
V2C

_— ., , -
d’oti, en intégrant et résolvant par rapport a o’,

2C

o' (u)= (Z“_,_/()z;

intégrant de nouveau, puis invoquant I'identité (11), il
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vient
o C=C(u+ R+ C(u+ k)
o(u)= ’
\ ? u—+k
(3) [C - C(u+k)+ C (u+k)2]2(u+k)
. Flu)=* C .

Nous avons obtenu les formules (12) ou (13) en an-
nulant le coefficient de /2 dans le développement de w,
sans nous occuper des termes suivants, qui doivent
aussi ¢tre nuls; elles expriment des conditions néces-
saires pour que o reste égal a uw, mais nous ne savons
pas si elles sont suffisantes. Pour nous en assurer, cal-
culons, aVaide de I'équation (10), la valeur que prend o
quand on donne a I et © les formes (12) ou (13) ('),
les derniéres, par exemple. Je change de variable en

I)Osaut
u - k= uy, 2+ k= xy, B+ k=38

le déterminant qui figure sous le signefdevient

C+Clu+ C'u?
L A
uy
i r "9
D a—k €+ Clay+ C'aj
%
5 G Q3= 0532
|k o CxOB=0E
t Pt i
) _{J(_fﬂ« 11)_(?,,-—- ) (wy—ay)
b
11;‘)11”

ct 'on a, par une intégration bien facile,

) == :.L / [1((l \/zl—pi

Sy "1\/(@1-"_“1)(111_' Ay )

2
AP

=T

(*) Pareil caleul ne se trouve pas dans le Mémoirc de M. Dar-
boux parce que les formules (12) ou (13) 'aménent & considérer les
mouvements produits sur une sphére par des forces de forme con-
nucs auxquelles, suivant une remarque antérieure de M. Paul Serret,
correspondent toujours des trajectoires fermées. l
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Avec les formules (12), la vérification se ferait par le
méme procédé, mais avec plus de facilité, etla question

est résolue. Dans les deux cas, P, égal a /F(u), est
connu.

3. On reconnait d’abord que les fonctions F(u) ct
o (u) qui figurent dans expression (2) de ds?sont don-
nées par les formules (13) en y faisant

1 I
k=o C=1 C= = Q= — — .
' ’ ’ ’ me’ =3
Sur S, les lignes U sont les paralléles, les lignes V
les méridiennes. Pour étudier 'une de ces derniéres,
identifions I'expression ( 2) de ds? avec la forme

ds2+ r2 de?;

ds représente un élément d’arc de méridienne dont la
distance a ’axe OZ de la surface est 7. On a d’abord
m? ‘/;

m2(m2—u)du

> ’ [ - —
mi+u a(m2-+ u)yu

puis, 7 et z pouvant étre considérés comme des coordon-
nées rectangulaires dans le plan de la méridienne,

m?2 \/o. mi—u
a(m+4u)?

s —:‘/(—1“;’——— dr? = du

)

ds  yamiu—u?

dr m?2—u

La valeur de z en fonction de « s’obtient par unc
quadrature trés simple

m [‘/(—;__ m ‘/W{:V—NS‘I"/ loa ™ V3+yom2—u ]

2y/3 m+u “(Va+V3)/mit+u

+
Pour que r et dz soient réels, u doit rester compris

<

entre zéro et 2m?; pour u = o, 7~ est nul et nous ferons



(16)
z=0; la méridicone part de Porigine, normalement

2 OZ; u croissant jusqu’a 2m?; z va sans cesse ¢n crois-

6 —loz(v2+/3)

sant  jusqu’a v 7 “n, environ o0,38m;
‘ 2

. N m
r croit jusqu’a la valcur;, pour u = m*, auquel cor-

respond le paralléle de rayon maximum BB, puis il dé-

croit jusqu’a 1—%/—-, pour u=12m?* et 'on a un point

d’arrét A on la tangente est perpendiculaire sur OZ. En
s¢ plagant au point de vue analytique, on pourrait faire
revenir u de 2m? i o, dz changeant de signe; on aurait
un arc symétrique de OA par rapport a AA’; mais, au

z

A A

point d¢ vue mécanique, on n’a a considérer que I'arc
OA et la surface qu’il engendre (c’est seulement dans la
région engendrée par BA que le point M pourrait dé-
crice un paralléle).

La force P, toujours dirigée tangenticllement a la
méridicnne dans le sens OA, est égale a ?—(—”li;l-:m
Le mouvement qu’clle imprime au point M peut étre
déterminé par les intégrales des forces vives et des
aires, qui correspondent aux équations (7) ct (8); mais,
a linstaat inidal, on a suppos€ « = 2m?, u'= o; nous
ferons, pour le méme instant, ¢ = o, ¢' =%, % étant
donné; les constantes qui figurent dans les intégrales
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(7) et (8) se déterminent immédiatement et nous écri-

rons celles-ci sous la forme

m3 du? . mru  de?
Guimi+ w) dt T (mra w)? de

I

2
2U — 42+ 9 A2m?,

m?u dy

(4) (i wp di

QO i

L’équation de la trajectoire, obtenuc en éliminant dt
peut s’écrire

(15) do == du :

’
2 1 1 2 81 I
u? SO N O SO
u  am? m? Mm?  u

a I'instant initial, le second facteur sous le radical est

L 1y o A2—54 . . e
égal a 3 TR il est négatif, u ne pourra décroitre a

partir de 2m? sans rendre dv imaginaire ; mais, sur S,,
u ne saurait surpasser 2/m?2; il lui restera donc néces-
sairement ¢gal et nous serons dans le cas singulier d’un
mouvement uniforme sur le paralléle limite. Si, au
contraire, A2 est >> 54, ou si la vitesse initiale est
>>amy/3, u pourra varier entre 2m? et la valeur «,
Loujours comprise entre 2m? et 5 m?, qui est définie par
I’équation

(16) r_ 2 81

a  mt  AimE
Le second facteur sous le radical, dans I’équation (135),
. 1 T g . . . vy
devient - — —; d"ailleurs I'équation s’intégre au moyen
o u °
d’un arc cosinus, et, en résolvant I'équation intégrale par
’ q g P

1

ra ppO[‘L a %

» on trouve

. 1 cos2yp sin?¢

(17) - = e
u 2m-= @

cette équation définit une courbe comprise entre les pa-

Ann.de Mathémat., 3°série, t. XII. (Janvier 1893.) 2
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ralleéles correspondant a u=om?et d u=1; le mobile
va les toucher alternativement en des points dont les

azimults différent dei' : la trajectoire est bien une courbe

fermée. La loi du mouvement est donnée par I'équa-
tion (14); on en déduit, eu égard a I'équation (17),

- dv
gm? u 9% %--2m?tang?e dv
dt = *—— o T S 2 PP 500
2 m? 2 . (32 -~2m2tang®e)? cosy
14—
N V32 m\/'), tangy Jatango
At = —-—-arctang — — 7 .
my2 V3a 3u + 2m?iang?y

Fnfin la pression N estici simplement égale au quo-
tient du carré de la vitesse W par le rayon de cour-
bure R dela section normale passant par la tangente MT
a la wajectoire; la formule d’Euler donne R en fone-
tion des rayons de courbure principaux Ry, Ry et de
Pangle § que fait MT avee la méridienne en M. On a
évidemment

W2 eos20  W2ain2h /1 ds? du? 1 do?
N - e el e
R, it K, dwt do TR,

de’
1 s qe
T courbure de la méridienne, est, en se reportant aux
1

caleuls relatifs a cette ligne,

/ dr
d ==
T ds 2(m2—+ u)?
T Ty T TR T e T
Ry dsz m*yom? —u
on a aussi
L ds  (mruw)ami—u
R, rods mb ’

Les résultats précédents, combinés avee ceux qui se
rapportent A la méridienne et avec les équations (14),
r PN \ . . .
(15), (16). donuent, aprés de simples réductions de
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calculs,

N 432(m2+ a)(m2+ u)yam?—u
N — .
8irmia

CORRESPONDANCE.

Dans sa Note : Sur la construction de la parabole
osculatrice en un point d’une courbe donnée, M. d'O-
cagne se proposc de résoudre le probléme suivant :

Construire une parabole connaissant un de ses
points A, le diamétre passant par A et le centre de
courbure Q répondant & ce point.

La solution suivante me parait plus simple que celle
de M. d’Ocagne. Au point ou le diamétre donné ren-
contre le cercle osculateur, menons la tangente A & ce
cercle; soit (8) le cercle tangent au cercle osculateur
au point A et ayant pour rayon 2 AQ. Une sécante issue
du point A rencontre le cercle (S), la dioite ¢ et la para-
bole considérée en trois points B, C, D tels que

(ABCD)= —1 (1).

Le point D est donc déterminé.

On peut aussi ramener le probléme proposé a la con-
struction d’une parabole définie par deux tangentes et
leurs points de contact. Un théoréme da & M. Ribau-
cour (Nouvelles Annales de Mathématiques, 2° série,
t. VII, p. 172) montre que le pole de la corde normale
est situé sur la perpendiculaire abaissée sur le diametre
donné, par le syméirique du point Q par rapport a A.

Menons par ce pole P une droite rencontrant le dia-

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, p. 369; 1888.
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métre et la normale en deux points R et R, tels que
PR = PR, ; cette droite est la tangente a I'extrémité de
la corde normale (Théoréme I de la Note citée, p. 327).
SERVAIS.

UNE REGLE D’ANALOGIES DANS LE TRIANGLE ET LA SPECI-
FICATION DE CERTAINES ANALOGIES A UNE TRANSFORMA-
TION DITE « TRANSFORMATION CONTINUE »;

Par M. EmiLe LEMOINE.

On peut remarquer que beaucoup de propriétés du
triangle vont par groupes de quatre; par exemple, a
une propriété du cercle inscrit en correspond une autre
de chaque cercle ex-inscrit, ete.; la recherche d’unc loi
qui relierait ces analogies m’a conduit a une transfor-
mation tres féconde des formules, des théorémes et des
¢quations relatives au triangle, transformation dont je
vais parler ici.

Jénoncerai d’abord un principe évident qui conduit
tees vite synthétiquement aux résultats que je veux
exposer :

Toute forniule entre les éléments du triangle peut
étre muse sous la forme ¥(A,B,C)=o, A, B, Cétant
les trois angles du triangle.

En effet, tous les éléments du triangle peuvent s’ex-
primer ¢n fonction des angles et d'un élément linéaire,
lequel disparait 4 cause de ’homogénéité.

L'identité F(A,B,C)=o0 aura évidemment lieu,
quels que soient les angles A, B, C. pourvu que leur
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somme soit =; donc, si je remplace, dans F(A, B, C)=o,
A par f1(A,B,C), B par f2(A,B,C), C par f3(A,B,C),

fis fos f3 remplissant la condition f, + fo+ fi=m,
Jaurai aussi
F(fhf'lvfs)z o,

nouvelle forme de I'identité entre A, B, C, et cette forme
pourra correspondre i une nouvelle forme de relations
entre des éléments du triangle, éléments que ’on intro-
duira, par exemple, soit dans f,, fs, f3, soit dans

F(flyfﬁ»f.’i):o'

Ce sera une transformation de formule et I'on voit
d’ailleurs qu’il y a une in(inité de transformations pos-
sibles; il est, de plus, évident qu’une formule géncrale
quelconque du triangle contient en réalité implicite-
ment toutes les autres formules imaginables relatives
au triangle, puisque l'une quelconque d’elles dit simp]e-
ment : Foici une propriété que Uon a toujours lorsz]ue
l’on a un triangle et que 'on a aussi, en méme temps,
toutes les autres propriétés inhérentes a I'état de trian-
gle.

La plus féconde, je crois, de ces transformations est

celle que I'on réalise en remplagant dans

F(A,B,C)=o,
A par — A, Bparz—B, Cparx—GC;

c’est méme la seule que jai rencontrée ui présente
un grand intérét pratique; c’est d’elle dont je vais
montrer V'utilité trés générale dans la Géométrie du
triangle (*); nous appellerons ce genre de transforma-

(') L'espace dont je puis disposer dans cet article m’oblige 4 ren-
voyver le lecteur pour plus de développements a divers Mémoires
pavus sur la question. (LeMoINE, Comptes rendus de |’ Association
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tion : transformation continue ¢t nous donnerons, en
terminant, le motif de cette dénomination.
Nous désignons par a, b, ¢, p, p—a,p—b, p—c,
R, S. ry ra, 15, 7 les cOLés, les quantités

Ha-=b-—c), 5 (b —-c—a), 1(c+a—10), v"l(a—'—b-- c),

le rayon du cercle circonscrit, la surface, les rayons des
cercles tangents aux trois ¢Otés du triangle et nous y

ajoutons o, 84, G5, 0o pour représenter 4R +r, 4R —rq,

AR gy 4R — re.

>

Enfin le signe (8) signifiera : ce que devient E par
lrruqformalion conlinue.

Cela posé, si nous supposous que a est 'élément
linéaire qui disparait a cause de 'homogénéité pour
donner

F(A,B,C)=o,
1e . . ..
¢lément (ue nous pouvons admettre invariable puisqu’il

. \ . a b c
disparait, les formules —r = - — —-— = 2R don-
sin A sinB sin G

nent par transformation continue en A

a @ <) N

sin(w— B) ;ill-(Tj—C): "

ce qui montre que b, ¢, R deviennent — &, — ¢, — R,
par transformation continue en A.

Py (p—a, (p-— D), (p—c) deviennent évidem-
ment  (p—a). —p, (p—ci (p—b); la formule

., AR - . .
S jabsinC, montre que S devient : — S,

Les formules § = pr=(p—a)ra=—... montrent
que ry re, 1, re deviennent rg, vy — rey — 1, ete.

Jrancaise pour Uucancement des Sciences, Congrés de Marseille
PN MAaThESES, wNgo, puo OS et 8i: Povnais, Journal de Mathéma-
tiques elementaires de M. de Longchamps, 18g2: p. 110, 133, 1512
LEMCINE, meme veeueils 13ga: plfia, qis ete.
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Sans insister davantage, nous allons donner le Ta-
bleau de la transformation continue en A des princi-
paux €éléments du triangle et, si hg, iy, he et w sont les
hauteurs et I'angle de Brocard du triangle, nous pou-
vons dire :

Dans une formule on peut remplacer : a, b, c, p,
(P_a), (l’_b)) (})—,C), S7 P‘v sy I'ay T'by ey 87 sav
88, O¢, hay gy he, A, B, C, v, etc., par a, — b, —c,
—(p—a), —p, (p—e¢), (p—0b), —S, —R, rq, 1,
— Py — by — Cgy — 8y, — B¢y — Op, — Nay, Iy, Tic,
— A, =—B, n— C, — o, etc., et ’on aura une for-
mule exacte.

Il y a évidemment aussi les transformations conti-
nues en B et en C.

Les théorémes se¢ transformeront d’une facon ana-
logue ; par exemple, s’il s’agit d’avoir, par la transfor-
mation continue en A, la transformation d’un théoréme
ou entrent le cercle circonscrit de rayon r, la lon-
gueur p, ete., nous les remplacerons respectivement
par r¢ et par (p — a), ete., en changeant le signe des
segments y relatifs portés sar des droites s'il y a licu.

Les équations se transformeront également de la
fagon suivante :

Supposons que les coordonnées normales absolues
d’un point M soient : o, (a,b,c), v:(a,b,c), o5(a, b,c),
on aura

(1) ag +bay+coy3=25:
? 72 ;

appelons ¢4, ®2a; P3a C€ que deviennent g, ©;, 93 par
transformation continue en A et appliquons la trans-
formation continue en A a I'égalité (1), elle deviendra

aAig— b 0yg—C034=~28

et 'on voit qu’il y a un point M, dont les coordonnées
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normales sont — 9,4, 14, P3a- M, est le transforme
continu en A de M (V).

On déduit de ce qui précéde :

Si 'on a une équation en coordonnées normales
¢(x, 5,2, a, byc)=o, sa transformée continue en A
sera

ol—x, y,5,a, —b, —c)=o0

et, si des calculs opérés sur diverses équations ont con-
duit a4 un certain théoreme, les diverses équations de
ce calcul transformees en A conduiront directement &
la transformation en A de ce théoréme. Il est clair
qu'il n’est aucunement besoin de faire chaque fois cette
vérification pour légitimer la transformation opérée
immdédiatement,

On verrait de méme que : si, au lieu des coordonnées
normales, on se sert des coordonnées normales bary-
centriques, un point M ayant pour coordonnées

lrl(av 670)7 11'”?('17 b1 c)v ‘Fa(a, b,C)

donnera licu & un transformé continu en A, M,, dont
les coordonnées seront

‘Irl(av _bv -—C), 11”2(”’7 _by ’—C)’ IF'»’(ay _'b) "‘C)

et 'équation
T(a, 8, v,a, b,e)=0

transformée donnera
W(x, ﬁy T a, — b, —c)=o.

En coordonnées cartésiennes (CB axe des x, CA axe

(") Un point M marqué simplement sur le plan n'a pas de trans-
Sormé continu; cela n'a aucan sens. il faut que Pon donne ses coor-
données en fonetion des éléments du triangle: il n’y a donc pas de
construction géncéeile pour déduire M, de M : la construction dépend
exclusivement des fonctions de a. b. ¢ qui définissent M.
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des y), un point M : X, Y a pour transformeé continu
en A, M, : X, — Y,, en désignant par X,, Y, ce que
deviennent les fonctions X, Y en y faisant la transfor-
mation continue en A.
Une équation F(X, Y, a, b, ¢)= o devient

F(X,—Y,a, —b,—c)=o.

Voici les principales propriétés, faciles a démontrer,
de la transformation continue en A; quelques-unes
rentrent ’'une dans 'autre. '

1. La droite de l'infini a pour transformée la droite de
I'infini.

2. Les ombilics du plan se transforment 'un dans 'autre.

3. Le degré d'une courbe se conserve ainsi que sa classe.

4. Un cercle et une parabole ont pour transformés un
cercle et une parabole.

5. Les transformées des tangentes & une courbe sont les
tangentes a la courbe transformée au point trans-
formé du point de contact; d'oti :les droites qui enve-
loppent une courbe se transforment en droites qui
enveloppent la transformée de la courbe.

6. Si n droites concourent en V, leurs transformées con-
courent en V, transformé de V.

7. Si n points sont sur une droite L, les transformés de ces
points sont sur L, transformée de L.

8. Si les longueurs de deux droites ou les valeurs des tan-
gentes de deux angles sont dans un rapport indépen-
dant des éléments du triangle de référence, ce rap-
port se conservera dans la transformation.

9. Les divisions harmoniques. I'homographie, ’homologie,
I'involution, I'orthologie se conservent.

10. Des droites paralléles se transforment en des droites
paralléles.

11. Deux droites perpendiculaires se transforment en deux
droites perpendiculaires.

12. Les foyers ou les sommets d'une courbe se transforment
en foyers ou en sommets de la transformée.

13. Les valeuvs des rapports anharmoniques des divisions
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transformées se déduisent par transformation continue
des rapports anharmoniques des divisions données.

14. La polaire d'un point par rapport a une conique se
transforme en la polaire du point transformé par rap-
port & la conique transformée.

15. La distance de deux points transformés, la distance d’'un
point transformé & une droite transformée se déduisent
par transformation continue de Ja distance des deux
points donnés ou de la distance du point donné a la
droite donnée, cte.

Ce qui précede suppose que les éléments de la rela-
tion que Pou traite algébriquement, par transformation
continue, sont déterminés sans ambiguité possible, c’est-
a-dire, par exemple, qu’ils ne contiennent point de
radicaux, car ces radicaux ont implicitement un double

signe: s’il y en a, il fauu discuter le cas particulier qui
se }_)lc.ﬁ(!lll.(h

Ainsil'on a

sin )\ f‘ (L—;%él—)———(—),
qui semble, a premiére vue, donner par transformation
continue en A

. A l/)~—(‘)(p-—h\ (p——c)(p—b)
m( ')J,)"_\/—TT)—X—C \/

mais, le radical comportant implicitement le double

signe, la transformation continue en A correspond ici
au signe -— cL l'on a effectivement

(M) B
.m(—;)._-—\ _Tc'——"

ce qui est exact, mais reproduit simplement la formule
(voir loc. cit., Povrain).

b égavd @ la transformation continue, les points
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remarquables, droites, courbes, formules, théorémes
relatifs au triangle se divisent en quatre catégories :
1° La transformation continue faite en A, en B ou
en C les reproduit sans modification.
Exemples : Le point de Lemoine, la formule

a =bcosC +ccosB,

2° La transformation continue faite en A; en B ou
en C donne des résultats différents entre cux et diffé-
rents du premier.

Fxemples : Les théorémes relatifs au cercle inscrit
donnent des théorémes relatifs aux cercles ex-inscrits.

La formule
13(b-~c)2=p*—3rs

transformée en A donne

Hb—e)+(c+a)y+(b+ap]=(p—a)?+3ryd,,
transformée en B donne

Hb+e)2+(c—ay+(a+b)]=(p—0)*+3r,d,
transformée en C donne

(b +cerP+(c+ar+(a—b)2]=(p-—-c)+ 37r:8..

3 La transformation continue faite soit en A, soit
en B, soit en G, reproduit une fois sans modification la
formule ou le théoréme; les deux autres donnent toutes
deux un méme résultat diflérent de la formule ou du
théoréme primitif.

Exemple : La formule

(b-—c)rpr.=S(ry-—re¢)
s¢ reproduit en A5 mais, soit en B, soit en C, elle donne

(h4=ecvrr,=—S(r=-r,.
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4° La transformation continue faile soit en A, soit
en B, soit en C donne un méme résultat, mais différent
de la formule ou du théoréme que on transforme.

FExemple : L'équation

syzsin(A +60)=o,
transformée soit en A, soit en B, soit en C donne
sy/zsin(A —6o)=o.
Ces deux équations représentent les coniques de Sim-
mons.

Je n’ai pas trouvé de cas ou la transformation conti-
nue donne des combinaisons autres de résultats, comme
serait celle-ci, par exemple : ‘

La formule donnée se¢ reproduit par une des transfor-
mations et, par les deux autres, donne des résultats diffé-
rents et différents entre eux.

La transformation continue conduit le plus souvent,
et ccla sans aucune recherche, 4 des théorémes ou a des
formules analogues i celles qui sont le but direct de la
recherche que Pon fait; elle ne donne pas, d’ailleurs,
toutes les analogies possibles, car il y en a qui peuvent
dériver d’autres sources. Ainsi voici deux formules qui
ont une analogie bien évidente

arg—-—bry+cre=2p(2R—r),
—arg+ bro+cre=2p(2R —rq),
et qui ne peuvent dériver 'une de I'autre par transfor-
mation continue: elles conduisent d’ailleurs chacune a
trois formules par transformation continue en A, en B
et en C: elles donnent en A
ar--bres-crp=2(p —a)(2R +rg),
—ar—s+bre+crp=2(p—a) 2R +r),

en B, ete.
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Quand un géométre vient de trouver un théoréme, il
a un avantage évident a appliquer toujours la transfor-
mation continue, car il arrive fréquemment qu’il ob-
tient ainsi de nouveaux théorémes ou de nouvelles for-
mules.

Nous allons prendre quelques exemples, choisis au
hasard dans les publications récentes des journaux de
Mathématiques qui s’occupent du triangle.

M. Furhmann a donné dans le journal Mathesis,
1890, p. 105, un trés intéressant travail Sur un cercle
associé & un triangle, ot il énonce de nombreuses pro-
priétés fort curieuses de ce nouveau cercle. La trans-
formation continue montre immédiatement qu’il y a
trois autres cercles qui jouissent de propriéiés analogues
et auxquels le Mémoire en entier peut étre appliqué
avec les modifications indiquées par la transformation
continue.

Dans le Journal de Mathématiques élémentaires de
M. pe Lo~xecnamrs, M. Boutin donne un grand nombre
de formules relatives au triangle; en y appliquant la
transformation continue, on écrit immédiatement des
formules que leur défaut de symétrie apparente rend
quelquefois assez difficiles a démontrer autrement et
rendrait surtout difficiles a prévoir. Voici sept de ces
formules :

A B C

(1) acot— - bcot— +ccot= =28,
2 2 2

et, par tran.gformalion continue en A,

acotA —+ b tan B + ctan c 29
2 hud g
2 g2 g,z ay

) A ) B . C 02— 2 p?
(2) zatang; -+ rptang — —t—/ctang;:-—--—.

P
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et, par transformation continue en A,
C 3 —a(p—ap

A B
rlang — = recot — 4= r,cot — =
i) 9 2

I) —
A 3
ab cos? = — ae cos? -
~ 2 P
(3) \ B = 0,
A Ta
ety par transformation continue en A,
..B ., C
acsin? —- — ab sin? =
. 2
>
., G
absin? = = be cos? —
)
_ ¥
A .. B
bc cos? — 4+ ac sin? —
9 2
- —o.

ry
" &1—-—sin(‘/|3+‘—:->~:-sin(\(]+-:E\)—a-sin(\——%)
(4 ‘
‘ v—ﬁ(‘os< e B) E_:é ;(\'_\,'ZE)

¢ty par transformation continue en A,

1 == sin (B-+- %\ - cOS (C—:- I—;> + co0s (;\ - i—:\)
\  J y 2 \ /

B--C A — By —C>
= 8§ ——— cos| §5°+ — — 15° 4+ ——
4 cos g co<<, i )cos (\4) A

-\ / B G A B C\
(9) 2cotw=cot—cot— cot —— (tang -—+tang—+tang~)
2 2 2 2 T2 2

ety par transformation continue en A,

A B C A B C
)cntm——cot—tan"» tang — <-tang — + cot — —l—cot;;
2 2 2

(x —cot —!cotB\ (l-—COlECOtC) <[ — cot'—gcotA)
 R— P 2 / 2 -

( tcot —} cot C> (I-—COI B cot A) (1 —cot ¢ cot C)
2 . 2 2
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¢, par transformation continue en A,

A B A C
(|+ cot — cotB) (1 ~+ tang — cot (,.) ( 1+ tang —co(A
2 \ 2 y 2

/ \ / B
<1 -+ cot %coLC) <1 -+ tang 5 colA) (l -+ tan" - COLB

\

2,

(7)

=1I,

AV C
(l—o—tangicntB)(H—tang?cotC) |+tang—cotA)
(|+ tang%cotC)(l—}—tang ? cotA) (x—f—mng;cot B)

, par transformation continue en A,

, B \ )
( x—i—tangécotB> (1— cot —cotC) (1 — cmgcotA>
2 \ 2 /A 2

(1 “~tlang A cotC> (l——COl B cotA) (1 —eot Y cotB\)

\ 2 AN 2 \ ke /

Donnons comme exemple quelques applications de la
transformation continue.

La parabole inscrite dans un triangle et qui touche la
droite

a
xr =
b—c

[¢’est la tangente commune au cercle et & Pellipse inscrite
de Steiner (voir Nouvelles Annales, 1886, p. 126)] a
pour équation '

SVax(2a —b—c)=o;

son foyer, situé surle cercle circonscrit, a pour coordon-
nées
a

——— s

2¢ —b—c¢

On en conclut immédiatement par transformation
continue en A que :
La parabole inscrite dans un triangle et qui touche la
droite
azx by cs

-+ _
[— c+a a-+6

=0
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(laquelle est la tangente commune au cercle ex-inscrit oq
et a I’ellipse de Steiner) a pour équation

V-ariaa-—bac)+ybyrb+a—c)+yezs@e+a—b)=o
et pour foyer le point dont les coordonnées sont

a b c
_ s .
cda+—ba+e 2b+a—c s2cra—b

Le cas ou un coté égale la moitié de la somme des
deux autres est intéressant a examiner. Nous ne nous y
arréterons point parce que cette discussion trés simple
ne se rattache pas directement a I'objet de notre Note.

Appliquons la transformation continue a I’étude de la
proposition suivante énoncée par M. Boutin (Journal
de Mathématiques eélémentaires de M. pe Lonccramrs,

1891, p. 184) :

Soient O, 0, 04, 05, 00y A/, B/, C' les centres du cercle
ABC, des cercles tangents aux trois cotés et les pieds
des hauteurs; les droites Aoy, B'oy, Co. concourant
au point M dont les coordonnées sont

cosB 4+ cosC —cosA, ....

Remarquouns d’abord qu’a l'aide des formules que
nous avons données a ’Association francaise, dans Je
journal Mathesis, cte., les coordonnées de M peuvent
s’éerive plus simplement

R—7rs R—ry R—ry,

caron a

2R —r—r
cosA = "%, L
2R

et donnons quelques propriétés du point M.
Oo contient, comme I'on sait, le point J : ———l——a, )
; p—

st souvent rencontré dans la Géométrie du triangle. 1l
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est facile d'établir que 'on a

MO R—+r JO _aR+r

o = )
Mo 2r Jo 2r

2

et si I'on appelle d la distance Oo, d, la distance Oo,
qui sont données par les formules

d2= R(R—ar), di=R(R—2r,),

on verrait aussi que

ard J ard 2Rrd

0= M= R—hGer=r

MOZR—I" “o2R—7r’

En appliquant la transformation continue en A, on
a immédiatement les résultats suivants :

Les trois droites oA’, 0.B', 0sC' concourent en un
méme point M, dont les coordonnées sont

R+r, —R+r, R4ry.

M, est sur Oo,, droite qui contient le point J,, :

on a

M,O —R—+ry 1.0  —a2R+r,

Mgo, are Jaoa 2r, ’
' _2rqd, _2rqd, . 2Rr,d,
Maoa—R—ra’ Ja‘o‘l_zR-—-ra’ Jal\l“_(R+7'a)(2R+l‘a).

Nous avons fait, dans les divers Mémoires déja cités,
un trés grand nombre d’applications de la méthode a
des questions variées et a plus de trois cents formules,
nouvelles pour la plupart; nous ne nous arréterons
donc pas davantage sur le sujet.

Nous citerons encore seulement trois exemples de for-
mules, non des plus remarquables, que nous pourrions
choisir dans ce que nous avons publié, mais que nous

Ann. de Matheémat., 3¢ série, t. XII. (Janvier 1893.) 3
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n'avons pas encore mentionnées,

br—cr)y R—2
Z( aC) =22 R 2D ptt r(aR+r)),

p(2a—p)=rarp=+rogre—ryre,

atrg+brry—ctre=4Rp[(p —c¢)— ccosA cosB],

qui donnent respectivement par (ransformation conti-
nue en A

_ (02— c2)e N (c2— a?)? . (a2 — b2)2
a b c
_2(p—a)(R+2r,)
- R

[((p—a)—ra(2R—ra)l,

PP Q= Iry 1o Iy Te,
atr —brro+ctry=4R(p —a)[(p — b)— ccosA cosB].

La transformation continue ne s'applique qu’au
triangle général ; ainsi les formules du triangle rectangle
ne peuvent ¢&tre transformées, au moins sans certaines
précautions (wvoir I'article de M. Poulain déja cité).
Par exemple, dans le triangle BAC rectangle en A, on a

¢ =btangC;

la transformation continue, telle que nous I'avons défi-
nie, donnerait

. ¢ =— btangC,
ce qui est faux.

La transformation continue s’applique au téiraédre;
nous n’indiquerons que la transformation fondamen-
tale dont tout dérive et qui correspond au changement
de @, b, c cn a, — b, — c dans le triangle.

Soit ABCD un tétraédre; désignons les arétes oppo-
sées DA, BC par a’ ct a; DB et AC par &' et b; CD et

AB par ¢’ ¢t ¢; on peut dire que :

St, dans une formule quelconque représentant une
propriété genérale du tétraédre, on laisse a, b, ¢ et



(35)
que Uon change a', b/, ¢ en —a'y, —b', — ¢, la nou-
velle formule est encore exacte.

La transformation continue appliquée au tétraedre
est aussi générale, mais, en fait, jusqu’ici moins féconde
qu’appliquée au triangle. Cela tient surtout a ce qu'il y
a, dans le tétraédre, peu de points remarquables ayant
des propriétés simples et aussi que la Géométrie de dé-
tail du tétraédre est actuellement aussi peu avancée que
Pétait celle du triangle il y a quelques années; la ques-
tion est, du reste, beaucoup plus compliquée.

Nous allons terminer ce petit travail en justifiant
I'appellation de transformation continue que nous avons
adoptée.

Si I'on considére un triangle ABC, il est clair que,
par définition, toute propriété générale du triangle
s'applique a ABC; imaginons que CA soit mobile autour
de C et faisons tourner CA autour de C dans un méme
sens qui V'¢loigne de CB, la figure aura deux dtats :
1 A est au-dessus de BC; 2° A est au-dessous; elle ne
peut passer de 'un a lautre de ces états par le mouve-
ment continu de CA, qu’aprés que CA est devenue pa-
rallele a BA; or une propriété générale du premicr état
de la figure appartient évidemment au second état, mais
il est facile de voir qu’elle s’énoncera souvent dillérem-
ment en employant la terminologie habituelle rappor-
tée au triangle ABC; ainsi, suivons par continuilé ce
que devient e cercle inscrit 8 ABC pris dans le premier
état de la figure, on voit qu’il deviendra, dans le deuxiéme
¢tat, le cercle ex-inscrit o, du triangle ABC; par consé-
quent, un théoréme dans I'énoncé duquel entreront le
cerele inscrit, son centre, son rayon, ctc., donnera par
continuité un énoncé d'une forme nouvelle ou entreront
le cercle ex-inscrit o4, son centre, son rayon, ctc. Le
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changement est produit par la transformation continue
en A.

Pour le tétracdre ABCD on réalisera géométrique-
ment la transformation continue en D en faisant tourner
unc des faces aboutissant en D, BCD par exemple, au-
tour de sa base BC et I’on aura deux états de la figure :
1° D est au-dessus du plan ABC; 2° D est au-dessous;

ces deux élats élant séparés par la position ou le plan
BCD est parallele & AD.
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SUR L’ORIENTATION DES SYSTEMES DE DROITES (');
Par M. G. HUMBERT.

I. — THEOREMES FONDAMENTAUX.

1. Laguerre a fait connaitre, dans le Bulletin de la
Société philomathique, plusieurs propositions géomé-
triques trés simples, relatives aux directions des sys-
temes de droites dans le plan, dont il a déduit des con-
séquences nombreuses et importantes; nous avons cu
nous-méme l’occasion, dans un Mémoire sur le théo-
réme d’Abel, de retrouver analyliquement ces propo-
sitions et de leur donner une certaine extension; notre
but est maintenant de démontrer un principe tres gé-
néral, auquel peuvent se rattacher toutes les propriétés
énoncées jusqu’ici sur les directions des systéemes de

(') Ce travail a été publié en partie dans le tome X de I’Ameri-
can Journal of Mathematics. M. Franklin, dans le tome XII du
méme journal, a indiqué une mdéthode trés intéressante pour re-
trouver nos résultats; nous avons profité, dans notre nouvelle ré-
daction, de quelques-unes de ses indications.

Le § VII du travail actuel est inédit.
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droites, et qui se préte aisément a des applications
nouvelles.

A cet cllet, nous commencerons par présenter sous
une forme nouvelle une notion importante, introduite
dans la Géométrie par Laguerre, celle de orientation
d’un systéme de droites. La définition donnée par La-
guerre est la suivante.

Soient, dans un plan, deux systémes de n droites, A
¢t A'5 prenons arbitrairement un axe fixe, H, dans ce
plan : si la somme des angles que font avec 'axe fixe
les droites du systéme A est égale, a un muliiple de =
pres, a la somnie analogue pour les droites du systéme
A’, on dit que les systémes A et A’ ont méme orienta-
tion; celte propriété est évidemment indépendante du
choix de T'axe fixe H dans le plan : elle ne dépend que
des directions des droites considérées.

2. Cette definition peut étre transformée et précisée,
au point de vue analytique, comme il suit.
Mcnons par Porigine des paralléles

Yy —ar=o, VY —Qyr =0, Y —a,xr =0
ct

'
y—‘al.z‘:()7

ceey y —a,r=o

aux 1 droites de chacun des systémes A et A'; soient
Lyy oony Apy 24y o .ey 2y les angles de ces droites avec
Ox, les axes élant supposés rectangulaires. On a
%, = arc tang ag, 4% = arc tanga’,
.
d’on
e = cos(2are tang @) -+ ¢sin(2arc tangaz ),

¢’est-a-dire

v = LT pap (lag)?  i—a

' =

V- ag 1+aj;  1+aj L+ ag
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ct, par suite,

(i —a))(t—a,). (z—a,,\

200+ et L+ 2p) —
(t-l—-a,)(l,—!—az)...(t—‘—a,‘)

Soit posé maintenant

P —az)y —asx)...(y —apx) = f(2,¥%),

(y—ajyx).ooooovnnn. (y —apx)=9g(z,y),
il vient
2%+ Ayt Ay) — __/:ilﬂ_
S(—=1,0)
et
P20 e (1, l)' .
?('—'l»‘)

Si donc les deux systémes A et A’ ont méme orientation,
¢’est-a-dire si I'on a, d’aprés la définition,

A .oty =) 4.+ + AT
on aura
S, i) e(1,i) .
f(~l’i)_(?(—lii)

On peut donc considérer comme définissant I'orien-
tation d’un systéme de droites issues de 'origine, re-
présenté par I’équation homogéne f(x, y) = o, le rap-

f(l, 3
S(=

l’orlgmc, Lt si f(x,y,2z)= o est I'équation de leur
ensemble, I'orientation sera définie par le rapport

f(1,4,0)

port -2———--. §i Jes droites ne passent pas toutes par

» et, plus généralement encore, si f(x,y,2)=o0

f(— I, iy O)
cst l’équation d’une courbe algébrique quelconque, le
rapport -~ Jb0) (l’ 2 0) deﬁmra I’orientation du systéme des

S(=

directions asymptonques de cette courbe.

3. Cela posé, considérons dans un plan un systéme
variable de n droites, dont I'équation dépend algébri-



( 4o )
quement d’un paramétre : I'équation de ce systéme est
de la forme

(1) 2A+BB+...4+ AL = o,

A, B, ..., L étant des polyndmes d’ordre nen x, y, z,
cta, B, ..., hdes polynomes entiers par rapport a deux
parametres ¢t ct § liés par une relation algébrique
c;(t, 9) = o.

L’oricntation du systéme est définie par le quotient

_aA(—=1,4,0)+...+ AL(—1, ¢, 0)
T 2A(5, 4, 0)+...+ AL(1, ¢, 0)

Pour que w soit constant, quels que soient ¢ et 0,
c’est-a-dire pour que le systéme variable ait une orien-
tation fixe, il faut et il suffit que w ne puisse pas devenir
infini, et, par suite, que toutes les valeurs de ¢ et b,
liées par la relation o (¢, 8) = o, qui vérifient I'équa-
Lion

(2) 2A(—1,4,0)+...+ A L(—1,Z,0)=o0,
vérifient également ’équation
(2 bis) aA(1, ¢, 0)+...«+AL(1, 7, 0) =o0.

D’une maniére plus précise, il faut que les courbes
représentées par les équations (2) et (2 bis), outetl
sont les coordonnées courantes, rencontrent aux mémes
points la courbe o (7, §) = o.

Cette condition peut s’interpréter géométriquement
d'une maniére trés élégante : les valeurs de ¢ et § qui
vérifient I'équation (2) sont, en effet, celles qui corres-
pondent aux systémes (1) contenant une droite passant
par le point cyclique J (x =—1, y =1, z=0); de
méme celles qui vérifient I'équation (2 bis) correspon-
dent aux systémes contenant une droite passant par le
point cyclique I (x =1, y =i, z=0); la condition



(40)

trouvée plus haut exprime donc que tout systéme con-
tenant une droite (et généraiement k droites) passant
par I contient aussi une droite (et généralement &
droites) passant par J.

La conclusion subsiste si 'équation (1) dépend algé-
briquement d’un nombre gnelconque de paramétres.

De 14, ce résultat fondamental :

‘Trtorime. — Pour qu'un systéme wariable de n
droites, dont l’équation contient algébriguement un
nombre quelconque de paramétres, conserve dans le
plan une orientation fixe, il faut et il suffit que lors-
qu’'une ou plusieurs des droites du systéme viennent a
passer par un des pointscycliques, d’autres droites du
systeme, en méme nombre, passent au méme instant
par Uautre point cyclique.

Plus généralement, sil’équation (1) est celle d'unc fa-
mille de courbes algébriques, on peut énoncer la pro-
position suivante :

Soit une famille de courbes algébriques, dont
I’équation contient algébriguement un nombre quel-
conque de paramétres : pour que Uorientation du s) s-
téme des directions asymptotiques de chacune de ces
courbes soit constante, il faut et il suffit que toutes les
courbes de la famille, qui passent par un des points
cycliques du plan, passent en méme temps par I’ autre.

4. On peut faire de ces principes des applications
nombreuses. Considérons d’abord le cas ou un para-
métre § figure au premier degré dans I’équation d’une
famille de courbes; ces courbes apparticunent alors a
un méme faisceau ponctuel

f(z'yj'v 5)'*‘0?(1’:}’73):0'
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L’orientation du systéme des directions asymptotiques

d’unc des courbes précédentes dépend du coeflicient

_ S, i, 0)+ 8g(1, 7, 0)
w= Sf—1, 4, 0)+0c(—1, ¢, 0)’

ct de cette expression résulte immédiatement ce théo-
réme :

Si deux courbes algébriques de degré n sont telles
que leurs sy stémes respectifs d’asymptotes aient méme
ortentation, le systéeme des asymptotes de toute autre
courbe de degré n, passant par les points d’intersec-
tion des deux premiéres, aura méme orientation que
chacun des deux systémes primitifs.

Si la courbe ¢ = o passe par les points cycliques du
plan, ¢(1, 7, 0) et o(— 1, 7, 0) sont nuls; par suite :

8i deux courbes de méme degré rencontrent aux
mémes points une courbe algébrique quelconque pas-
sant par les points cycliques duplan, les deux systémes
formés par leurs directions asymptotiques ont méme
orientation.

Comme cas particulier de' cette proposition, on re-
trouve un théoréme important, di a Laguerre, et qu’on
obtient en supposant que la courbe algébrique consi-
dérée devienne un cercle :

Si U'on groupe deux @ deux, d’une maniére quel-
conque, sur n droites, les 2n points communs @ un
cercle et & une courbe algébrique d’ordre n, I’orienta-
tion de chacun des systémes de n droites ainsi obtenus
estlaméme que celle des asymptotes de la courbe.
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II. — ORIENTATION DE CERTAINS SYSTEMES DE TANGENTES.

5. En transformant par polaires réciproques quel-
ques-unes des propositions qui précédent, on arrive a
des théorémes intéressants sur I'orientation du systéme
des tangentes qu’on peut mener d’un point 4 une courbe;
ainsi, la proposition qui termine le n° 3 donne lieu a la
suivante :

Soit une famille de courbes dont l’équation tan-
gentielle dépend algébriquement d’un nombre quel-
conque de parametres : pour que l’orientation du sys-
téme destangentes qu’on peut mener d’un point fixe O
¢ chacune de ces courbes demeure constante, il faut et
il suffit que toutes les courbes de la famille qui tou-
chent une des droites isotropes issues de O touchent
l’autre droite isotrope issue de ce point.

En particulier, si les courbes considérées appartien-
nent 4 un méme faisceau tangentiel, une seule de ces
courbes touchera une droite isotrope issue de O si elle
touche en méme temps ’autre droite isotrope, le point O
sera un foyer de cette courbe. Donc :

Soit un faisceau tangentiel de courbes algébriques
de classe ny par un foyer f de Uune d’elles menons
les n tangentes a l'une quelconque des autres : tous les
systemes ainsi obtenus a partir du point f ont méme
orientation.

Réciproquement,

8¢ un point f jouit de cette propriété, c’est le foyer

de l'une des courbes du faisceau.

On peut dire aussi, en transformant par polaires ré-
ciproques le premier théoréme du n° 3, que :

St les tangentes mnenées d’un point a deux courbes
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de classe n forment deux systémes de méme orienta-
tion, les n tangentes menées de ce point a une quel-
conque des courbes du faisceau tangentiel déterminé
par les deux premiéres forment un systéme de méme
orientation que les deux systémes primitifs.

Si deux des courbes du faisceau sont homofocales,
toutes les courbes du faisceau ont les mémes foyers;
P'une d’elles se décompose en une courbe de classe n—2
et en deux points. qui sont les points cycliques du plan.
Un point quelconque du plan peut étre considéré comme
un foyer de ce systéme de deux points; il résulte de 1a,
par 'application du théoréme précédent, que :

Les deux systémes formés par les tangentes que I’ on
peut mener d’un point quelconque & deux courbes ho-
mofocales de méme classe ont méme orientation;

ou encore :

Le systéme des tangentes menées d’un point quel-
conque @ une courbe algébrigue de classe n, et le sys-
teme des droites qui joignent le méme point aux n
Joyers réels de la courbe ont méme orientation.

(LAcuErRE.)

in combinant ce résultat avec le précédent, on ar-
rive a une proposition simple relative au licu des foyers
des courbes d’un méme faisceau tangentiel :

Le lieu des foyers des courbes d’un faisceau tan-
gentiel déterminé par deux courbes A et B, de classe n,
est une courbe telle que sil’on joint un de ses points
aux n foyers réels de A et aux n foyers réels de B, les

deux systemes de droites ainsi obtenus aient mémne
orientation.

6. Nous reviendrons plus loin, avec quelques détails,



(45)

sur les conséquences géoméiriques de ce théoréme; an-
paravant, nous ferons une application des principes pré-
cédents & la solution d’un probléme qui parait présenter
un certain intérét.

Ce probléme est le suivant :

Trouver toutes les courbes algébriques telles que le
systéme des tangentes qu’on peut mener d’un point a
l'une d’elles ait une orientation fixe, indépendante de
la position de ce point dans le plan.

Si P'on se reporte au théoréme de Laguerre démontré
plus haut, on voit que ces courbes ne peuvent étre que
celles qui ont tous leurs foyers a I'infini; mais, avant
d’aflirmer inversement que les courbes qui ont tous
leurs foyers a I'infini jouissent de la propriéié énoncée,
on doit faire une discussion, trés simple d’ailleurs.

Soit, en effet, G une courbe de classe 2 dont tous les
foyers sont a I'infini : il est nécessaire pour ccla qu’elle
touche la droite de infini aux points I et J, et qu’on
ne puisse pas lui mener par I ou J d’autre tangente que
cette droite. Dans ce cas, tous les foyers de la courbe sont
a l'infini, mais leur position n’est pas déterminée, de
sorte que le théoréme de Laguerre ne parait pas immé-
diatement applicable.

On peut voir néanmoins, d’une autre maniére, que
'orientation du systéme des n tangentes menées 4 G
d’un point. quelconque O du plan ne dépend pas de la
position de ce point. Imaginons, en effet, que O décrive
une droite; 'équation du systéme des 2 tangentes issues
de O contient algébriquement un parametre, et le théo-
réme général du n® 3 est applicable. Par suite, orien-
tation de ce systéme est fixe, si, toutes les fois qu'une
ou plusieurs des Langentes issues de O passent par le
point cvclique I, d’autres tangentes en méme nombre

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XI. (Février 1893.) 4
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passent parle point cyclique J. Cest précisément ce qui
sc¢ présente ici; une tangente menée de O & G ne peut
passer par [ que si O est a P'infini, et elle passe alors
par J. Nous pouvons donc énoncer ce théoréme :

Lorientation du systéme des tangentes menées d’un
point & une courbe algébrique ayant ses foyers & l'in-
fini est indépendante de la position du point consi-
déré dans le plan.

Il est facile de donner I'équation générale de ces
courbes en coordonnées tangentielles rectangulaires;
cetle équation est

(u?+ v'l)f,,._:,(u, V): F"(lt, v)’

JSu_s étant un polynéme quelconque de degré n — 2 en
uetv, et F, un polynome, également quelconque, de
degré n, mais homogéne.

7. Parmi les courbes qui ont tous leurs foyers a
Pinfini, on peut citer, avec Lagucrre, celles qui sont en-
veloppées par une droite dont deux points donnés dé-
crivent respectivement deux courbes algébriques, quel-
conques d’ailleurs.

Un autre exemple intéressant est fourni par la famille
des épicycloides algébriques.

Si une courbe a tous ses foyers a Jinfini, ¢’est-a-dire
si les tangentes qu’on peut lui mener par les points cy-
cliques coincident toutes avec la droite de I'infini, la
réciproque de cette courbe par rapport a un cercle de
centre O sera telle que les droites isotropes issucs de O
ue la couperont qu’au point O.

Or la réciproque d’une épicycloide par rapport an
cercle fixe a pour équation, en coordonnées polaires,

1 1
(3) - =k cos —— )
. r 20 —+1

k]
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n désignant le rapport du rayon du cercle mobile a celui
du cercle fixe; de plus n est positif pour I'épicycloide
et négatif pour 'hypocycloide.
Halphen a étudié d’'une maniére compleie les points
multiples des courbes (3), dontil écrit I'équation

(%) ;;:/ccosg(),

p et g élant posilifs et premiers entre eux. Il résulte de
ses belles recherches que les courbes précedentes n’ont
un point singulicr a 'origine, O, que si p est plus grand
(ue ¢; en ce cas, la courbe présente en O deux cycles,
dont les tangentes sont respectivement les droites iso-

tropes; Pordre de ces cycles est p — ¢ ou £ ;— 7, selon
(ue p et ¢ ne sont pas ou sont tous deux impairs; la
classe des cycles est 2¢ ou ¢. D’ailleurs le degré de la
courbe est 2p ou p. L’une des droites isotropes issues
de O a cn ce point avec la courbe un nombre d’iuter-
sections égal & la somme de l'ordre et dela classe du
cycle correspondant, et de Pordre de 'autre cycle, ¢’est-
a-dire égal a 2p ou a p, ou, si I'on veut, égal dans tous
les cas au degré de la courbe. Elle ne coupe donc la
courbe qu’au point O.

11 résulte de la qu'une épicycloide ou hypocycloide
algébrique aura tous ses foyers a I'infini si sa véciproque
a une équation de la forme (4), p et ¢ étant positifs,
ct p érant supérieur aq.

. PN , X
Soit alors n = o A et . etant premiers entre eux, on
aura

*

oA+

£ === - =
7 o

si et A sont positifs, ¢'est-a-dire si la courbe est une
épicycloide, p sera tonjours inférieur a ¢.
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Si la courbe est une hypocycloide, on devra supposer

X négatif, et Von aura, si A= — W,
LG S
q w2

1l faut, pour que p soit supérieur a ¢, que p. soit, en va-
leur absolue, supérieur a p — 2%, c'est-d-dire que A’
soit plus petit que w; 7 est alors, en valpur absolue, in-
férieur a 1. Donc :

Les hypocycloides algébriques obtenues en faisant
rouler un cercle a Uintérieur d’un cercle plus grand
ont tous leurs foyers & Uinfini;

et, par suite,

L’orientation du systeme des tangentes menées d’un
point du plan & Uune de ces courbes est indépendante
de la position du point.

Les autres courbes de la famille des épicycloides ou

t
hypocycloides algébriques ne possédent pas la méwe
propriété.

III. — ApPLiCATION A L'HYPOCYCLOIDE
A TROIS REBROUSSEMENTS.

8. La plus simple des hypocycloides qu’on vient de
rencontrer est, apres la droite qui correspond au cas de

1 y . N . .
n=—- I'hypocycloide & trois rebroussements qui cor-

. . I . -
respond a celui de n = — 35 le théoréme précédent

donne unc propriété des tangentes a cette courbe qui
parait nouvelle, et qu'on peut énoncer ainsi :

.

L'orientation du systeme des trois tangentes menées
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d’un point quelconque a une hypocycloide a trois re-
broussements est la méme que celle des trois axes de
symétrie de la courbe.

Ce théoréme permet, lorsqu’on connait deux tan-
gentes de I'hypocycloide, de construire immédiatement
et sans ambiguilé la troisiéme tangente qu'on peut me-
ner par le point d’intersection des denx premiéres. On
peut le regarder comme Uinterprétation géométrique,
dans le cas de ’hypocycloide, de la propriété analytique
fondamentale des courbes de troisiéme classe, propriété
bien connue qu’on peut énoncer ainsi : il est possible de
faire correspondre a chaque tangente d’une courbe de
troisitme classe un argument, de telle sorte que les
arguments des trois tangentes issues d’un point quel-
conque aient une somme conslante. En général, on ne
connait pas la signification géomeétrigue de ces argu-
ments, qui s’introduisent par la considération des fonc-
tions elliptiques; dans le cas de I’hypocycloide, on voit
que cette signification est trés simple, 'argument étant
I'angle que fait la tangente avec un des axes de symétrie
de la courbe.

Il importe, pour ce qui va suivre, de préciser cette
notion : soit # une tangente de I'hypocycloides; si par
un point fixe O nous menons une paralléle & £ et une
paralléele Ox i 'un des axes de la courbe, choist une
fois pour toutes, nous désignerons par a 'angle que
font ces deux droites, en le comptant a partir de Ox,
dans le sens trigonomdéirique. Cet angle w’est défini
qu’a un multiple prés de =, ce qui n’a aucun inconvé-
nient, puisque les orientations sont définies dans les
mémes conditions.

9. Cela posé, on déduit aisément du théoréme fon-

damental les conséquences suivantes.
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Soit t une tangente en un point A de 'hypocy-
cloide : les bissectrices de I angle des deux tangentes
autres que t, que Uon peut mener & la courbe par un

point de cette droite, sont paralléles & deux directions
Jixes.

Ces directions sont celles des tangentes aux points
B et C, oula tangente t rencontre de nouveau ’hypocy-
cloide.

On voit ainsi qu’unc tangente a la courbe la ren-
contre de nouveau en deux points on les tangentes
sont perpendiculaires 'une a 'autre : proposition bien
connue, qui sert de base au beau Mémoire de M. Cre-
mona sur 'hypocycloide.

Par deux points quelconques d’une tangente t a
Uhypocycloide menons & la courbe les quatre tan-
gentes autres que t © ces qualre droites fol‘melzt un
quadrilatére inscriptible dans un cercle.

Réciproquement, si le quadrilatére complet formée
par quatre tangentes de Uhypocycloide a quatre de
ses sommels sur un cercle, la droite qui joint les deux
autres sommels est une tangente de la courbe.

Dans tout triangle isoscéle circonscrit & une hypo-
cycloide, la droite qui joint le sommet au point de
contact de la base est une tangente de la courbe.

Par chaque sommet d’un tl'[(mgle circonscrit @ une
hypocycloide passe une nouvelle tangente, distincte
des cotés du triangle : les trois droites ainsi définies
JSorment un nouveau triangle semblable au premier (*).

(') Ce dernier théoréme a été donné par M. S. Kantor (Bulletin des
Sciences mathématiques, 2° série, t. 111, p. 137); je n’avais pas con-
naissance du remarquable travail de M. Kantor lors de la premiére
publication de ce Mémoire; je m’empresse de reconnaitre ici ses
droits de priorité.
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10. Lc dernier théoréme mérite d'étre étudié avec
quelques détails; il donne licu & des conséquences inté-
ressantes.

D'un triangle ABC circonscrit 4 I'hypocycloide, on
déduit, en menant les tangentes, distinctes des cotés,
qui passent par les trois sommets un nouveau triangle
A, B, C; semblable au premier; en appliquant la méme
construction a A B, C,, on obtient un troisiéme triangle
semblable aux deux premiers, et ainsi de suite. Cette
série de triangles est-elle illimitée P Retombe-t-on né-
cessairement sur un des triangles déja trouvés, ou 'un
des triangles finit-il par se réduire a4 un point? Ce sont
la des questions auxquelles il est facile de répondre par
Papplication du théoréme fondamental.

Désignons par «, %, v les angles que font avec un des
axes de symétrie de la courbe les cotés du triangle ABC;
soit v, ]’anglc que fait avec ce méme axe la troisiéme
tangente issue du point C. On a, d’apres le théoreme
fondamental,

42+ B =T,
d'on
visEy—(2-+3-+7) (mod ).

Par suite, les angles =, 2y, vy, que fonl avee Paxe

considéré les trois cotés du triangle Ay B, Cy, sont

ay EE o — (% 3 ) (mad =),

4] —

37 v'r.a-—(l—f-(j-‘r-“’h

Y=Y = B,

Ce sont ces relations qui montrent la similitude des
triangles ABC et A, B, C,, puisque Von en tire évidem-
ment

P G — 4 3 - . c vy B
B— P = a— . B =2, -1 = U

Rien n'est plus aisé que de déwerminer le rapport de

similitude.
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Remarquons, en effct, que les cotés homologues des
deux triangles sc coupent sous des angles égaux a
(¢ + B +7); or, d’aprés un théoréme connu de Géo-
métrie élémentaire, si, par les sommets d’'un triangle,
on méne des droites faisant avec les cotés opposés,
dans un méme sens de rotation, des angles égaux w,
ces droites forment un nouveau triangle semblable au
premier, avece un rapport de similitude égal a 2 cosw.

Les triangles A B, C, ¢t ABC sont donc semblables
avee un rapport de similitude égal a 2cos(a + 3 +v)-

11. De la se déduisent de suite quelques résuliats
simples.

En premier lieu, si o + 24y === ‘;7 cos (24 3+7)
est égal a2l etles triangles ABC, A, B,C, soul égaux.
o] 29 D ’ o)

On a d’ailleurs

a+ P+ yiz=—a(a+f+y)==x (mod =),

et le wiangle A, B, C, déduit de A, B, C, scra égal aux

deux précédents. On a pour ce triangle

™ 2T
dg = Ay T gy 5= QLT oy (mod =),
3 3

De wméme pour le triangle Ay B; Cy déduit de A, B, G,
on aura
ay =2y (A + By +Va) = (mod 7).

Le wiangle A, B, Gy coincide donc avee ABC, puisqu’on
ne peut mener a Phypoceycloide qu’une seule tangente
paralléle a une droite donnée.

Pour simplificr, appelons premier triangle dérivé,
ou; plus simplement, triangle déricé d'up triangle T,
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circonscrit a 'hypocycloide, le triangle T, formé par
les tangentes menées i la courbe des sommets de T, et
distinctes des cotés de T'5 appelons second triangle de-
rieé de T le premier triangle dérivé de Ty, et ainsi de
saite. On a en premicer lieu la proposition générale :

Tous les triangles dérivés d’un méme triangle lui
sont semblables.

e ’ ’ . ™
La propriété démontrée dans lecasotia + f+y ==z
J

s’énonce ainsi :
Si les cotés d’un triangle T, circonscrit & Uhypocy -
cloide, font avec un des axes de symétrie de la courbe

™ N . .

des angles dont la somme est = 30 aun multiple preés

de =, les deux premiers triangles dérivés de T sont

égaux @ ce triangle, et le troisicme coincide avee T.

En sccond licu, si o+ B 4y= —), le rapport de
similitude est nul; le triangle A, B, C, se réduit done a
un pomnt. De plus, on a

™
dy= o — - (modm),
2
ce qui montre que les cotés de Ay B, C, sont perpendi-
culaires a ceux de ABC. Donc :

Si les cotés d'un triangle circonserit a U'hypocy-
cloide font avec un des axes de symétrie de la courbe
des angles dont la somme est -, a un multiple prés

de =, les hautewrs de cetriangle sont des tangentes de
Uhypocycloide, et le triangle dérivé se réduil par
suite & un point.
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12. Reprenons maintenant les relations

2, T’EI—(’I—:‘S’{"Y) (mod =),

entre les angles qui correspondent & un triangle ABC
et au triangle dérivé A, B, C,. On a, de méme, en passant

au dérivé de A B, Gy,

sop — (4 + By +y) =2+ (2 +P+7) (mod =)

Eu géndral, pour le n®™¢ triangle dérivé de ABC, on
aura des expressions de la forme
ap=a+ h, (2+ B+,
=B+ ly(a+B+7) (mod =),
Vo= Rp(x+ 8 +y).

Pour le (n + 1) triangle, il viendra

Uppieq 22 Ay — (2 Sn = ‘,’/1) = A — [‘»’- hy —+ lJ (7 -1- .3 =Y

d’ou, la loi de récurrence,
lpsr 42y, +1=o0,

On entirve, puisque iy = — 1

(— 2 —1

2
Bl

h n = ’

et, par suite, les angles o, B4, v, que font avee Paxe
les cotds du ™ triangle dérivé de ABC sont donnés,
cn fonction des angles analogues «, 38, + qui correspon-
denta ce triangle, par les formules

(—2)n—1
Ay = 2+ O (2 3+
— o)t
N UE . . Py QY
)
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Observons enfin que le rapport de similitude des
triangles

A.B,GC, et Au—-lnn—lcu—i

est égal, d’aprés un résuliat rappelé plus haut, a

»eos (T2 :3(?_

‘)'n—~l) )
A (1 —+ l@ -+ «(),
¢’est-a-dire a

2c082" (a8 --v).

13. Ces formules permettent de répondre aux ques-
tions que 'on s’était posées.

D’abord, dans quels cas la suite des triangles dérivés
Pun de Iautre se terminera-t-elle a un point?

Pour que le triangle A, B, C, se réduise 4 un point,
il faul que le rapport de similitude de ce triangle avec
le triangle A, B,_, C,_, soit nul, ¢’est-a-dire que

2"—1(14—3—1‘—7)55 (mod ),

ou

On aurait pu arriver de suite & ce résultat en éerivant
que o, + B~ v, est nul a un multiple prés de .

De 1a ce théoréme, qui est la généralisation d'un ré-
sultat donné plus haut :

Siles cotés d un triangle circonscrie a Uy pocy cloide

Jont avec un des axes de symdétrie de la courbe des
2k 41 ..

angles dont la somme est de la forme —fz—;i— =, la séric

des triangles dérivés du premier se terminera & un
point, au bout de n constructions.

Ce point sera le point de councours des hauteurs du
(n—1)eme yriangle dérivé du triangle primitif.
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Cherchons maintenant dans quels cas on retombera,
aprés un certain nombre de constructions sur le triangle
primituif. _

[l faut pour cela que P'on ait

Ap = 2, snz 3? Tn=7 (mod),

¢ est-a-dire
/.
By oo

Si n est le plus petit nombre pour lequel une relation
de cette forme ait licua, le #'*¢ triangle dérivé du triangle
primitif coincidera avee ce triangle, et si 'on continue
les constructions, on retrouve tous les triangles déja
formés.

Mais ici se présente une particularité curieuse : c’est
qu’en construisant les triangles successifs a partir du
premier, il pcut arriver que Pun d’eux coincide avec
Pun des précédents sans que ’on ait retrouvé de nou-
veau le premicr triangle.

En cllet, le pieme et le g™ iriangle dérivé (g > p)
coincideront si l'on a

(== 2 —1, (—2)—1

(23 += 3 (1—5—3-‘—,“!)%-./{7:,

¢'est-a-dire

(2 (a-+-B4+)[(--2)—P—-1]=3k=
ou
g 3k
S A S T (e VA

Si cette condition est remplic, & étant premier a o, le
g™ triangle dérivé coincidera avec le pi™e, ct, en
coutinuant les constructions. on retrouvera indéfini-

ment les triangles dérivés dont Pordre est compris entre
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p et ¢ —1, sans rctomber jamais sur le triangle primi-
1if et les p — 1 premiers triangles dérivés. Ainsi :

Siles cétés d’untrianglecirconscrita ' hypocycloide

font avec un des axes de symétric de la courbe des
3k

angles dont la somme est de la forme ——— =

2 [(—2)7-¢ 1]
le giéme triangle dérivé de ce triangle coincidera avec
le /)iéme.

14. 11 est aisé d’expliquer a priori pourquoi, dans le
cas qui nous occupe, le triangle primitif ne se reproduit
pas nécessairement : cela tient a ce que la suite des
triangles dérivés n’est pas réversible sans ambiguité,
ou, en termes plus précis, a ce qu’un méme triangle cir-
conscrit a I'hypocycloide peut éire considéré comme le
dérivé de deux autres triangles circonscrits, ¢t non pas
d’un seul.

Reprenons, en eflet, les relations

ayy=a —(a+B+y)+4im,
Bi=B—(2+8-+1v)+Ix,

vi=vy -(a+B+y)+mm.
On en tire

1 l+m—k
o= o -—;(1;+B:+‘{g)+ —

1 k4+m -1
B=10 "';(11""@1‘*’“{1)4— - T,

1 k+1—m
‘{=‘.’1*~;(“l+pl+‘{1)+""’;' -

Les nombres L +~m —k, k+m—1, k+1—m sont
de méme parité; on aura donc, pour a, 3, v, a des mul-
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tiples de = prés, les deux systémes de valeurs

I 1 nd
a=a— (a+Bi+T11) a=a—(a+ i)+ o
! \ 1 . T
p=—(u+di+1) B=B— +Ei+y)+ 3
1 1 , T
‘{=‘{1—;(41+31+‘{1), ‘(=‘.’1‘—;(11'1—31+Y1)+ 5

De li ce théoréme :

Dans tout triangle circonserit @ une hypocycloide,
on peut inscrire deux autres tringles circonscrits a la
courbe: ces deux triangles sont semblables au premier
et semblables entre eux; leurs cétés homologues sont

v s 1
rectangulaires ().

15. On pourrait pousser plus loin ces recherches, en
étudiant 'ensemble des triangles circonscrits qui ad-
mettent pour triangle dérivé d’un ordre donné un méme
triangle circonscrit, et 'on arriverait ainsi & des résul-
lals assez curicux ue nous n'énoncerons pas, afin de ne
pas fatiguer I'attention du lecteur; nous nous contente-
rous de signaler une proposition de nature différente
qui se déduit aisément du théoréme fondamental :

Soient A, B, C les points de contact des tangentes
menées & 'y pocycloide par un point M5 sur les direc-
tions MA, MB, MC portons, a partir de M, des lon-
gueurs Ma, Mb, Mc, respectivement égales aux in-
verses des segments MA, MB, MC : le point M est le
centre de gravité du triangle abe (*?).

(') Ce théoréme appartient & M. Kantor.

(*) La démonstration de ce théoréme est analogue a celle qui est
développée plus bas, aux n>* 17, 18 : on prouve ainsi que le centre
harmonique de A, B, C par rapport a M coincide avec M, ce qui est
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Sans insister sur les conséquences que I’on pourrait
déduire de cette proposition pour la théorie de 'hypo-
cycloide & trois rebroussements, nous reviendrons au
théoréme démontré plus haut, relativement au lieu des
foyers d’un faisceau tangentiel de courbes planes, et
nous montrerons qu’il met en évidence une classe inté-
ressante de courbes étudiées déja a un autre point de
vue par divers géométres, et cn particulier par M. Dar-
boux.

IV. — LIEU DES FOYERS D'UN FAISCEAU TANGENTIEL
DE COUGRBES PLANES.

16. Nous avons démontré plus haut que :

Le lieu des foyers des courbes d’un faisceau tangen-
tiel déterminé par deux courbes A et B, de classe n, est
une courbe F, telle quesi 'on joint un de ses points aux
n foyers réels de A ct aux n foyers réels de B, les deux
systémes de droites ainsi obtenus aient méme orienta-
tion.

Ce résultat peut ¢tre présenté sous une autre forme.
Groupons deux a deux. d'une maniére quelconque, un
foyer ax de la courbe A et un foyer b4 de la courbe B;
il est clair que le lieu I est celui des points tels que, de
Pun quelconque d’entre cux, les n segments a; by soient
vus sous des angles ayant une somme algébrique égale a
un multiple de =, et 'on retrouve ainsi les courbes re-
marquables de M. Darboux.

Ces courbes comprennent, comme cas particuliers,

précisément notre proposition. D’'une maniére plus générale, on éta-
blit de méme que : si I’on méne par un point M les tangentes a
une courbe ayant tous ses foyers a l’infini, le centre harmonique
des points de contact par rapport a M coincide avec ce point.
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les courbes telles que Pon voie, de chacun de leurs
points, n scgments fixes sous des angles dont la somme
algébrique est égale a une constante quelconque : il sul-
fit, en effet, de supposer que chacune des courbes A
ct B a un foyer i 'infini, ¢’est-a-dire que ces courbes
touchent toutes deux la droite de 'infini; un des seg-
ments ax by est alors a U'infini, et il est va de tout point
du plan sous un angle constant §. La somme des angles
sous lesquels les autres segments 4 distance finie sont
vus d’un point quelconque du lieu I' est donc constante,
et égale a — 0, 4 un multiple prés de =.

De la définition méme du lien I résulte immédiate-
ment une belle proposition, donnée par M. Darboux :

Si une courbe est telle que, de chacun de ses points,
plusieurs segments soient vus sous des angles dont la
somme est un multiple de =, elle conserve la méme pro-
pricté avec une infinité d’autres segments ayant tous
leurs extrémités sur la courbe.

Ces segments s'obtiennent en joignant deux 4 deux,
d’une maniére quelconque, les foyers de deux courbes
quelconques du faisceau tangentiel déterminé par les
courbes A et B qui ont servi 4 la définition primitive du
licu.

Si A et B touchent la droite de 'infini, il résulie de
ce qui a été dit plus haut que la proposition précédente
doit étre modifiée ainsi :

St une courbe est telle que, de chacun de ses points,
plusieurs segments soient wus sous des angles dont la
somme est constante, elle conserve la méme propriété
avec une infinité d’autres segments, mais la valeur de
la somme constante varic quand on passe d’un systéme
(le? segments & I'autre.
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La définition du lieu F ne dépend que de la position
des foyers des courbes A et B; on peut, en particulier,
supposer que chacune de ces courbes se réduise a ses
n foyers réels, et l'on a ce théoréme :

Si une courbe est telle qu’en joignant un quelconque
de ses points & deux séries de n poles fixes, i distance
finle ou infinie, on obtienne deux systémes de méme
orientation, cette courbe est le lieu des foyers des
courbes de classe n qui touchent les n* droites joignant
les poles de I’ une des séries aux poles de I autre série.

17. L’ensemble des n foyers réels d’une courbe ap-
partenant a un faiscean tangentiel donné jouit de
quelques propriétés simples, qui dérivent aisément des
principes précédents.

Soient, en effet, Ay, Ay, ..., A, les n foyers réels de
la courbe A By, ..., B, ceux de la courbe B; M le
foyer d'une courbe du faisceau tangenticl déterminé par
A etB; M’ le point infiniment voisin de M sur le licu F.

%)

Menons par M un axe quelconque MX; désignons
par o l'angle M'MX, par o4 l'angle AyMX; par 24
I'nagle B;MX. On a, d’aprés la propriété fondamentale
du lien I,

Uy Ay e A= By B+ 34,
et, en passant de M a M/,
day+duy+.. . =d3 |+ dBs+....
Ann. de Mathemat., 3° série, t. XII. (Février 1893.) 3
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Or day est Pangle M'AxM, et 'on a, dans le triangle

M/ALM,
MM’ .
daj = MA; sin(w — ay).

Par suite,

= sin(w—a) sin(w — Bz)
o) Z MA, —2 MB;

18. Ce résultat est susceptible d’une interprétation
géométrique élégante, si 'on introduit une notion due

a Laguerre.

Cette notion est celle du centre harmonique d’un sys-
téme de points par rapport a un point.

Etant donnés, dans un plan, un point M et un groupe
de n points, Ay, ..., A,, portons sur chaque droite
MAy, a partir de M, une longueur égale a I'inverse de
MA; : composons ces longueurs comme des forces; sur
la divection de leur résultante, portons, a partir de M,
une longueur égale a I'inverse de la n'*™¢ partie de cette
résultante; Uextrémité, «, du segment obtenu sera dit
le centre harmonique des points Ay, ..., A, relative-
ment au point M.

D’aprés cette délinition, si 'on imagine par M deux
axes rectangulaires MX et MY, et si a; est 'angle de
MAj avee MX, les coordonnées du centre harmonique a
seront

X=n;

__2 cos . _Esinak
T A MA © T A MAL

On peut aussi éerire

élant posé

Aad

, X _ Y
Sk e L S Cra (O

On aura des formules analogues pour les coordonnées
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du centre harmonique, b, des points By, ..., B,, par
rapport a M,

. E: . 1‘,
Yerpa  VErmmee
étant posé
- cosﬁk, ' sin @k.
MBy; MB,

Or la relation (5) donne
Esinw —ncosw =¢'sinw —=n' cosw.

Remplacons dans cette équation £ et , &' et 7/ par leurs
valeursen X et Y, X’ et Y/, il vient

X sinw —Y cosw X'sinw — Y' cosw

XirY: | Xty Y®

En d’autres termes, un méme cercle
22+ y2+ A(@sinw —y cosw)= o

passe par a et b : ce cercle est d’ailleurs tangent en M
a la direction MM/, ¢’est-a-dire a la courbe F. Donc, les
centres harmoniques des points Ay, ..., A,et By, ...,
B, par rapport & un méme point M du lieu I, sont sur
un cercle tangent a F au point M, et, comme on peut
remplacer les points Ay, ..., Ay, ou By, ...y B, parles
n foyers réels d’unc quelconque des courbes du faisceau
tangentiel déterminé par les courbes A et B, on a ce
résultat :

Soit F le lieu des foyers des courbes de classe n ap-
partenant & un faisceau tangentiel donné : le centre
harmonique des n foyers réels de I’une quelconque de
ces courbes par rapport & un point fixe, choisi arbi-
trairement sur ¥, reste sur un cercle, tangent en ce
point @ la courbe F.
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19. Un cas particulier remarquable est celui ou le
point M est un point double de la courbe F; I'équation

’

Esinw — v cosw = £ sinw — 7 cosw

est alors vérifiée pour les deux valeurs de » qui corres-
pondent aux deux branches de la courbe passant en M,
et, par suite, on a nécessairement

r o
S =< hn=1.

Donc :

Si la courbe ¥ a un point double, le centre harmo-
nique des n foyers réels d’une quelconque des courbes
du faisceau mngentiel par rapport a ce point est un
point fixe.

Il est aisé de voir que la courbe F n’aura, en géné-
ral, de point double que si I'une des courbes du faiscean
tangentiel passe par I et J :le point double sera alors
le point commun aux tangentes menées a la courbe en I
et J, c’est-a-dire le foyer singulier de cette courbe.

Un autre cas intéressant est celul ou M est a U'infini
el ne coincide pas avec un des points cycliques du plan ;
il est aisé de voir alors que le centre harmonique d’un
groupe de points par rapport a M coincide avec le centre
des moyennes distances de ces points; or on prouve fa-
cilement que, si aucune des courbes A et B n’a de foyer
al'infini, la courbe I a une asymptote réelle, et, par
suite, il résulte du théoréme démontré plus haut que
le centre des moyennes distances des 7 foyers réels d'une
courbe variable, appartenant a un faisceau tangentiel
déterminé, décrit une droite. '

I’application de ces théorémes généraux au cas d’un
faisceau tangentiel de coniques présente quelque in-
Lérét. (A suivre.)

’
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THEOREMES DE MECANIQUE;
Par M. E. CARVALLO,

Examinateur d’admission & I'Ecole Polytechnique.

1. Le succés d'un tout petit article, que j’ai publié
dans ce Recueil (') Sur une généralisation du théoréme
des projections, m’encourage a indiquer quelques autres
théorémes, dont la nature semble a priori trés diffé-
rente, mais qui ont réellement, entre eux et avec celui
que je rappelle, une parenté trés étroite. Ils peuvent
¢tre, comme lui, représentés symboliquement par la
régle de multiplication des polynomes algébriques.
Quelques-uns d’entre eux prennent aujourd’hui de
I'importance par le fait de I'introduction de la Méca-
nique dans le programme d’admission a I'Ecole Poly-
technique.

2. Tutorime 1. — Soient un systéme de I points A,,
A,y ..., Ay, et un systéme de m points By, By, ..., By
On joint un point Ay du premier systeme & un point B,
du second, et I’on imagine la force représentée par le
segment AyBy,. 8t l'on considére le systeme des Im forces
obtenues en joignant ainsi chaque point du premier
systeme a chaque point du second, ce systeme de forces
admet une résultante unique, représentée par lm fois
la droite qui va du barycentre A du premier systéme
de points au barycentre B du second.

Ce théoréme peut étre représenté symboliquement
F p y 1

(') 3 série, L. X, aoat 18g1.
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par la formule d’Algébre

S[ABp]l = [(Ay+ Ap+...+ A7) (By+ By+...+ Bp)]
= Im|AB)].

C’est ]a méme qui nous a servi i représenter le théo-
réme des projections rappelé au début. Seule la signi-
fication des symboles est changée; [AB] représente la
force qui va du point A au point B; (A4 A,+.. .+ Ay),
par exemple, représente le barycentre A avec la masse [
(ou tout autre systéme de points ayant méme barycentre
ct méme masse totale). Le signe = signifie que les deux
systémes de forces, rcprésentés par les deux membres
et supposés appliqués a un corps solide, sont équiva-
lents.

3. Le théoréme peut étre généralisé en appliquant
un poids & chaque point. Le lecteur devinera la généra-
lisation sur la formule. Une régle bien connue résulte
du théoréme général, dans le cas ou 'un des systémes
de points se réduit a un seul point donné B.

Le théoréme de Leibnitz est une conséquence de cette
régle. On I'obtient en faisant coincider ce point unique
donné B avec le barycentre A de I'autre systéme de
points donnés. Le systéme des forces obtenues est alors
en équilibre. On obtient des énoncés spéciaux intéres-
sants, en considérant les cas singuliers ou la masse
totale de I'un des systémes, ou de chacun d’eux a la
fois, est nulle. Je laisse de coté ces énoncés et aussi les
démonstrations, car mon but est d’étre bref, pour ne
pas disperser Pattention du lecteur, mais la concentrer
sur le point fondamental qui est le rapprochement des
Enonces.

4. Tutoriwe . — On donne un systéme de points
Ay, A,y ..., de masses my, my, ... et un systéme de vec-
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teurs I, Iy, ooc. A un quclconqize des points donnés A,,
on applique une force représentée par I’un quelconque
des wvecteurs donnés 1, multiplié par la masse my du
point Ay. Le systéme des forces ainsi obtenues, en com-
binant tous les points donnés avec tous les vecteurs
donnés, a une résultante unique. Celle-ci est appliguée
au barycentre A des points donnés. Elle est représen-
tée par la résultante I des vecteurs donnés multipliée
par la masse totale m des points donnés.

Ce théoréme est représenté, comme le précédent, par
la formule

Emy Al =[(m Ay +meAe+ . ) (Lh+ 1+ )] = m[Al].

Le lecteur devinera la signification des symboles.

3. Dans le cas particulicr ou 'on donne un seul vee-
teur I, le théoréme fournit la régle bien connue pour la
composition des forces paralléles. Cette régle apparait
ici comme un cas limite de celle qui conduit au théo-
réme de Leibnitz (3). 1l suflit d’imaginer que le point
unique B du n° 3 s’éloigne a I'infini dans la direction du
vecteur I,

Si 'on suppose que non sculement les points de 'un
des systémes, mais aussi cecux de autre, s’éloignent a
Pinfini, on obtient, au lieu du théoréme II, le sui-
vant :

6. Tutorime IlI. — On donre deux systémes de
vecteurs Iy, L, ... et J,, Tz, .... On prend un vecteur 1y
du premier systéme et un vecteur J, du second, puis le
couple [13.] gui a pour moment Uaire du parallélo-
gramme construit sur ces dewx vecteurs, et dont le plan
est paralléle a celui de ce parallélogramme. Si Uon
considere le systéeme des couples ainsi formds, en cam-
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binant tous les vecteurs du premier systéme avec tous
ceux du second, ce systéme de couples, supposé appliqué
& un corps solide, peut étre remplacé par le couple [1J]
obtenu au moyen des résultantes 1 et J des deux sys-
témes de vecteurs donnés.

Voiia un théoréme qui, par son énoncé, semble bien
éloigné des théorémes I et II. Il n’en est cependant
qu’'un cas limite. Il est représenté, comme eux, parla
formule

S[LIu] =L+ L+..)(J+ds+..)] =[1].

Inutile d’insister sur la signification des symboles, ni
sur les cas spéciaux qui peuvent se présenter dans I'ap-
plication des théorémes II et III.

7. On peut former de la méme maniére les énoncés
de théorémes ou figurent trois, puis quatre systémes de
points ou vecteurs donnés. Je citerai seulement les der-
niers de ces séries.

Tatorkme 1V. — On donne un systéme de l, m, n
et p points Ay, Aoy ..., Ay By, By, oot Bn; Gy, Gy, ooy
Cn; Dy, Do, ..., Dy Sillon considére tous les tétraédres
qu'on peut former en prenant les quatre sommets res-
pectivement dans chacun des quatre systémes, leur
somme algebrique est égale au tétraédre [ ABCD], qui
a pour sommets les barycentres des quatre systéemes,
multiplié par le produit limnp.

Tutorkme V. — On donne trois systemes de vecteurs
L, L, .5 3, Jay ooy Ky, Ry, oo 8ilon considére
tous les téiraédres qu’on peut construire en prenan
pour les trois arétes successives du sommet, respective-
ment trots vecteurs pris dans chacun des systémes, la
somme algébrique de tous ces tétraedres est égale au
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tétraédre [1JK] formé avec les résultantes des trois
5y stémes de vecteurs donnés.

Ces théorémes sont encore représentés par la régle
de multiplication des polynomes, savoir
=[Ay By Gy D]
=] (A1+Ay+...+A)(B;+By—+...+B,)
X (Cy+Co+...-+ Cp)(Dy =~ Dy+...+ D,)]
= Imnp[ABCD],
ShJu K
= [+ Lt ) (Fy = Jyr ) (K + Ky .. )] = [K].
Je n’insiste pas sur la signification des symboles. On la
devine, et jai hate de revenir a des théorémes connus,
ce qui paraitra sans doute plus intéressant.

8. Tutorkme VI. — On considére deux systémes
de forces py, ps, ... €t gy, g, ..., appliqués & un corps
solide. Si l’on construit tous les tétraédres possibles, en
prenant pour premiére aréte une force du premier sys-
téme et pour aréte opposée une force du second, la
somme algébrigue de ces tétraédres est cONSTANTE,
quel que soit le systéme qu’on choisisse parmi ceux qui
sont équivalents au systéme des forces p, ct quel que
soit le systéme qu’on choisisse parmi ceux qui sont équi-
valents au systéme des forces q.

Ce théoréme est, comme tous les précédents, repré-
senté par la formule de multiplication des polyndmes
algébriques

Spqul=Upr1+pr+..) (g1 + qa+...)]

=[(pi+py+.-)(gi+qh+.. )l =Eprgpl

Dans cette formule, [ prqu] représente la valeur algé-
brique du téiraédre, dont la premiére aréte est py et
dont Daréte opposée est gy; (py—+ p2—+...) représente
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non pas la somme des valeurs numériques de ces forces,
mais la notion géométrique plus complexe del’ensemble
de ces forces. Le théoréme montre que, comme en Al-
gébre, on peut remplacer (p,+ p2—+...) par toute
somme égale, ce qui signifie ici par tout systéme de
Jforces équivalent au premier.

9. Le théoréme de Mobius en est un cas particulier.
On l'obtient en prenant le systéme des forces ¢ con-
fondu avec celui des forces p. Pour avoir ensuite le
théoréme de Chasles, il suflit de réduire a deux le sys-
téme des forces p. Dans le cas particulier ou le systéme
des forces cst en équilibre ou réductible a une force
unique, ou sculement a un couple (ce qui est un cas
limite d’une force unique), la constante du théoréme
de Mobius est nulle.

10. On pourra former, comme on I'a fait, avec des
systemes renfermant sculement des points ou vecteurs,
des théorémes ou figurent a la fois des sysiemes de
points ou veeteurs, ct aussi des systémes de forces ou de
couples. On peut s’élever dans une voie illimitée, en
prenant un nombre aussi grand qu'on voudra de sys-
témes.

11. D’un autre ¢oté, nous avons sculement intro-
duit des systemes de points et de forces et leurs cas
limites vecteurs et couples. On peut aussi introduire
des systemes de plans. A cet égard, chacun des théo-
rémes que nous avons signalés admet un théoreme cor-
rélatit ou les points sont remplacés par des plans et
inversement. Ce théoréme corrélatif peat, il est vrai,
coincider avec un théoréme déja érudié. Cest ainsi que
l¢ théoreme VI a, pour corrélatif, lui-méme. Mais il
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reste encore 1a une source abondante de théorémes nou-
veaux.

12. Et maintenant, cher lecteur, entreprendrez-vous
de chercher une démonstration spéciale pour chacun de
tous ces théorémes, dont 'abondance décourage méme
de fixer les énoncés? Vous estimerez plutot que, malgré
leur apparente diversité, tous ces théorémes, y compris
celui des projections, découlent d’'un méme principe.
Ce principe est celui que j’ai pris pour base dans mon
exposition de la méthode de Grassmann (*).

Le présent article a pour but de montrer deux choses,
d’abord que cette méthode a son origine dans la Sta-
tique, qu’ensuite elle résume a son tour la Statique
tout entiére en un instrument condensé et puissant,
d’un maniement souvent aussi facile que celni de I’Al-
gébre élémentaire, dont elle suit les régles. Dans ces
régles sont renfermés tous les théorémes connus de Sta-
tique ¢t une infinité d’autres; il devient inutile de les
savoir et méme de les énoncer. La connaissance du
calcul algébrique les remplace.

J’ai montré, d’autre part, le parti qu’on peut tirer de
la méthode de Grassmann pour la théorie des détermi-
nants (2). Mais, si je I'ai fait, ¢’est pour faire voir le
lien qui existe entre elles. La vérité est que la méthode
de Grassmann supprime la théorie des déterminants, en
s¢ substituant a elle.

Voila pour la Mécanique et I'Algébre. Quant a la
Géométrie, elle I'embrasse tout enti¢re dans son algo-
rithme, a la fois synthétique et analytique, qui se préte
aussi bien & la Géométrie de position qu’a la Géométric

(') Nouvelles Annales, 3° série, t. XI; 18g2.
(*) Nouvelles Annales, 3 série, t. X; mai et aoul 18g1.
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métrique. M. I, Caspary I’a démontré dans ces impor-
tants Mémoires (*), et je 'ai seculement indiqué dans
mon article trop court sur la méthode de Grassmann.
Je me propose, pour le faire voir plus complétement, de
traiter bientdt quelques exemples puisés dans les ma-
tiéres du cours de Mathématiques spéciales.

NOTE DE GEOMETRIE;
Par M. Le GENErRAL E. DEWULF.

Construire une parabole, connaissant un de ses
points A, le cercle osculateur en A, et la direction de
ses diametres.

M. d’Ocagne a donné une solution de ce probleme
(Nouvelles Annales, t. X1, 3°série, p. 327). En voici
une autre, fondée sur un théoréme qui a des consé-
quences et des applications nombreuses.

Soient un cercle (O), situé dans un plan horizontal II,
A un de ses points, S un point quelconque de la ver-
ticale qui passe par le point A. Considérons le cone
dont le sommet est S et dont la base est le cercle (O).
La projection orthogonale sur 1l de toute section plane
de ce cone est une conique tangente en A au cercle (O).
St le plan sécant passe par le point A, cette projection
(C) sur 1 est osculée en A par le cercle (O).

La conique (C) et le cercle (O) sont deux courbes
lzomologi(/‘ues; A est leur centre d’homologie; la corde

(') Voir entre autres : 1° au Tome 100 du Journal de Crelle, un
M¢moire analysé par moi au Bulletin de la Societe mathematigue
de France, t. XV; 1887; 2° Bulletin des Sc. mathem., 2* serie,
t. XI: oct. 18875 3° ibid., t. XIIT; sept. 1889.
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7
a son cercle osculateur en A

commune & la conique et
est leur axe d’homologie.
Voici Papplication au probléme énoncé plus haut.
Les plans passant par A, qui coupent le céne S(O)
suivant des paraboles, enveloppent un coéne dont le
sommet est en A et dont les génératrices sont paral-
leles a celles du cone S(O). De 1a on conclut immédia-
tement la construction suivante de la parabole :
Tracer par A une paralléle AB a la direction donnée;
mener la tangente ¢ en B; tracer AA| parallélement a ¢.

A D

/O

A

z

La corde AA, est la corde commune a la parabole et a
son cercle osculateur en A.

Pour construire la courbe homologique du cercle (O),
A érant le centre d’homologie et AA, I'axe d’homologie,
il suffit de connaitre deux points correspondants.

Pour cela, tracons : 1° la paralléle 4 AB par le milicu
A’ de AA,; 2°la tangente en A au cercle (O). Prenons
le milieu D de A’C. Le point D appartient a la parabole
et correspond au point D). Le probléme est donc résolu.

Cette construction offre cet avantage de donner en
méme temps qu’un point la tangente en ce point.

Extrait d’une lettre de M. le général Dewulf a M. Rouché.

Remarques. — 1° La droite CAy est la tangente en Ay & la
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parabole; on peut, si 'on veut, retrouver ainsi la construction
de M. d’Ocagne.
2° Il est inutile de trouver directement le point D' qui cor-
respond & D. La parabole est déterminée par le cercle (O), le
centre d’homologie A, I'axe d’homologie AA; et le point B qui
correspond au point a l'infini situé sur AB.

SUR LA GEOMETRIE NON EUCLIDIENNE;
Par M. GERARD.

On sait (voirle Traité de Géométrie de MM. Rouché
¢t de Combcerousse, Note 2 de la 6 édition) que la
somme des angles d’un triangle rectiligne est ou bien
égale a deux angles droits pour tous les triangles,
ou bien moindre que deux angles droits pour tous les
triangles. Nous prendrons pour point de départ la se-
conde hypothése; par conséquent, la somme des angles
d'un polygone de n cotés sera supposée moindre que
2n — 4 angles droits.

Levve . — Etant données deux demi-droites AX,
ax (fig. 1) faisant avec Aa, la premiére, un angle

Fig. 1.

c x>

S

droit ou obtus, la deuxiéme, un angle droit; si I'on
prend sur AX, @ partir du point A, un segment va-
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riable AB, que l'on projette en ab sur ax, les trois
quantites
AB Bb—Aa

Bo, 25’ AB

augmentcnt en méme Lemps que AB

En effet, soit AC > AB, et abaissons Cc perpendicu-
laire sur ax.

1° Cc>Bb. — Car élevons au milieu f de bc une
perpendiculaire qui rencontre BC en un point F, et
plions le quadrilatére BF fb autour de I/, le poiut B
vient coincider avec un point G de Cc; il faut prouver
que le point G est situé entre C et ¢, ou que 'angle fFG
est moindre que fFC. Or fI'G = fI'A, et, dans le
quadrilatére AF fa, qui a deux angles droits a, f et un
angle A droit ou obtus, il faut bien que 'angle F soit
aign, puisque la somme des angles d’un quadrilatére
est supposée moindre que quatre angles droits. Ainsi
I'angle fFA, érant aigu, est moindre que son supplément

fI°C. C. Q. F.D.
AC AB
2° o > En cffet, supposons, par exemple,
be o
ab = 3’
et soit

ad = de = ¢b = bf = fe;

parles points d, e, f, menons des perpendiculaires 2 ax,
qui rencontrent AX en D, E, I'. Tout revient a démon-
trer que les segments AD, DE, ... vont en croissant
a mesure qu'on s’éloigne du point Aj par exemple,
I'C > FB.

Or, dans le quadrilatére BCcb, qui a déja deux an-
gles droits, 'angle C doit ¢ire moindre que le supplé-
ment de 'angle 6BG, ¢’est-a-dire moindre que 6BA ou
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FGC. Par conséquent

FC > FG = FB.
Ainsi
Ba be d’ou éE ac C. F D
A_B>577’ ou AB>ab. . F. Q. D.
Cec—Aa Bb —Aa
30 e & — En effet, supposons, par
exemple,
BC 2,
AB ™ 3’
et soit
AD:DE:EB:BF:FC;
menons Dd, Ee, ... perpendiculaires sur ax. Tout

revient a démontrer que la différence entre deux per-
pendiculaires consécutives va en croissant, & mesure
qu’on s’éloigne du point A ; par exemple, que

Ff—Bb< Cc—Ff.

Or, comme BI = I'C, si I'on abaisse BM et CN perpen-
diculaires sur F f, les wriangles BEM, CI'N sont égaux ;
donc
FM=FN ou Ff—Mf=Nf—Fs,
comme
Mf<Bb et Nf<Ce (1),
on en déduit
Ff—Bb < Ce—F/.

Ainsi
Ce—Bb _ BC Yot Cc—Aa AC )
Bi—Aa~ A8’ “°"  Bs—aa A “O""

On traiterait sans peine le cas oa BG et AB n’ont pas
de commune mesure.

Cas particulier. — Les conclusions précédentes sub-
sistent quand les points A et a se confondent. Donc, si
I'on prend sur l'un des cotés d’un angle, a partir du

)
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sommet, un segment variable AB (fig. 2), que 'on pro-

. s Ayt AB Béb ,.
jette en Ab sur Tautre coté, les rapports 23’ AB di-

Fig. 2.

minuent en méme temps que AB. De méme, en proje-
tant Ie point B en &' sur la perpendiculaire & Ax au

. . Ad' ;
point A, on voit que le rapport AB augmente a mesure
que AB diminue. Donc, si 'on fait tendre AB vers zéro,

b . . . . ,
BA® qul va c¢n décroissant et qui reste supe-
¢

r

. . AD ..
ricur au rapport croissant -y tend vers une limite
Fs

le rapport

differente de zéro.

Lemye II. — Revenons a la fig. 1, et abaissons Ab'
. . .. Ab . .
perpendiculaire sur Bb, je dis que —. diminue lorsque

ab augmente, le point A restant fixe, c’est-a-dire que,
en abaissant Ac' perpendiculaire sur Ce, on a
Ac AV

ac ab

En cffet, supposons toujours

be 2
— == et ad =de = ¢b = bf = fe,

ab 3 f = /e,

puis abaissons Ad’, A¢/, ... perpendiculaires sur Dd,
Ee, ...; tout revient 4 démontrer que la différence entre
deux perpendiculaires va en diminuant, 4 mesure qu’on
s’¢loigne du point A, par exemple,

Ab—Ae'<<Ae'— Ad'.
Ann.de Mathémat., 3¢série, t. XIL. (Février 1893.) 6
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Or, en appelant m ct 1 les points de rencontre de A e
avec Dd et Bb, il est clair que me'= né', et par consé-
(quent

!

Ab—Ae<en=¢em<Ae—Ad. C.Q. F.D.
Ceci posé, supposons que les droites AX et ax
(fig. 1) soient toutes denx perpendiculaires a Aa, et
. . AB .
faisons tendre AB vers zéro, le rapport — > qui va con-
ab

stamment en décroissant, tend vers une limite & la-
quelle il reste constamment supérieur; soit f(aA)
cette limite qui ne dépend que de aA.

Ad \
D’autre part, le rapport —7 dugmente i mesure que

. . pos . AB
ab diminue, tout en restant inférieur a 7’ done

Ab
< S(aA).

Jen conclus d’abord f(aA)>1; ensuite, de méme
o . A

que, dans le quadrilatére trirectangle Ad'ba, — est
ab

moindre que f(aA), de méme, dans le quadrilatére

. B . .
trirectangle ABba, 1:—[) est moindre que f(6B). Ainsi

. AB
(1) f([\a)<—(—7$<f(bli).

Reste a déterminer la forme de la fonction f. Pour
cela, je vais montrer qu’elle satisfait & 'équation fonc-

tionnelle
(2) Sy fle = yi=af(z) f(r

quelles que soient les deux longueurs x et y-.
Sur 'un des cotés d'un angle droit uAv ( fig.3),
prenons trois longueurs

' AB=x2—y, AC=a, AD =2 + y;
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sur la perpendiculaire a AD au point D, prenons un
point arbitraire d, abaissons da perpendiculaire sur Au,

Fig. 3.

et soient &, ¢ les points de rencontre de ad avec les per-
pendiculaires & AD aux points B et C; enfin abaissons
bm et dn perpendiculaires sur Cc.

1 Comme BC = CD, le lemme I nous apprend que
be est moindre que ed, par conséquent, mc moindre
que cn; done

Or

2Cec < Cm+ Cn.
Dd Bb
Tn > am S0

donc
Dd+Bb>2Cc f(y),

d’out, en divisant par Aa et faisant tendre Dd vers
zéro,

S(e+y)+ fle—y)22f(2) f(¥)

o cd .
2° Posons ,~ =u, le lemme Inous apprend aussi que

rn .
e Cst moindre que p, done
Cn—+ pCm

o> 1+ @

Or prenons sur le prolongement de ad un point quel-
conque e, que nous projetons en E sur AD; prenons,
sur le prolongement de AE, une longueur EH ==y ;
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enfin projetons le point e en & sur la perpcndiculaire a
AH au point H; nous aurons

Bb _Dd _ Ee
Cm < Cn <T&’
d’ou
Dd+pB[1<(l+y.)Cc-—-
ou
Dd B Ce Ee
e THAg <U+®RL R

d’ou, en faisant tendre Ee vers zéro, le point E restant
fixe, et, en remarquant (ue . tend vers 1, car

cd CD + Cc+ Dd Ee
b <~ b <t+2rpe

1<
on trouve
S(@+y)+fle—y)22/(2) [(y)
Donc enfin
fle+y)+ fe—y)=2f(x)f(y) ¢ Q F. .
Ceci posé, soit a une ligne quelconque, comme
f(a)>1, on peut trouver un nombre positif «, tel
que
fla) = i(e"-—;— e~%) = cha;
ensuite, en calculant successivement f(2a), f(3a), ...

par la formule (2), on trouve

f(na)=chna;
d’ou I'on déduit

1 2 m m
f<;a>=dl_r_z’ f(Tl—a>-ch-ﬁz

et, en général, .
. x
Slzx)= ch((—Z 'z>,
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quelle que soit la longueur x. Si donc on désigne par &

la longueur :-‘a, que Bolyai appelle I'unité naturelle

de longueur, on aura
. x
(3) S(z)= Ch; .

Cherchons maintenant la relation qui existe entre les
trois cotés d’un triangle ABC rectangle en A ( fig. 4).
D’un point B’ pris sur le prolongement de I'hypoténuse,
abaissons B' A’ perpendiculaire sur AG; faisons glisser le

Fig. 4.

triangle A’B'C le long de AC jusqu’en AB,C,, puis le
long de BC jusqu’en A,BC,. Puis, par le milieu E de
CC,, menons a BC une perpendiculaire EF, qui sera
aussi perpendiculaire 4 B,C, en un point G tel que
EF = EG. De méme, la perpendiculaire HI a la droite
AC, menée par le milieu de CC,, est aussi perpendicu-
laire 4 A;C, en un point J, tel que HI= HJ. Enfin
menons B, D, perpendiculaire 4 BC et B'D perpendicu-
laire sur AB; nous avons vu que, si 'on fait tendre BB’
vers z€ro, on a
B'D . Eq_l_), A

lim —— =lim

BB’ BB, ’
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N IH EF
de méme, i @ ic tendent vers la méme limite; donc
po WL FG
Mg, T Moy

d’ou, en divisant membre & membre et en remarquant
que CC, == BB et CC, == AA’,
B'D.. BB,

. B,D
4 —_— = .
(1) lim A‘A,llm NiE lim FG

Or, en appliquant les formules (1) et (3) au quadrila-
tere trirectangle AA'B'D, on a
AD B'D h A’ B'
h T < xn <ch

’

. . . B'D
don(‘, si 'on fait tendre BB vers zéro, A tend vers

ch? —k ; de méme enconsldexant]equadnlatere I'GB,D,,
on voit quc B Dy tend vers (‘11
¢ §G 3
BB
Reste —]—Jl; comme AB,=A,B, en appelant M le

point de rencontre de A, B avec AC, on voit que

BB, > A.M, donc

BBy MM JA
A T
d’autre part, en prenant sur le pl'olongementdc BA une
longueur AN = BB, et en abaissant NP perpendicu-
laire sur 1J, on a aussi
BB, AN PN

T = <

mais, comme BN = BA :_,., le point N tombe dans I'angle
BC,A; ctle point P, entre T et J; done IP << 1J, et 'on
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a, a fortiori,

l—grljl<ch¥<chpl+l2+AN-

Les relations précédentes montrent que BT?—l tend

AC ), .
vers ch et alors I’équation (4) donne

5 LAB L AG _ | BC
(5) ch —= ch == = ch —. C. Q. F. D.
Considérons maintenant un triangle quelconque ABC

(fig. 5); supposons 'angle A aigu et menonsla hau-

c AN
RN
. : 3
D B

A

teur CD. En appliquant la formule (3) aux triangles
rectangles BCD, ACD, on a

en BC oy O, AB—AD
o L IS

LAC_ CD _AD.

ch == = ch —=ch ==

d’o11, en se servant des notations et des formules

1 . shz

shx = - (e* — e—%), thr = —,
2 cha
ch(z = y) = chachy = shxshy,

on déduit

t AD
h BG _ di —A—E 21 AU——\‘IIA—]—; sh i(.:‘ ———~)7
ch —= = ch == ch == —sh — T i

th -
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De méme, en abaissant la hauteur BE, on a

th AE
chBE_ n AB B AC ARG AC £
R S %R TTAB?
th —
A
donc
AD AE
th == ~ th==
AG AB’
th 7 hﬁ/\-'

c'est-a-dire que la valeur commune de ces deux rap-
ports ne dépend pas des longueurs AB ou AC, mais scu-
lement de Pangle A @ ¢’est cette valeur qu’on appelle le
cosinus de 'angle A, de sorte que

BC AB AC AB | AC

ch = ch T ch i sh TSh »»F cosA.

En supposant I'angle A obtus, on arriverait a la
méme formule, 4 condition de définir le cosinus d’un
angle obtus comme égal au cosinus du supplément de
cet angle précédé du signe —.

Ainsi les cotés a, b, ¢ ct les angles A, B, C d'un
triangle sont liés par les relations

a b ¢ b ¢

(hk = ch 7 ch-lé-—shz_sh»kcosA,
b c ,a c . a

ch P = ch % ch-/:. — Shf: shzcosB,
c a b a , b .

chz ~cl)7{chz—sll A sh}cosb.
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CONSTRUCTION DU CENTRE DE COURBURE
DE CERTAINES COURBES;

Par M. R. GODEFROY,

Ancien éléve de I'Ecole Polytechnique.

Considérons une courbe quelconque rapportée a un
systémes d’axes rectangulaires xOy. En un point
A(x, y) de la courbe, le centre de courbure est C; la
normale AC rencontre Ox au point B(X,0) sous
'angle «; les perpendiculaires en Bet CaOx et a AC
se¢ coupent au point M.

On a
BM _ d(B)
CA — dA)’
mais
BM = =P,
SN
d(B)=dX,
dr
AN = sina’

ces valeurs, portées dans la formule ci-dessus, la trans-
forment en celle-ci
CB  dX .

= sin2z,

CA dx

dont nous allons faire usage.

Les courbes que nous avons en vue sont celles dont
les distances r, 7' d'un quelconque de leurs points & un
point fixe O et & une droite fixe PQ sont liées par la

Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. X. (Mars 1893.) 7
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relation
rm
——~ = const..
7 n

m et n étant quelconques.

Prenons respectivement pour axes de coordonnées
Ox et Oy la perpendiculaire et la paralléle 4 PQ, me-
nées par le point O.

Conservons d’ailleurs les notations du lemme.

On aura

r= \/:ZT{—T}—/—Z .

r=z-+a,

et I'équation de la courbe pourra toujours se mettre
sous la forme
22+ y?— K(x + a)P=o.

On a ici
X — pKy(x+ay-t  pK(x-a)-t,
- 2y - > H
la formule
CB _dxX .
A = 2y Sinta

deviendra
CB _ p(p—1), . o g
TR = ——2——1((.Ir—f—a.}l sin2x;

mais, de I’équation de la courbe, on tire

. ) N x‘l+}/2 .

K(x +a)pr2= T ay
or ’

X2 yr g2

done

CB_ p(p—1) r?

CA — 2 r'2

sin2g

Soit { la longueur du segment de la tangente com-
pris entre son point de contact A et son point de ren-
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contre T avec PQ, on a

par suite
CB _ p(p—n) r*
AT 2 {2

e
»

2

Cette relation conduit a la construction suivante :

Prendre sur AO le segment AD = \/—p(l;——_l)r;

joindre TD, mener du point A la droite AE perpendi-
culaire a TD jusqu’en E, ou elle rencontre la droite BE

P

¥ /:/// \\

T

Q

paralléle a AF. Cette derniére est symétrique de AE par
rapport a la bissectrice de I’angle OAT. La perpendicu-
laire -:AO menée du point E rencontre la normale AB
au centre de courbure C.

En effet, les triangles CBE, CEA sont tous deux sem-
blables au triangle ADT.

Il en résulte les proporticns

CB _CE _AD.
CE ~ CA ~ AT’
d’on
CB AD?
CA =~ AT’
c’est-a-dire
CB _ p(p—1)r?

CA 2 (2
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Cette construction est la généralisation d’une con-

struction bien connue du centre de courbure des sec-
tions coniques.

LE RESTE DE LA SERIE DE TAYLOR;
Par M. E. AMIGUES.

1. M. Darboux a démontré depuis longtemps que le
reste de la série de Taylor, dans le cas d’une fonction
de variable imaginaire, est susceptible de prendre une
forme tout 4 fait analogue & celle qu’on obtient dans les
Cours élémentaires d’Analyse, pour le cas particulier
d’une fonction de variable réelle (Journal de M. Resal,
1876). Nous pensons qu'il y a quelque intérét a dé-
duire le résultat de M. Darboux de Pintégrale curvi-
ligne qui sert de reste dans la méthode de développe-
ment de Cauchy. C’est ce que nous nous proposons de
faire dans cette Note.

Nous commencerons par généraliser une formule
donnée par M. Darboux dans le Mémoire déja cité.

Soit L un contour quelconque décrit par la variable z
et une intégrale prise le long de ce contour

1= [f() (=) d.
L
Le module de l'intégrale est au plus égal a la somme
des modules de ses éléments. On a donc, en désignant

par 6 un nombre compris entre o et 1,

modl =10 [mmlf(z) modo(z) moddz,
<L
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u. étant une valeur convenable comprise entre la plus
grande et la plus petite valeur de mod f(z); on a

modI =(')p./.m0dzp(z) mod dz.
YL

Mais, quand la variable z décrit 'arc L, il y a au
moins un point § de cet arc pour lequel

mod f(£) = .

La formule peut donc s’écrire

mod I = b mod f(§) [modcg(z) moddz.
L

Soit
S(&) = ew!mod f(£).

On a alors

mod I = Oe—mif(g)j‘modq(z) mod dz,
L

d’ou I'on conclut
I = fela—wl f(E)fmod ¢(z)moddsz,
L

ou bien, en posant
A = 0 elawli,

(A) [=)f(%) [modgn(z)moddz,
JL
). étant un facteur dont le module est moindre que 1.
Supposons le cas d’une variable réelle, c’est-a-dire

imaginons que la ligne L soit un segment de I’axe des x
compris entre a et b (a << b). Alors ona

mod dz = dx.

Supposons, cn outre, que la fonction ¢ () soit unc
fonction réelle, qui demeure positive entre a et b, de
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facon que 'on ait également
modg(5) =o(x).

La formule (A) devient, dans ce cas,

b
(B) I=)\f(§)f 9(z)dx,

et £ est I’abscisse d’un point du segment de axe des x.
La formule (B) est la formule de M. Darboux.

2. f(z) étant une fonction monodrome avec dérivée
finie, dans une courbe fermée C contenant un cercle de
rayon R ct de centre a, on sait que 'on a pour tout
point

r=a-+1
situé dans ce cercle

tn—1t

f(a+t)=f(a)—+~§f’(a)—‘r—...+ St (a)+R,

1.2...(n—1)
la valeur de R étant donnée par la formule

1 tn f(3)ds

ol Jo G—a)y(s—a—t)

Pintégrale étant prise dans le sens direct et le long de
la courbe qui contient le cercle. On pent écrire

(C) R=_1 <’.' .““\>" f(a)ds,
C

2L s —a s—2

/

M. Hermite, partant de cette expression, en déduit,
pour le cas: des variables réelles, la forme du reste con-
nue sousle nom de forme de Lagrange. Nous imiterons
d’abord le calcul de M. Hermite (Cours d’Analyse,
4° édition, p. 72). Puis nous appliquerons notre for-
mule (A).

La formule (C) persiste quand on déplace le centre a
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du cercle sans changer x, pourvu que le eercle ne cesse
as de contenir x ni d’étre contenu tout entier dans la
courbe C. On peut donc différentier les deux membres
de la formule (C), en regardant a comme variable et R
comme fonction de a. On a ainsi

dR _ —n(zx—a)! f(z)dz

fub ) .
da 27 ¢ (83— a)n+!

c¢’est-a-dire, par une formule connue,

dR _ —(r — a)’l—lf"((l:).

da 1.2...(n—1)

En d’autres termes, en posant

G(u):l_ | (.Z‘—u‘)n f(z)dz’

awl 3—u Z—x

on a
AG(u) _ —(z—u)*! fr(u)
du t2...(n—1) )

On peut alors intégrer les deux membres, en faisant
décrire a la variable u uneligne quelconque située dans
la courbe C. Nous prendrons pour ligne d’intégration la
droite ax

_ — n—1 fn du
G(x)——G(a)=f <‘”[_2f‘.)_(n£f)“’ “
mais on a v
G(x)=o, G(a)=R.
Donc
_ (z —u)r—t fr(u)du
(D) R_Lx 1.2...(n—1)

On peut écrire ceci

1o, (n—1)R= /‘ (x —u)ynr fr(u)(x — up-1du.

“Yax

Désignant par £ un point convenable du segment de
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droite ax et appliquant la formule (A), on obtient

1.2...(n—1)R=x(r—* )'l—l’fﬂ(g)f mod (z — u)?—tmoddu.

Orona
(2 —§)r = (xg)n—r el
et le produit Aefl est, comme X, un facteur de module
inférieur a 1, que nous représenterons par X. La for-
mule devient alors
2. (n=1)R =N (zE)r—rfnr(t) [ mod (z—u)P—! mod du.
“ax

Le point u décrivant ax, soit « la distance variable

Xu, ona
mod(zx — ) = «, moddu = da.

D’autre part, en désignant par p lc module de (x — a),
c¢’est-a-dire la longucur ax, et par § un nombre compris
entre o et 1, on a aussi

®E=p(1—0).
La formule devient alors
1.2.3...(n—1)R=Npn—pr(1— O)n—pfu(g)fpap—-x da,
ou bien enfin '

an

R=) v ('—0)
1.2...(n—1) P

2 pah.

Cest la formule de M. Darboux. On voit qu’elle ne
différe que par le facteur %' de la formule relative au cas
de la variable réelle.

On trouve d’autres formules, soit en suivant le che-
min rectiligne ax, soit en suivant d’autres chemins. Mais
elles ne m’ont pas paru intéressantes.
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PROPRIETE D'UNE CLASSE DE COURBES;
Par M. WEILL.

Tutorkme. — St L’on coupe la courbe qui a pour
équation y™ = xP par une droite quelconque, et sil’on
méne les tangentes & la courbe aux points d’intersec-
tion, elles forment un poly gone dont tous les sommets
sont sur une courbe qui a pour équation y™=Fkx?,
en particulier, si la droite est tangentec & la courbe,
onak=1.

Un point de la courbe a pour coordonnées
x = bm, y="0pr

L’équation qui donne les valeurs de § relatives aux
points de rencontre d’une droite x =Ay + B et de la

courbe est
6m = A6pr 4 B.

La tangente au point § a pour équation
(p—m)0m—pr + myshm-r =o.

Considérons deux points de rencontre 6, ¥, et posons
ir =7, 87 =P, nous aurons

0m = Afbr + B,
6'm=A0'P4+ B.
d’ou
(88")mp = [(A8r + B)(Aa'r+ B)}r
ou
(ry (W) =[(AX+B)(A0 + B)]r.

D’autre part, les tangentes aux deux points ont pour
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équations
(p—m)bm —pzx + myOm-pr = o,
(p—m)0'm— px+ myb'm—pr =o;
remplagonsdans ces équations 87 par ) et 9™ par AX + B,
nous aurons

Al+B

(p—m)(AX+B)—pz < my —— =o°

ou
(2) AN(p—m)=A[B(p—m)—pxr+Amy]+Bmy =o;

dans cette équation, x, y sont les coordonnées du point
de rencontre des deux tangentes, et cette équation admet
pour racines h et X3 donc

sy Bmy

= =
h N — B(p—m)—pxr+Amy
T A(m—p) ’

transportons ces valeurs dans 1'équation (1), nous
voyons que les coordonnées (&, y) vérifient I'équation

Bmy ]'"_ A2Bmy _ B(p—m)—pxr+ Amy AB — B2 »
[A(p—m) T lA(p—m) A(p —m) - ]

ou
P — m—p Am—p
oo PLP —m)" P AR
mmBm

ym=

Il est facile de vérifier que le coefficient de x? est 1
si la droite est tangente i la courbe donnée.

Remarques. — 1° En transformant la courbe en elle-
méme par polaires réciproques, on a I’énoncé suivant :
Si d’un point du plan on mene 4 la courbe des tan-
gentes, les droites qui joignent deux a deux les points

de contact sont tangentcs a une courbe de méme es-
péce.
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2° En transformant homographiquement, on a la

courbe
AMm — Bp ym=p,

2, B,y désignant trois fonctions linéaires ; en appliquant
ensuite la transformation du deuxi¢me ordre définie
par les formules

xr=y'3, y=a's, =2y,

qui transforme la courbe en elle-méme, on a un énoncé
ou les droites sont remplacées par des coniques passant
par les trois points fondamentaux.

3¢ L’équation y™ = xP peut s’écrirey = x*, k étant
quelconque, entier ou fractionnaire; mais le théoréme
est encore vrai si 'on suppose k incommensurable : la
courbe est alors transcendante, et le nombre des som-
mets du polygone demeure infini.

4° Lorsque la droite x = Ay + B se déplace en res-
tant tangente i la courbe

v [REE=N N

si, aux pointsou elle coupe la courbe y” = xP, on méne
les 1angentes, le licu des sommets du polygone formé
par ces tangentes est la courbe

ym o= ) oap.

5 Si, anx points ou une droite x = Ay + B coupe la
courbe y™ = xP, on méne les normales, les sommets du
polygone formé par ces normales sont sur la courbe

(B—a)n =AAy+B)r.



GONCOURS D'ADMISSION A L'ECOLE CENTRALE EN 1892
(DEUXIEME SESSION).

Géométrie analytique.

On donne deux axes rectangulaires et un point A dont les
coordonnées sont p et g. Par ce point on fait passer deux
cercles, dont 'un a pour centre 'origine et autre un point C
de 'axe des # dont I'abscisse est a.

Par le point A on méne deux sécantes DAE, FAG ayant une

longueur commune donnée 27 (les points D et F sont sur I'une
des circonférences, et les points E et G sont sur l'autre).

1° Former I'équation générale des coniques A passant par
les points d’intersection des deux sécantes DAE, FAG avec
I'axe des y et la paralléle a cet axe menée par le point G;

2° Si P'on assujettit une des coniques A & passer par un
point P du plan, reconnaitre le genre de cette conique d’aprés
la position du point P;

3° Déterminer le lieu du centre des coniques A.

4° En faisant varier /, trouver le lieu du point de rencontre
des carvdes DF, EG.
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Calcul trigonométrique.

Calculer les cotés d’un triangle et la surface de ce triangle,
connaissant le rayon r du cercle inscrit et deux angles A, B.
r =347",5432,
A =102°23' 43", 7,

B = 42°37'24",5.

Physique.

I. Deux vases, A et B, d’'une profondeur de 6™, sont réunis
par un tube MNP de grande longueur rempli de mercure; les
ouvertures M et N sont dans un méme plan horizontal. On verse
dans le vase A de I’eau, jusqu’a ce qu'il en soit complétement

rempli: I'eau refoule le mercure du tube en M’ d’un cité, en
N’ de I'autre.
On demande d’évaluer la distance & des niveaux M’, N, sa-

chant que le rapport % des sections du tube MNP ct du vase B

est égal a ;1 et que la densité du mercure est 13,59.

II. Un rayon de lumiére jaune tombe, sous une incidence £,
de l'air sur la surface plane de séparation de I'air et d’'un mi-
lieu M dont I'indice de réfraction relatif a I'air est m.

On demande d’expliquer la construction d’Huygens permet-
tant de trouver la position du rayon réfracté.
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Chimie.
I. De I'eau oxygénée.
II. Etablir, a Paide de 'eudiométre 4 mercure, la composi-
tion du gaz des marais.

Epure.

On donne une sphére pleine, on la coupe par un cylindre,
on enléve de la sphére la partie qui est dans l'intérieur du cy-
lindre, on demande de représenter par ses projections la
sphére solide dans laquelle on a pratiqué ainsi une entaille cy-
lindrique.

D e i Tt e TTs SRS GH

a o &

Le centre de la sphére est projeté en O, O'; les points o
et o' sont a o™, 102 de la ligne de terre et la droite OO’est au
miliecu de la feuille; le rayon de la sphére a o™,092 de lon-
gueur.

La surface cylindrique de l'entaille est engendrée par la
droite (ab, a'b') qui tourne autour de I'axe (ed, ¢'d'). On a

Oa = o™, 0061, 0b = 0d = o™, 031.



(99 )

On indiquera a l'encre rouge les constructions employées
pour déterminer :

1° Un point quelconque de I'intersection et la tangente en
ce point;

2° Les points situés sur.les contours apparents de la sphére
et du cylindre;

3° Le point le plus haut en projection verticale;

4° Le point le plus a droite en projection verticale.

Titre extérieur : Intersection de surfaces.
Titre intérieur : Sphére entaillée par un cylindre.

Les titres, en lettres dessinées, sont de rigueur.
Le cadre a o™,45 sur o™,27. La ligne de terre est paralléle
aux petits cotés du cadre et a o™, 205 du petit coté inférieur,

SOLUTION, PAR LA GEOMETRIE VECTORIELLE, DU PROBLEME
DE MATHEMATIQUES SPECIALES DONNE AU CONCOURS
D'AGREGATION DES SCIENCES MATHEMATIQUES EN 1892;

Par M. E. GENTY (1).

Soient
Spep =1
I'équation de lellipsoide E, le centre O de cet ellip-
soide étant pris pour origine; o le vecteur du sommet S
du cone Q;
S(p—s)¥(p—0)=0

I'équation de ce cone; «, B et v les vecteurs de trois
diamétres conjugués de I'ellipsoide E.

Le plan diamétral conjugué, dans le cone, du vecteur «
a pour équation

S(p—2a)ya=o,

ct, si ka est le vecteur du point A, on déterminera k par

(') Voir, pour 'énoncé, Nouvelles Annales, page 314, année 1892.
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Péguation
S(thka—s)da=o,
d’ou
r = Scd‘/a.
Sada-

Les points A, B et C ont donc respectivement pour

veeteurs
Soda Sadf Saby .
Sabx® SER’ N sy

en sorte que le plan ABC aura pour équation

. S S S+ ,
(1) Sp(Sﬁ:VM—;— SE&;’VW—A— Sﬁ:z\aﬁ) = Safy.

Mais, 2, 3 el y étant trois diamétres conjugués de I'el-

lipsoide E, on a
VBy = koa

ou, en projetant avec 2,

AN
S a8y = A

L

On aura donc
V= o2 Suy.
\’Yu = L?;S SIBY
Vap = ¢y Saly.

D'aprés cela, I'équation (1) du plan P pourra se
mettre sous la forme

Sajr  SBUB ,  Syly, ) _
H(Sc¢x?xﬁ—bc{§73~57¢-{ {>_I
ou
S0 [ S2VE  SBY3 Sy )\ _
(2) Soo —S?y—aaﬁ—mﬁ—*— Saby (>_1.

Je dis maintenant que la somme

Sabx + SBUE + Sydy
est constante.
En effet, 2, 3 et + étant trois diameétres conjugués de
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I'ellipsoide, si T'on pose

1
'."37::(,,
1

20

7P T PL
1

e — A
RSN TE

dou

1
Gy 20
DAt SR

v 2w
I)-—LA( {17

%1y i, ¥y seront trois orienteurs rectangulaires, et 'on
aura

1
a=+3S81e 24 28-+-Syi0

;

m, étant une constante (*).
Ceci établi, on voit immédiatement que le plan re-

présenté par I’équation (2) passe par le point fixe 1

avant pour vecteur

my

Si le cone Q se déplace en restant égal et paralléle au
cone fixe K ayant pour équation

Sey

= 0.

o

la droite F'S ne dépend que du vecteur 3, ¢’est-a-dire de
trois paramétres arbitraires, et, par suite, clle déerit
un complexe dont il est facile de trouver I'éguation.

Si, en effet, v et Vou sont les coordonnées de cetle

1
25 == 0 est ¢quilatére.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, L. XII. (Mars 18g3.) 3
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droite ('), on aura
(nlg—- ?"IL'{)O' =,
d'our
7= (my—o-1d)-1y;
on a d’ailleurs
Save=o0
et, par suite,

(3) Sav(me— ¢~1¢)"lu = o,

équation d’un complexe du second ordre.
Soient OL, OM et ON les vecteurs racines de 'équa -
tion vectoriclle

(£) (mg— g-td)=1y = Sy,

on peut énoncer immédiatement les propriétés suivantes
du complexe représenté par I'équation (3).

Toute droite passant par origine, ou parall¢le a
I'unc des aréies du triedre OLMN, fait partie du com-
plexc.

Toute droite située dans 'une des faces de ce triédre,
ou dans le plan de linfini, fait aussi partie du com-
plexe.

La surface singuliére du complexe se compose donc
des trois faces de ce triedre et du plan de I'infini.

L’équation (4) donne d’ailleurs

v = S(my— o)y

oun
o = S(Mmyo — )
ou
myS —1
',!/J = —S——t")'.),

et I'on voit que les vecteurs OL, OM et ON ne sont

(') v est paralléle & la dirvection de la droite, ct a le vecteur de
I'un queclconque de ses points {(voir Memoire sur les complexes du
second ordre (Gexty. Journal de Resal. p. 299: 1832)].
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autres que les diamétres conjugués communs de I'ellip-
soide E et du cone K.

Nous obtiendrons Véquation du cone du complexe -
ayant le poiut de vecteur w pour sommet, rapporté a
ce point pris pour origine, en remplacant dans I’équa-
tion (3) v par o et o par o, ce qui doune

Swp(me—o=1d)~1o =0
on
Swp(mee —Y)~loo = o

ou encore
Seo(myo —d)w(mee —d)o=o

‘
ou enfin
Sopbo(mee — ¢)w = o,

¢équation d’un cone du second ordre, qui, ainsi que cela
doit ¢tre, passe par le centre de I'cllipsoide E et con-
tient les paralléles menées par son sommet aux diamétres
conjugués communs de cet ellipsoide et du cone K.

Cherchons maintenant la courbe G, enveloppe des
droites du complexe situées dans un plan H, ayant pour
équation

Svp =p,

ou v esL orienteur.

Si nous remplacons v par Vpv et Vau par p dans
Iéquation (3), il vient

(%) So(my—o~1d)-1Vpy = o.

C'est I'équation d’un cone quadrique R, réciproque du
cone C ayant son sommel a l'origine et pour base la
courbe G.

Cette courbe G est évidemment une parabole, puisque,
d’aprés ce que nous avons vu ci-dessus, I'une de ses
langentes est située tout enticre a Pintini. On le re.
connait d’ailleurs directement, en remarquant que le
cone R contient la perpendiculaire v abaissée de son
sommet sur le plan H.
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Soient « le vecteur du foyer de cette parabole, A et
deux orienteurs rectangulaires situés dans son plan; le
plan mené par le vecteur « et I'un des points isotropes
du plan H doit étre tangent au cone C; ou, ce qui est la
méme chose, la normale & ce plan, qui a pour vecteur

Va(k -+ i),
doit étre située sur le cone R.
Or I’équation (5) de ce cone peut s’écrire

Sov(myg— dp—1)y~1s =
ou

(6) Sgvdo =o,

en posant
(my— Yo=1)~1= b,
et si I'on remplace dans l’équation (6) p par

Va(h +ip),
on aura
SA+ i) (PVah +iPVap) =0
ou, en développant ct égalant séparément & zéro la partie
imaginaire du premier membre de I'équation,

SAdVak — SpdVap = o,
SudVak + ShdVau = o.
ou enfin, en remplagant 2 par o, et désignant selon

I'’habitude par @' la fonction conjuguée de @,

(7) (SpOVA® L~ Vpd'p) = o,
’ | S5(VAd uot Viud'd) = o,

En joignant a ces deux équations la relation

. AN
(8) Ve =ps

on aura trois équations du premier degré pour déter-
miner g.
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Les équations (7) étant indépendantes de p, la droite
qu’elles représentent est le lieu des foyers des courbes
du complexe situées dans les plans paralléles au plan (8).

De ces deux équations on tire

0= AV(VE® k4 VA® 1) (VADh — V')
= k(@' ASApP'A — uSpd'Ad'n
—ASAP'AP' u + D' uShpd'p),

ou, en désignant par m l'invariant bien connu de la
fonction @,
o =k[PASAD®Y 4+ P uSpdy — m(ASAP=1y 4 uSpd-ty)]

= [P (Py—vSv®y) — m(P—ty —vSvPd-1y)]

= (D' VYViDyv.v —mVVyd-1y.v).

Silon porte cette valeur de ¢ dans I’équation (8), il

vient
p=hkT2Vvdy,

d’ou
e P
T2Vydy’

on a donc, pour le vecteur du foyer,

_ mVyVyd—1y — @' VyVydy
pEP T2V dy ’

_ Cherchons maintenant le lieu des foyers lorsque le
plan H se déplace en restant paralléle 4 une droite
donnée.

On peut supposer que h est I'orienteur de cette droite,
et on obtiendra le lieu cherché en éliminant p entre
les équations (7) et les deux équations suivantes :

(9) S)qx:(),
(10) Tz"J. =T.

De la seconde des équations (7) et des équations (g)
et (10), on tire
Vi(dVoh—Vid'))
T TVI(®Vor — Vo' X))

-
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Portant cette valeur de w dans la premiére des équa-
tions (7), il vient

S ATIVA(P Vo) — Vad'))
= SaVA(PVeh — Vs L)'V (®Voh — Vpd'h),

équation d’un cone du troisieéme ordre.

THEOREMES SUR LES CONIQUES.
(APPLICATIONS DE LA METHODE DES POLAIRES RECIPROQUES);
Par M. R. GODEFROY,

Ancien éleéve de 'Ecole Polytechnique.

11 st question, dans ce qui suit, de diverses applica-
tions de la méthode des polaires réciproques. Nous élu-
dicrons la transformation d’une conique quelconque en
prenant un cercle pour conique auxiliaire et supposant
le centre du cercle d’abord en dehors du périmétre de
la conique puis sur la courbe. Les résultats obtenus
conduiront a d’¢légants théorémes sur les sections co-
niques.

I. Soient V une conique quelconque, et V' sa polaire
réciproque, le centre O du cercle auxiliaire n’étant pas
sur la conique V. Nous nous proposons de chercher la
solution du probléme suivant :

Déterminer les points du plan de la conique V aux-
quels correspondent les axes de la conique V.

Aux cextrémités Ay B’ d’'un diameétre de V' corres-
pondent deux tangentes @, b de V. Leuars points de con-
tact A et B, correspondant aux tangentes paralléles @', o/
de V', sont sue une droite passant par O. Le point de
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rencontre P de a, b correspond a la droite A'B'. Si cette
droite est un axe de V/, le diamétre A’ B’ est perpendi-
culaire aux tangentes @', ' en ses extrémités; par suite,
la droite AB sera perpendiculaire au rayon OP. Soit I
le centre de la conique V3 le point M correspondant a
un axe de V’ se trouve a I'intersection d'un diamétre

IM et d’une perpendiculaire OM, issuc du point fixe O,
au diamétre conjugué de IM. Le point M est par suite
sur 'hyperbole d’Apollonius relative ala conique V et
au point O (Cuasies, 7raité des sections coniques,
p. 142). Il appartient du reste a la polaire de O par
rapport 4 V. Donc :

Les axes de la polaire réciproque d’une conique
correspondent aux points ot la polaire de U'origine
coupe I'hyperbole d’ Apollonius relative & ce point.

La polaire de 'origine correspond naturcllement au
centre de la polaire réciproque.
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Soient M et N les deux points correspondant aux axes.
OM, ON sout les directions axiales de V. Ces droites
correspondent aux points a Uinfini sur les axes de V.
Si E, F,G, H sont leurs points de rencontre avee V,
les axes de V' sont proportionnels a

J o, 1
Ot " or © OG T oun’

Voici, ¢n outre, quelques remarques intéressantes.

1.’angle droit MON est inscrit a I’'hyperbole d’Apollo-
nius : cette hyperbole étant équilatére, il résulie du
théoréme de Frégier que la droite MN est paralléle a la
normale en O a cette courbe. On retrouve ainsi cetle
propriété.

L’ hyperbole &’ Apollonius, relative & une conique V
et a un point O, a sa normale en O paralléle a la po-
laire de O par rapport & la conique V.

Nous avons uniquement supposé jusqu’ici que le point
O wn'était pas surla conique V; si, en particulier, il se
touve a Pextéricur du périmétre de V, les points Met N
correspondant aux axes de V/ sont les points d'interscc-
tion de la polaire de O avec les bissectrices des angles
formés par le systéme des tangentes issues de O. On
peut donc énoncer le théoréme suivant :

Les polaires d’un point fixe par rapport & une serie
de coniques homothétiques sont divisées harmonique-

ment par ces courbes et lewr Iy perbole d’ Apollonius
relative au point fixe.

Considérons (') une conique V' et un point fixe O.

(") Le leeteur est pri¢ de faire Ies figures relatives au reste de la
Note.,
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Appelons P’ Phyperbole d’Apollonius relative a ce point.
Elle passe par les points suivants : le point O, le centre
I'de V'; les pieds A', B, C', D' des normales a V/ issues
de O ct les points My N correspondant aux axes de V,
polaire réciproque de V' par rapport au point O. Daus
la wansformation, I'hyperbole équilatére P passant par
I'origine correspond i une parabole P dont les tangentes
issues de O sont paralléles aux asymptotes de hyper-
bole, ¢’est-a-dire aux axes de V. Les points I', A7, B, €/,
D', My N correspondent & d’autres tangentes de cette
parabole. Ce sont, respectivement, la polaire de O par
rapport a V, les tangentes ala conique V menées par les
pieds de ses normales issues de O (1) et les axes de V.
On a ainsi ce théoréme :

La parabole qui touche les tangentes & une co-
nique NV, menées par les pieds des normales & celte
conique issues d'un point O, est (5galcm(enl. tangenie a
la polaire du point O, awx axes de la conique et aux
paralléles menées par le point O aux axes de la co-

nique /)o/aire réciproque de V par rapport ace point.

Cette parabole est celle dont il ¢st question dans ce
théoréme de Chasles :

Si, autour d’un point pris dans le plan d’une section
conigue, on fait tourner une transversale, et que par
son péle on méne une perpendiculaire a cette droite,
ces perpendiculaires successives enveloppent une para-
bole qui est tangente i la polaire du point fixe et aux
tangentes « la conique menées par les piedsde ses nor-

(") Daprés cette remarque : « Une conique et sa polaire réciproque
par rapport a une circonférence de centre O ont les mémes normales
partant de O.» (MaNNHEIM, Messenger of Mathematics, ncw scries,
n® 129 1Rqo.)
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males abaissées de ce point (1raité des sections co-
niques, p. 145).

Et dans une Note de M. Mannheim : Sur urne para-
bole liée a une conique par certaines propriéetes remar-
quables (Messenger of Mathematics,new scries, n°231,
1890), dans laquelle sont citées, outre les axes de V et
la polaire de O, cinq autres tangentes remarquables de
la parabole.

Il est intéressant d’arriver par le procédé exposé ci-
dessus & une partie des résultats connus, et de montrer
en outre que les tangentes issues de O sont paralléles
aux axes de la polaire réciproque, ce qui permet
d’ajouter :

La directrice de la parabole considérée est la droite
qui joint le point fixe au centre de la conique.

On pourrait, pour établir les différents résultats du
commencement de cette Note, prendre comme point de
départ la démonstration de M. Mannheim ct opérer en
sens inverse la transformation précédente.

II. Supposons maintenant que le centre O du cercle
auxiliaire se trouve sur la conique V. La transformée V'
est unc parabole dont I'axe est paralléle 4 la normale
en O a Vet qui est tangente aux perpendiculaires menées
de O aux asymptotes de V.

Cherchons a quels éléments du systéme de V corres-
pondent le foyer et la directrice de V.

A un systéme de deux tangentes rectangulaires a’, b’
de V' correspond un systéme de deux points A, Bde V
tels que I'angle AOB est droit. A'la directrice de V’
correspond donc le point fixe par ou passe la droite AB,
c’est-a-dire le point de I'régier relatif au point O de V.
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Au foyer de V', correspond la polaire du point de
I'régier.

Cette transformation démontre le théoréme de Frégier
ct indique en méme temps que les propriéiés de la para-.
bole relatives au foyer et a la divectrice sc traduiront
dans les théorémes transformés par des propriéiés des
coniques quelconques relatives a un point de Frégier et
a sa polaire, que nous appellerons droite de Frégier,
pour abréger le langage.

Ajoutons que la droite al'infini, la tangente au som-
met et Paxe de V/ correspondent respectivement, dans
le systéme de la conique V, an point O, au deuxiéme
point d'intersection de la normale en O avec Vet au
pole de eette normale.

Nous obtiendrons un élégant théoréme sur la droite
de Frégier, en transformaat cette propriété de la para-
bole.

Par deux points A', B d’une parabole W', on méne
les rayons focaux et les paralléles a 'axe. Ces quatre
droites sont tangentes @ un cercle ayant pour centre le

pole O de A'B.

Prenons comme cercle auxiliaire le cercle de énoncé.
Ala parabole H' correspond une hyperbole H passant par
le point O. Aux points A'B
ptotes de la courbe, aux vecteurs focaux de A/, B etaux

COX‘X‘CS})OIldCHL les asym-

paralléles a 'axe menées de ces points, correspondent
respectivement les points ou les asymptotes rencontrent
Ja droite de Frégier relative au point O et la tangente a
'hyperbole en ce point. Quantau cercle, il se transforme
en Jui-meéme. 11 est donc démontré que la circonférence
ayant pour diamctre le segment d’'une tangente a 'hy-
perbole compris entre les asymptotes admet comme
deuxiéme corde d’intersection avee le systéme des asym-
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ptotes la droite de Frégier relative a son point de
contact, ce qui peut s’énoncer :
La droite de Frégier, relative & un point d’une
hyperbole, passe par les projections sur les asymptotes

des points ot ces droites rencontrent la tangente au
point considéré.

Pour une hyperbole équilatére de centre I, la droite
de Frégicr d’un point O de la courbe est la perpendi-
culaire en I 4 OI. Le point de Frégier est alors a P'in-
fini sur la ncrmale en O.

Voici une démonstration analytique fort simple du
théoréme énoncé ci-dessus, sous une forme un peu
plus générale.

Prenons, comme axes de coordonnées, la tangente et
la normale a I’hyperbole en O.

L’équation de ’hyperbole est

ax?+2bxy +cy*+2ey =o,
celle d’'une hyperbole homothétique sera
(1) ax?+2bxry -+ cyr+rey + L =o.

Le point de Frégicr ayant pour coordonnées
xr = o, y=———

la droite de Frégier a pour équation

(2) (a—c)y —20x—2e=o0.
Quant a la tangente, son équation est

(3) y=o.

Par I'intersection de la conique (1) ct des droites ( 2)
et (3) passe la courbe

axre-2bry +cry2vey -+t (a—c)yr—a2bry —2ey=o.
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qui n'est autre que le cercle

a(x*+y?) +) =o.

Donc :

La tangente en un point d’une hyperbole coupe une
h_yperbole homothétique en deux points. La deuxiéme
corde d’intersection de cette courbe avec le cercle
ayant pour diamétre le segment compris entre ces dewx
points est la droite de Frégier relative au point de
contact de la tangente.

On peut tirer de 1a une conséquence intéressante.

Une corde quelconque AB d’une hyperbole équi-
latére H est tangente a une hyperbole équilatére homo-
thétique H'. Considérons le cercle décrit sur cette corde
comme diamétre. Il coupe Uhyperbole H en deux nou-
veaux points C et D. La corde CD est la droite de Frégier
relative au point de contact de AB et de H'. Cette droite
passe donc au centre commun des deux courbes; par
suite :

Si 'une des cordes communes ¢ un cercle et a une
hyperbole équilatére est un diamétre du cercle, sa con-
juguée est un diaméetre de Ulyperbole.

Proposition bien connue (').

(*) Voici encore a ce sujet une remarque curicuse :
Une élimination trés simple conduit au théoréme suivant:

Le centre des moyennes distances des points d’intersection d’une
hyperbole équilatére et d’un cercle est le milicu de la droite des
centres.

On en déduit :

Les droites qui joignent les milieuxr de deux cordes d’inter-
section conjuguées au centre de l'une des courbes sont égales et
paralléles auzx droites joignant les mémes points aw centre de
l"autre courbe.

En particulier,

St lune des cordes communes est un diamétre de lune des
courbes, sa conjuguee est un diamétre de Uautre.
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Prenons ce théoréme sur la parabole :

Le cercle circonscrit au triangle formé par trois
tangentes passe par le foyer.

. Il doune par transformation :

Un triangle étant inscrit a une conique, pour tout
point de la courbe il existe une conique ay antun foyer
en ce point et touchant la droite de Frégier du point
et les trois cotés du triangle.

Il suflit de remarquer que les projections d’'un foyer
d’'une conique sur ses tangentes appartiennent a un
cercle, pour déduire de 1'énoncé précédent ce théoréme :

Les projections d’un point quelconque d’une conique,
sur les trois cotés d’un triangle inscrit a la courbe et
sur la droite de Frégier du point, appartiennent au
méme cercle.

Cinq points quelconques étant sur unc conique, on
aura le théoréme suivant :

Quatre points pris trois & trois forment qualre tri-
angles : les quatre cercles passant respectivement par
les projections d’un point (/u,elcon(/ue sur les cotés de
ces triangles se coupent en un méme point.

Lequel s’obtient, du reste, par transformation directe
du théoréme bien connu concernant les cercles circon-
scrits aux triangles formés par les cotés d’un quadrilatére
pris trois a trois.

Nous pourrions donner ici différents théorémes sur
le point etla droite de Frégier, transformés de théorémes
concernant le foyer et la directrice de la parabole, mais,
ceci ne présentant aucune difliculté, il parait inutile
d’in}sisu'r outre mesure sur ce sujet. Nous nous bor-
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nerons, pour lerminer, a considérer le cas particulier de
l'hyperbole équilatére.

Voici les propriéiés spéciales a cette transformation
supposée toujours faite dans les mémes conditions. Les
perpendiculaires issues de O aux asymptotes de 'hyper-
hole équilatére H sont rectangulaires; le point O appar-
tient a la directrice de la parabole H’; I'axe de cette
courbe étant paralléle 4 la normale en O 4 H, la tan-
gente de H en O estla directrice de la parabole. Le centre
de I'hyperbole équilatére correspond a la corde de con-
tact des deux tangentes rectangulaires de la parabole;
la perpendiculaire menée du centre I de I’hyperbole équi-
latére au rayon Ol correspond au foyer de la parabole.

C’est cette derniére propriété que nous allons immé-
diatement utiliser. '

On transforme, en effet, la propriété bien connue,
déja rappelée ci-dessus, du cercle circonscrit au triangle
formé par trois tangentes de la parabole, en celle-ci :

Un triangle étant inscrit a une hyperbole équila-
tere de centre 1, tout point O de la courbe est le foyer
d’une conique touchant les trois cités du triangle et
la perpendiculaire en1 a OI.

Les projections de O sur ces tangentes apparticnnent
aun mcéme cercle, mais 'une d’elles est le centre de la
courbe : par conséquent,

Le cercle passant par les projections d'un point
quelconque de Uhyperbole équilatére sur les cotés d’un
triangle inscrit passe aussi par le centre de la courbe.

Théoréme qui n’est qu’un cas particulier d'un théo-
réme sur ]’hyperbole énoncé ci-dessus. On aurait pu
'en déduirc immédiatement, en remarquant qu’ici la
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droite de Frégier du point O n’est autre que la perpen-
diculaire en 1 a Ol
Le point de concours des hauteurs de 1out triangle,
inscrit & une hyperbole équilatére, étant un point de la
courbe, on peut énoncer la proposition suivante :

Le cercle des neuf points d’un triangle inscrit a
une hyperbole équilatéere passe par le centre de la
courbe.

Ce cas particulier n’est pas nouveau.
On aura aussi le théoréme suivant :

Les quatre cercles passant respectivement par les
projections de chacun des sommets d’un quadrilatére
quelconque sur les cétés du triangle formé par les
trois autres concourent en un meéme ])oi/zt, centre de
Uhyperbole équilatére circonserite au quadrilatere.

En particulier :

Quatre points étant pris sur un cercle, les droites
de Simpson de chacun de ces points relativement au
tl'iangle Sormé par les trois autres se coupent au

méme point.

SUR LES FONCTIONS SYMETRIQUES;
Par M. WORONTZOFF.

1. En désignant respectivement Par Xy, Lay «. oy Iy
et par x|, x,, ..., x,, les racines des équations

Flx)=aya" ~a z"—'~...+~a, 10 +a, =o,

S(x)=byam —Dbyagm-t—_ b, jxrb,=o0 (m<n),
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1)050115
sg=x{+xf...+zx], sg=xI+ai+.. .+,
k=n n+q—-r—1
pnra—r—
k
Agor=—aq ds g = 2@ ~pron-
q [ L —
= Ex’{*xg’...xz", (r<q),
q—r

ou la somme E x{rxf: ... x] se rapporte a toutes les
q—r
solutions entiéres positives de 1’équation

g1 +qa+...+~qpn=9q 1.
Comme

(1) —qag = aySqg+ A18g—1 ...+ Qg—98y + ag—151 [(q >0),
(2) agAg+artAy g —+...+ag 1A +aAg=0 (Ay=1),
(3) qu: A08q+A1Sq_1 +..0+Aq_182+Aq_251 (1),

(') En posant, pour abréger,

k=k h=gq h=gq
ky . k—1) .k (k) _ (/) A (A)
:Z‘xz, Aﬁl ! -«Zw'{' .’L‘Z’ e ka —-ZA'q_/L ).Z'k, Ug ) _Zsh )A/‘_q,
k=1 q h=0 h=1

admettons que, pour toutes les valeurs entiéres et positives de q,v

uf) = g A): on obtient alors, pour toutes les valeurs entiéres posi-
tives de ¢,

h=q
e I q-h (k) q—h—1 (Y3l 3
e = PO (A a5+ AR e A, A
h=1
k=q
k /i (h+1)
= qZAq_’/,xéH =g ATy,
h=0

Comme u}) = gAY ou z{ +2{ 'z, +...+z,2]"' =qz], ¢
€tant un entier positif quelconque, on a, pour toutes les valeurs en-
tieres positives de g,

uP =qAP, ..., ud) =qAl.
Ann. de Mathémat., 3* série, 1. XII. (Mars 18¢3.) 9
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on trouve

= g By DL o abat - ae

a,‘.azl...a,,!

EREN !...an!

G, O
a, (—l)G'n(—z)’Jz...(— q)qu!cg!...cq!
— A [« 2 o,
(_) L.xxo AI‘A2’...A,L"
aylagl. . .ap! ’
Tooiap,!
7! a—lad, au, .a%n
= (=0 :
allag....au!
E sTisTe. .. s;'/
_ b
101292, . .g0% 0! oy! .. 0yl

OU Gy, Ty «.uy Ggy %iy Oy o .., &, sont les solutions en-

(4) alalal
=g Byt DAL Al

tiéres positives des équations
01+ 20 +...+gd; =g, o 2%y ...+ Ny = g,

ectoui=oa, 4+ os ...,
En vertu des relations

dzy o x?’—h _fdﬂc @k d_Ak _ .
da, ~ Fl(zx) ds, r’ ds, ~  r
(k2r>o),
on obtient aussi
- 1 dSq-] X dS/]»( o dS(lfi ) dS(]—ll
(7) Sq= ((]—l)( da, +J,a2—gg+oa37@——,—...+nan Tar!
‘ ag= L [— S1@g—1 + daq - 2583 dag
8) { q dsy ds,
( s, P )sg J2a-1
{ P T s T=V% g5, )
1 dA,_ dA,_
o Ay= 7 [s, Agy+ s, d;], LR d.;]g !
Aoy, qu ,
+3S‘ng < (g —1)sq ds,_

(Nouvelles Annales, p. 3285 1891.)
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2. Prenons I'équation

( @(an+y)=[y+F(@)][y+F(zy)]...[y + F(zl)]
\ - ym oy Dm—lan(p(an)

y 1.2...(m —1)
¢ +Dan¢(an)}’+¢’(,an)
—_ (a,,—i—_y)"’ 4 Cl(a”_|_},)m—1

ymta...

+ Ce(an+y)mt+. . +Cpy(an+y)+Cu=o0,

ou
Dm—ra,®(a,)
C=|—"—"|a,=o0;

1.2...(m—r)
alors, d’aprés la formule (5), on a

( Plan) = F(‘Z"‘ ) F(Z';)‘ .. F('T’/n)

|

(o _2 S7t8%:...87m
! ( (—1)F1(—2)0: . .. (—m)Tmay oyl .0,

(Gy -+ 20y oo~ G, = M)

el aussl

() ) Tlan)=F (@) F(a))... Flal,)
) =al++Cia? ' +-Coa? 2 ...+ Cpyyap+GC s
dim—r) (0)

C.: e
(13 ! 2o (m—r)
) 3 1, o
__2 S§T18g=...87r
- (—1)51(—2)%. . (—7r)0ra oyl o]
(6 + 204+ 1Gp=17T)
ou .

k=m

| \ Sg=(—1 )'IZ[F(I,/;)J']
L 1 . k=1

!
. . q .
' ._—_k_l)qz —/——czf,‘"a,«..‘aZ"S’a,, LA 2%y g L Ly
. A,

i V)

|
|

ol oy ey, !
(e +ap=¢q),
k=m
Sy= (=17 ¥ [F(al)— anl?

k=1

!

aq! N

=(—1)7 E T yayralt. a8 g A2
oty e,y !

(% oo Zpor = q),
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k=m

(16) S, :‘2” (2(—1)t(t—1)v aib?'bgr' b?';"
4 i K 7 3 Hm

el

P

(By+2B+...+mB,,=q, L=

En faisant

m=n—i, by = na,, by =(n—1)ay,

bpog==2ays, by = ap—y,
nous pouvons appliquer les formules pré(‘édcnu s au
caleul du discriminant de I'équation F(a) = o,

n—1

n{——— n”

(——-l)l( ) l,l;‘l(r yF (). Fla,_)=n(xr— a;y)2.
«

0

3. Posons

A 4y 2V Ay v @y = Fpx),

A dpa X+ gy = Fpu_(x)

g ol et 2 4

Fo(r i Fpory) o Fpiay, ) = ®u (an),
o ‘7'/1 ) F,

=1 (T!_v Voo Faea( -7"/11 Y=P,q(Ap-1),

Pon connait @,,_, (a,_y), la valcur de @, (a,) s’en
. . -

déduit immédiatement par de simples différentiations.
I ellet, on a

Putay)=ap -+ Craf '+, + Cpra, +-Cp
ou

. b
G =dp(0) = (—1)m - L'”l Pu_g(@n—1).

En vertn de la relation
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-+ ...
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[ _ o n n) 4 n n —
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{lftt:,(tl,,‘» _ L[l)o dd,(ay)
blﬂ

da, dap—m
dcbn(all) dq)n(an)
by — 2 by —
- 01 dan—m—H m—1 d(l,,_1 >
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+ aln) ..
day— i1 d(l,,
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— 1)0 -+ 04 m—1 ?1
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En désignant respectivement par A, ct A,_, les dis-
criminants des équations F,(x)=o0, I',_; (x)=0, ¢t
en faisant

m=n—i, by = nay, by=(n—1)a, ey

by_s=2ay-, by = ap—y,



on obtient

A, = (xr,—x,)?

1)" (11:1) _':_
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(Fz'y) F(xy)..
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. ’ iy
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SUR L’ORIENTATION DES SYSTEMES DE DROITES (');
Par M. G. HUMBERT.

V. — Li1EU DES FOYERS D'UN FAISCEAU TANGENTIEL
DE CONIQUES.

20. Soient deux coniques A et B ayant respective-
ment pour foyers réels les points fet f', get g’ :le
lieu I’ des foyers des coniques inscrites dans le méme
quadrilatére que les coniques A et B est, d’aprés la théo-
rie générale, le lieu des points M tels que les systémes
de droites M f et Mf’, Mg et Mg’ aient m¢mes bissec-
trices.

Rien n’est plus facile que d’obtenir, en partant de la,
I'équation du lieu : on trouverait une cubique, passant
par les points cycliques du plan, et ayant une asymptote
paralléle a la droite qui joint les milieux des segments
S et gg', cest-a-dire les centres des coniques A et B.

Cette cubique peut étre déterminée par points d’une
maniére trés simple.

La conique A a deux foyers 1imaginaires, qui s’obtien-
nent en joignant f et f aux points cycliques I et J, et
en prenant les intersections des droites ainsi obtenues;
ces deux nouveaux points, fy et f), sont aussi sur le
licu des foyers I,

De méme, si 'on joint les points f ct f7 aux points g
et g, les droites fg et f'g, fg' et f' g se coupent respec-

(') Voir méme Tome, p. 37.
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tivement en deux nouveaux points, A et A’y qui sont
sur I, d’aprés la propriéié fondamentale de ce lien.

Ilyaplus:les couples de points fyet £, ket K jouent
le meéme role que les couples fet f/ ou g et g'. La pro-
position est évidente pour les points fy et /', qui sont des
foyers d’une des coniques du faisceaus on peut mountrer
de méme que b et A’ sont aussi les foyers d'une de ces
coniques @ en eflet, une conique du faisceau a un foyer
en ky puisque A est sur I'5 le second foyer réel de cette
conique est néeessairement en K, car soit A} ce foyer :
les systemes de droites fg, fg' et [k, fI| ont méme
orientation, d’aprés la propriéié fondamentale de I3
les droites fg et fh coincidant, il en est de méme de fg'
et fK), ce qui prouve que A est sur la droite f&; il est
¢galement sur la droite £k et coincide par suite avec A

Fn d'autres termes, le licu 17 peut ére défini, au
moyen des trois couples de points fet f/, get g, Tetd,
de la manicre suivante : on joint deux a deux les points
de denx de ces couples; on obtient, parles interscctions
des droites ainsi construites, un nouveau couple; en
opérant de la méme maniére sur ce nouveau couple et
sur le troisiéme, on obtient un cinquiéme couple, et ’on
continue ainsi indéliniment en combinant deux quel-
conques des couples obtenus; tous ces couples sont sur F.
On reconnait la construction discontinue donnée par
Schrivter pour les courbes du troisi¢me ordre; les couples
de points considérés sont des couples de poles conju—
gucs ou couples steinériens; ils jouissent de la propriété
que les tangentes mendes 4 la cubique aux deux points
d'un couple se rencontrent sur la courbe.

21. On peut dire d’aprés cela que le liew des foyers
des coniques inscrites dans un quadrilatére est une

¢‘u/)it/1m (‘i/'t‘lt/ail'e, dont les tangentes aux poinls c)-
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cliques se coupent sur la courbe; ou, plus simplement,
une cubique circulaire qui passe par son foyer singu-
lier.

Réciproquement, toute cubique circulaire passant par
son foyer singulier peut étre considérée comme le lieu
des foyers de coniques inscrites dans un quadrilatére : il
suffit de prendre sur cette cubique deux couples steiné-
riens quelconques, fet f7, g et g, du méme systéme que
le couple formé par les points cycliques, et la cubique
est le lieu des coniques du faisceau tangentiel déterminé
par deux coniques, quelconques d’ailleurs, ayant respec-
tivement pour foyers les points f et f7, g et g'.

22. Les propositions démontrées plus haut relative-
ment aux centres harmouiques prennent une forme
assez simple si Pon observe, avec Laguerre, que le
centre harmonique a de deux points fet f' par rap-
port & un point M est sur la circonférence passant
par M, fet /', et queles points M, «, £, f* divisent har-
moniquement cette circonférence.

Par un point M, dulicu ¥ des coniques inscrites
dans un quadrilatére, et par les foyers f et f' de l’une
quelconque de ces coniques, faisons passer un cercle et
prenons, sur ce cercle, le point a, qui, avec les points
M, f, f', divise harmoniquement la circonférence :
d’aprés un théoréme établi plus haut, le point a décrit
un cercle tangent en M a la courbe I,

On voit aisément que ce cercle passe par le point
obtenu en prolongeant d'une longueur égale a elle-
méme la droite qui va de M au foyer singulier de la
cubique.

Si la courbe I a un point double, le centre harmo-
nique des deux points d’un méme couple f et f' par
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. o
rapport a ce point double est un point fixe : d’apres ce
qui a été dit aune 19, la courbe I n’aura de point double
que si le faisceau de coniques qui sert a la définir con-
tient un cercle; le point double est alors le foyer ou

centre du cercle. Done :

Si, par les foyers fet flde Uune quelconque des
coniques inscrites dans un quadrilatére circonscrit & un
cercle de centre o, et parle point o, on méne une circon-
férence, cette circonférence passe par un second point
fixe o qui, avec les points o, [ et f', la divise har-
moniquement. Le segment 00’ a pour milieu le foyer sin-

gulier de la cubique lieu des foyers f, f7.

La courbe F est alors ce que Quételet appelle une
focale & neud; une focale a noeud est, d’apres ce qui
précéde, une cubique unicursale passant par les points
cycliques ct par son foyer singulier. On peut la définir
aussi comme le licu du sommet d’un angle de grandeur
variable dont les cotés passent par deux points fixes f ct
S5 etla bissectrice par un troisiéme point fixe o.

23. On rencontre cetle courbe dans un probléme
assez intéressant de la Géométrie de Pespace.

Chasles a fait voir que le lieu des pieds des normales
a un systéme de quadriques homofocales, contenues
dans un plan donné P, est une focale a neeud, et nous
avons démontré que le lieu des foyers des sections faites
par le plan P dans les quadriques homefocales coincide
avecle lieu de Chasles. On peut d’ailleurs étabhir direc-
tement que le licu des foyers est une focale 4 nceud,
en s’appuyant sur les principes généraux énoncés au
comm.cnccmcnl de ce travail, ¢t en déduire quelques
propriétés géomélriqucs simplcs.
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24. Cherchons, en effet, 'équation tangentielle, dans
Je plan P, des coniques communes & ce plan et aux sur-
faces homofocales.

Il y a deux quadriques du systéme homofocal qui tou-
chent une droite donnée; donc deux des coniques, dans
le plan P, touchent une droite de ce plan, et 'on en
conclut aisément que ’équation générale cherchée con-
tiendra un paramétre § au second degré. Elle sera de

la forme
A624+BO -+~ C =o,

et I'on pourra supposer que les coniques A =o et
C = o sont deux quelconques des coniques du systéme.
Or parmi ces coniques figure celle qui se compose
des deux points cycliques du plan P, puisque le cercle a
I'infini fait partie du systéme homofocal; on peut donc
supposer que l'on a
A= u2+ ¢

et équation devient
(u2+902)024+ B0 +C = o.

Les coniques ainsi représentées sont homofocales aux

coniques
B6 +C =o,
qui appartiennent & un méme faisceau tangentiel.

Cette remarque suffit pour établir que le lieu des
foyers des coniques est une cubique circulaire, passant
par son foyer singulier; observons maintenant qu’une
des quadriques du systéme homofocal touche le plan P,
el, par suite, une des coniques se réduit (au point de
vue tangentiel) au point de contact compté deux fois;
ce point est donc un point double de la cubique, qui
est dés lors une focale a neeud.

Si maintenant on désigne par f et f', g et g, les
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foyers de deux des coniques, la focale a neeud peut éire
considérée comme le lieu des foyers des coniques tan-
gentes aux droites /g, fg/,f’g,f’gf, et, puisqu’e.lle aun
point double, ces quatre droites doivent nécessairement
touchier un cerele déerit du point double comme centre.

25. On peut donc énoncer les propositions sui-

vantes @

Le licu des foyers des sections faites dans une série
de quadriques homofocales par un plan P est une fo-
cale @ novud, dont le point double est le point de con-
tact o du plan P avee la quadrique du systéme qui
touche ce plan.

St par le point v et les foyers f et f'de lune des
coniques d’intersection on fait passer un cercle, ce
cercle pusse par un second point fixe o' qui, avec les
points o, fet f', divise harmoniguement la circonfe-
rence.

Le segment 00 a pour miliew le foyer singulier ®
de la focale: ce point ® est le foyer de la parabole qui
Jigure parmi les coniques dintersection.

Les quatre droites qui Joignent les Joyers réels de
lune des coniques d intersection aux foyersréels d’une
autre de ces coniques touchent un méme cercle qui a
powr centre le point o.

En particulier

Les droites qui joignent dewx & deux les points ol
deux conigues, focales Uune de 1 ‘autre, sont coupées

par un méme plan forment un quadrilatére circon-
scriptible a un cercle.
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VI. — PRroPRIETE DES FOYERS DES COCURBES

APPARTENANT A UN FAISCEAU TANGENTIEL.

926. Nous avons démontré au n°® 18, comme consé-
(uence d'une proposition fondamentale, que le centre
harmonique des n foyers réels d’une courbe appartenant
a un faiscean tangentiel de classe n, par rapport a un
point du lieu F correspondant, reste sur un cercle, tan-
genten ce point a la courbe F.

Par des considérations d'un autre ordre, on arrive a
un résultat qui compleéte le précédent :

Le centre harmonique, par rapport & un point du
plan, des foyers réels de chacune des courbes d’un
Jaisceau tangentiel decrit un cercle (V).

Ce théoréme peut recevoir une forme plus élégante si
I'on observe avec Laguerre que le centre harmonique
des foyers réels d’une courbe par rapport & un point
coincide avec le centre harmonique des points de con-
tact des tangentes qu’on peut mener de ce point a la
courbe. Ainsi :

Le centre harmonigue, par rapport a un point du
plan, des points de contact des tangentes qu'on peut
mener de ce point & chacune des courbes d’un méme

faisceau tangentiel décrit un cercle.

VII. — ExrtensioN A L'ESPACE.

27. 1l ne parait pas possible d’introduire, pour un
systeme de plans disposés d’une maniére quelconque

(') M. Franklin, dans le Mémoire cité, a démontré cette proposi-
tion que nous nous étions borné a énoncer.
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XIL. (Avril 1893.) 10
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dans I'espace, de notion géométrique analogue a celle
de Vorientation d’'un systéme de droites tracées sur un
meme plan; aussi nous bornerons-nous, dans ce qui suit,
au cas ou tous les plans considérés passent par une
méme droite : on peut alors étendre a lespace, sous
cette forme restreinte, un grand nombre des résultats
qui précédent et arriver ainsi a des propositions inté-
ressantes.

On dira que deux systémes de plans, passant tous par
une méme droite, 1), ont méme orientation lorsque les
systémes de droites obtenus en coupant les plans par un
plan pvrlwn(liculairé a D ont méme orientation. Cela
posé, des théorémes des n 3, 4 et § résultent presque
immeédiatement les conséquences suivantes :

Pour qu’un systéme variable de n plans passant tous
par une droite fixe, et dont l’équation contient algé-
briguement un nombre quelcongue de paramétres,
conserve une orientation fixe, il faut et il suffit que
lorsqu’un ou plusieurs des plans du systéme viennent
a toucher le cercle imaginaire de linfini en un point 1,
d’autres plans du systéme, en méme nombre, touchent
au méme instant ce cercle en un autre point J.

Les points 1 et J sont ceux ou les plans normaux a la
droite fixe coupent le cercle a I'infini.

Sottune famille desurfaces dontl’équationdépend al-
gebriquement d’unnombre quelconque de parameétres :
pour que l’orientation du systeme des plans tangents
qu'on peut mener par une droite donnée, D, a cha-
cune de ces surfaces demeure constante, il Saut et il
suffit que les surfaces de la famille qui touchent un des
plans isotropes passant par D touchent I’autre plan
tsotrope mené par cette droite.
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Par plan &sotrope, nous entendons un plan tangent aun
cercle de I'infini.
En particulier :

Soit un faisceau tangentiel de cénes algébriques de
classe n, ayant méme sommet ; par une droite focale, f,
de l'un d’eux, menons les n plans tangents a I'un quel-
congue des autres : tous les systémes ainsi obtenus au-
tour de la droite f ont méme orientation.

Réciproquement,

Si une droite f, passant par le sommet commun des
cones, jouit de cette propriété, c'est une focale de l'un
des cones du faisceau.

Le systeme des pltms tangents menés a un céne alge'-
brigue de classe n par une droite issue de son sommet
et le systéeme des plans qui passent par la droite et
chacune des n focales réelles du céne ont méme orien-

tation. (LAcuErRE).

De la combinaison des deux derniéres propositions
résulte celle-ci :

Le lieu des focales d’un faisceautangentiel de cénes
algébrigues de méme sommet, déterminé par deux
cones A et B de classe n, est un céne tel que si, par une
de ses génératrices et les n focales de A, puis les n
Socales de B, on fait passer des plans, les deux sys-
temes de plans ainsi obtenus aient méme orientation.

En coupant les cones considérés par une spheére ayant
pour centre leur sommet commun, on établit, comme
aun° 16, le théoreme suivant :

St une courbe sphérique est telle que de chacun de
ses points n arcs de grand cercle soient vus sous des
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angles dont la somme est un multiple de =, elle con-
serve la méme propriété avec une infinité d’autres
groupes de n arcs ayant tous leurs extréeémités sur la

courbe. (DirBoux).

Cetie courbe peut étre considerée d'une infinité de
facons comme le licu des foyers d’un faisceau tangentiel
de courbes sphériques de classe n, et, en particulier,
comme le licu des foyers des courbes sphériques de
classe n tangenles aux n® grands cercles qui joignent
n points de la sphere a n autres points de cette surface.

Les deax systemes de 2 points ainsi introduits sont
les extrémités d’un meme systeme de n ares de grand
cercle convenant i la premiére définition des courbes

qui nous occupent, et réciproquement.

98. 1l est aisé de trouver Pordre du cone, lieu des
focales des cones de méme sommet et de classe n appar-
tenant A un faisceau tangentiel. Ces cones sont, en effet,
coupés par le plan de I'infini suivant des courbes ap-
partenant aussi a un faisceau tangentiel, et le probléme
revient évidemment au suivant : étant donné un fai-
sccau tangentiel de courbes planes de classe 2 et une
conique (le cerele a 'infini), on meéne les tangentes
communes a la conique et & une quelconque des courbes
du faisccaus trouver le degré du licu engendré par les
points de concours de ces tangentes deux a deux, lorsque
I'on fait varier la courbe dans le faisceau.

Soient 7 une tangente quelconque de la conique; A la
courbe du faiscean qui touche ¢ : il est clair que les
points du licu situés sur ¢ sont a I'intersection de cette
droite avec les 27 —1 autres tangentes communes a la
conique et & lacourbe A lelicu est done d’ordre 2 n—1.

On voit facilement que ce lieu n'a, en général, de
point double que siune méme courbe du faisceau touche
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la conique en deux points; le point double cst alors le
pole, par rapport a la conique, de la droite qui joint les
deux points de contact. Donc :

Le liew des focales des cones d’un méme faisceau
rangentiel de classe n est un céne d’ordre on —u; ce
céne n’a, en général, de génératrice double que siun
des cones du faisceau est doublement tangent au cercle

de Uinfini.

29. Si, au licu d’un faisccau tangentiel de cones
avant méme sommet, on considére un faisceau tangen-
tiel de surfaces quelconques de classe n, les résultats
précédents peuvent encore se¢ généraliser.

11 est aisé d’établir tout &’ al>0|d comme aun® 3, que :

Si les plans tangents menés par une droite a deux
surfaces de classe n forment deux systemes de méme
ortentation, lesn /)lmz.s‘ tangents menes par cette droite
aune r/uelconque des surfaces du faisceau tangentiel
déterminé par les deux premiéres forment encore urn

systéme de méme orientation que les deux systémes
promitifs.

On en conclut, étant donné un faisceau tangentiel de
surfaces, que les droites qui jouissent, par rapport aux
surfaces du faisceau, de la propriété précédente, for-
ment un complexe.

1l est aisé de déterminer les cones et la surface des
singularités de ce complexe.

Soit, en effet, M un point quelconque de 'espace; les
cones de sommet M circonscrits aux surfaces du faisceau
forment eux-mémes un faiscean tangentiel de classe n,
et les droites du vomple\o issues de M sont évidem-
ment, d’aprées ce quia é1é dit aux n** 27 et 28, les fo-
cales de ces conces,
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Les cones du complexe sont donc des cones de degré
an —1, et chacun d’eux coupe une sphére ayant son
sommel pour centre suivant une des courbes remar-
quables rencontrées plus haut.

Pour qu’un cone du complexe, de sommet M, ait une
génératrice double, il faut, en général, et il suffit dans
tous les cas, qu'un cone de sommet M, circonscrit i
I'une des surfaces A, du faisceau, touche deux fois le
cercle de Uinfini (n” 28); ou, en d’autres termes, que
la sphére de rayon nul ayant M pour centre, soit bitan-
gente a la surface A. Le point M est alors, par défini-
tion, un foyer de A, ¢’est-a-dire est situé sur une des
Jfocales de A, en appelant focales d’une surface, selon
I'usage, les lignes doubles de la développable circonscrite
a la surface et au cercle de 'infini.

On peut done énoncer ce théoréme :

Soit un faisceauw tangentiel de surfaces de classe n
les droites qui joutssent de la propricté que lorienta-
tion du systeme des n plans tangents menés par l'une
d’elles & une surface du faisceau demeure fixe, quand
la surface varie dans le faisceau, forment un complexe
d’ordre an —u.

La surface des singularités du complexe est le lieu
des focales des surfaces du faisceau; les droites singu-
lieres du complexe sont les tangentes de ces focales.

Tout céne du complexe coupe une sphére ayant son
sommet pour centre suivant une courbe, qui peut étre
considérée comme le lieu des points d’oiv I’ on voit, sur
la sphére, n ares de grand cercle sous des angles dont
la somme est un multiple de =.

Le cas particalier d’un faisceau tangentiel de qua-
(lrlquv% est nm'ressam on verrait aisément que le lieu
des focales des quadnques de ce faisceau est une sur-
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face du huitiéme ordre. Le complexe précédent est ici
d’ordre trois, il coincide avec celui que déterminent les

énératrices rectilignes des quadriques homofocales a
celles du faisceau; c’est donc un cas particulier du
complexe formé par les génératrices des quadriques en
nombre doublement infini qui touchent sept (et, par
suite, huit) plans : ce complexe et sa surface des singu-
larités sont bien connus; M. R. Sturm, en particulier,
a fait, dans le Tome 70 du Journal de Crelle, une
étude détaillée du complexe réciproque ,formé par les
génératrices des quadriques qui passent par huit points.

30. Pour terminer, nous indiquerons une propriéié
intéressante des surfaces algébriques qui ont toutes leurs
focales a U’infini. L’équation de ces surfaces, en coor-
données tangentielles rectangulaires, est semblable a
celle des courbes planes analogues, étudiées au n° 6 si

UX 4+ Y W3+ p =0

est ’équation du plan, I'équation des surfaces conside-
rées est de la forme

(6) Fu(u,o,w)—(u2+ 02 w?2)f o(U, v, w,p)=o0,

oua F, et f,,_, sont des polynémes homogenes d’ordres
n et n— 2, dont le premier ne contient que u, v, w.

Menons 4 la surface (6) des plans tangents par une
droite quelconque, que nous pouvons supposer étre
'axe O z, puisque I’équation (6) ne change pas de forme
pour une transformation rectangulaire des coordonnées.
Les valeurs proportionnelles de u et v qui correspondent
ces plans tangents s’obtiennent en faisant @ = o et
P = o dans (6); on trouve ainsi

Cluo)y=F,(u. ¢, o) —(u? == ©2) froalu. v, 0, 0)=o0.
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I orientation du systéme des plans tangents considé-
rés est donnée par I'expression
g1, 1)
o(1.—1) ’
¢est-a-dire par .
IF,(1,4,0) |
Fo(i.—i,0)
elle est done la méme que celle du systéme des plans tan-

gents menés par O z a la surface
F,.(u,v,w)=o,

(ui est une courbe de la classe n située dans le plan de
Uintini. Or Porientation du systéme des plans tangents
menés a cette courbe par la droite O z est celle des plans
tangents menéds par Oz au cone de sommet O dont les
géndratrices s’appuientsur la courbe, et, par suite (n° 27),
celte orientation est la méme que celle des plans menés
par Oz et par les n focales réelles du cone précédent.
La direction de ces focales est d'ailleurs indépen-
dante du point qu’on a choisi pour sommet du cone,
puisque les cones qui passent par une inéme courbe &
Pinfini sont paralléles entre cux. En d’autres termes :

8t une surface algébrique de classe n a toutes ses -
Socales a l'infini, l'orientation du systéme des n plans
tangents quon peut lui mener par une droite quel-
conque de lespace est la méme que celle du systeme

des n plans qu’on peut mener par la droite paralléle-
ment a n directions fixes.

Les n directions fixes sont évidemment celles des 7
focales véelles du cone qu'on peut circonscrire a la sur-
face a partir d’un point (lue-.l(‘.onqne de l’espac«’.
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DEMONSTRATIONS I'UN THEOREME DE STEINER
ET D'UN THEOREME DE NEWTON;

Par M. R. GODEFROY,

Ancien éléve de I'Ecole Polytechnigic.

1. Le théoréme de Steiner est le suivant :

Le point de concours des hauteurs de tout triangle

circonscrit & la parabole est sur la directrice.

I.a démonstration que nous allons en donner repose

sur ces deux propositions connues :

1° 8¢ par chaque point d’une tangente & une para-
bole P, on méne la perpendiculaire a la deuxiéme
tangente issue de ce point, toutes ces perpendiculaires
et la tangente elle-méme enveloppent une paraboleP’.
Les axes de P et P’ sont rectangulaires.

2° Un triangle étant circonscrit a une parabole, le
diamétre correspondant au point de contact d’un cété
et les paraliéles menées de ses extrémités aux cotes
opposés du triangle sont concourantes.

Voici cette démonstration : le triangle ABC ( fig. 1)
étant circonscrit a une parabole P, la parabole P/, dont
il est parlé ci-dessus, qui touche les perpendiculaires
BB/, CC" a AB, AC est tangente a BC au point D, ou la
tangente de P perpendiculaire & BC rencontre cette
droite. Le diamétre de P’ issu de ce point, étant paral-
lele a ’axe de P’ est perpendiculaire a I’axe de P; mais,
il passe par le sommet d’un angle droit circonscrit a P:
c’est donc la directrice de cette courbe. Cette droite doit
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passer au point de rencontre des paralleles menées de B

et C aux tangentes BB, CC’ de P'. Ces paralléles étant
deux des hauteurs du triangle ABC, il est démontré que

Fig. 1.

le puint de concours des hauteurs du triangle est sur la
direcurice de Ta parabole.

Nons ne donnons ici cette démonstration qu’en raison
de sa nouveauté; elle n’a pas, il faut I'avouer, une
grande simplicité. 1l n’en est pas de méme des résultats

qui suivent.

1. Ces deux théorémes :

Le centre de toute conique inscrite a un quaa’rilatére
est sur la droite qui joint les milieux des diagonales
(Newron);

Les hauteurs de tout triangle circonscrit a la para-
bole se coupent sur la directrice (StEINER)

peuvent se déduire I'un de 'autre. Nous allons d’abord
¢tablir cette relation, donner ensuite du théoréeme de
Newton une démonstration directe, et énoncer en ter-
minant une propriété projective des sections coniques
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qui aura déja naturellement apparu parmi les résultats
que nous allons d’abord obtenir.

Partons du théoréme de Steiner. Nous projetons la
parabole suivant une conique dont le centre O (fig. 2)
est la projection du foyer de la parabole. La directrice
se projette suivant une droite a 'infini et le triangle cir-
conscrit a la parabole suivant le triangle ABC circonscrit

a la conique. La tangente au sommet de la parabole et la
droite de'infini de son plan se projettent respectivement
suivant les tangentes paralléles A’B'C/; A"B"C" de la
conique. Les rayons focaux des points ou cette tangente
au sommet rencontre les cotés du triangle donnent dans
la projection les droites OA’, OB/, OC'. Les hauteurs du
triangle sont paralléles a ces rayons : leurs transformées
seront les droites AA”, BB”, CC” passant aux points ou
0A’, OB, OC’ rencontrent la tangente A”B"C’. Les
hauteurs se rencontrant sur la directrice, les droites
AA”, BB”, CC" se rencontrent sur une droite a I'infini,
autrement dit, sont paralléles. Ce résultat équivaut au
théoréme de Newton. On en déduit, en eflet (en consi-
dérant les triangles A A’A”, BB'B’, CC'C” dans lesquels
Oestle milieu commun des trois cotés A'A”, B'B", €' C"),
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qu'unc méme droite contient le centre de la conique e
les milienx des diagonales du quadrilatére circonserig

ABCA'B'C.

L. John.-C. Moore a donné du théoréme de Steiner
une démonstration remarquable qui permet de le re-
garder comme une conséquence immédiate du théoréme
de Brianchon (voir Sivyon, Sections coniques, Ch.
XUV, p. 414). Ce procédé, ne faisant usage que de pro-
priciés projectives, est applicable au théoréme de New-
ton. Nous avons ainsi la démonstration suivante.

Soit le quadrilatere ABCA'B'C/ (fig. 2) circonscrit a
une conique. Les droites qui joignent chaque point de
rencontre de deux cotés au point de rencontre des tan-
gentes paralleles aux deux autres sont paralleles. Ainsi
BB, CC” sont paralleles en vertu duthéoréme de Biian-
chou appliqué & 'hexagone s BC 2 B’C’« formé par
les six tangentes issues des points B, C, B”, C”. Les trois
droites BB, CC” % sont concourantes, autrement dit
BB, CC” sont paralléles : méme démonstration pour la
droite AN associée a Pune des précédentes.

Ceci ¢tabli, le théoréme de Newton s’en déduit de
suite comme ci-dessus.

On peut meéme éviter d’invoquer le théoréme de
Brianchon. en procédant de la maniére suivante.

Les droites BB, CC” ( fig. 2) engendrent, lorsque
B"C” roule sur la conique, des faisceaux homographiques
ou trois couples sont formés de rayons paralléles (pour
les positions ou B'C” coincide avec un coté du triangle
ABC); par suite, BB”, CC” sont paralléles, d’ou se con-
clut immédiatement le théoréme de Newton.

Ces deux  dernieres démonstrations, et surtout la
seconde, se développent, comme on le voit, en quelques
lignes @ elle sont d’une simplicité qui ne laisse rien a
désirer.
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Ce fait que les droites AA”, BB, CC" sont paralléles
w'est en définitive qu’une forme projective spéciale du
théoreme de Newton. On en déduit de suite, par pro-
jection, le théoréme suivant :

Deux quadrilateres ABCA'B'C/, a3y By érant
circonserits ¢« une conigue; si les points de rencontre
des cotés homologues sont en ligne droite, cette méme

droite contient le peint de concours des six droiles

A a/, B ‘3/) C'\."ﬂ Ala’ BIB, CI.\;’

et son corrélatif que nous n’énoncons pas.
Ces deux théorémes sont susceptibles d'étre présentés
sous une forme diflérente; on peut dirve en effet :

Deux triangles homologiques étant circonscrits a
une conique, les droites qui joignent les sommets de
l"un aux points o une tangente quelconque coupe les
cotés correspondants de [’autre concourent sur l’axe
d’homologie,

el corrélativement :

Deux triangles homologiques étant inscrits a une
conique, les rayons menés d'un point quelconque de
la conigue aux sommets de Uun rencontrent les cétés
correspondants de 'autre en trois points en ligne
droite avec le centre d’homologie.

Ces théorémes se démontrent directement, de la ma-
niére la plus simple, au moyen des théorémes de Brian-
chon et de Pascal. Il n’expriment pas autre chose, du
reste, que ces propriétés fondamentales, mais appliquées
a des systémes de tangentes et de points, combinés de
maniére & présenter a Pesprit une image diflérente.
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APPLICATION DU CALCUL DES RESIDUS;
Par M. E. AMIGUES.

1. Je me propose, dans cette Note, d’étendre aux
variables imaginaires une formule donnée par M. Weier-
strass pour les variables réelles, et de montrer qu’avec
cette formule plus générale on peut trouver les coor-
données de certains centres de gravité au moyen du
caleul des résidus.

Supposons que le point qui représente une variable z
décrive une courbe C. Le point qui représente la fonction

u=f(z)

décrira unc courbe €' et celur qui représente la fonction
v 9(3)

décrira unc courbe (7.

On appellera naturellement points correspondants
les trois points donnés par une méme valeur de z, et
éléments correspondants trois éléments limités a chaque
bout par trois points correspondants.

A chaque élément de la courbe C’ on applique un
poids égal a I'élément correspondant de la courbe C” et
I'on se propose de trouver le centre de gravité d'un
pareil systéme.

Soient &g, y4 les coordonnées de ce centre de gravité
el soit @ une (uantité ayant ce point comme affixe, de
telle sorte que 'on ait

W == To+ Yo i.
Posons

flz)=2 P+ Qu,
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ce qui montre que P et Q sont les coordonnées du point
de la courbe C’ qui correspond au point z de la courbe C.
On a les deux équations suivantes

zo [mod[o( s)ds] = [Pmod[co( Vds|,

fmod[o(z)dz] [Qmod[c;'(’z)dz];

multipliant la seconde équation par 7 ¢t ajoutant

(A) pfmod[?'(z)d:.]: /‘f(;)qu[c_fa’(z)dzj.
( Je :

Supposons, en particulier, que la courbe C soit un
segment de 'axe des x compris entre les abscisses a et b,
a étant la plus petite. Supposons aussi que la courbe C”
soit appliquée sur Ox. Supposons enfin que la quantité
o' (x) reste positive quand x varic de a a b. Dans ces
conditions

modds = dz, mod¢'(z) = o'(z)

et la formule (A) devient la formule
b

b
(B) ‘u/ v(@)dze = [ flz)g'(2)da.

C’est la formule de M. Weierstrass, dont on trouvera
une démonstration directe dans le Cours d’ Analyse de
M. Hermite.

2. Nous allons mettre la formule (A) sous uue autre
forme, en supposant que lacourbe Cet la courbe C” soient
connues, la courbe C’'demeurant arbitraire. La courbe
C étant connue, la quantité

L= +}'l
est une fonction connue de ¢. On a donc, d’une part,

moddz = ydz¥ - dy? =) (t)dt.
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d’autre part
ds = dr—+ idyv =301)dl.

On en conclut
moddz _ h(t),

dz a(t)’

éliminant ¢ entre cette équation et celle qui donne z
en fonction de £, on a

moddz

(|) d' =F(z)

IV un autre cé6té, la courbe C” est connue, c’est-a-dire
que la fonction © (z) est donnée; il en est de méme de
¢'(z). Alors z est une fonction connue de t, ¢'(z) est
aussi unc fonction connue de ¢ et le module de %' (z)
également. On a donc

mod¢'(z) =1t(t).

Eliminant 7 entre cette équation et celle qui donne z
en fonction de ¢, on obtient

modo'(z) =4 (3).

La formule (A) peut alors s’écrire
(G p[@(;)l“(;)d:: ff(z\q;(:)F(:.)dz.
Je e

On voit que p est le quotientde deux intégrales; et, si
la courbe C est fermée, le quotient de deux résidus.

3. Supposons, en particulier, que I'on ait
©(3) == 3,

¢'est-ia-dire que la courbe C” soit confondue avec la
courbe C et que les points correspondants de ces deux
courbes soient (:onfondus.Supposons en outre que la
variable z décrive un cercle ayant pour rayon R et pour
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centre 'affixe de la quantité a. On a alors
mode’'(3) =1,
et, comme on a aussi
3—a=Ret
onobtient
Rdz
modds = ———
1(s—a)
La formule (A) devient alors, en intégrant le long de la
circonférence entiére et dans le sens direct,
Rf(s)ds
e [ M)
¢ l(z—a)
ou bien
1 fi{3) d:‘

r=—— —_—

2wl ), s—a

De 13 le théoréme suivant :

Si une variable z décrit un cercle de rayon R et de
centre a, une fonction uniforme quelconque

u=f(s)
décrit une courbe fermée; et si & chaque clément de
la courbe décrite par la fonction w on applique un

poids égal & Uélément correspondant du cercle, le
centre de gravité du systéme est Uafixe du résiduinte-

oral de la fonction RACI ar rapport au cercle.
S —aP Pr

En particulier, silafonction f(z) est holomorphe dans
le cercle, on a

p=s(a).

4. Supposons que la variable z décrive un polygone
fermé dans le sens direct. Soit s la portion de périmétre
qui sépare un point fixe pris sur ce périmétre et un point
de coordonnées x et y mobile sur ce périmétre; cette

Ann. de Mathémat.; 3¢ série, t. XI. (Avril 1893.) 11
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longueur s élant regardée comme positive dans le sens
direct.

Soit dés lors AB un coté du polygone, le sens AB étant
le sens direct et soit 2 I'angle trigonométrique de Ox
avec AB. x ety étantles coordonnées d’un point de AB,
on a, en grandeur et en signe, AB étant le sens positif

du segment ds,
dz = ds cosa,

dy = dssina;
on c¢n conclut
ds =dr + idy = dsex.

Considérons maintenant une fonction uniforme quel-

conque
u=f(s)

Le point u décrit un polygone a cotés curvilignes. A
chaque élément de ce polygone curviligne appliquons le
poids de I'élément correspondant du polygone rectiligne
ct cherchons le centre de gravité.

Nous aurons pour lc coté AB

p | e %ds= / e~ f(z)ds
AB /AR

ct, en simplifiant,

“f d;:ff(;)dz,
AR AB

@ ¢tant le centre de gravité de Pare qui correspond
a AB.

Ecrivant les égalités analogues pour les autres coLés
¢t ajoutant, on a

p d:-l—p’f d:.—e—...:ff(z)dz,
<AB BC P

I'intégrale du second membre étant prise tout le long du

polygone.



(147 )
En appelant [, I', I",... les longueurs des cotés
AB, BC, ... dupolygoneeta, o/, o', ... les angles de Ox

avec ces cOlés, on peut écrire

pleti4 ' leXiq ' 1" e - |, = ff(z)dz;
p

sile polygone est un parallélogramme, la formule devient
(D) (m— ) leni (w—py lexi= [ f(a)ds;
p

si la fonction f(z) est doublement périodique et que
I’on prenne le parallélogramme des périodes, on voit
que chaque c6té donne une courbe fermée, que deux
cotés opposés donnent la méme courbe tracée dans
I'ordre inverse et ayant chaque fois le méme centre de
gravité, c’est-a-dire que 'on a p’=p et u”=p/. Le
premier membre dela formule (D) est alors nul, ce qui
est conforme au principe signalé par M. Hermite.

5. Le cas le plus intéressant serait celui on 1'on au-
rait

o (2)=/(5).

La formule (A) deviendrait alors

p‘/(:mod[f’(z)d:]:'[j(z)mod[f’(z)dz]

ct donnerait lc centre de gravité de la courbe C' supposée
/zomoge‘ne. Mais dans ce cas on ne peut exprimer
mod f'(z) en fonction de z que si 'onse donne f7(z) et
par suite f'(z). On ne peut donc avoir que des résultats
particuliers et non des théorémes généraux. Nous signa-
lerons les deux exemples suivants.

La variable z décrit un arc de cercle de centre a et
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de rayon R. Trouver le centre de gravité de la courbe
homogéne décrite par la fonction

u=A(s—a)»+B.

(Cette dernicre courbe est aussi un arc de cercle et
P'on arrivera facilement au résultat connu.)
Méme question pour la fonction

uw=Aemz+ B.

: GORRESPONDANCE.

Extrait d'unce lettre adressée a M. Rouché.

Je me permettrai de vous soumettre quelques remar-
ques sur le curieux article de M. Lemoine, relatif a la
simplicité des constructions. 1 semble donner prise a
une grave objection.

Supposons que dans une épure, ou la direction des
lignes de rappel est connue, on en ait a tracer 22 : c’est
une opération qui demande environ deux minutes. Ap-
pliquons les conventions et les résultats de M. Lemoine.
La simplicit¢ (je dirais plutét, ceme semble, la com-
plication) du tracé d'une paralléele ¢tant représentée
par g, cclle de notre construction serait g < 22, ou
198. Elle serait done supérieure a celle du tracé des
huit cercles tangents a trois cercles donnés, par la mé-
thode de M. Marnheim. 1 résulte de cet exemple que
les conclusions de M. Lemoine, trés intéressantes aun
point de vue théorique spécial qu’il a choisi, ne corres-
pondent pas i la complication plus ou moins grande
des tracés dans le sens que 'on donne 4 ce mot en pra-
tigue.
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La raison de cette différence, c’est que M. Lemoine
ne fait aucun usage de I'équerre; or, si elle ne doit pas
éire employée a la construction des perpendiculaires,
elle s’applique d’une facon trés simple et trés exacte a
celle des paralléles. Pour rétablir la concordance, il
semble qu'il faudrait ajouter aux opérations élémen-
taires les deux suivantes : 1° appliquer la régle contre
I'équerre; 2° faire passer le bord de I’équerre par un
point donné. L’opération de tracer la ligne suivant le
bord de I'équerre ne dillére pas de 'opération analogue
pour la régle; il n’y a pas lieu de lui affecter un sym-
bole spécial.

On voit ainsi disparaitre la différence énorme que
M. Lemoine trouve entre la solution de Gergonne et
celle de M. Mannheim, différence qui I’a, dit-il, bien
surpris lui-méme. 1l suffit, pour s’en rendre compte, de
remarquer que la solution de M. Mannheim n’exige
aucun tracé de paralléle, et que c’est pour ce tracé
quiil y a désaccord entre la théoric de M. Lemoine et
la pratique. Ainsi, la construction classique des quatre
axes de similitude a pour coefficient de complication 37;
celle qui est proposée comme plus avantageuse a 42.

Il semble, en outre, que dans ’énoncé de la construc-
tion de Gergonne M. Lemoine fasse quelques construc-
tions inutiles. Il n’est pas nécessaire de déterminer les
douze poles : il suffit d’'un seul pour chaque axe, en
abaissant du centre radical une perpendiculaire sur cet
axe de similitude. J'ai fait un tracé dont le coefficient
de complication est 200. Ce résullat placerait la solution
de Gergonne bien prés de celle de M. Mannheim au
point de vue de la simplicité ; mais, comme M. Lemoine
le fait observer, quand on commence a appliquer cette
méthode, on n’y apporle pas toujours toutes les simpli-
fications possibles; il se peut done que le chiffre de 200
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doive encorc étre abaissé; d’autant plus que j’ai fait
la construction telle qu’elle se présente, sans réfléchir
longuement aux moyens de la réduire.

R. SoubEE,
Professeur au lycée d’Angouléme,

Eztrait d’une lettre a M. Rouché.

M. Emile Lemoine fait une discussion trés intéres-
sante de la valeur pratique des solutions de Viéte, de
Bobillier ¢t Gergonne, de M. Fouché et de M. Mann-
heim. Lavantage reste a la méthode de M. Mannheim.

Or il est & remarquer que, au point de vue théorique,
les trois derniéres solutions se rameénent facilement a la
méme idée. Prenant la figure de M. Fouche (Nouvelles
Annales, juin 1892, p. 235) on reconnait qu’elle con-
tient a ia fois les trois solutions. Les couples de points
que M. Lemoine appelle asa), 0.0, (p. 470) sont ap-
pelés MN, M, N, par M. Fouché. Au lieu de KK’ on a
la droite PR.

La démonstration est évidente.Partant d’un point M,
M. Mannheim construit les antihomologues M’ et M”;
puis il prend I'antihomologue N de M’ relativement
aux cercles O’ et O”.

Ainsiles deux points ay,a), de la solution de M. Mann-
heim ne sont autre chose que les deux points ou un
cercle isogonal coupe un des cercles donnés. M. Fouché
indique done précisément la construction de M. Mann-
heim & la fin de sa Remarque 11 (p- 237) pour le cas
ou 'axe de similitude, ou simplement le point H, est
¢n dehors des limites de Iépure.

La construction de M. Fouché s'appliquant au cas
d'un cercle, une droite ¢t un point (p. 241), il me
semble que 'on doit pouvoir appliquer aussi a ce cas la
méthode de M. Mannheim.
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Pour terminer, je vous ¢nvoie a tout hasard une so-
lution (peut-étre déja connue) du probléme d’élémen-
taires de I'agrégation de 1886, que j’ai trouvée de mon
coté lors de la lecture de Particle de M. Fouché.

On donne un cercle et deux points P et Q sur un
diamétre; on joint PA, QB et 'on demande le lieu de M
qui est un cercle, Q et P étant les .deux centres de si-
militude. On demandait comme troisi¢cme partie du
probléme : 3° A" et B’ étant les deuxiémes points d’in-
tersection des droites MA et MB, de trouver le lieu du
centre du cercle circonscerit au triangle MA'B'.

Or, passant par A’ et M, le cercle est isogonal du
groupe correspondant au centre de similitude extréme
P: passant par B’ et M, il appartient aussi au groupe du
centre Q. Appartenant aux deux groupes, ce cercle
coupe orthogonalement le cercle donné O, de sorte que
son centre est U'intersection des tangentes en A’ et B/ au
cercle O.

L’ensemble des cercles circonscrits 2 A’B'M est donc
le faisceau des cercles coupant orthogonalement le
cercle donné et le cercle lieu de M. C’est le faisceau
bien connu étudié par Poncelet, composé de cercles
admettant PQ comme axe radical, faisceau réciproque
de celui défini par le cercle O et le cercle licude M. Le
licu du centre est une droite, cte. '

E. MARCHANT,
Professeur au lycée de Versailles.

ERRATA.

Page 81, fig. 1, lises A’ au liew de A, B' au liew de B ct inver-
sement.
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AU SUJET D'UN LIVRE RECENT (') SUR AUGUSTE COMTE;
Psr M. J. BERTRAND,

de I’Académic francaise,
Secrétaire perpétuel de PAcadémie des Sciences.

L’auteur de ce livre est un catholique convaincu; il ré-
prouve, par conséquent, ¢t condamne la doctrine philoso-
phique et sociologique qui, plus qu’aucune autre, suivant lui,
caractérise notre époque. Il veut, cependant, dans le récit de
la vie d’Auguste Comte, aussi bien que dans P'exposé de ses
idées, rester impartial jusqu'a Pindifférence. C’est un role dif-
ficile. Lorsque, comme le P. Gruber, on réussit a le jouer, il
diminue Vintérét du réeit. Le P. Gruber est sérieux et sincére,
mais il faut en avoir acquis Passurance pour ne pas soup-
conner quelquefois, dans le choix des citations, toujours
exactes et textuelles, une ironie malignement cachée. Lorsque,
suivant Popinion de quelques juges trés attentifs et trés pré-
venus en sa faveur, tels que Littré, apparaissent dans la con-
duite ct dans les idées de Comte des symptomes d’aliénation
mentale, le P. Gruber rapporte, en méme temps que leurs
craintes ct leurs tristesses, les protestations des admirateurs et
des disciples constants dans leur foi. Lui-méme ne dira son opi-
nion qu'a la fin et avec une grande réserve. En rapportant,
sans les discuter, les renseignements puisés aux sources les
plus diverses, Pauteur ne peut manjuer d'accepter plus d’une
appréciation contestable. Mon seul but est ici d'en signaler
quelques-unes. Ceux auxquels, dans 'histoire de leur maitre,
aucun détail ne semble indifférent, entendront sans doute avec
satisfaction, sur quelques points de sa vie racontés par le

(") Aveuste CoMTE, fondateur du positivisme, sa vie, sa doc-
trine, par le R. P. Gruser, S. ). (Traduit de 'allemand par M. Pabbé
Pu. Mazover, du clergeé de Parvis: précédé d'une préface par M. OLLE-
LAPRUNE. maitre de conférences & 1'lcole normale supéricure. Paris,
Lethielleux. 18g2.)
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P. Gruber, le témoignage d’un contemporain dont les souve-
nirs sont précis et les informations trés assurdes.

La disgrace de Comte & I'Ecole Polytechnique a exercé sur
la situation et sur le caractére du philosophe, pendant les der-
niéres années de sa vie, une grande et triste influence. Le P.
Gruber en a mal connu les véritables causes.

Aprés avoir rempli pendant vingt ans les fonctions de répé-
titeur d’Analyse, réunies, de 1837 a 1844, a la mission, trés
importante alors, d'examinateur d’admission, Comte, soumis,
d’aprés les réglements, a une réélection annuclle, se vit en-
lever successivement ces deux fonctions, dont les émoluments
formaient sa seule ressource. Les wmotifs allégués par le
P. Gruber sont fort incomplets.

« La encore, dit-il, sur ce terrain assez étranger & la Philo-
sophie, ses opinions particuli¢res lui attirent des antipathies.
Le respect avec lequel il parlait des institutions du moyen
age, I'énergie qu'il mettait & condamner le criticisme ratio-
naliste, la vivacité de ses remarques sur les défectuosités de
Venseignement des Sciences exactes, la facon dont il combat-
tait I'anarchie intellectuclle, comme Panarchie politique, et
dont il défendait la nécessité d’un pouvoir spirituel, toutes ces
choses le recommandaicnt mal auprés des savants qui ¢taient
alors imbus des idées libérales. »

Josec affirmer que I'énergie apportée par Auguste Comte a
condamner le criticisme rationaliste, non plus que son admi-
ration pour les institutions du moyen age, n’ont joué, ni di-
rectement ni indirectement, aucun role dans les décisions qui
ont attristé la fin de sa vie.

Le P. Gruber ajoute :

« Il avait en horreur un enseignement mathématique qui
développait uniquement la Science technique sans donner aux
¢léves une intelligence plus approfondic, qui formait a une ha-
bileté toute mécanique en négligeant d’élever I'esprit a des
conceptions plus larges, qui, enfin, oubliait complétement
lidée pour s’arréter aux formules et aux calculs. »

Auguste Comte: se croyait plus capable qu’aucun autre, et
ne le cachait pas, de guider Pesprit des éléves vers des con-
ceptions larges et élevées; mais il connaissait micux que per-
sonne I'enscignement de 'Ecole Polytechnique et, particuliére-
ment, celui des Mathématiques, auquel il était personnellement
associé. Jamais le jugement qu’on vient de lire n’a été le sien.
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Comte rendait hommage aux talents et a la sagacité de Poinsot,
d’Ampcre, de Navier, de Duhamel et de Liouville, qui, suc-
cessivement, ont occupé la chaire d’Analyse. Il n’y a pas seu-
lement exagération, mais invention compléte, a laisser croire
qu'il a pules accuser d’oublicr 'idée pour s’attacher aux for-
mules et aux calculs. C’est le contraire de la vérité. Comte le
savait, il ne I'a jamais contesté.

Bien loin de rencontrer de l'antipathie 4 'Ecole Polytech-
nique, Comte, dés son entrée dans le corps enseignant, en 1832,
s’y trouva estimé et respecté. Les directeurs des études, Du-
long ¢t Coriolis, 'ont, en toute circonstance, aidé de toute
leur influencé. Lamé, Chasles, Savary, Babinet et Dahamel,
ses anciens camarades, Poinsot, son ancien maitre, sié¢geaient
dans les conseils et rappelaient volontiers a ceux qui bla-
maicnt ses ¢erits, ou qui souriaient de son orgueil, que, pen-
dant son s¢jour a PEcole, Auguste Comite était considéré par
ses camarades et par ses maitres comme la plus forte téte de
sa promotion. Le P. Gruber, entrant dans le détail, assigne
pour cause de la non-réélection de Comte aux fonctions d’exa-
minateur d’admission la Préface personnelle (c’est le litre
qu'il lui donnait) placée en téte du sixiéme Volume du cours
de Philosophic positive. Comte s’y plaint « des dispositions
irrationnelles et oppressives adoptées a I'Ecole Polytechnique
sous la désastreuse influence d’Arago ». Cette phrase agressive
naissait d'une lutte depuis longtemps engagée, elle ne pouvait
étre la cause de la décision prise. La disposition irrationnelle
et oppressive contre laquelle Auguste Comte n’a jamais cessé
de protester ¢tait précisément la réélection annuelle des exa-
minateurs d’admission. La cause principale de cette mesure,
ot Arago n’était pour rien, avait ¢té I'indignité présumée de 'un
des prédécesseurs de Comte, dont inamovibilité avait rendu la
révocation difficile. La décision, ne pouvant avoir d’effet ré-
troactif, sfappliquait au nouvel élu seulement; elle avait assu-
rément des inconvénients, mais I'inamovibilité, on en avait eu
plus d’'une preuve, présentait des dangers plus grands encore.
La 'réface personnelle étaitune sommation d’avoir a décider
une fois pour toutes. Comte invitait impéricusement le conseil
A ne pas le réélire silon n'était pas décidé a le considérer dés-
ormais comme inamovible. A cette mise en demeure s’ajou-
taient des véflexions blessantes sur plusicurs membres, les uns
ndifférents, les autres trés favorables a sa cause. Il regrettait
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que Poinsot, son ancien maitre et son protecteur affectucux
depuis prés de trente ans, n’eut pas montré dans une élection
récente un caractére digne de son talent. La composition irra-
tionnelle du conseil était critiquée avec raillerie. N’était-il pas
absurde d’y voir siéger tous les professeurs, quelle que fat leur
incompétence, ét il ajoutait en note : « Les maitres de danse
¢t d’escrime ne votent pas, ceux de francais et d’allemand ont
voix délibérative. » De telles attaques étaient faites intention-
nellement pour amener sans retard le dénouement d’une crise,
dont la menace lui enlevait pour ses travaux toute liberté
d’esprit. On I'accusait de mal fairc les examens. Ses amis, une
partic du public, plus d’un juge compétent, Comte lui-méme
surtout, ne voulaient voir dans cette allégation qu’un odicux et
ridicule prétexte. D’autres lui adressaient, de trés bonne foi,
des reproches trés sérieux. G'était la la question véritable.
Pour quelques membres du conseil, I'exclusion de Comte ¢tait
considérée comme un devoir pénible, qu’ils hésitaient & accom-
plir.

Nommé examinateur en 1837, Comte se montra, pendant sa
premiére tournée, excellent a tous égards, trés patient, trés
attentif, trés ingénieux; ses questions imprévues semblaient
couler de source. Non seulement il jugeait bien, mais il savait
rendre ¢videntes pour tous la faiblesse ou la force des esprits
qu’il éprouvait. Si la question d’inamovibilité s’était posée
aprés cette premicre épreuve, personne n’eat hésité a assurer
pour toujours & I'Ecole le meilleur examinateur dont on ciit
souvenir. Professcurs et éléves s’accordaient a lui reconnaitre,
au plus haut degré, les qualités d’un excellent juge. On citait
méme un colonel d’artillerie qui, ayant assisté aux examens
dans I'une des premicres villes de sa tournée, le suivit dans la
ville suivante, attiré sculement par le désir de I'admirer plus
longtemps. L’influence sur Penseignement fut des plus heu-
reuses, et, dés P'année suivante, les professeurs trouvaient
dans I’étude des questions de Comte, soigneusement recueil-
lies, d’utiles exercices pour leurs éléves. Lorsque Comte, pour
la scconde fois, fut appelé a faire les examens, il y apporta la
méme patience, la méme attention, la méme bicnveillance
pour tous, mais malheurcusement, non pas seulement le méme
senre de questions, mais les questions mémes de Pannée pré-
cédente, qui, connues des candidats, avaicnt perdu leur prin-
cipal mérite. La mission de Comte fut renouvelée six fois; son
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répertoire ne changea pas. Dans toutes les classes de Mathé-
matiques spéciales, la préparation aux « colles de Comte »
jouait un réle important, et tout éléve qui, aprés le tirage
au sort qui se faisait alors entre les examinateurs, savait qu’il
aurait Comle pour juge, sc faisait exercer aux questions
proposées comme imprévues et aux  difficultés ingénieuses
que leur solution faisait naitre. Les petits piéges Mathéma-
tiques étaient toujours tendus avec le méme art, mais les can-
didats, instruits & les éviter, I’étaient aussi a y tomber avec
grice pour se¢ montrer habiles 4 en sortir. Comte n’ignorait
pas lexistence de cet enseignement trés bien organisé, dont
le but avoué était de mettre sa perspicacité en défaut, mais il
acceptait la lutte, se croyant certain d’y triompher. Il est vé-
ritable que, pour le tromper, il fallait de Phabileté; quelques
éléves Ta poussaient fort loin; on les y exercait, et ces finesses
n'étaient dignes ni de I'examinateur ni des maitres; plus d'un
candidat, dont le suceés ¢gavait ses camarades, a fait plus
tard honneur & I'Ecole et justific le jugement favorable de
Comte ; mais le genre de mérite dont il avait fait preuve n’é-
tait ni celui qu’on exigeait de lui, ni cclui que I'examinateur
croyait juger. D’autres, moins habiles, ou moins heureux,
pour avoir mal réussi a simuler ignorance sur des questions
soigncusement ¢tudides, étaient appréciés fort au-dessous de
leur valeur vévitable. Comte, souvent averti, n’a jamais ac—
ceplé ces reproches. Plus 'opinion devenait unanime et pres-
sante, plus il s'obstinait & la braver. Toutes les plaintes, sui-
vant lui, s'expliquaient parla mauvaise humecur des candidats
refusés et le mécontentement de leurs parents.

Un autre motif fut trés séricusement et, peut-étre, justement
allégué. Le P. Gruber le passe sous silence. Les collégues de
Comte ct ses prédécesseurs avaient presque tous publié des
Ouvrages ¢lémentaires dont I'étude s'imposait aux candidats.
Comte avait autrefois flétri cet abus avec une mordante iro-
nie: il nlignorait pas que le désiv d’éviter a 'avenir un tel
inconvénient avait ¢té pour beaucoup dans la décision prise
de soumettre les examinateurs a une réélection annuelle. It
éerivit cependant un traité de Géométrie analytique et en
annonca la publication. Lamé, son ancien camarade, ct
Chasles, toujours bienveillant pour tous. le suppliérent de ne
pas donner suite a ce projet. Décidés 'un et Fautre a le pro-
téger de teute leur influence, ils prévovaient une opposition et
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voulaient I'éviter. Ils n’obtinrent rien de lui. Comte n’avait
rien promis, on ne lui avait rien imposé, sa liberté restait
entiére, il voulait en user. §’il se souvenait que la publication
d’un traité d’Arithmétique par I'examinateur Reynaud lui
avait paru un scandale, il lui semblait que celle d’un traité de
Géométric analytique par 'examinateur Auguste Comte serait
un service rendu & 'Enseignement. Ceux qui avaient 'imperti-
nence de comparer deux choses aussi dissemblables ne méri-
taient pas de réponse. Deux de ces collégues, d’ailleurs, avaient
publié des traités de Géométrie analytique parvenus a la hui-
tiéme ou a la dixi¢me édition; pourquoi ne ferait-il pas comme
cux, lorsque, sans grande présomption, il avait droit d’espérer
qu’il ferait beaucoup mieux? On lui répondait qu’il s’agissait
d’un principe et que I'impossibilité de 'appliquer aux exami-
nateurs inamovibles était une raison de plus pour 'imposer
sévérement aux autres. Cet argument le mettait hors de lui.

Comte, en 1844, ne fut pas réélu examinateur. Sur quinze
membres qui composaient le conseil, huit, en inscrivant sur leur
bulletin de vote le nom de Wautzel, obéissaient & des motifs
trés divers. Les uns, cela est vrai, émus par la Préface, qui
les insultait et les bravait, irrités par le procés intenté a son
éditeur, dans lequel Comte, plaidant lui-méme, redoubla la
vivacité de ses attaques, étaient contre lui des adversaires dé-
cidés; mais ils étaient loin de former la majorité du conseil.
Plus d’'un opposant se laissa guider par les plaintes, chaque
année plus nombreuses et plus vives, des professeurs mécon—
tents. Plusieurs enfin, sans vouloir lire ni juger le traité de
Géométrie analytique, y voyaient la renaissancec d'un abus
quil fallait arréter. La destitution qui a si profondément
troublé la vie de Comte est présentée par le P. Gruber comme.
une vengeance : s'il entend par la qu’en s’abstenant des atta—
ques contre le conseil de I'Ecole Polytechnique, Comte aurait
aurait pu rester examinateur quelques années encore, I'asser-
tion est plausible; mais il n’en aurait pas moins été menacé et
discuté chaque année. Si Comte, au contraire, avait écouté les
remarques bienveillantes, souvent répétées, sur les inconvé-
nients de son systéme d’examen, excellent, admirable peut-
étre, pour les cent premiers éléves, mais qui, pour les milliers
qui devaient suivre, donnait de plus en plus aux candidats ha-
bilement préparés un avantage injuste sur des concurrents soli-
dement instruits; s'il avait cédé aux priéres amicales de Lamé
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en sabstenant de publier son traité de Géométrie analytique,
il aurait pu sc livrer contre Arago aux attaques les plus vives,
traiter a son aise son influence de désastreuse, se donner le
plaiziv d’appeler M. Dubois, de la Loire-Inférieure, maitre de
francais, ct M. Hase, maitre d’allemand, faire de la chevalerie du
moyven dge son idéal, vanter ou attaquer a son gré le criticisme
rationaliste, s'exposer enfin, méme en les aggravant, a tous les
reproches allégués par le P. Gruber, sans que l'on songeét
i lui opposer un concurrent. L’irritation de Comte renais-
sait chaque année lorsque quinze juges dont Phésitation lui
démontrait la médiocrité ou l'indignité devenaient les arbitres
de sa position. Chacun d’eux, en lui donnant des avertisse-
ments et des conseils, croyait user d'un droit et remplir un
devoir; toujours sur le qui-vive, Comte les recevait fort mal.
Un autre souvenir lui montrait en eux des ennemis. Par suite
des combinaisons qui suivirent la mort de Poisson, la chaire
d’Analyse ¢tait devenue vacante en 18{o. Comte, examinateur
d'admission depuis 837, répétitcar du cours depuis 1832,
chargé en 1835 d’une suppléance, dont il s'Cétait brillamment
acquitté, regardait sa nomination comme un avancement mé-
rité. Aucune hésitation ne lui semblait possible. Le célébre
géomdétre Sturm posa sa candidature. La correspondance de
Comte avee son ami d’enfance Valat fait paraitre, plus qu’au—
cune autre publication, la bonté, la droiture et le désintéres-
sement de son esprit, mais aussi 'accroissement continu de
Porgueil insensé qui devait tout perdre. En parlant & son ami

de sa candidature, il dépasse toute mesure.
Parmi les griefs de Comte contre ceux qui, comme il le di-
sait, 'ont contrecarré, un seul cest récllement justifié @ ¢’est
lindifférence pour ses talents professionnels, qu'il croyait in-
comparables. Les titres scientifiques de Comte, au point de
vue o se placaient ses juges, étaient presque nuls, ceux de
ses concurrents, considérables. Le résultat de la lutte, con-
forme atoutes les traditions de 'Ecole, était assuré a Pavance :
Sturm fut préféré. On est peiné, véritablement, de la maniére
dont Gomte traite. dans U'intimité d'une correspondance con-
fidenticlle, il est vrai, U'excelient et consciencieux géométre,
le maitre respecté de Puiseux et de Verdet. Il le nomme son
indigne rival, son triste concurrent, son étrange compétiteur.
Il désire que I'indignation des ¢léves n’aille pas jusqu’a mettre
obstacle a I'enseignement de cet homme; il veut le voir pro-
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fesser assez longtemps pour que chacun de ceux qui l'ont
si aveuglément et si immoralement favorisé soit convaincu de
son incapacité radicale. 11 espére cependant que cet homme
pourra étre évincé sans le moindre trouble matériel. 11 pgrait,
dit-il enfin, que de mémoire d’homme il n’y a pas eu a 'Ecole
Polytechnique un aussi mauvais enseignement mathématique,
méme au temps de Cauchy.

Les conseils de I'Ecole, en retirant a Comte Ja position
d’examinateur d’admission, appelérent a ces fonctions un sa-
vant de grand mérite, dont la mort prématurée fut considérée,
quelques années plus tard, comme une grande perte pour la
Science. Ce jeune concurrent, fort innocent d'une préférence
qu’il n’avait pas sollicitée, n’est pas jugé par Comte moins in-
justement que Sturm. Wautzel, agé alors de trente-trois ans,
était considéré comme une des gloires futures de 'lcole. L'ad-
miration pour lui, dans la promotion de 1832, était au moins
égale a celle que Comte inspirait 4 ses camarades de 18715.
Esprit trés vaste d’ailleurs, et fort éloigné de s’absorber dans
les Mathématiques, Wautzel avait tous les droits a la sympa-
thic comme a l'estime de Gomte. Il reste a ses yeux, cepen-
dant, « un gamin sans expérience et, au fond, sans valeur ».

Comte, en toute circonstance, dédaignait ses concurrents. I1
avait cu dans sa jeunesse et confié a son ami Valat le désir de
devenir membre de ’Académie des Sciences; se croyant déja
fort au—dessus d’un tel honneur, il ne le recherchait, il le dit
ainsi, que pour améliorer sa position.

L’Académie, pour sujet de prix, n’avait proposé aucune
question précise, se bornant a déclarer qu’elle couronnerait le
meilleur Ouvrage ou Mémoire sur les Mathématiques.

« La seule chose, dit Comte, qui souticnne en moi un cer-
tain sentiment, bien ou mal fondé, de ma valeur, est la fai-
blesse que j'apercois dans tous ceux qui pourraient concourir. »
Ceux qui pouvaient concourir étaient tous les savants francais
ou étrangers, en exceptant seulement les membres de I’Aca-
démie des Sciences. Chacun pouvait choisir son sujet. Ponce-
let, revenu de Russie, écrivait alors son Traité des propriétés
projectives; Dupin préparait les Développements de Géomé-
trie; Jacobi avait commencé les études sur les fonctions ellip-
tiques. Tous pouvaient concourir. Comte sans doute ne son-
geait pas 4 eux. Trois de ses camarades, Lamé, Duhamel et
Savary, briguaient comme lui, pour Vavenir, les suffrages de
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PInstitut, il ne pouvait manquer de les compter parmi les con-
currents possibles; il savait que Chasles, son ancien & I'Ecole,
cultivait la Géométric.

Tels sont les concurrents dont la faiblesse le rassurait. Le
mal ¢était déja sans remcde.

Comte, en 1848, cut le désir et I'espoir de reprendre les
fonctions d’examinatcur d’admission. Wautzel se retirait acca-
blé par la maladie. Arago, alors ministre de la guerre par in-
térim, devait choisir son successeur sur une liste présentée par
le conseil de PEcole. L'un des répétiteurs da cours d’Analyse,
auquel les membres les plus influents du conseil avaient promis
leurs suffrages, dds qu’il connut la candidature de Comte, alla
trouver Arago, qu’il savait pour lui plein d’affectueuse bien-
veillance, ct lui demanda s'il avait contre lui des motifs d’ex-
clusion absoluc. « Pour ma part, dit-il,; je m’cfface devant lui,
et si vous ne repoussez pas sa candidature, je ne demanderai
que e second rang. — Comme ministre, répondit Arago, je
dois la justice & tous, plus encore, s’il est possible, a celui qui
m’a insulté, Si M. Comte est présenté par le conseil de I'Ecole,
sa nomination paraitra le lendemain au Moniteur. » Arago dé-
sirait la présentation de Comte; il ne lui déplaisait pas de se
montrer magnanime, Aucun de ses amis ne l'ignorait. Comte
cependant ne fut pas proposé; il accusa, pour la seconde fois,
le conscil de 'Ecole de basse ct servile complaisance. Je puis
ajouter que, le lendemain de I'élection, le directeur des études,
qui avait voté pour Comte et décidé plusieurs de ses collégues
a faire comme lui, recut une lettre dans laquelle son ancien
camarade attribuait son échec aux sentiments de basse envie
dont, depuis leur sortie de I'Ecole, il Pavait toujours pour-
suivi, Comte ajontait quelques paroles blessantes sur I'égoisme
précoce du jeune concurrent qui, en faisant appel, a son insu,
aux sentiments généreux d’Arago, avait cru rendre sa réinté—
gration certaine.

Quatre ans aprés, en 1852, on enleva a Comte sa derniére
ressource. 1 ne fut pas réélu répétiteur. En proposant cette
mesure vigoureuse, adoptée par le conseil & une trés grande
majorité, le directeur des études Bommart, administrateur
fort étranger aux intrigues des savants et indifférent a la Phi-
losophie, alléguait des motifs trés plausibles.

Chaque année, lorsque le professeur terminait son cours par
cing ou six lecons sur le Calcul des probabilités, Comte ces-
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sait de venir a PEcole. Cette prétendue science, suivant luy,
reposait sur des sophismes, il refusait de concourir & son en-
seignement. Un autre reproche lui était adressé. Le répétiteur
devait, trois fois chaque semaine, consacrer deux heures a
I'interrogation de huit éléves. Comte accordait dix minutes
seulement a chaque examen et souvent expédiait les huit en
une heure. On lui rappela la régle; il répondit que, plus expé-
rimenté que ses jeunes collégues, il se croyait capable, dans
un temps moitié moindre, de donner une note équitable, se
réservant de prolonger I'épreuve au cas ou il lui resterait des
doutes. C’était préter des armes a ses ennemis et en méme
temps en accroitre le nombre. Le sentiment qui le guidait
était toujours le méme, il voulait s’affranchir de toute crainte
de destitution et croyait y parvenir en poussant a I'extréme
les griefs allégués contre Jui. Le succés obtenu dans ces con-
ditions l'aurait rendu certain de triompher toujours. Il se
trompait. Chaque année, lesreproches changeaient de nature.
Le gouverneur de 'Ecole (¢’était le général Bizot, homme trés
sage et bienveillant pour tous), lisant en téte d’une lettre
d’Auguste Comte : « 4 Frédéric 1, 57.», demanda 'explica-
tion de cette énigme. On lui apprit qu'il existait un calendrier
positiviste. Il trouva qu’en en faisant usage dans sa corres-
pondance officielle, le répétiteur d’Analyse manquait aux con-
venances. Il regrettait que ses prédécesseurs eussent introduit
dans le corps enseignant un collaborateur aussi bizarre.

Comte, enfin, avait espéré que, chassé par 'indignation des
¢léves, Sturm serait promptement forcé de lui abandonner sa
chaire. Les choses tournérent tout autrement. Le cours de
Sturm, solide et consciencieusement préparé, était de plus en
plus gouté. La timidité et la gaucherie de 'excellent géométre
inspiraient la sympathie. Sans chercher jamais a se faire ad-
mirer, il se faisait toujours comprendre; ses éléves le respec-
taient et l'aimaient, comme leurs prédécesseurs avaient aimé
et respecté Ampére. Ni I'opinion ni les sentiments de Comte
n’avaient changé. Incapable de perfidie, il I'était aussi de dis-
simulation. Son mépris pour le talent et ses appréciations in-
jurieuses sur le caractére du professeur qu’il devait seconder
étaient connus de tous. La situation était intolérable. Une si-
tuation intolérable peut se prolonger indéfiniment, mais elle
est instable. Sturm, chaque année, proposait au conseil la réélec-
tion de Comte, sanssonger méme qu’il fat possible de faire autre-
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ment; mais, lorsque le directeur des études demanda, pour des
raisons administratives, qu’il ne fit pas renommé, lorsque le
général commandant UEcole, qui n’avait contre Comte aucun
grief personnel d’aucun genre,déclara qu’un tel maitre, si excel-
lent qu’il fat comme géomeétre, lui semblail compromettant pour
I'Ecole, Sturm ne le défendit pas. La condamnation, réclamée
au nom de la discipline et du bon ordre, fut presque unanime.
La décision rigoureuse, qui, vue de haut et de loin, se pré-
sentc comme une persécution odieuse et brutale, semblait
alors aux hommes les plus sages et les plus éloignés de toute
malveillance une mesure pénible, rendue inévitable par le ca-
ractére indomptable et les excentricités du fondateur du posi-
tivisme. Un amour sénile pour une jeune femme, Clotilde de
Vaux, a troublé, plus encore que la pauvreté, les derniéres
années de Comte. Le récit de cet épisode fort vulgaire tient
une grande place dans le livre du P. Gruber. J’ai connu le
fréve de Clotilde; i1 a été, comme Comte, examinateur d’ad-
mission a 'licole Polytechnique. Comme Comte, il a compro-
mis sa position par des publications injuricuses pour ceux qui
mdéconnaissaient son mérite. Plusicurs amis, plus sensés que
lui, ont empéché la publication qu’il voulait faire du récit des
relations de Comte avec sa sceur. Admirateur et disciple d’Au-
guste Comnte, qui I'avait recu a 'Ecole Polytechnique, il I'avait
introduit dans sa famille. Clotilde, séparée d’un époux indigne
qu'elle avait & peine connu, ne pouvait manquer d’accueillir
avec unc orgueillcuse reconnaissance les hommages d’un
homme présenté par son frére comme le plus grand génie du
siecle. Dans les lettres que Maximilien Marie voulait publier,
Comte démontrait a son amie, dans un style mystique, que,
sans offenser la morale positiviste, elle pouvait, quoiqu’ils fus-
sent mariés tous les deux, quitter sa famille et vivre avec lui.
Le P. Gruber, en réunissant sur I'histoire de cette passion
tous les documents et tpus les témoignages connus, concluten
comparant, malgré sa réserve habituelle, 'amour de Comte
pour Clotilde de Vaux a la caricature du beau et du noble.
L’appréciation nc parait pas exacte. Comte était trés sincére
ct trés faible dans son role de vieillard amoureux. L'orgueil,
malheurcusement, l'a entrainé a rendre ses faiblesses et ses
illusions publiques, en invitant 'Occident a les partager. Clo-
tilde de Vaux, <'il faut en croire son frére, qui I'vimait beau-
coup, éta’t une bonne et naive créature, d'une intelligence
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ordinaire et d’'un caractére faible. Sa beauté n’avait rien de re-
marquable. Son esprit se trouvait dépaysé dans les hautes ré-
gions ot Comte voulait I'entrainer et mal a l'aise devant les
désirs trés pressants du grand homme qu’elle n’aurait voulu ni
désespérer ni satisfaire. Aprés la mort de Clotilde, le désespoir
de Comte, comme autrefois celui de d’Alembert lorsqu’il perdit
M'"e de Lespinasse, lui inspira des pages brulantes adressées a
la mémoire de son amie et, en méme temps, 'idée extravagante
d’en faire une sainte, patronne du nouveau culte. L’exaltation
allait-elle jusqu'a la folie ? En validant le testament de Comte,
attaqué pour cause d’aliénation mentale, les tribunaux ont
prononcé. Le P. Gruber approuve leur décision. « Le lecteur
impartial, dit-il, pensera que la seconde période philosophique
d’Auguste Comte, comme du reste le tribunal ’'a prononcé, ne
justifie pas I'accusation de folie porté contre le philosophe. »
1l ajoute, et c'est la conclusion de son livre : « Dans la maniére
dont Auguste Comte s’est efforcé de réduire ses théories en
pratique, il y a tant de singularités que le « sens commun » est
complétement dérouté. » Entre les actes taxés de folie et les
singularités qui déroutent complétement le sens commun, la
ligne de séparation est mal définie. Les pensionnaires de Cha-
renton sont nombreux; presque toussont plus fous qu’Auguste
Comte, mais j'en ai connu qui I'étaient moins.

(Journal des Savants.)
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RECUEIL DE PROBLEMES DE MATHEMATIQUES CLASSES PAR
DIVISIONS SCIENTIFIQUES, par M. C.-4. Laisant, doc-
teur &s Sciences, ancien éléve de I'Ecole Polytech-
nique. Paris; Gauthier-Villars et fils.

Cet excellent Receuil est composé de sept Parties dont trois
ont déja paru. Les questions qu'il renferme sont extraites des
principaux journaux de Mathématiques publiés en francais
depuis la création des Nouvelles Annales, qui ont d’ailleurs
fourni le plus fort contingent. Aussi, loin d'étre une compila-
tion incohérente de questions banales, ce livre est en quelque
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sorte un résumé clair et méthodique des principales acquisi-
tions faites de nos jours par la Science mathématique dont il
permet de suivre pas 4 pas et sans effort le développement
successif pendant un demi-siécle. Nous ne saurions trop re-
mercier le savant auteur d’avoir de la sorte attiré 'attention
sur un grand nombre de problémes intéressants dus aux géo-
métres les plus distingués, et c’est avec le plus vif plaisir que
nous recommandons & nos lecteurs ce travail remarquable, qui
est appelé a rendre d’éminents services aux maitres et aux
éléves pour lesquels il sera un guide sir et précieux. E. R.

SUR L'INTRODUCTION DES NOMBRES NEGATIFS;
Par M. Mavrice FOUCHE,

Agrégé de I'Université,
Professeur de Mathématiques élémentaires a Sainte-Barbe.

La plupart des mathématiciens sont aujourd’hui d’accord
pour reconnaitre que la différence essentielle entre I’Algébre
et I'Arithmétique consiste dans lintroduction des nombres
négatifs. Cet accord parait suffisamment prouvé par ce fait que
dans le programme d'agrégation pour lannée 1893 figure
pour la premic¢re fois une lecon intitulée : « Premiére lecon
d'Algebre. — Introduction des nombres négatifs. » Cette cir-
constance nous a déterminé a publier la lecon par laquelle,
depuis plusieurs années, nous ouvrons notre cours d’Algébre a
I'Ecole préparatoire de Sainte-Barbe.

Il v a deux manicres d’envisager I'introduction des nombres
négatifs. La premicre, qui est la plus ancienne, car elle a été
élucidée au xvne® sicele par Descartes, consiste a les consi-
dérer comme fourais par la nécessité de représenter des gran-
deurs comptées dans deux seuns différents, tels que les segments
portés sur une droite indéfinie de part et d’autre d’une origine
fixe. La seconde, plus abstraite, consiste a les considérer
d’emblée comme généralisation de l'idée de quantité. Cette
seconde méthode fait partie de tout un ensemble de doctrines
qui ont “té établies dans ces derniéres années par plusieurs
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géométres célébres et qui ont conduit M. Tannery a ce résultat
de haute portée philosophique que toute ’Analyse algébrique
n’exige d’autre postulatum que la conception si simple du
nombre entier. Ce remarquable caractére de simplicité dans
le point de départ nous a fait adopter le second point de vue
qui conserve & I’Analyse algébrique toute son indépendance
vis-a-vis de la Géométrie et des vérités d’ordre expérimental.

Nous avons cru devoir rappeler, au début de la legon, les
principes sur lesquels doit reposer la généralisation de I'idée
de quantité, quoique, & vrai dire, ces principes devraient étre
expliqués dés I'introduction des fractions ou, au plus tard, des
nombres incommensurables, car ceux-ci appartiennent bien a
I'Arithmétique et leur étude devrait, & notre sens, précéder
celle des nombres négatifs. Mais la théorie des nombres in-
commensurables est incomparablement plus difficile que celle
des nombres négatifs, et dés lors des raisons d’ordre pédago-
gique la font rejeter beaucoup plus loin, & tel point qu'on a
cru récemment devoir la supprimer du programme d’admission
a I'Ecole Polytechnique. Malgré cela, dans la rédaction de ce
qui suit, j’ai supposé cette théorie déja faite, sans cependant
y chercher aucun appui. Mon but était simplement de rédiger
la lecon de telle sorte qu’on pat, sans aucun inconvénient, la
placer soit avant, soit aprés la théorie des nombres incom-
mensurables, et dans tous les cas, si on la place avant, profiter
des résultats établis pour les appliquer sans aucune modification
aux nombres incommensurables négatifs, le jour ot I'on voudra
faire la théorie de ces importantes quantités.

PrEMIERE LEGON D'ALGEBRE.

Introduction des nombres négatifs.

L’Algébre a pour objet la généralisation des théorics
de I’Arithmétique et D'établissement de formules qui
permettent de traiter d’une maniére uniforme tous les
problémes de la méme nature, et de régles qui s’appli-
quent dans tous les cas sans aucune exception. On y est
arrivé par 'emploi simultané de deux procédés.

1 On représente les nombres par des lettres et les
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opérations par des signes. Cette méthode, quoiqu’elle
donne aux raisonnements une allure particuliére, ne
constilue en réalité qu'une abréviation de langage et ne
saurait & elle seule distinguer ’'Algebre de I'Arithmé-
tique.

C’est pourquoi la signitication des symboles d’opéra-
tions est expliquée en Arithmétique, et 'emploi des
lettres et des signes est d’un usage fréquent en Arithmé-
tique méme.

Par exemple, dire qu'un produit de deux facteurs
ne change pas quand on intervertit l'ordre des fac-

teurs, ou écrire
axb=0xa,

c’est exactement la méme chose.

2° On étend le sens des opérations de ’Arithmétique
ot Pon applique ces opérations & des objets qui ne sont
plus des nombres tels qu’on les considére en Arithmé-
tique. C'est 4 ce qui distingue essentiellement I’Algébre
de PArithmétique. La nécessité de généraliser le sens
ct les objets des opérations s’introduit par la nécessité
de les rendre toutes possibles, afin d’éviter les excep-
tions et les discussions plus ou moins pénibles qui en
sont la conséquence.

La théorie de la soustraction en fournit le premier
exemple.

Supposons qu’au nombre 27 nous voulions ajouterla
différence 7 — 3. En Arithmétique on peut retrancher
3 de 7 et ajouter ensuite la différence a 27, ou bien on
peut ajoulel' 7 a27 puis retrancher 3, ou encore retran-
cher d’abord 3 de 27 puis ajouter 7 au résultat.

Le fait que les trois systémes d’opérations conduisent
au méme résultat s’exprime par les égalités

27 (7 =3 )= 97 4+ 7 — 3 =027 — 3+ 7.
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Si au contraire on veut faire la suite des opérations
34+(5—4),
on pourra bien la remplacer par

3+5—14,
mats non par
3—4+5,

car la premiére soustraction 3 — 4 est impossible.
On ne peut donc pas énoncer un théoréme géndral
sur U'équivalence des trois systémes d’opérations, et les

a+(b—c)=a+b—c=a—c—+b

ne sont vraics qu'autant que les trois nombres a, &, ¢
remplissent certaines conditions.

C’est pour faire disparaitre les difficultés qui résultent
de cette absence de généralité qu’on a inventé les
nombres négatifs.

On appelle guantité tout ce qu’on soumet aux opéra-
tions. En Arithmétique, on ne connait d’autres quan-
lités que les nombres entiers, fractionnaires et incom-
mensurables. On peut done dire que la notion propre a
I'Algébre et qui la distingue de I’Arithmétique, c¢’est la
généralisation plus étendue de I'idée de quantité.

Quand on généralise I'idée de quantité, les nouvelles
définitions des opérations ne sont pas arbitraires. Il
faut en effet réaliser les conditions suivantes :

1° 1l faut que les quantités plus générales que ’on
vient de définir comprennent les anciennes commne cas
particuliers. Par exemple, en Arithmétique méme, les
fractions comprennent les nombres entiers comme cas
particuliers, et les nombres incommensurables com-
prennent les enticrs et les fractions comme cas particu-
liers;
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2° Principe de la permanence du sens des opéra-
tions. — Il faut que les opérations appliquées aux nou-
velles quantités reproduisent les anciennes opérations
de méme nom, dans le cas ou les nouvelles quantités
se retrouvent étre les mémes que les anciennes. Par
exemple, en Arithmétique, la multiplication des frac-
tions n’a pas le méme sens que la multiplication des
entliers, mais si les fractions se réduisent a des nombres
entiers, la définition de la multiplication des fractions
reproduit celle des nombres entiers.

Ainsi
')'><5* 2 <5
3 6 3 <6
cl .
2 5 9 x5
1 I I

3 Principe de la permanence des régles de calcul.
— Il faut que les nouvelles opérations jouissent des
mémes propriétés que les anciennes pour qu’on puissc
leur appliquer les théorémes de I’ Arithmétique.

Proprictés des opérations. — L’étude de ces pro-
priétés constitue la premiére et la plus importante
partie de I’ Arithmétique, mais il semble que toutes ces
théories cessent d’¢tre applicables dés qu’on n’opeére
plus sur les nombres considérés en Arithmétique.

Cependant les propriétés des opérations dépendent
exclusivement d’un petit nombre d’entre elles que nous
appellerons les proprietés fondamentales, de telle sorte
que si une opération généralisée jouit des propriéiés
fondamentales de l'opération arithmétique de méme
nom, elle jouira aussi de toutes les autres propriétés
démontrées en Arithmétique. Quand nous introduirons
unc nonvelle espéce de quantité, nous aurons done seu-
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lement & nous assurer que les opérations faites sur ces
nouvelles quantités possédent les propriétés fondamen-
tales. Il convient alors de rappeler quelles sont les pro-
priétés fondamentales des opérations. Fy joindrai la
propriété fondamentale de I'égalité, quoique I’égalité ne
soil pas une opération.

Propriétés fondamentales des opérations.

Egalité. — Deux quantités égales a une troisiéme
sont égales entre elles. Toutes les fois qu’on inventera
unce nouvelle espéce de quantité, il faudra en définir
Vioalité. of verifier o GEtE o faue s
I’égalité, et vérifier que cctte propriété s’applique a la
nouvelle définition.

Addition. — Toutes les propriéiés de addition dé-
pendent des trois sutvanles

(1) a+0=a,
(2) a+b=>0+a,
(3) a+b4+c=a-+c+b.

On pourra donc appeler addition toute opération
jouissant de ces trois propriétés, et I'addition ainsi dé-
finie jouira de toutes les propriétés de I'addition arithmé-
tique.

Soustraction. — Elle a pour objet de trouver une
quantité qui ajoutée a une gnantité donnée en repro-
duise une autre également donnée. Ellc est done définie
en méme temps que 'addition et ses propri¢iés dépen-
dent exclusivement de celles de ’addition. Il faudra
sculement vérifier que la soustraction n’admet qu’une
solution.

Multiplication. — Toutes les propriéiés de la multi-
Ann. de Mathemat., 3¢ série, t. XII. (Mai 1893.) 13
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plication dépendent des cing suivantes

a X 0 =0,

ax1=a,

(a+b)y<xc=axc+bxec,
axb=>bxa,

axbxc=axcxb.

Si ces cing propriétés sont vérifiées, toutes les autres
le scront.

Division. — Elle a pour objet de trouver une quan-
tité qui muliipliée par une quantité donnée en repro-
duise unc autre également donnée. Elle est définie en
méme temps que Ja multiplication et ses propriétés sont
des conséquences de celles de la multiplication. Il
faudra donc sculement vérifier que la division n’admet
qu’une solution.

Llévation aux puissances. -— C’est une suite de mul-
tiplications.
Extraction des racines. — Clest P'inverse de 1’éléva-

|i011 aux plli ssances.

‘Nombres algébriques.

I’espéce nouvelle de quantité qu’on introduit en Al-
gebre est’assemblage d’un nombre et du signe + ou —
qu’on place devant, et qui jusqu’a nouvel ordre ne doit
¢tre considéré que comme un symbole de distinction et
doit ¢tre provisoirement dépouillé de sa signification
relative a 'addition ou a la soustraction. Nous appel-
lerons ces quantités des nombres algebrigues. Les
nombres précédés du signe 4+ seront dits positifs; ceux
, négatifs. Le nombre
arithmétique qui figure dans le nombre algébrique en

qui sont précédés du signe
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estla valeur absolue. Ainsi +- 3 est un nombre positif
dont la valeur absolue est %; —2 est un nombre né-
gatif dont la valeur absolue est . Il faut comprendre
parmi les nombres algébriques le nombre o qui ale
signe qu'on veut et une valeur absolue nulle. Si 'on
convient de faire précéder tous les nombres considérés
en Arithmétique du signe +, on voit que les nombres
algébriques comprennent les nombres arithmétiques
qui deviennent les nombres positifs, ce qui vérifie la

premiere condition générale.

E‘gnlité. — Deux nombres algébriques sont égaux
quand ils ont méme valeur absolue et méme signe. L’é-
galité ainsi définic des nombres algébriques jouit évi-
demment de la propriété fondamentale.

Addition. -—— Elle est délinie par la régle suivante :
1° Pour ajouter deux nombres de méme signe on
ajoute leurs valeurs absolues et l'on conserve leur
signe commun. 2" Pour ajouter dewxr nombres de

5
et Uon donne aurésultat le signe du nombre qui avait

signes différents on retranche leurs valeurs absolues

la plus grande valeur absolue.

Il résulte d’abord de cette régle que P'addition n’a
qu’une solution ct que 1'addition des nombres positifs
reproduit 'addition arithmétique, ce qui est la se-
conde condition générale.

On remarquera que la somme de deux nombres
égaux cn valeur absolue mais de signes contraires
est o.

Il faut vérifier que les propriéiés fondamentales de
I’addition sont conservées

1° a-+o=a.

Les deux membres ont évidemment méme valeur ab-
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. .
S()]ll(: et meme S]gll(t
2° a-+b=10- a.

Dans la définition on ne distingue pas Pordre des
termes. Cette deuxiéme propriéeé est done vraie.

3° a-+-bi+c=a+c+0b.

Si Ion change le signe des trois nombres a, b, ¢, on
change le signe de la somme a -+ b et le signe de la
somme a -+ b + ¢. Sil'égalité était vraie avant le chan-
gement, clle Vest done encore aprés. 1l peut se présenter
deux cas : ou bien les trois nombres sont de méme
signe ou bien il y en a deux d’un certain signe et 'autre
du signe contraire. D’apres ce qui précéde, on peut tou-
Jours supposer que le signe le plus fréquent est le
signe .

Si l'on désigne par 2, 3, v les valeurs absolues de
a, b,c, on n’aura done 3 examiner que Tes quatre cas
suivants

0 (-i- ) 4 (= BV (+ y) = (= 2) 4= (4 v+ (+ B),
(= 24 (-1- B) - (— )= (+ )+ (— )+ (+ 8),
3¢ (4 2) (= By (+y)=(+2)+(+v)+(—B),
it R = (=) () (- B

La prcmiél‘c'égalité ou tous les nombres sont posi-
tils revient a PArithmétique; la troisiéme égalité est
identique a la deuxiéme lue en sens inverse : elles cor-
respondent toutes deux aux cas ou les deux derniers
nombres ont des signes contraires. 1l suffit done de dé-
monirer la deuxiéme et la quatri¢me.

Je vais démontrer que

Gt ) B (— ) =)+ (— )+ (+ B).

Je suppose d’abord y < « c;l a=v 4.

i
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Le premier membre revient a
[+(y + &)+ (=+B)+(—1),

qui d’aprés la régle donne + (x + 3).
Le deuxiéme membre donne aussi + (.« -+ 3).
Maintenant je suppose y >a et y= 2+ x; le pre-
micr membre revient a

(a2 =+ B)+|—(2+ )],
¢’est-a-dire

+(B—=z) si B>z
et

—(x—3) si B<ux.
Le¢ deuxiéme devient
(— )4 (+ B

ce qui donne aussi

+(B—ax) ou —(z—B),

suivant les cas.
Enfin démontrons que

(—)+(+=B)+=(+1)=(—2)+(+ 1)+ (+B).

Le premier membre peut s’écrire successivement,
soit en changeaunt l'ordre des deux premiers termes,
soit en changeant 'ordre des deux derniers quand ils
sont de signe contraire, ce qui est le cas précédent.

(+B)+(—a)+(+7)
=(+B)+(+y)+(—a)
=(+ 1)+ (+ B+ (—a)
=(+ )+ (—a)=(+ )
=(—2a)+(+y)+(+8).

L’égalité est donc démontrée et les propriétés rela-
tives 4 I’addition sont démontrées.
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Soustraction. — Puisque 'addition est définie, la
soustraction l’est aussi.
Retrancher & de a, ¢’est trouver un nombre ¢ tel que
b + ¢ == a. Par conséquent les deux égalités

a—b=c ct a=b4+c

veulent dire la méme chose par définition.
Je dis que la soustraction peut s'effectuer par la
regle suivante :

Pour soustraire un nombre algéebrique d’un autre,
on ajoute le nombre qu’on veut retrancher aprés en
avoir changé le signe.

En effet, soit & a retrancher de « et & le nombre
obtenu en changeant le signe de 4.
D’apres la régle, la différence sera
a—+b.
Il faut donc démontrer que
a—+0'+b=o,

Or

a+b0+b=0+b+a et '+ b=o.

On remarquera que la soustraction n’a qu'une solu-
tion, car, s’il y avait deux différences inégales, en leur
ajoutant le deuxiéme terme de la soustraction, on ne
retrouverait pas deux résultats égaux.

On voit aussi que, dans le cas ou les deux nombres
sont positils, ct le second plus petit que le premier en
valeur absolue, la soustraction des nombres algébriques
reproduit la soustraction arithmétique.

Multiplication. — Elle est définie par la régle sui-
vante :

Pour multiplier deux nombres algébriques on mul-



(175)
tiplie leurs valeurs absolues et I'on donne au produit
le signe + si les deux facteurs sont de méme signe et
le signe — si les deux facteurs sont de signes con-
trawres.

I1 peut se présenter quatre cas compris dans le Ta-

bleau suivant
(+ 2) < (+ B)=+ 2B,

<+ ‘Z)X(-S>:—1$»
(—a)x<(+ B)=—1B,
(—a)x<(—B)=—+«8.

On peut encore dire que le produit a le signe du mul-
tiplicande si le multiplicateur est positif, et le signe
contraire a celui du multiplicande, si le multiplicateur
est négatif.

On remarquera que la multiplication n’a qu'une so-
lution et que la multiplication des nombres positifs
reproduit la multiplication arithmétique.

I faut démontrer qu’ainsi définie la multiplication
jouit des propriétés fondamentales.

Ces propriéiés sont

a < o=o0,
a>1=a,
axb=>bxa,

axb>xc=axcxb,

(a¢+&)c =ac+ be.

La premiére est évidente par définition.
Dans la deuxiéme le nombre 1 est positif, il convient
de le remplacer par 4 1. Or on a

. ax(+1)=a,
d’aprés la regle.

La troisiéme propriété est démontrée, car dans la
régle on ne spécifie pas I'ordre des facteurs.
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La quatriéme dgalité est vraie en valeur absolue.

Pour faire voir qu’elle est vraie en signe, il suffit de
remarquer que d’aprés la régle des signes le produit de
plusicurs facteurs est positif si le nombre des facteurs
négatifs cst nul ou pair, et négatif si le nombre des fac-
teurs négatils est impair. Donc le signe du produit ne
dépend pas de I'ordre des facteurs.

Reste la cinquiéme égalité.

Si Ton change le signe de ¢, on change a la fois le
signe du premier membre ct le signe de chaque terme
du second membre. On change donc aussi le signe du
deuxi¢me membre.

Donc si 'égalité est vraic avant, elle est encore
apres. On peut done supposer ¢ positif.

On fera la méme remarque si on change 4 la fois le
signe de a et le signe de b.

Si done a et b sont de méme signe, on pourra les
supposer positifs et 'on retombe dans 'Arithmétique.
Si @ et b sont de signes contraires, je sapposcrai po-
sitil le plus grand en valeur absolue :

a =+ 2, b =—3, x> B.
Il faut démontrer que
[(+a)+= (=B (+ )= (+2)(+ 1)+ (=) (=7
le premier membre donne

[+ (2 —®)](+7)
=k (2= ) ()= (xy — By) = -+ oy - (— By,

comme le second membre. C. Q. F.D.
Division. — La division est définie en méme temps
que la muluiplication.

Diviser @ par b, ¢'est trouver un nombre ¢ tel que
1

b<c=a,
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les deux égalités

=c et a = be

>R

veulent dire la méme chose par définition.

Il en résulte que la valeur absolue du quotient mui-
tipliée par celle du diviseur doit reproduire celle du
multiplicande. Elle est donc le quotient des valeurs
absolues des deux termes. Quant au signe, il résulte de
la régle de multiplication que, si le diviseur est positif,
le quotient aurale signe du dividende, et si le diviseur
est négatif, le quotient aura le signe contraire a celui du
dividende.

On a done les quatre cas

+a 2
—0—-—}‘5-‘ t 3?
-+ a a€
o
—B g
— aQ
ey
+ B B
— % o2
BT

compris dans la régle suivante :

RieLe. — Pour diviser dewx nombres algébrigues,
on divise leurs valeurs absolues et I'on donne au quo-
tiem le signe + st les deux nombres sont de méme
signe, le signe — st les deux nombres sont de signes
conlraires.

Il résulte de ce qui précéde que la division n’admet
qu’une solution.

Nombres inverses. — On dit que deux nombres sony
inverses quand leur produit ¢st 4 1. Ils ont donc forcé-
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ment le méme signe. Au lieu de diviser un nombre par
un autre, on peut le multiplier par I'inverse du diviseur.
Si a et @’ sont inverses

N .
L:NX&.
a

cai
Na'<xa=Naa =NXx1=1.

Elévation aux puissances. — C’est une suite de mul-
tiplications.

Pour élever un nombre algébrique a une puissance
quelconque, on éléve sa valeur absolue a cette puissance
et 'on donne au résultat le signe - si le nombre donné
était positif ou bien si, le nombre donné étant négatif,
Iexposant est pair. On donne au résultat le signe — si
le nombre donné est négatif et I'exposant impair.

Toutes les opérations que nous venons d’examiner
sont toujours possibles et n’admettent qu’une solution.
Il n'en est pas de méme de la suivante.

1eme

Eztraction des racines. — Extraire la racine m
d’un nombre a, c’est trouver un nombre x qui élevé a
la puissance m reproduise a. Par conséquent les éga-
lités

my=
xr = a

et
xm = q

veulent dire Ja méme chose.

On démontre en Arithmétique que toul nombre a
une racine mi®™® et une seule. En Algébre cette re-
marque détermine la valeur absolue de la racine. Il reste
a déterminer le signe.

Si m estimpair ™ aura le signe de x. 1l faudradonc
que x et a soient de méme signe; tout nombre algé-
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brique a donc une racine d’un ordre impair déterminé
et une seule, laquelle est du méme signe que lui.
Ainsi
3/_/— =3, ﬁ/:i =—23.

Si au contraire m est pair x™ est toujours positif
quel que soit le signe de x. Si alors a est positif, il y
aura deux racines égales en valeur absolue et de signe
contraire ; mais, si @ est négatif, il n’y aura aucun nombre
positif ou négatif qui soit racine m'*™¢ du nombre donné.

Ainsi ,{/—IE est -+ 2 ou — 2, mais (/— 16 nc représente
aucun nombre positif ou négatif. C’est une opération
impossible.

Cette impossibilité est I'origine d’une nouvelle géné-
ralisation de 'idée de quantité qui a conduit a I'inven -
tion des quantités appelées imaginaires.

GORRESPONDANCE.

Extrait d’une Lettre &« M. Rouché.

M. le général Dewulf, dans le numéro de février der-
nier des Nouvelles Annales, donne une ingénicuse
solution de ce probléme :

Construire une parabole, connaissant un de ses
points M, le centre de courbure w, relatif au point
M, et la direction de ses diameétres.

M. Servais (Nouvelles Annales, 3¢ série, t. XII,
p- 19) et antérieurement M. d’Ocagne (Nouvelles An-
nales, 3¢ séric, t. XI, p. 327) ontaussi donné des solu-
tions de cette question.
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En voici encore unc, des plus simples, basée sur I'in-
téressante question proposée par M. Rouché sous le
n° 1653.

Menons par M une droite MI paralléle a la direction
des diamétres, et une autre droite MD faisant avec le
rayon de courbure Mw le méme angle que ce rayon
fait avec MI. La perpendiculaire abaissée du milieu
de Mw sur MD rencontre MD en F. Le¢ point F est le
foyer de la parabole.

La paralléle menée par I 4 MI est ’axe de la parabole.

On est donc ramené au probléme bien connu :

Construire une parabole, connaissant un de ses
points M, le foyer F, et U'axe de la parabole.

On en conclut immédiatement la position de la di-
rectrice, ct I'on détermine cnsuite autant de points de
la courbe que P'on veat, ainsi que les tangentes en ces
points.

E.-N. Barisiex.

SUR UN MODE DE GENERATION DES COURBES
ANALLAGMATIQUES;
Par M. J. REVEILLE.

M. Moutard a démontré qu'une courbe anallagma-
tique du quatriéme degré est I'enveloppe d’un cercle
variable orthogonal 4 un cercle fixe et dont le centre
décrit unc conique.

Je vais démontrer ct généraliser ce mode de généra-
tion par la considération purement géométrique d’une
figure de 'espace.
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Jénoncerai d’abord la propriéié suivante, qui est la
conséquence immédiate d'un théoréme plus général, dé-
montré par M. Mannheim.

Toute courbe anallagmatique est la projection
. . ,e . , , ,
stéréographique de Uintersection d’une sphére et d’un

céne.

(Cette projection stéréographique se fait, comme d’ail-
leurs dans tout ce qui suit, au moyen de la sphére elle-
méme. )

Soit A la courbe d'intersection de la sphére et du
cone (S), et A’ sa projection stéréographique. Les plans
tangents au cone déterminent sur la sphére des cer-
cles (O) qui touchent A aux points ou les génératrices
de contact percent la sphére, et la courbe A est I'enve-
loppe de ces cercles.

Le sommet G du cone circonscrit a la sphére suivant
un cerele O se trouve dans le plan polaire (P) du som-
met du cone (S) par rapport a la sphére. Ce plan
coupe la spheére suivant un cercle T qui est la courbe
de contact du cone circonserit a la sphére, dont le som-
met coincide avee celui du cone (S). On sait que ce
cercle est orthogonal 4 tous les cercles O.

Le point € est, dans le plan (P), le pole, par rapport
au cercle T, de Uintersection de ce plan avec le plan du
cerele O ety ee dernier plan élant tangent au cone (8),
celte intersection est tangente a la courbe D suivant
laquelle le plan (P) coupe le cone (S).

Le point C appartient donc a la polaire réciproque A
de la courbe D, le cercle T étant le cercle directeur.

En projection stéréographique la courbe A devient la
courbe anallagmatique A'; les cercles O deviennent des
cercles O enveloppant la courbe A'; et orthogonaux au
cercle T, projection de T. Les centres des cercles O
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sont les points C' projections des points C; ils sout sur
la projection A’ de A; et, comme les relations de pole
et de polaire se conservent en projection, les courbes
D’ et A’ projections de D et A sont polaires réciproques,
le cercle directeur étant le cercle T7.

Si le cone (S) est du degeé n, la courbe A est du
degré 2n, et, en général, aussi la courbe A’; quant
aly, elleest du degré n.

On peut alors énoncer :

Une courbe anallagmatique de degré an est l’en-
veloppe d’un cercle variable orthogonal & un cercle
JSixe, et dont le centre décrit une courbe qui est la po-
laire réciprogue d’une courbe de degré n, le cercle
Sfixe dtant le cercle directeur.

Sile cone (S) passe par le point de vue, la courbe A’
est du degré an — 1, la courbe ) passe alors par la pro-
jection du sommet du come (8), c'est-a-dire par le
centre T'; et Pon peut compléter I'énoncé précédent en
ajoutant que, si la courbe de degré n passe par le centre
du cercle fixe, Penveloppe est une anallagmatique du
degré 2n —1.

Si Von fait n =2, on a les anallagmatiques du troi
sieme et du quatrieme degré.

Remarquons enfin que le centre du cercle T' est la
projection du sommet du c¢one (S). Si pour la courbe A
on peut faire passcr plusieurs cones de degré n, on aura
autant de cercles tels que T’, c'est-a-dire autant de
maniéres d’engendrer la courbe A’.

En particulier, si le cone est du deuxiéme degré, il
existe en général trois autres cones du deuxiéme degré
passaut par Aj; donc en tout quatre maniéres d’engen-
drer la courbe A’
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DES FIGURES HOMOTHETIQUES QUI ONT UNE DROITE HOMO-
LOGUE COMMUNE ET DONT UNE COURBE PASSE PAR UN
POINT FIXE;

Par M. J. REVEILLE.

J’ai étudié précédemment les figures semblables ayant
un point homologue commun et dont une courbe passe
par un point fixe A. Je vais remplacer maintenant ce
point homologue par une droite homologue commune
00'.

Soit C, une position de la courbe C.

Considérons le point A comme un point de la courbe
Cy, les points homologues de ce point A dans les

courbes C se trouvent sur une certaince courbe que je
vais déterminer.

Le point A, considéré comme appartenant a la
courbe C, a pour homologue A’ dans la courbe C; tan-
dis que ce méme point A, appartenant a la courbe C, a
pour homologue, sur la courbe C,, le point A”.

Les deux droites A’A sont donc homologues dans les
deux courbes, et, par suite, les trois points A”, A, A’
sont en ligne droite.

On a de plus, en menant les ordonnées de ces
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poinls,
B'B _ A"B _ AB
BB T AB" T A'B”

Si Yon prend pour axes de coordonnées lcs deux
droites AB et BO'; si 'on désigne par x et y les coor-
données d’un point de la courbe Gy, par XetY les
coordonnées du point A’, ¢t par a la longucur AB, les
relations précédentes deviennent

x y  a
TXT TV
d’ou
a?
Y=y
aX
xr=— —Y— .

L’équation de la courbe cherchée s’obtient done en
remplacant, dans I’équation de la courbe C,, x et y res-

. axr a?
pectivement par — 7 ct -)7

On voit donc que la courbe T, lieu du point A/, et la
courbe C, sont homologiques. Le point A est le centre
d’homologic: I'axe d’homologie est la droite parallele a
OO0’ qui est, de autre coté du point A, & une distance
de OO’ égale a a; enlin, dans chaque figure, la méme
droite OO’ correspond a 'infini de autre.

On peut faire de ce qui précede des applications
nombreuses. Remarquons seulement que, si G, est une
conique, le¢ lieu du point A’ est aussi une conique; ct
que, si la droite OO’ coupe la conique C, en deux
points tels que les droites qui les joignent au point A
soient paralléles aux asymptotes du cercle, le lieu est un
cercle.

Enfin. il est facile de trouver le liecu d’un point quel-
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conque M de la figure a laquelle appartient la courbe
variable C.
En effet, ce lieu s’obtient en inclinant du méme angle,
et en réduisant dans une proportion convenable, mais
invariable, les ordonnées du lieu du point A.

SUR LES PLANS TANGENTS A CERTAINES SURFACES
ALGEBRIQUES ;

Par M. S. MANGEOT,

Docteur ¢és Sciences.

Je considére une surface algébrique S, d’ordre n,
représentée par I'équation entiére f(x,5,z) =o0. On
peut, d’une infinité de maniéres, mettre cette équation
sous la forme

(5, 5)+ (= y,5)=o0,
o et 4 désignant deux fonctions enti¢res. La détermi-
nation du plan tangent T en tout point M de la sur-
face S peut étre ramenée a celle des plans polaires w,
w' de ce point M par rapport aux deux surfaces o, ¢’
qui correspondent aux équations

e(z,y,5)=0, (2,5, 3) =o.
En effet, solent m et m — p (pSo) les degrés respec-
tifs de ¢ et &; m est égal ou supérieur a n. On voit, en

formant son équation, que le plan T passe par I'inter-
section du plan w avec le plan P qui a pour équation

o oy oy

s s S PSR v, 5 = t =1
()J," +V d}’, z dﬂl dtl +Pq’(xv.}” ) 0, ( )’

2’y y', 7' étant les coordonnées de M. Or le plan Pcoin-
Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. XII. (Mai 1893.) 14
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cide avecle plan homothétique P’ de &' par rapport
m—p

aM, le rapport d’homothétie étant (si ©' n’est pas

confondu avec P, il doit étre placé entre P et M).

D’aprés cela, si I'on sait construire géométriquement
les deux plans w et @', on aura ld un mode particulier
de construction géométrique du plan tangent T.

Il peut arriver que, pour une décomposition conve-
nable de f en une somme telle que ¢ + ¢, les surfaces
correspondantes 5, ¢’ soient telles que I'on sache dé-
terminer les plans polaires w, @' en partant uniquement
de leur définition géométrique. Dans ce cas, on saura
construire le plan T avee la régle et le compas, sans Je
secours d’aucun calcul. Il en scrait ainsi, par exemple,
a égard de la surface représentée, en coordonnées rec-
tangulaires, par I’équation

Y+ 432+ 2yt - falxrt — 4D 52
+ (3¢ —Ja —4b?) y2 4+ ja2l? = o,
ou a, b,c désignent trois longueurs connues, et ceci
résulte de ce que son premier membre est la somme des

deux expressions
§(22+ y2 — D) (324 32 —a?), —3)2(22+ p? 52 — c?).

1l en serait également de méme si la surface S était
le licu d’un point tel que ses distances a des plans don-
nés, ou puissances par rapport a des sphéres données,
fourunissent un produit constant quand on les multiplie
entre elles aprés les avoir élevées a des puissances en-
tiéres positives ou négalives.

Que I’on suppose nulle la coordonnée z, et lesrésultats
indiqués ci-dessus deviennent des conclusions relatives
aux courbes planes algébriques : il suffit de remplacer,
dans les énoncés, les plans et les surfaces par des droites
el des courbes.
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Ainsi considérons une courbe plane C faisant partie
de celles qui sont constructibles parla méthode dite des
régions, les lignes séparatrices étant supposées ére des
droites ou coniques dont on sache construire un point
quelconque par la régle et le compas: en sorte que ’on
a pu mettre son équation sous unc forme

o(z, y)+¥(z,¥)=0

telle que les courbes y ety correspondant aux équations
entiéres © = 0, 4 = o soient formées uniquement par
des lignes de ces deux sortes. On saura déterminer, avec
Ja régle et le compas, les positions des deux droites po-
laires d’un point quelconque M de la courbe C par rap-
port aux courbes y et ¥’ : ces deux droites feront con-
naitre (d’aprés la maniére correspondante a celle
indiquée au sujet des surfaces) la tangente a la courbe C,

au point M ().

(') ¥indique ici, en axes rectangulaires, quelques exemples sim-
ples de courbes algébriques C dont les tangentes peuvent étre con-
struites géométriquement par ce procédé :

'+ a(x+y*— b)Y =o,
(xii}(?)2+a2x$y]=0.
z(z—2) () —0)—y(y—3§)(z—a)=o,
z(y—B)(—0)—y(z—2)(z"—a’)=o,
$”(.Z"—%—_}”-—'ag)r:)"’(Z’—.L‘)"——b“)',
(' +ax ) (2 + ) 4+ by ) = a?1+r=-1r=rgl y";

a, b, a, B désignent des longueurs connues et g, r', g', r des nom.
bres entiers positifs donnés. Ces équations ont la forme méme qui
se préte a lapplication de la méthode, et P'on voit de suite, dans
chaque exemple, quelles sont les courbes v, y', et quelle est la va-

m

’:p du degré de ¥’ a celui de y.

Dans tous ces exemples, les courbes y et vy’ sont formées de droites
ou cercles que l'on sait immédiatement tracer, de sorte que les con-
structions a effectuer n’exigeront aucun calcul préparatoire, si I'on
se reporte a la définition géométrique de la droite polaire.

leur du rapport
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Un exemple remarquable des courbes C auxquelles
ce procédé s’applique est celui d’'une courbe U,d’ordre n,
ayant un point multiple d’ordre n — 1. Supposons que
'on connaisse géométriquement les n—1 tangentes de
la courbe U en ce point, ainsi que ses n directions asym-
ptotiques. Nous prendrons pour la courbe y le systéme
des paralléles a ces directions, menées par le point mul-
tiple : la courbe ¥’ sera formée des 2 — 1 tangentes pré-
cédentes, et nous saurons ici, sans recourir 4 aucun
calcul, tracer la tangente en un point quelconque de la
courbe U, par 'emploi de la régle et du compas.

N.-I. LOBATCHEFFSKY.

e 10/22 octobre 1893 aura licu le centenaire de la
naissance de Uillustre géometre russe Lobatcheflsky.

Nicolas Lobatchelisky appartient incontestablement
an nombre des savants du xix® siécle qui non seulement
ont enrichi la Science, mais lui ont méme ouvert de nou-
velles votes.

Les hommes de génie qui ouvrent a la Science de
nouvelles voies sont souvent obligés de réfuter les pro-
positions qu’on avait avant eux respectées comme une
vérité incontestable.

Le méme role honorable dans la Science échut a Ni-
colas Ivanowitch Lobatcheffsky, « ce Copernic de la
Géométrie », comme I’a appelé Clifford.

Depuis qu'Euclide a fondé 'édifice immortel de sa
Géométrie sur un petit nombre de définitions, d’axiomes
et des postulata admis sans démonstration, la vérité de
ces fondements de 1a Géométrie ne fut soumise a aucun
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doute; tous les efforts des savants de tous les pays et de
toutes les époques ont été dirigés a la réduction du
nombre de ces axiomes et de ces postulata au minimum ;
laScience présente, par exemple, toute une série de ten-
tatives pour la déduction du postulatum d’Euclide sur
la rencontre de la perpendiculaire et de 1'oblique
comme un corollaire mathématique des autres défini-
tions, axiomes et postulata; la vérité du postulatum
lui-méme ne fut soumise a aucun doute.

Lobatcheffsky fut le premier qui ait découvert la un
probléme qui ne peut étre résolu qu’au moyen de P'ex-
périence; arrivé a la conviction que I'admission du pos-
tulatum d’Euclide est équivalente a I'admission de
certaines propriétés de notre espace, quine peuvent étre
controlées qu'au moyen de 'expérience ou de I’obser-
vation, il a montré la possibilité de la Géométrie sans
le postulatum d’Euclide. Lobatcheflsky a réalisé sa pen-
sée dans une série de Mémoires, avee I'esprit de suite
et 'exactitude « d’un vrai géométre », comme I'a qua-
lifié Gauss.

Ce princeps mathematicorum a fait honneur aux
travaux de Lobatcheftsky dés 1846; mais cette ap-
probation a passé inapergue dans le monde mathéma-
tique et il a fallu encore un quart de siécle pour que le
grand mérite scientifique et philosophique des travaux
dé Lobatcheffsky fiit unanimement reconnu. Cet aveu
fut le fruit des travaux de plusieurs géomeétres éminents
de notre époque, qui ont éclairci que la Géométrie de
Lobatcheffsky pour les deux dimensions est équivalente
a la Géoméirie sur une surface ayant la courbure con-
stante et négative et que la Géométrie pour les trois di-
mensions introduit dans la Science la notion d’une
nouvelle variété, I'espace ayant une courbure.

1étude de la Géoméirie de Lobatcheffsky ou de la Géo-
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métrie non euclidienne forme une nouvelle branche
de la Science mathématique ayant une grande littéra-
ture.

A ces études se rattachent, en formant leur continua-
tion immédiate, les recherches dans la Géométrie des
hyperespaces; ces travaux, en jetant une vive lumiére
sur plusicurs questions de la Géométrie, sont en méme
temps un auxiliaire qu’on ne saurait remplacer dans
I'étude de plusieurs questions difficiles de I’Analyse.

A une haute valeur scientifique des découvertes de
Lobatcheffsky correspond une valeur philosophique
tout aussi importante : d'un c6té elles offrent a la spé-
culation une nouvelle question de I'étude des propriétés
de I'espace; de l'autre clles jettent une vive lumiére
sur la question de 'origine de nos axiomes géoméiriques
et ont en conséquence une haute valeur pour la théorie
de la connaissance.

[’ Université impériale de Kasan a eu la gloire d’avoir
Lobatcheffsky au nombre de ses éléves et de ses mem-
bres; ici Lobatcheffsky a rempli les lonctions de profes-
seur de 1812 a 1846 et celles de recteur de 1827 i 1846.
Ce n’est pas seulement a cause de ses mérites de savant
et de professeur que Lobatcheffsky est cher a I'Univer-
sité de Kasan. L’histoire de la vie et des travaux de
Lobatcheffsky, dit son biographe, cst inséparablement
liée a celle de notre Université; il a été le premier de
ses éléves qui devint professcur. L'Université de Kasan
lui doit une dette de reconnaissance pour la construc-
tion de ses meilleurs édifices et pour I'organisation de
la bibliothéque.

En vue de ces mérites, la Société physico-mathéma-
tique de Kasan ne pouvait se dispenser de célébrer di-
gnemeny 'anniversaire du jour de naissance du grand
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mathématicien russe. Ladite Société ayant L’aucustE
autorisation a la souscription qui a pour but de rassem-
bler un fonds portant le nom de Lobatcheffsky s’adresse
maintenant aux savants de tous les pays, aux nombreux
amis de la Science, en les priant de vouloir bien prendre
part a cette souscription.

Conformément au montant de Ja somme rassemblée,
ladite Société se propose de fonder un prix au nom de
Lobatcheffsky pour les travaux mathématiques (spécia-
lement pour ceux qui ont trait aux investigations de
Lobatcheffsky) ou bien de lui ériger un buste dans
Pédifice de 'Université.

Si cette proposition trouve 'accueil qu’elle a le droit
d’attendre, la Société physico-mathématique tachera de
réaliser les deux buts et I'Université de Kasan scra em-
bellie par I'image de I'homme qui I'a fait briller d'une
gloire immortelle et les jeunes savants qui consacreront
leurs labeurs ala Science aimée de Lobalcheffsky trou-
veront dans le prix de son nom le sccours et I'encoura-
gement.

Président de la Société physico-mathématique, A. Wassi-
LteFF, professeur de Mathématiques a I'Université de Kasan.

Vice-président de la Société physico-mathématique, T. Sou-
voRrO¥F, professeur de Mathématiques a 'Université de Kasan.

On prie d'envoyer les souscriptions a l'adresse suivante :

Kasan. Société physico-mathématique.
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TRANSFORMATION OMALOIDALE DES QUADRIQUES;
Par M. P. MICHEL,

Licutenant du Génie.

I. — TRANSFORMATION DE L’ELLIPSOIDE.

1° Définitions et résultats.

1. Les surfaces omaloides ont été étudiées par Syl-
vester (Cambridge and Dublin Math. Journal,t. V1),
et par Cremona (Rendiconti del reale Istituto lom-
bardo, mai 1871). Aprés eux, M. Picart les a aussi
considérées dans sa Thése de Mathématiques (1877), ou
il les désigne sous le nom de surfaces unicursales.

Je rappellerai briévement la définition élémentaire
de ces surfaces :

Si I'on suppose qu’un point (z, y, z) quelconque
d’unc surface E puisse étre représenté par les formules

o v, )
T

(l) :I.:i_l, }/: E{_, 5=

@y @y, 9ay ©3 étant des fonctions entieres de deux lettres
t et 0, et qu'inversement on puisse déduire des for-
mules précédentes,

by
('2) = lb_’ 0

i

<5

Y, 4y et d, étant des fonctions entiéres des lettres x, y,
z, on dira que T est une surface omaloide.
Les surfaces omaloides jouissent de la propriété de
pouvoir éire représentées point par pointsur un plan.
En effes, si Pon imagine dans un plan deux axes wt
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et wf, les formules (1) montrent qu'a tout point (¢,%)
du plan correspond un point (x, y, z) de la surface;
inversement, les formules (2) indiquent qu’a un point
(x, ¥, z) dela surface ne correspond qu'un seul point
(t, 9) du plan considéré.

2. M. de Longchamps, dans son Journal de Mathe-
matiques spéciales (1884), a montré que les quadriques
a centre sont des surfaces omaloides; que 'on peut
représenter les coordonnées d'un point quelconque de

Iellipsoide

xt yr g2

— e - — —1=0

a? b2 ez
par les formules
r 11202 Yy 2l 3 26
@ T+ 02 b 142502 c Ty er
d’ou Von déduit les formules inverses

ay asz
b= o, =—
b(a-+x) c(a-+ux)

De méme un point de I'hyperboloide &4 une nappe

peut étre représenté par les formules

x 1--10 y _t—0 5 t+9H
a  1—16’ VT ¢ 118’
desquelles on déduit
a(bz+cy) a(bz—cy)
l: ey e: —_— i )
be(a+x) bc(a +—x)

Enfin, pour I'hyperboloide a deux nappes, les for-
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mules analogues sont

z i+ 12462

x t
a -9 c 20

1— 12— 02 ¥
Y b

M. de Longchamps a considéré principalement I'el-
lipsoide dans son Ewude. I a montré qu'a la droite de
I'infini du plan ¢wh correspond le sommet A’ de I'ellip-
soide, qu'il a appelé point central de la transformation
omaloidale.

I1 a fait voir qu’unc transformation homographique
permet de prendre pour point central de la transforma-
tion omaloidale un point quelconque de la surface de
Pellipsoide.

Les résultats principaux qu'il a énoncés sont les sui-
vants :

1° A toute droite du plan twl correspond une el-
lipse tracée sur Uellipsoide et passant par le som-
met A’.

2° 8t la droite du plan twd passe a Uorigine w,
Uellipse correspondante passe aux deux sommets A
et A'.

3 A tout cercle du plan twd correspond une el-
lipse tracée sur Uellipsoide.

4° A deux droites paralléles du plan twd corres-
pondent deux ellipses dont les plans ont pour traces,
sur YOZ, deux droites paralléles.

5 A deux droites rectangulaires du plan to9 cor-
respondent deux ellipses dont les plans coupent YOZ
suivant dewx droites ayant des directions conjuguces,
relativement a Uellipse principale située dans ce plan.

Le plan twh est appelé le plan fondamental de la
transformation.
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3. Je me propose de poursuivre cette étude; je ferai
d’abord la remarque suivante :

A toute courbe C tracée sur Vellipsoide correspond
une courbe I' du plan fondamental.

La tangente en un point (¢, 8) de la courbe I' corres-
pondra a une cllipse tracée sur ellipsoide, passant par
le sommet A’ et tangente ala courbe C au point (x, ¥, z)
qui correspond au point (#,9) du plan fondamental.

4. Yérablirai aussi la propriété suivante :

Si I'on considére n points du plan fondamental (z,, §,),
(t2,92), «.., (tn, 0,), & chacun de ces points correspond
un point de Dellipsoide dont les coordonnées sont don-
nées par les formules

x*al—ﬂ_og _ 2bt . 2cf
TNy e Ay E T2 82

Je joins les n points de Pellipsoide au sommet A';
les équations des droites ainsi déterminées seront res-

pectivement

.7"-?—(1__ ‘}' _ 3
Ta T bt T chy
r+a ¥y 3
a bty — cby’
............ e,
z+a ¥y _ &
—-‘a_—bf_n_cen.

Ces droites rencontrent le plan YOZ en des points
ayant pour coordonnées
y = bty, ¥ = bty, ceey ¥y =0bty,,
3= cl, 3 = ¢y, ceey z =cH,.
Sil’on prend le centre des moyennes distances des n
points du plan fondamental

PO (e SR e ol S WL Sl Bt el
n n
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et qu’on joigue le point correspondant de 'ellipsoide au
sommet A’, on déterminera ainsi une droite qui rencon-

trera le plan YOZ en un point ayant pour coordonnées
ty+ly3—...+ {, 0y +004...+0,

’ Z=c

n n

y==0

2

et 'on voit quece point est le centre des moyennes dis-
tances des n points qu'on a précédemment déterminés
de la méme maniére sur le plan YOZ.

En particulier, si les n points du plan fondamental
sont en ligne droite, les points correspondants de Iel-
lipsoide sont sur une ellipse passant au sommet A’ et
les points du plan YOZ sont, par conséquent, en ligne
droite; la propriéié établie plus haut s’applique, dans
ce cas, ct clle nous scra utile dans la suite de cette
dlude.

2° Quartiques coniques.

1. Je considére une conique du plan fondamental,
ayant pour équation

(1) A2+ 2Bt0 4+ C02+2Dt-2E0 +~ F = o.

et je cherche quelle est la courbe située sur I'ellip-
soide qui lui correspond; je remplace pour cela ¢ et 6
par leurs valeurs

ay as

= -ty 6 = —
b(a--a) cla—+x)

et il vient aprés réduction

4 y2 22

( »:~'z<|+j—i>(\l3

Cette équation représente un cone du second ordre

i
(@}
|¢
|
i
~
—
=
|
)

(2)

Sl
+
C

i<
~—

il

)

ayant sou sommet au point A'(—a,o0,0) de Tellip-
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soide; la courbe d’intersection des deux surfaces est une
quartique gauche.
Donc :

Toute conique du plan fondamental correspond a
une quartique gauche, intersection de l’ellipsoide par
un cone du second ordre ayant son sommet au point
central de la transformation omaloidale.

Inversement, si dans I'équation (2) d’un cbne ayant
son sommet en A’ on remplace x, y et z par leurs
valeurs

:r__al-—t’-’——-ﬂz o 2 bt . 2c6

T =2 02 YT a0 CT i oer e
on retrouve 'équation (1). On aura donc la propriété
réciproque :

Tout céne du second ordre, ayant son sommet au
point central de la transformation, coupe Uellipsoide
suivant une quartique gauche qui se transforme en
une conique.

Toutes les quartiques ainsi déterminées ont un point
double réel ou isolé, au sommet A’ de Iellipsoide; je
les désignerai sous le nom de quurtiques coniques pour
les distinguer des quartiques d’un autre genre que
jaurai a considérer dans la suite de ce travail.

2. Le centre de la conique (1) a pour coordonnées

' CD — BE AE --BD
1:

B:—AC” 'TUBEAC

Je joins le point correspondant de ellipsoide au
sommet A’; j'obtiens ainsi une droite ayant pour équa-
tions
R r+a
(3) pe

_Jy __*
_E_Cﬂx
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et dont le plan diamétral dans le céne (2) est

\

FZ DL +EZ 4+ Frt,(DZ4+AL+BZ4+D)
a b c a b c
x y z A
+01(\EE+BZ+CZ‘+E)_-O.
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