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NOUVELLES ANNALES

DE

MATHEMATIQUES.

REMARQUES AU SUJET DU THEOREME DE CARNOT;
Par M. C.-A. LAISANT,

Docteur és Sciences.

PROPOSITIONS DIRKECTES.

1. Le théoréme de Carnot, relatif aux segments dé-
terminés sur les c6tés d’un polygone fermé par les inter-
sections avec une conique, ou plus généralement avec
une courbe algébrique plance d’ordre quelconque, me
semble pouvoir ¢étre démontré d’une facon simple, a
I'aide d'un petit nombre de remarques destinées surtout
a abréger le langage ct Iécriture. Par ce procédé, on
arrive aisément d unegénéralisation, concernant ’espace,
qui est peut-étre nouvelle et qu’en tous cas je n’ai trou-
vée nulle part. Enfin, on peut établir une série de pro-
positions corrélatives, aussi bien pour le plan que pour
Pespace.

2. Considérons un segment AB, limité aux extrémi-
tés A ct B, et tracé dans un plan qui contient une courbe
(T') d’ordre n. La droite AB indéfiniment prolongée
coupe la courbe en n points Py, Pa, ..., P,, réels ou ima-
ginaires. Supposons-les d’abord tous récls et formons les
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considérés en grandeurs et en signes.

Le produit de tous ces rapports sera ce que nous appel-
lerons la puissance du segment AB par rapport a la
courbe (T'). Nous le désignerons par la notation € (AB)
et nous écrirons ainsi

P,B.

) 2 ()= ! B...P,B

bP,B...P,B
WA P,A.. . P,A

Par suite de cette définition, il est évident que les
3 ]

quantités Lp(AB) et ©r(BA) sont inverses, puisqu’il

suflit de permuter les deux lettres A, B, c’est-a-dire

(qu'on a

(2) Cr(AB). L (BA) =1.

3. Méme lorsque les points d’intersection Py, P, ... ,
P, sout en partie ou en totalité imaginaires, la puissance

P 5 y1a

@r(AB) n'en est pas moins réelle.

Pour le démontrer, supposons qu’on ait rapporté la

b

courbe (T') & an triangle de véférence ABC, C étant un
point quelconque, et que son équation, en coordonnées
barycentriques, soit
(3) a4 b@n+cyt+ ... =o.

Pour obtenir les points Py, Py, ... il faut, dans cette
équation, fairc y = o, cequi donne une équation homo-
gtuecen zet B
(4) At . —+—bﬁ":0.

SiPon prend un point Py quelcouque parmi cux, et

st ses coordonnées sont %4, 34, 0, on aura

L

P/. B 2 P/»B ) %4
—— T e on = = - L) g
5, (I 5
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a , . " .
% étant 'unc des racines de ’équation
A

(5) a(%)ll—l—...—o—b:o.

. . . b
Mais le produit de toutes ces racines est (—l)”a-

Donc la puissance de AB, définie comme nous 'avons
b b

fait ci-dessus, est (—1)2” - = —. ¢’est-a-dire toujours
a a

réelle.

%. Si, reprenant I'équation (3) dela courbe (T'), nous
appliquons successivement au c6té BC, puis au coté CA,
ce qui vient d’étre dit au numéro précédent pour le coté
AB, nous aurons évidemment

b c c
PO - Q1 (BC) = =, P = Z
(6) Wpr(\AB)= o L (BC) A Lr(CA) o

et, par multiplication,
(7) Cr(AB)Lr(BC)Lp(CA) =1,
ce qui démontre le théoréme de Carnot pour le cas d'un
triangle.
3. Considérons maintenant un polygone fermé
ABCD...LA,

d’un nombre quelconque de cotés, dans le plan de la
courbe (T'). Prenons un point O arbitraire, dans le plan,
¢t formons les triangles OAB,OBC, ..} OLA. Nous
aurons, en vertu de la formule (7), ct en supprimant les
indices, pour plus de simplicité,

®(0A) R(AB)R(BO)=1,
®(0B)®(BC)R(CO) =1,

COL) R(LAYR(AO) =1.

(8)
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Multipliant toutes ces égalités, en tenant compte de la
formule (2), il nous reste

(9) Q(AB)®(BC)...Q(LA) =1,

formule qui exprime le théoréme de Carnot pour un po-
lygone plan queleconque.

6. Imaginons actucllementune surface algébrique (X)
d’ordre n, ct un segment AB qui, indéfiniment pro-
longé, coupe la surface (¥) en n points. Nous définirons
comme ci-dessus la puissance du segment par rapport a
la surface (X)), etil suffira, pour 'obtenir, de considérer
la scetion de la surface par un plan quelconque passant
par AB et de prendre la puissance de AB par rapport a
cette courbe de section.

Si ABC...LA cst un polygone gauche fermé quel-
conque, et si nous prenons un point O arbitraire dans
Pespace, les triangles OAB, OBC, ..., OLA détermine-
ront autant de plans qui couperont la surface ()
suivant des courbes de méme ordre; ¢t nous pourrons
conséquemment écrive encore identiquement comme ci-
dessus les équations (8), les puissances des segments
étant ici prises par rapport a une surface au lieu de
I'¢tre par rapport a une courbe plane. Nous en dédui-
rons la formule (9), ¢’est-a-dire que le théoréme de
Carnot s'applique @ un polygone fermé gauche et @
une surface algébrique quelconque.

7. Le théoréme de Carnot, soit daus le plan, soit dans
Iespace, conduit 4 un nombre considérable d’applica-
tions et a des remarques assez curieuses au sujet des
conditions déterminantes d'une courbe algébrique, et
auxquelles il convient de s’arréter un instant.

Tout d’abord, si on I'applique a une droite et & un
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triangle, on a le théoréme des transversales, et la propo-
sition réciproque cst vraie; c'est-a-dire que, si trois
points sur les cotés d'un triangle satisfont a I'identité
exprimée par le théoréme de Carnot, ces trois points
sont en ligne droite. Il en est de méme pour six points
(deux sur chaque coété d’un triangle). S’ils satisfont a
Videntité de Carnot, ils sont situés sur une conique.
Cette réciprocité tient a ce que le nombre des points
considérés est précisément, dans ces deux cas, supéricur
d’une unité a celui des points nécessaires pour la déter-
mination de la ligne, savoir : 2 pour la droite, 5 pour la
conique.

Il est intéressant de constater que ce sont méme les
deux seuls cas ou le fait s¢ produise, ct ou, par consé-
quent, la réciproque du théoréme de Carnot soit vraic.
Soit, en eflet, une courbe d’ordre n, coupant les cotés
d’un polygone de p cotés. Le nombre des points déter-
n(n-—+3),
—_—;

minants de la courbe est celui des points de

section est pr. Il faut done qu’on ait

0= 1_1_(12:1—“1) . )= n2—%n — >
4 2
Comme p doit étre entier, le numérateur doit étre divi-
sible par n, On ne peut done avoir que # =1 (droite)
ou n=12 (conique). Dans les deux cas, il en résulte
p = 3 (wiangle).

Par contre, le théoréme de Carnot nous montre que
les points qui déterminent une courbe ne peuvent pas
toujours étre pris arbitrairement, méme lorsqu’ils sont
en nombre inférieur a celui des conditions détermi-
nantes. Ainsi une cubique se détermine par nevf points;
et cependant, si nous prenons sur les cdtés AB, BC, CA
d’un triangle deux groupes de trois points Py, Py, Py,
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M,, M,, M;, et deux points Ny, N, ce qui fait huit
points, le troisieme point N3, ou la courbe coupe le
coté CA, sera complétement déterminé par le théoréme
de Carnot. Ainsi huit points seulement auront pu étre
choisis arbitrairement, dans les conditions indiquées.

Autre exemple : une courbe du sixiéme ordre coupe
en dix-huit points les trois cotés d’un triangle. On ne
peut donner arbitrairement que dix-sept de ces points,
en vertu du théoréme de Carnot; et cependant il faut
vingt-sept points pour déterminer, en général, une
courbe du sixiéme ordre. On voit combien les conditions
géométriques imposées apportent de modifications.

Dans Pespace, il ¢n est encore de méme. Comme
unique exemple, appliquons la proposition du n° 6 a
une surface du sccond ordre coupant les cotés d’'un qua-
drilatére gauche en huit points; lorsqu’on se sera donné
sept de ces points, e huitiéme sera entiérement déter-
miné, bien qu’il faille neuf points, en général, pour la
détermination de la surface.

Par analogic avec ce qui a été dit plus haut, cherchons
les cas dans lesquels la proposition réciproque du théo-
reme de Carnot est applicable dans I'espace. Le nombre
des points nécessaires pour la détermination d’une sur-
face du n'*¢ ordre est

N\ = g(nﬁ—»—on—*—u).

Si done une telle surface rencontre les cotés d’un poly-
gone gauche quelconque de p cotés, ce qui fait pr points
d’intersection, nous devrons avoir prn =N + 1 ; en effet,
si les pn points donnés satisfont a 'identité de Carnot,
comue on peut en prendre arbitrairement pn—1=N
et qu'ils suffisent 4 la détermination de la surface, le
(N - 1) sera done aussi sur cette surface.



()
Or, en résolvant en nombres entiers I'équation indé-
terminée

n
pn = G(n‘l-;— 6n+11)+1,

on trouve trés facilement qu’elle n’admet que les solu-

tions
n=rt, r= 47
n =2, p= 3,
n==6, p=1i

Ainsi, dans 'espace, la rvéciproque du théorcme de
Carnot s’ applique :

1 A un quadrilatére gauche coupant un plan;

2° A un pentagonc coupant une surface du second
ordre;

3° A un polygone de 14 cotés coupant une surface du
sixieéme ordre.

Pour plus de clarté, nous énoncerons explicitement
cette réciproque dans ce dernier cas :

Si Uon donne 6 points sur chague cété d un poly-
gone gauche de 4 cotés ABC. .. L, et si Uon forme les

puissances
PR PyB
[ O O S
0,C Q4G
QB QBT ™
S;A S A
S,LS, L T e

aw moy en de ces points; si, en outre, le produit
Ay Aye o Ay,

est égal a l'unité, les 84 points considérés sont sur unc
méme surface du sixiéme ordre.
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8. Nous limiterons, pour abréger, les applications du
théoréme de Carnot 4 un trés petit nombre d’exemples.
Supposons unc courbe plane d’ordre n coupaunt un
triangle ¢n 3n points; si n est impair et égal a 2n'+1
et si n' groupes de 6 points (2 par chaque cété) sont
situés sur n' coniques, les trois points restants seront
en ligne droite.

Si nest pair et égal & 2(n' 1) et si n' groupes de
6 points (2 par chaque coté) sont situcs sur n’ coniques,
les six points restants sont ausst sur une méme conique.

Ces deux propositions s¢ déduisent immédiatement
de I'identité de Carnot, en ayant soin de se rappeler que,
pour les coniques et les droites, la réciproque est ap-
plicable.

Dans le cas ou I'on remplace la courbe par un systéme
de trois droites Ay B, Gy, Ay B.Cs, A3B;C;, la premiére
de ces denx propositions nous montre que, si By, C,, C,.
A, A, By sont situdes sur une méme conique, les
trois points Ay, B, C; sont en ligne droite. Cest la pro-
pricté de I'hexagone de Pascal, qui s'obtient ainsi
comme un simple corollaire du théoréme de Carnot.

On a, en ellet,

B, A B
B,G G\
ByA G,B
B,C G, A
O B (LB
;B B,C Gy

It

ct, en outre,

BiA ByA (B CyB 4.0 AC
LB~

Multipliant entre elles les trois premiéres égalités et
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divisant par la quatriéme, il reste

A C BA CB
,B B,C C,A "

ce qui montre bien que les trois points Ay, B,, C; sont
en ligne droite, en vertu de la proposition réciproque.

PROPOSITIONS CORRELATIVES.

9. Considérons un angle ACB dans un plan qui con-
tient une courbe T de classe 2. Par le sommet Con peut
mener a la courbe 2 tangentes CP,, CPs, ..., CP,,
1éelles ou imaginaires. Dans le cas ou elles sont toutes
réelles, formons, pour chacune d’elles, le rapport

sin(BCPy)
sin(PCA)Y’

dans lequel nous tiendrons compte du signe, d’apres les
cortventions habituelles sur les angles. Le produit

ou

SQ‘NACB)
(1"

A~ 2P o . "
(% p) _ sn(BCPy) sin(BOP,)  «in(BGP,)
, AT (A’ B) T an(PyC\A) sin(P,CA)  sin(P,CA)

sera appelé puissance de Pangle ACB par rapport «
la courbe T.
Par définition méme, il est clair qu’on a

(2") ®r (ﬂ) ‘1‘[*(?’:/,7\) =1.

Dans ces formules, leslettres A, B peuvent étre imaginées
comme représentant les ¢otés mémes de 'angle ACB.

10. Lorsque les tangentes CPy, CP,. ..., CP,, ou

quelques-unes d’entre elles, sont imaginaires, la puis-
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P
sance ‘l‘p(A, B) n'en reste pas moins réclle. Nous le
démontrerons d’une facon tout & fait analogue a celle
employée plus haut, en supposant I’équation de la
courbe écrite en coordonnées tangentielles sous la
forme

(3" aur 4 ben - cwh 4, . .= o,

les coordonnées u, v, v d’'unc droite étant, par exemple,
dans le systéme considéré, proportionnelles anx dis-
tances AA'y BB, CC' de cette droite aux trois sommets
du triangle de référence. Sialors une droite CP{u, v, 0)
passe par le point C, on aura

u

__ AGsin(ACP) g «in(ACP)

T BCsin(BCP) ~ p sin(BCGP)

<in( BGP) _q (— [
Gnpcy) ~ p TR

s q, r représentant les longucurs des cotés BC, CA, AB
du triangle de référence.

Or, si nous voulons obtenir les tangentes a la courbe
(') menées par G, il faut faire o= o dans P'équation
(') ci-dessus, ce qui donne une relation de la forme

(i aut- ... =bent=o

Le produit de toutes les racines de cette équation est
a . . .
(— 1)” 7+ Mais, d’aprés cc que nous venons de voir, ce
\ A )

produil sera aussi

(— 1) ;i @1 (ACB).
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~ na \ . .
Donc ¢p(ACB)= %7 7 ¢’est-a-dire que la puissance
considérée est toujours réelle.
11. Si, reprenant Péquation tangenticlle (3') de la

courbe T, nous appliquons ce qui précéde aux trois an-
gles du triangle de référence successivement, nous

aurons
@ 3= 12 O
opcack)= 70 7
, rn b
(6') er(BAC)= T,
) ®pccBA)— 22 ¢
"Il «
et, par multiplication,
(7)) Pr(ACBYLP(BAC) @ (CBA)Y=1.

Nous avons ainsi, pour le triangle, la proposition
corrélative du théoréme de Carnot :

Le produit des puissances des trois angles successifs
ACB, BAC, CBA d’un triangle, par rapport & une

courbe plane de classe n, est égal a I"unité.

12. Si nous prenons maintenant un polygone plan
fermé, dont les ¢otés successifs soient désignés par A,
B, C, ..., L, nous ¢tendrons, comme au n° 3, a ce poly-
gone le théoréme ci-dessus, en choisissant une droite
arbitraire Q, ct en considérant les triangles A, B, Q,

puis B, C, Q, ..., L., A, Q. Nous aurons ainsi

@(7 %) @(A B) wli, 0 =1,
S ™~ P
(8 @(G. 1) (8. (T Q) =1,

e, Ly @ Ve o)
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d’ou, par multiplication, ¢t en vertu de la relation (27),

((_,') ‘1‘((?&)‘1‘({6)...“‘(ﬁ):l.

formule qui démontre la proposition dont il s’agit.

13. Pour essayer d’étendre a U'espace les propositions
corrélatives, il est tout d’abord nécessaive d’introduire
unc nouvelle notion, tout 4 fait analogue a celle du
n° 9z celle de la puissance d’un diedre par rapport a
un point, ou en général par rapport & une surface de
classe n.

Un di¢dre étant formé per deux plans A, B, et P étant
un plan arbitraire conduit par 'aréte du diédre, le rap-

N
oin (B, 1)

port ~v-—(~7\—j sera dit pui.s.mllce dudicdre par rapport
s>, B

a un point quelconque duplan P.
Si par Varéte on méne les plans tangents Py, P, ..
P, a la surface (¥) de classe n, le produit

~i||(if\l’\|) Ain(l/ir"\l\’\g) sin(ﬁ)

(10) ———— n ———

PN AN NPy
Ain(l’l, \) sin(\l’z,\\j e 1)

sera la puissance du méme diedre par rapport a la sur-
face ().

= ‘k(ﬁ)

14, S0it CD Paréte du diédre que nous avons consi-
déré ci~dessus. Prenons deux points quelconques C, D
sur cette aréte, deux points A, B dans les plans A, B,
respectivement, ct supposons que, ABCD étant choisi
comme tétraedre de référence, nous adoptions un sys-
teme de coordonnées tétraédrales tangentielles, ou les
coordonnées u, v, v, t d’'un plan soient proportionnelles

aux distances de ce plan aux quatre sommets A, B, C, D,
en grandears ot en signes.
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Si nous conduisons un plan P(«, ¢, 0, o) par CD, il
est extrémement facile de voir que nous aurons

u _ (ACD) sin(A, P)

¢ — (BCD) sin(B, P)’

(ACD), (BCD) représentant les aires des triangles, ou

NN
sin(B,P) _ (AcD)

= oo (—1) =
SN BCD
sin l",A) ( ) “

En prenant I'équation d’unc surface (Z) sous la
forme
aun - bet 4 cwh + dth +. . .= o,

un calcul tout & fait analogue 4 celui du n° 10, ct dans
lequel nous ferons d’abord t =0, w =0, puis t =o,
= o0, puis =0, v=o0, nous permettra, sans qu'il
soit besoin d’entrer dauns de plus grands détails, de dé-
montrer cette proposition :

Le produit des puissances des trois diédres DA, DB,
DC d’un triédre DABC, par rapport & la surface (X)

de classe n, est égal a [’unité.

Il est & peine nécessaire de remarquer que les plans
ADB, BDC, CDA du diédre doivent étre pris dans leur
ovdre successif, et que, d’'une maniére générale,

@ (3, N e (N)5) =,

M, N représentant deux plans quelconques.

15. Soit un polygone gauche fermé, dont les cotés
sont A, B, C, ..., L. Un c6té quelconque B, par exem-
ple, forme un plan avee le coté C qui le suit, et un
autre avec le coté A qui le précéde. Si nous prenons un
troisicme plan arbitraire Q, nous aurons donc un

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. IX. (Janvier 18qgo.) 2
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triédre formé par les trois plans Q, AB, BC; et de méme
autant de triédres en tout que le polygone a de cotés.
Prenant les puissances des diédres de ces triedres par
rapport & la surface (2) de classe 72 et appliquant le
théoréme du numéro précédent, nous aurons

@(Q, AB)ZQ(AB, BC)R(BC, Q)=1,

@(Q, LA) (LA, AB)@(AB, Q) =1
ct, par multiplication,
®(AB, BC)D(BC, CD)... (LA, AB)=1,
ce qu’on peut écrive plus simplement
BYL(C)... R(A)=1,

¢tant bien entendu que les diédres A, B, ... sont ceux
formés dans le sens que nous avons défini plus haut.

Ainsi :

Le produit des puissances des diédres déterminés
par un polygone gauche fermé, par rapport & une
surface algébrique de classe quelconque, est égal a
lunité.

C’estla proposition corrélative du théoréme de Carnot
étendu a 'espace.

16. Le théoréme corrélatif de celui de Carnot, appli-
qué i un triangle et a un point, donne la proposition
de Jean de Ceva, dont la réciproque est vraie. De méme
pour six droites menées deux par deux par les trois cotés
d’un triangle : si elles sont tangentes 4 une méme co-
nique, le produit des trois puissances est égal a 1; si ce
produit est égal a 1, les six droites sont tangentes & une
méme conique.
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Les conditions de réciprocité sont les mémes que
celles étudiées au n° 7, c’est-a-dire qu’elles sc limitent
aux points et aux coniques, par rapport au triangle.

Pour reprendre un exemple analogue a I'un de ceux
indiqués plus haut, 2 une courbe de la sixiéme classe
on peut mener par les trois sommets d’un triangle dix-
huit tangentes, dont dix-sept seulement sont arbitraires,
bien qu’il faille, en général, vingt-sept tangentes pour
déterminer une telle courbe.

Dans V'espace, par les quatre cotés d'un quadrilatére
gauche, on pourra mener huit plans tangents a une sur-
face du second degré; et sept sculement de ces plans
seront arbitraires.

D’une fagon générale, la réciproque du théoréme cor-
rélatif s’applique aux plans tangents menés :

1° A un point, par les cotés d’'un quadrilatére gau-
che;

2* A une surface du second degré, par les cotés d'un
pentagone;

3° A une surface de la sixiéme classe, par les cotés
d’un polygonce de quatorze cotés.

17. Soit une courbe plane de classe n, a laquelle on
peut mener 372 tangentes par les sommets d’un triangle:
sin=on'+1 et si n' groupes de six tangentes (deux
issues de chaque sommet) sont tangentes & n' coniques,
les trois tangentes qui restent se couperont en un méme
point.

Sin=2(n -+1) et si n’ groupes de six tangentes
(deux issues de chague sommet) sont tangentes & n' co-

niques, les six tangentes qui restent sont tangentes &
une meme conique.

Si nous remplacons la courbe de classe n par un sys-
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téme de wois points A’, B, C/) nous arrivons au corol-
laire que voici :
8¢ les six droites A’B, A'C, B'C, B'A, C'A, C'B sont
langentes & une méme conique, les trois droites AA',
BB/, CC’ se rencontrent en un méme point.

On reconnait la propriéié de I'hexagone de Brian-
chon.

Il nous suffit de ces indications pour montrer tout
le parti qu'il est possible de tirer du théoréme de Carnot,
ct toute Pextension a laquelle se préte cette proposition
remarquable.



