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OUELQUES REFLEXIONS SUR L’ETUDE GEOMETRIQUE DES
COURBES GEOMETRIQUES ET THEOREMES POUVANT Y ETRE

UTILES
Par M. J.-E. ESTIENNE.

On connait sur les courbes géométriques plusieurs
théorémes généraux. Un des plus remarquables, di a
Euler, est le suivant :

Tatoriume I. — Toute courbe d’ordre n, qui passe
. —1I — 2
par ’}(Lz—_l—g) — 1 points fixes, passe par (n= —)L{L- —32)

autres points fixes.
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Ce théoreme énonce une propriété intime et caracté-
vistique des courbes géométriques, qui peut servir au
géometre de point de départ dans I’étude de ces courbes.

Les courbes géométriques sont définies analytique-
ment par ce fait que leur équation cartésienne est algé-
brique. Cette définition suffit a analyste, mais non au
géometre, qui, n'usant pas de coordonnées, a hesoin,
pour étudier une courbe, d’en avoir une définition pu-
rement géométrique.

On n’entend pas par la critiquer 'admirable classifi-
cation des courbes, en ordres, introduite par Descartes;
on veut dire simplement que, pour les étudier, il faut
que le géométre parte de leur définition algébrique, en
la traduisant dans son langage par un théoréme géomé-
trique.

De Péquation d’une couthe d’ordre 2, on déduit, par
exemple, qu'unc droite quelconque coupe cette courbe
en n points. Voila une propriété que le géomeétre pour-
rait songer a prendre comme délinition de la courbe
d’ordre n. La tentative, faite je crois plusicurs fois, n’a
pas réussi.

Cette simple propriété ne suftit pas a la Géomérrie;
clle a besoin, pour pouvoir progresser avec ses seules res-
sources, des renseignements plus complets de I’ Analyse.

On lui empruntera les suivants :

- L. nin—13)
1° Une courbe d’ordre n est définie par ~— >

de ses points;

2° Deux courbes d’ordre n et p se coupent en np
points;

3° Le théoréme 1, énoncé plus haut.

Ces notions suffisent a établir le théoréme de Pascal,
et, par suite, a faire 1’étude des coniques.

Un trés bon énoncé du théoréme de Pascal est en
effet celui-ci :
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St sixc points sont sur une conique, deux cubiques
quelconques, passant par ces six points, se coupent en
trois autres points qui sont en ligne droite.

Ce théoréme est facile a déduire du théoréme I, ap-
pliqué aux cubiques (n = 3).

On a le théoréme de Pascal sous sa forme ordinaire
en considérant les cotés non conséeutifs d’un hexagone
inscrit 4 une conique, comme constituant une cubique.

Cette relation géométrique entre six points d’une
conique remplace parfaitement, pour le géomeétre,
I'équation de cette courbe. 11 peut, a la rigueur, faire
unce étude compléte des coniques par les procédés qui
lui sont propres, sans avoir recours a I'équation du se-
cond ordre. Il est débarrassé de la tutclle de I'Algébre.

Pour étudier une courbe géométrique d’ordre n que

n(n=+3) . e . . .
~(—T—’ points définissent, il faudrait une relation ana-

n(n—+3)
logue entre ———
& 2

+ I points 1/u()/con(/ues de cette
courbe. 1l faudrait savoir, dans le cas des cubiques, par
exemple, comment sont liés dix queleonques de leurs
points.

Ict, le théoréme I, d’ou 'on a déduit le théoréme de
Pascal, est impuissant. Il donne bien une relation entre
trcize points d’une cubique, a savoir que deux quar-
liques passant par ces lreize points se coupent en
trois autres points, qui sont en ligne droite; mais cela
est sans grande utilité et ne répond d’ailleurs pas a la
question.

Nous aurons recours a un autre théoréme général,
(jue nous croyons nouveau.

On est conduit a souconner ce théoréme, si I'on re-
marque 1'identité suivante :

[(ll*l)f_n—fl—\—g)_!_'] . [(n—?,)(n—2+3)+l] o

2 2
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que nous exprimerons ainsi en langage ordinaire :

Le nombre des points, augmenté de un, nécessaire
& la détermination d’une courbe d’ordre n — 1, ajouté
au nombre des points augmenté de un, nécessaires &
la détermination d’une courbe d’ordre n— 2, est égal
au nombre des points d’intersection de deux courbes
d’ordre n.

Or on sait que les 22 points d’intersection de deux
courbes d’ordre n ne sont pas quelconques; si un cer-
(n—1)(n—1-+3)
i
une courbe d’ordre 7 — 1, ils satisfont A une relation
différente de celle qui lie les »? points, mais qui peut

tain nombre d’entre eux -+~ 1 sont sur

se combiner avec elle, de telle sorte que les points res-
tants satisfassent i une nouvelle relation; comme leur
nombre surpasse de un le nombre des points néces-
saires a la détermination d’une courbe d’ordre n — 2,
il vient tout d’abord a Desprit qu’ils sont sur une
courbe d’ordre n— 2; cest, en effet, ce qui a lieu,
comme on le verra plus loin.

Qu’on excuse ces raisonnements par a peu prés; on
les a écrits parce qu’ils constituent presque une mé-
thode pour I’étude des questions analogues a celles gui
sont traitées dans ce modeste travail : ils permettent de
voir s’il y a un théoréme, et en quoi il peut consister.
Ce n’est d’ailleurs pas une innovation ; il y a longtemps
que Lagrange disait que les découvertes en Mathéma-
tiques se font par Pappréciation du degré de détermina-~
tion de la guantité.

Démontrons maintenant le théoréme :

Tatorkme II. — 87 des n® points d’intersection de
(n—1)(n—1-+3)
2

-+ 1 sont sur

deux courbes d’ordre n
bl
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, n—o)(n—a+3
une courbe d’ordre n —u, les (n=2)n—2+3) -1 autres

)

sont sur une courbe d’ordre n — 2, et inversement.

On démontre ce théoréme en appliquant le théoréme 1
aune courbe d’ordre an — 3.

Distinguons, dans les n2 points d’intersection des deux
courbes d’ordre n, deux groupes a et b3 le groupe a com-
n—in—i-+3)

( . .
l)renant les -+ 1 points qu sont sur une

courbe d’ordre 1 —1 et le groupe b, tous les autres,
qu’on veut prouver étre sur une courbe d’ordre 7 — o.

La courbe n—1 coupe chacune des courbes n en
n(n—1) points dont

(n 1nln-—-1+13) ) (n—3)n
n(n—i1)— A q ]| = ——
2 2
nouyveaux.
(n—3Yn . . ,
Par ces ————— points, faisons passer la courbe d’or-

dre n — 3 qu’ils déterminent.
Nous avons, dans le plan, un nombre de points
12+ (n—3)n ou n(2n—3); en isolant un point du
groupe b, il reste n(an —3)—1 ou
(on—73)(2n—3+3)

—1 points,
2

ct toutes les courbes d'ordre 27 — 3 qui passent par ces
points passent, d’apresle théoreme 1, par (n—2) (2n —35)
autres points fixes.

Or 'une des courbes d'ordre n et la courbe d'ordre
n— 3, déterminée par les points nouveaux situés sur
'autre courbe d’ordre n, constituent une courbe d’ordre
an—3; la combinaison des deux autres courbes
d'ordre n et 7 — 3 constitue encore unc courbe d’ordre
2n— 3; le point isolé fait parlie de'intersection de ces
deux systémes; done, toute courbe d’ordre 2n — 3, pas-
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sant par les n(2n—3)—1 points du plan, autres que
ce point isolé, passe par ce point isolé; en particulier,
la courbe d'ordve 22— 3, constituée par la courbe
d’ordre 2 — 1 passant par les points du groupe a et par
la courbe d'ordre 7 — 2 qu’on peut faire passer par les
points du groupe b moins le point isolé, ce qui exige que
la courbe b passe par ce point isolé. C. Q. F. D.

On peut ajouter que la courbe b passe par les points
nouveaux d’intersection des courbes 7 — 3 avee les
courbes 7.

Ce théoréme général, appliqué aux cubiques, donne,
au moyen des courbes connues du sccond ordre, une
relation entre dix points d'unce cubique :

Tatoreme. — Si, par dix points d’une cubique, on
Sait passer deux courbes du quatriéme ordre (deux
groupes de deux coniques, en particulier), elles se cou-
pent en six nouveaux points qui sont sur une conique C.

De plus, la droite, qui joint les deux autres points «,
d'intersection d’'unc des quartiques avec la cubique
coupe cette quarliquc en deux aulres points Psq, qui
sont ¢galement sur la conique C.

On reviendra plus loin sur cet important théoréme.

Le théoreéme I s’applique encore, si 'une des courbes
d’ordre n comprend un certain nombre de droites; le
degré de la courbe, sur laquelle se trouvent les points
d’intersection restants, s’abaisse d’autant. On a, par
exemple, ce théoréme :

Tutorkme. — Si, desvingt points d’intersectiond’une
courbe du quatriéme ordre avec une courbe du cin-
quieme ordre, dix sont sur une cubique, les dix autres
sont aussi sur une cubique.

On peut déduire de la des propositions plus ou moins
intéressantes, celle-ci par cxemple :
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TatorEmE. — Si les cités d un pentagone touchent
une cubique aux points 1, 2, 3, 4,5, ils en touchent
une autre aux points v', 2', 3', 4, 5', oivils sont coupés
par la conique passant par les points 1, 2, 3, 4,5.

On le démontre en appliquant le théoréme précédent
a la courbe du cinquiéme ordre formée par les cotés du
pentagone ¢t a la quartique formée par la conique
doublée.

Pour démontrer le théoréme général 11, applicable a
une courbe d’ordre 7, on a eu recours a une propriété
d’ane courbe de degré plus élevé, 2n — 3, qui ne figure
ni dans ’énoncé, ni dans les constructions. Cette mé-
thode se préte bien a la recherche et a la démonstration
des propriétés des courbes d’ordre supérieur au second,
ou des systémes de coniques.

C’est ainsi qu’on démontre facilement les théorémes
suivants, sortes de porismes, que I’Analyse aurait parfois
de la peine a atteindre.

Levmye. — S8i, par les neuf points d’intersection de
deux cubiques, on fait passer une courbe A du qua-
tricme degré, ses trois nouveaux points d’intersection
a, b, ¢ avec Uune des cubiques B sont en ligne droite.

Car une droite D quelconque coupant A aux points
%, 3, %, ¢ et la cubique B constituent une courbe du qua-
triéme ordre, qui coupe la courbe A en 2, 3, v, ¢, a, b,
¢ ct en les neuf points donnés.

Par ces neuf points et le point o par exemple, on peut
faire passer une cubique; les six points restants
(3,%,8,a, b, c) sont donc sur une conique (théoréme 1I);
comme 3, v, 5 sont sur une droite, a, b, ¢ sont aussi
sur une droite.

Remarque. — Celemme s’exprimerait analytiquement
en disant :
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« L’équation générale des quartiques passant par les
points d’intersection de deux cubiques B et B est

BD — B'D' = o,
D et D érant des droites. »

TatoriMe. — Si, par sept points pris sur une cubique
fixe A, on fait passer une cubique B, elle coupe A en
deux nouveaiux points; la droite D qui les joint coupe
A en un point fixe.

Soit 1Y la droite qui joint les points nouveaux d’inter-
section d’une cubique passant par les sept points, avec
la cubique A ; cette droite 1) et la cubique B constituent
une quartique, et I'on voit, en appliquant le lemme,
que I'intersection de D' ct de A est sur 1.

Remarque. — Ce théoréme donue une construction
du neuviéme point commun aux cubiques passant par
huit points, quand trois de ces huit points sont sur une
droite, ou six sur unc conique.

Tatorive anaLocue. — Si, par quatre points pris
sur une cubique fixe A, on fait passer une cubique B,
elle coupe A en cing nouveaux points; la conique qu’ils
déterminent coupe A en un point fixe.

Ce théoréme s¢ démontrerait comme le précédent, en
invoquant Je lemme suivant, facile 4 démontrer au moyen
du théoréme II.

Levve. — Une courbe du cinquiéme ordre qui passe
par Uintersection de deux cubiques coupe 'une d’elles
en six nouveaux points, sttucs sur une conique.

On démontrerait de méme, en s’appuyant sur un
Jemme analogue aux précédents, le théoréme suivant :

Tutorime. — Si, par onze points de la courbe fixe
du quatriéme ordre A, on fait passer une courbe va-
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riable du quatriéme ordre B, elle coupe A en cing
nouveaux points, la conique qui passe par ces cing
points passe par trois points fixes de A, quand B varie.

Tous ces théorémes procédent évidemment d’un théo-
réme général; mais il est d'un énoncé trop complexe
pour étre intéressant.

Appliquons la méthode & la démonstration d’une pro-
priété d’un systéme de coniques :

Tutovkme. — Si trois coniques a, by ¢ sont circon-
scrites @ un triangle ABC, on peut, par les points o,
3, ~, ot elles se coupent deux & deux, faire passer les
cotés d’une infinité de triangles, dont les sommets a,

b, ¢ sont sur chacune des coniques ( fig. 1).

Considérons, en effet, les huit points A, B, C, «, 3,

- . ’ Ay e s
et a, ¢, ces deux derniers points étant a 'intersection
d’une droite quelconque passant par 3 et de chacune des

Fig. 1.

coniques a et c. Toutes les cubiques passant par ces huit
points passent par un ncuviéme; donc les trois cubiques
que constituent les trois groupes de droites et de coni-
(ques :
La conique @ ct la droite ca,
» b » ca.

» o " ay
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passent par un méme point b, ct le théoréme cst dé-
montré.
On démontrera encore par la considération du ncu-
vieme point le théoréme, assez intéressant, qui suit :

Tatorkve. — Si l'on peut inscrire & une cubique un
quadrilatére ABCD dont les cités passent par guatre
points 2, 3, v, ¢ donnés sur cette cubique, on en peut
inscrire une infinité (fig. 2).

Menons, en elfet, par 2 une droite quelconque, cou-
pant la cubique en A’ et IV menons les droites A’B et
IS qui coupentla cubique, respectivement en B'et €' il
faut démontrer queles points B, €, v sont enligne droite.

Or le point O, iuterscction des droites av, 2. est
sur la cubique donnée, puisqu’il est le neuviéme point

IFig .

A~

conmmun a toutes les cubiques passant par les huit points
A, B, C, D, 2, 3, v, 3. Done les neuf points A', B, €
1Y, o, B, v, 3, O sont a intersection de deux cubiques :
la cubique donnée et le systéme des trois droites A'B,
xv, C'IY. Comme six de ces points sont sur la conique
formée par les deux droites A’D', 33, les trois autres

B', v, C' sont en ligne droite.
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REMARQUES SUR LES THEOREMES PRECEDENTS.

Le petit nombre de théorémes qu’on vient de démon-
trer donne une idée du parti qu’on peut tirer da thée-
reme géuéral II dans étude géométrique des courbes
géométriques.

Au point de vue spécial de la théorie des cubiques, ce
théoréme général donnc une relation, analogue a celle
de Pascal pour les coniques, entre dix points d'une cu-
bique, a savoir que : Deux groupes de deux coniques
passant par dix points d’une cubique se coupent en six
nouveaux points qui sont sur une conique.

Ce théoréme permetr d’aborder la solution graphique
des problémes suivants et de leurs analogues :

Trouver Uintersection d’une cubique passant par
neuf points donnés :

1 Avec une droite passant par un ou deux de ces
neuf points ;

2 _Avec une coni(/ue passant par quatre ou ci/z(/ de
ces neuf points;

3° Avec une cubique passant par sept de ces points.

Mener la tangente en un point d’une cubique définic
par ce point et huit autres.

Trouver le neuvieme point commun & toutes les cu-
bigues passant par huit points donnés.

On ne veut pas dire que la solution de ces problémes
s¢ trouve immédiatement, ni méme qu'elle soit facile;
mais, comme cette solution egt ramenée a la recherche
de certaines coniques, on est affranchi de toute consi-
dération sur les cubiques. ¢t 'on v’a i epérer que sur
des courbes du second ordre, déja connucs.

C’estainsi, par exemple, que la recherche du neuviéme
point X commun & toutes les cubiques qui passent par
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huit points A, B, C, D, A/, B, (', I) se ramene a ceci
(fig. 3):

Trouver un point X tel que les deux coniques se cou-
pant en ce point et passant l'une par A, B, C, D et
lautre par A', B, C', 1) se coupent en trois autres points
Iy l’i, Y qui sotent sur une corli(/ue passant par les quatre
intersections des droites AB, CD avec les droites A'B,
C'D'5 ou, plus généralement, qui soient sur une conique

Fig. 3.

7N\

Ay
i
.a\\:\\x a //)

g

R

passant par les quatre points d’intersection de deuwx co-
niques quelconques dont l'une est circonscrite au qua-
drilatére ABCD et Uautre au quadrilatére A'B C'D'.
I suftit, en effct, de se reporter au théoréme général
sur les cubiques, pour voir que I'un quelconque de ces
quatre points d’intersection, le point X et les huit
points donnés sont dix points d’'une méme cubique.

(A suivre.)



