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SOLUTIONS DE QUESTIONS
PROPOSEES DANS LES NOUVELLES ANNALES.

Question 1449

(voir 3 série, t. I, p. 288);

Par M. Louis M....

La somme des restes du nombre entier n, divisé par
gmentée

de la somme des diviseurs des nombres non supérieurs

chacun des nombres entiers qui le précédent, au

an, est égale a n*. (E. Cesaro.)

Soient ¢y, g2, « . -5 ¢gn les quoticuts, et ry, ray ...y 1y,
les restes obtenus en divisant n successivement par o,

Dy euey N,

On a
no=qyar ey
0= 2.2 — T,
N = qu.n Iy
Ajoutons ces n égalités; il vient, en observant que
rp=o,
=g .1+ Gr.2+..c+qGp. N+ 1+ To ooy
D’aprés les égalités ci-dessus, la suite des nombres
1,2, 3. .... n

contient ¢, termes divisibles par 1, ¢, termes divisibles
par 2, ..., et, pour finir, ¢, termes par n. La somme
de tous les diviseurs de cette suite est donc

q1.1+@q2.2 +...+~qgnpn.
L’égalité précédente démontre ainsi le théorcme.

Note. — M. Moret-Blanc a résolu la méme question.

Ann. de Mathémat., 3¢ série, t. IV (Octobre 1885). 31
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Question 1509

(voir 3° serle, t. I, p. 493);

Par M. F. PISANI.

ABC étant un triangle donné, on joint ses sommets
c un point, O, de son plan, par des lignes droites qui
coupent les cétés BC, CA, AB en A', B, C'; soient

a le milieuw de BC; a' le milieu de AA';
b n CA; b » BB';
¢ » AB; ¢ » CGC',

les trois droites aa', bb', cc' concourent en un point M,
centre de la conique (/ui touche les cétés du triangle
aur points A'y B, C'.

Cela posé, on a la relation

0A.0B.0C _ Ma.Mb.Mc
OA.OB.00 — M@ db e O

(H. Scarorer.)

1° Les points ¢, &/, a, milieux de AB, BB/, BC, sont
sur la droite ac, paralléle & AC, et'on a

b’ AB
Va  BC’
de méme
ac' BC' ba' CA'

cb-TA ' acT AP
d’ou
cb' .ac' . ba’ AB'.BC'.CA’

Vacb.ac BC.CAAB 't

donc les trois droites aa', bd', cc’ concourent cn un
méme point M.

(') Le lecteur est pri¢ de faire la figure.
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2° Pour démontrer que le point M est le centre de la
conique qui touche les cotés BC, CA, AB du triangle
aux points A’, B, C', remarquons qu’en prenant pour
axes des x et des y les droites AC, AB, et désignant par
a, 6,y les cotés BC, CA, AB du triangle, les équations
de ¥, cc’ sont

(AB'--6)y - yxr+36y=o,
— 8y + (AC — )z + 16y = o;

d’ou Pon tire, entre les coordonnées x, » du point M,
commun a ces deux droites, I'équation '

AB.y - AC.»r = o,
qui représente la droite AV,
D’autre part, I'équation de la droite B'C/ étant

r ¥
iAo
les coordonnées du point de rencontre des droites AM et
B'C sont
r —=1AB, »=131AC,

ce qui montre que la droite AM passe par le milien de
la corde des contacts, B'C’, des tangentes AC, AB; donc
la droite AM est dirigée suivant un diameétre de la co-
nique qui touche les c¢6tés du triangle ABC aux
points A/, B, C.

Il est clair que les droites BM, CM sont, de méme,
dirigées suivant des diameétres de cette courbe ; par consé-
quent, le point M est le centre de la conique tangente
aux cotés du triangle ABC, aux points A/, B/, C'.

3 Les triangles ABA’, BCB', CAC' éiant, respective-
ment, coupés par les transversales CC'; AA’, BB, on a

OA.A'C.BC'= 0OA'.BC.C'A,

OB.B'A.CA'= OB'.AC.A'B,
OC.C’'B.AB'= OC'.BA.B'C;
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d’ou
OA.0B.OC AB.BC.CA A'B.B'C.C'A
OA.OB.0OC ~ AB.BC.CA' AB.BC.CA"’
Mais
A'B.B'C.CA
AB.BC.CA '
donc
) 0OA.0B.OC _ AB.BC.CA .
OA".OB.0C AB'.BC'.CA’

On ferait voir de méme que, dans le triangle abc, on a

Ma.Mb.Mc ab.be.ca

Ma' . Mb'.Mc' — ab'.bc'.ca

ct, par suite,

(2) Ma.Mb.Mc  2ab.2bc.aca  AB.BC.CA
4 Ma .MV .Mc ~ 2al.2bc.2ca ~ AB.BC.CA"

Les relations (1) et (2) donnent

OA.OB.OC ~ Ma.Mb.Mc |
OA’.OB".0C’ 7 Ma'.Mbd'.Mc"”

c’est ce qu’il fallait démontrer.

Nole. — La méme question a été résoluc par MM. Moret-Blanc,
Goffart, et Louis M., ..

Question 1515

(voir 3° serie, t, IIl, p. 543);

Par M. E. BARISIEN.

On donne une ellipse; les normales & cette ellipse
aux points P, Q se rencontrent en R, de telle sorte que
les droites OR et PQ sont également inclinées sur les
axes, O étant le centre de Uellipse. On demande de
démontrer :



( 477 )
1° Que la partie dePQ,comprise entre les axes, est
de longueur constante;
2° Que les deux autres normales menées de R a lel-
lipse formententre elles un angle droit.
(WovrsTENHOLME.)

1° Soient (a4, yy) et (X2, ¥2) les coordonnées des
points P et Q; (2, 6) les coordonnées du point R;
(1) aty?r+ b2xt = a?b?
Péquation de P'cllipse;
(2) Y =mx-—n

V'équation de la droite PQ.

Nous allons chercher la relation qui lie les coefli-
cients m, n, en exprimant que la droite OR a pour coef-
ficient angulaire — .

Le point R étant a lintersection des deux normales
PR, QR, on a, entre ses coordonnées a, 6, les relations

aty,a— b2 6 = iy, el atysu — brr,5 = c2 x5,
qui donnent

_Anx(y1—y2) o, 02.71}’2(7'1—-7'2).

T at(@ay1— 21)2) T 0@y — x1y2)
Mais
Vi=mai+n el y,=maz,+ n;
d’oun
Yi—)2=m(x1— ;) el Ly — L£1y2=— n(r;—uay),

el par suite

2

—ctm L8 c
L = ———— s 1 [ 0= —— ===
azn 1t2 bin Y)Yz,
5 a®  yi1ys
2 02m oz,

D’autre part, la résolution des équations (1) et (2)
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conduil a

(a?m?=- b2y a2+ 2a2mnx + a?(n?— b?) = o,

(atm?+b2)y2— 202 ny + b2(n?—a*m?) =o;
Y 4

il en résulte

a(n?— b2?) b2(n?— atm?)

1 X9 = ——————— P Yy = —————
12 amr b’ )2 a?m? -+ b2
et
Y1)a2 b2(n2— a2m?)

rixy | a*(ni—b2)

Le cocfficient angulaire de OR est donc

6 nz— atm?
a m(n*— b2)

En exprimant que ce coeflicient est égal a — m, ona

n:— azm?

—In_(;é_——-—bﬁ_) = —mn.

d’ou
(3) (m2+1)n?=(a2+ br)m?.
Or la droite PQ coupe les axes en des points dont
les distances au centre O de 'ellipse ont, respectivement
) P )
n R . .
pour valeurs — — ¢t »n; il s’ensuit que la partie
m
de PQ comprise entre les axes est égale a

n? n -
‘/w-&-iﬂ: ;}—Z\//l-x—m‘l.

m?

Mais, d’apreés l’éq‘uation (3),
z Vi m2= a2+ b2 :
m '

donc la partie de PQ comprise entre les axes est de

longueur constante \/a2 —+ b2,
2° Formons I'équation du quatrieme degré qui donne
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les cocflicients angulaires des quatre normales i lellipse,
issues du point R (2, 6). 1l faut, a cet cffet, éliminer
ct y entre les équations

e
y—o
= ;

r—a’
atay — b2z = cray,
ary?— brxr= a2b?,
u représentant le coetficient angulaire de la normale.
Le calcul conduit a I'équation
0 | 222 pt— 202a6 3
D (0262 ater— ) p2— 24248 + a262=o.
Si py et py sont les coefficients angulaires des nor-
males PR, QR, et py ct py les coefficients angulaires
des deux autres normales, on a, d’aprés I'équation (4),

. a6 a? [6\?
(3) Bielhe s = g0 s = 3)
or
<6>
2)=—m
par conséquent
. azm?
(6) e oo i e = =5
Mais
aty ary,
Ly = ) My == — )
M= gy W27 hagy
done
_atvyys a? [pi—a?m?\ — a?2m?
R i ey o) A TR

En tenant compte de cette valeur de s, la rela-
tion (6) donne
Wgolhy =—1,
ce qui démontre la proposition ¢noncée.

Note. — M. Launoy, professeur au Iycée du Puy, et M. Jubel-
Renov, ont résolu la méme question.
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Question 1516

(volr 3* sérle, t 111, p. 544);

PAr MM. G. DROUOT er H. BAGARD,

Eléves du lycée de Bar-le-Duc (Mathématiques spéciales ).

On méne la normale en un point P d’une ellipse
donnée; cette normale coupe les axes aux points Q, R;
sur QR comme diamétre on décrit un cercle; par un
point quelconque, S, de la tangente & [ellipse au
point P, on méne des tangentes a ce cercle : démontrer
que la corde de Uellipse qui passe par les points de
contact sous-tend un angle droit, au point (P) ().

(WoLsTENHOLME.)

On sait que les polaires des divers points de la
droite PS, par rapport au cercle considéré, passent par un
point fixe A, pole de PS, situé sur la normale en P a
I'ellipse, et qui contient le centre du cercle.

Or, d’aprés le théoréme de Frégier, la corde inter-
ceptée sur lcllipse par les cotés d’un angle droit ayant
son sommet P sur la courbe, passe par un point fixe de
normale. Et inversement, toute corde de Pellipse qui
passc par ce point fixe sous-tend un angle droit au
point P.

Donc, sinous démontrons que la corde correspondant
dans lellipse a la polaire d’un point particulier S de PS
sous-tend un angle droit au point P, la question sera
résolue (2).

(') Le lecteur est prié de faire la figure.

(¢) Parce quil sera ainsi démontré que le pole A est le poinl ou
la normale est rencontrée par les cordes de Vellipse qui sous-tendent
des angles droits en P.
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Considérons le point S pour lequel la polaire relative
au cercle est un diamétre HL de Pellipse.

Soient C le centre du cercle décrit sur QR comme
diamétre, et O le centre de Dellipse.

On a
() CA.CP=CQ'=CO, dou g% - C?

il s’ensuit que les triangles GAO, COP sont semblables;
leur similitude donne

OA CA CA

OP~CO — CQ

D’autre part, on a, d’aprés la relation (1),

CA €CQ CQ—CA AQ OA  AQ
C—Q:.(T :—————————CP_CQ:-QT: donc op =@,a

ce qui montre que la droite OQ est bissectrice de I'angle

AOP; par conséquent OP = OL ().

Or, OP est la médiane du triangle HPL; donc ce
triangle est rectangle en P, et la proposition est démon-
trée.

Note. — La méme question a ¢éLé résolue par MM. Morct-Blanc.,
Launoy, professeur au lycée du Puy, Juhel-Renoy et Barisicn.

Question 1524

(voir 3° série, t. 1V, p. 164);

Par M. vaBBé A. GENEIX-MARTIN.

10 Les points ou les arétes d’une des faces d’un
tétraédre sont rencontrées par les plans bissecteurs
extérieurs des diédres opposés sont en ligne droite;

(*) Clest une égalité que 1'on peut cffcctivement conclure de ce
que les demi-diainétres OP, OL de l'ellipse forment des angles
égaux avec I'un des deux axes de la courbe.
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2v Cette droite est dans le plan déterminé par les
/)oi/zls oitles trots autres arétes sont rencontrées par les

plans bissecteurs intérieurs des dicdres opposés.

(E. Cesaro.)

1° Soient R, P, Q les points ou les arétes de la
face ABC sont rencontrées par les plans bissecteurs
extéricurs des diedres opposés.

Le plan bissecteur d'un angle dié¢dre d’un tétraédre
divise l'ardte opposée en deux segments proportionnels
aux faces adjacentes. Le théoréme est vral aussi pour
le plan bissecteur d’un angle extéricur au tétraédre.
(Foir solutions des problémes d’Amiot, édition 1873,
p- 230.)

D’apreés ce théoréme, on a

PB_ASB  RC _BSC QA _ ASC.
PC~ ASC’ RA ™ ASB’ QB BSC’
d’ou, ¢n multipliant membre 4 membre,

PB.RC.QA _ ASB.BSC.ASC
PC.RA.QB ~ ASG.ASB.BSC "

Done, d’aprés le théoréme de Ménélaiis, les trois
points R, P, Q sont en ligne droite.

2" Soient M, N. O les points ou les arétes SA, SB, SC
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sont rencontrées par les p]ans bissecteurs intéricurs des
diédres opposés. On a
RC _ BSC  MA _ ABC 0S _ ASB
RA ~ ASB’ MS ~— BSC’ OC ~ ABC’
d’ou
RC.MA.OS _ BSC.ABG.ASB _
RA.MS.OC = ASB.BSC.ABC — 7

donc les trois points O, M, R sont en ligne droite. On
prouverait de méme que P est sur le prolongement
de ON, ct Q sur le prolongement de MN. Donc la
droite RPQ est dansle plan MNO. Ce qu'il fallait dé-

montrer.

Note. — La méme question a éL¢ résolue par M. Valeri, professeur
au lycée royal de Modéne.

Question 1533

(voir 3° série, t. 1V, p. 39r1);
Par M. J. ROMERO, a Aranda de¢ Ducro.
n étant un nombre entier positif,
3243 — fon — 07

est divisible par 64.
(WoLsTENHOLME.)

On peul ¢énoncer la proposition sous la forme sui-
vante, plus générale :

n et p élant deux nombres entiers positifs
a2tn+p+1 +(a2_ ])(a2; a—1)n— a2p+1’
est divisible par (a*—1)2.

En effet, si I'on attribue & n les deux valeurs entieres
et positives m et m -1, on aura, par soustraction, la
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congrucnce

(1)  a(a?—1)[a2m+pr’ —i]4(a2—1)*=o, [mod.(a2—1)?].
D’autre part, pour n =1, on a

(2) ala*—i1)(a?—1)+(a2—1)2=o0, [mod.(a?—1)2];

par conséquent, la propriélé énoncée aura licu pour
Loutes les valeurs enti¢res positives de n (*).
2Yote. — MM. Moret-Blanc, Juhel-Renoy el Fauquembergue ont
résolu la méme question.
M. Juhel-Renoy a démontré cette proposition plus générale : I'ex-
pression ' ,
(a 1)) —(a+2a)n—(a 1),

dans laquelle @, n, p sont des nombres entiers positifs, est divisible
par (a‘+ 2a)*.

M. Fauquembergue a, de méme, généralisé la proposition de
M. Wolstenholme, en démontrant le théoréme suivant :

m designant a*— 1, 'expression
’
a* it (km —a*)ymn —a*

est divisible par m:.
a,x,n, h, m representent des nombres entiers positifs.

Question 1536

(voir 1° série, t IV, p 3g1),

Par M. Grovaxt RUSSO, a Cantazaro.

Dans la parabole, les segments déterminés sur deux
langentes issues d’un méme point de l'axe par deux
tangentes quelconques sont égaux. (D’Ocaene.)

Soient AB, AC les tangentes issues d’'un point A de

(') On peut conclure de la congruence (1) que, si la propriété
énoncée existe pour unc cerlaine valeur m de n, elle aura lieu
encore pour la valeur m 41 de n et la congruence (2) montre que
rette propricété existe pour n=r1:donc elle a licu pour toute valeur
entliére positive de n. (G.)
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Paxe de la parabole considérée ('); DE, FG deux autres
tangentes rencontrant respectivement AB aux points I),
F, et AC aux points E, G, de sorte que les segments dé-
terminés sur AB, AC sont DF, EG.

On sait que, dans la parabole, la projection de la partie
d’une tangente variable, comprise entre deux tangentes
fixes, sur une droite perpendiculaire a I'axe, est con-
stante (2); donc, en désignant par HM et NLles projec-
tions des tangentes DE, I'G sur la droite BC qui est per-
pendiculaire a I'axe, on a

HM = NL,

ct, supprimant la partic LM, commune a ces deux pro-
Jections, il vient
HL = MN,

c’est-a-dire que les projections des segments DI, EG
sont égales cntre elles. En outre, les deux droites DF,
FG sont également inclinées sur BC; par conséquent,
on peut conclure I’égalité des segments DI7, EG de I'éga-
lité de leurs projections HL, MN. C. Q. F. D.

Note. — La méme question a été résolue par M. Morct-Blanc.

Question 1538

(voir 3° série, t. IV, p. 391);

Psr UN ANONYME.

L aire du triangle formé par les centres des trois
cercles exinscrits & un triangle est égale au produit

(') Le lecteur est prié de faire la figure.

(?) Cette projection est précisément la moitié de la projection de
la corde des contacts des tangentes fixes sur une perpendiculaire a
I’axe. Cela résultec simplement de ce que le diamétre mené par le

P q P
point de rencontre de deux tangentes divise en parties égales la
corde des contacts. (G.)
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du périmetre de ce triangle par le rayon du cercle
circonscrit. (Barisien.)

Soient M, N, P les points ou les bissectrices AO, BO,
CO des angles d’un triangle ABC rencontrent la cir-
conférence circonscrite a ce triangle ('), et O/, 0", 0”
les centres des trois cercles exinscrits, respectivement
tangents aux cotés BC, CA, AB ou a, b, c¢; je vais
d’abord démontrer que les points M, N, P sont les mi-
licux des droites OO, 00", O0".

Dans le triangle OBM, chacun des deux angles BOM,

OBM cst égal a A;_ B; donc MB = MO; mais, le tri-

angle OBO' étant rectangle en B, MO'=DMB; donc
MO’'= MO, et par conséquent le point M est le milieu
de OO'. On démontrerait de méme que les points N,
P sont les milicux des droites OO”, OO”.

Cela étant, les égalités

OM =100, O\ =100", 0P = L00"
donnent
MN =10'07, MP=10"0", PN=10"0"

eL, par suite,

surf. 0’0" 0" = 4 MNP.
Reste a faire voir que, en désignant par R le rayon du
cercle circonscrit au triangle ABC et par 2p le périmétre
de ce triangle, on a

surf. MNP = {p.R.
Soit C’ le centre du cercle circonscrit au triangle. Les

rayons C'M, C'N étant respectivement perpendiculaires

aux milicux des cordes BC. CA, 'angle MC'N est le

(') Le lecteur est pri¢ de faire la figure.



(487 )

supplément de l'angle Cj il en résulte

surf. G’MN = }R2sinC = | Rsin(C x R =} «R.

On aura de méme
C'MP = %bR, C'NP = —{aR;
donc
CMN-+-CMP+ GNP, ou MNP = sR.

C. Q. F. p.

Mote.— La méme question a ¢t¢ vésolue par MM. Moret-Blanc; Juhel-
Renoy: A. Bussani. professcur au lyvece de Padone.



