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LOI DE PROBABILITE DES ECARTS;
Pir M. PETICOL,

Caputaine d’Artillerie de Marine.

Nous étudions cette loi pour des expériences d'un
genre particulier, pour lesquelles la  probabilité de
chaque écart peut étre facilement calculée, sans que
'on ait besoin de recourir 4 aucune loi préconcue, ni a
aucune hypothése; puis, cette loi une fois trouvée, pour
ce cas particulier, nous Vappliquons par analogic a
toutes les expériences.

Voici en quoi consiste cette expéricnce : nous jetons
en Pair m picees de monnaie (pour cette théorie, il faut
supposer m pair), ¢t nous comptons a terre le nombre
de piles et le nombre de faces.

L’expérience type est celle qui donnera autant de piles
que de faces; quand U'expérience donnera npiles et m—n

N ’ , . m . .
faces, clle présentera un éeart égal & — —n 1 amsi, s
2

Pon jette dix picees en Pair et que P'on tourne trois piles
et sept faces, Péeart de cette expérience est deux. Le

, . m .
plus grand écart que Pon puisse rencontrer est — : il a
~ 2

licu quaund on tourne tout pile ou tout face.

Voyons maintenant la probabilité de tourner 2 piles
et m— n faces. La probabilité d'obtenir une combinai-
son determinée des 1 pieees supposées numérotées 1, 2,
3, ..., m, telle, par exemple, que la premiére picee soit
une face, ladeuxiéme une pile, la troisiéme une pile, cte. .
I

est évidemment
2711

D’autre part, le nombre des combinaisons que 'on
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peut former avec m piéees, en en tournant n piles
et m—n faces, est

m(m—u)...(m—n-+1),
1.2.3...n ’

car c¢ nombre est égal au nombre des combinaisons
de m lettres n a n.

Par suite, la probabilité P, de tourner n piles
et m— n faces dans une expéricnce est

1 mim—1)(m—2)...(m —n-+r)
_— = Pu-
m 1.2.3...n
Cas particuliers. — Pour avoir la probabilité de

tourner autant de piles que de faces, il faut, dans cetie

N v . m .
formule, faire n = S’ cequi donne

m(l}z—l)(m —2)... (%I— + x)

o m
2 1.2.3...—
2

])m - .

oy - . N T
La probabilité de tourner m piles et o face est o

En résumé, les probabilités de tourner m piles et o

. . ) .
face, m —1 piles et 1 face, ete., jusqu’a 1 pile et m—1
faces, et o pile et m faces, sont données par les fractions

1 1 m T m(m—1i)

— —_ —_ S ey

‘,),”l 4_)‘/" I 2”1 1.2
m

m(m—i1)....{— +1
. 2 m I
o m C SE T am
1.2..0—

On reconnait li les coefficients du binome multipliés

1 s e .
R On vérifie que la somme de toutes ces probabi-

pﬂl‘
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lités est égale 4 1, car on a

m m{m — i m
27"=(|+|)"‘=l+—+————( )+...—*-—+l

I 1.2 I

et, en divisant par ™,
_ 1 m . I m 1

— om om T ceeT om T ;_71;.

.
Applications. — Appliquons ces formules au cas

oum = 6. Les sept combinaisons possibles sont

6 piles 5piles 4piles 3piles 2piles 1pile opile
1 6 15 20 s 6 1

Etant les probabilités... L f 18 20 15 .6 1,

Sur une droite horizontale, 4 droite et & gauche d’un
point O, pris comme origine, portons successivement trois
longueurs égales représentant 'éeart 1: en chacun de
ces sept points, ¢levons des ordonnées proportionnelles
aux probabilités, et joignons tous les sommets des or-
données par un trait continu : nous obtiendrons la courbe
ci-apres.
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Telle est la représentation graphique de la Ioi des
écarts pour m = 6.

Ecart moyen. — Pour avoir I’écart moyen dans
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Pexemple précédent, on multiplicra chaque écart par sa
probabilité, et 'on fera la somme de tous ces produits ;
ainsi 'écart 3, correspondant aux six piles, sera multi-
plié par &5 Pécart 2 par &, .... Il y a un autre écart
3, correspondant aux six faces et o pile, ete., en sorte que
P’écart moyen, dans ce cas, est égal a

e
I
<

I
-

I
-—r‘
G

Nous allons traiter la méme question pour m quel-
conque; pour cela, il faut multiplier tous les écarts par
leur probabilité respective, et faire la somme de tous ces
produits. Observons que, chaque écart se reproduisant
deux fois avec la méme probabilité, suivant que c’est le
nombre des faces qui surpasse celui des piles ou inverse-
ment, il revient au méme de ne le prendre qu’une fois
ct de doubler la fraction qui représente sa probabilité.

Probabilit¢.

), N m 2
Iécart extréme est.  — -
2 QIII
o . . m 2 m
Ensuite vient I'écart. — —1 —_
2 I
. m 2 M(m — )
Puis............... —_—2 2 onm =1
9. 9m 1.2
Pui m 3 2 m(m—ia)ynm—o)
[ N — - e —_
9 2m 1.2.3
m
m(m—u)...( — 3>
Puis, ... ... .2 — — L
2Mm m
1.2...(— —2
2

m *
m(m—iu)... | — +2
2

Etenfin............ 1 —
PR m
1.2 ... | ——1
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L’écart moyen est done égal au produit

2 m m [/ m m(m—i)/m
— |-+ === ——2)+...
N 2

2m 2 I 2 1.2
m

m(m—i1)...| —+2
2

—+
m
.2...{——1I
2

Faisons la somme des quantités entre parenthéscs
Additionnons d’abord les deux premiers termes

I

m m <m > m(m—r1)
oy )=

2 I 2 2.1

Ajoutous le troisiéme a ce premier total

/n(m——l)J_ m(m—ru) (f}_z ) = m(m——l)(m—z).
1.2 \ 2

2.1.2

2.1
FFaisons de méme pour le quatriéme

m(m—ui)(m f~')‘)+ m(m—1)(m—2) m _3)
2.1.2 1.2.3 2
_m(m—1)(m—2)(m—3)
- 2.1.2.3

En continuant ainsi de suite, on trouvera, pour la
somme des quantités entre parventhéses, la fraction

\

N m
mo—1)(m — 1 — veel —
m ( i o >) (9. )

> I.2.3...<ﬂ—l)
2

Par suite, I'écart moyen v, est égal a (V'indice m est
mis pour indiquer qu’il s’agit d’une expérience avec

m picees)
, m
m—u1)y(m-—2)y(m—3)...(— 41
) ) ) (5 )

2 m \
1.2.3... ——l)
)
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L’expression de P’écart moyen peut se mettre sous
une autre forme. Changeons, dans la formule qui

donne Yms Mt €N M 4 2, Nous aurons

m
ma42m—41 m m—1 2
oMn+2 1 2 3 7T m

Ym+2 =

Par suite,
Ym+r  (m—2)(m—41)  m—1

S
Ym 92 I)_’L <Z7_l 4 l) m

2 2

Or v, = §; par suite,

V=X 35 Ye= g XX =y X XX
Enfin
3.5.7...(m -1)
{"L~z2.16...(m—2)

Quand m augmente indéfiniment, v, tend vers o
en effet, on peut écrire

=S(1+1 (:+1 1+1> 1+ —— ).
Tm=3 2/ \ 4 6/ m—2

Fu eflectuant les multiplications, on voit que 'on a

2 U B 1
(= o —— )
Y"’>z<2 16 m—2>

La somme des termes entre parenthéscs augelnte in-
définiment avee m; donc v, est infini pour m=oo .
Mais, quand m tend vers oo , il en est de méme de éeart

extréme

m . . ~ o e . ’
S Ainsi, quand on ne fixc pas de limite a I'é-

A m 5 ye . .
cart extreme 5 ct quon admet qu il peut devenir in-
finiment grand, bien qu’ayant une probabilité infiniment

2
92 m

ctite —, ’écart moyen n’a pas non plus de limite et
p Y p p
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tend vers Uinfini. Ce résultat élait d’ailleurs évident a
priori.
Quand on fait varier le nombre m des pi¢ces de mon-
naie, le rapport de I'écart moyen a I’écart extréme, que
nous appellerons K, , varie également. On a

; _Ym_l.3.5...(nz—l).

T m T 2.4.6...m

E
ainsi

ng K5=

ol

= _§ — 35
) KG—]iev Ks—mv

Ji’
On peut remarquer que K, est égal a P, c’est-a-dire a
2

la probabilité de tourncr autant de piles que de faces.
K. varie de § 4 o, quand m varie de 2.4 oo .

Considérons maintenant les écarts qui se produisent
dans d’autres espéces d’expéricnces moins mathématiques
que celles que nous venons d’étudier. Supposons qu'il
s'agisse de trouver la loi de répartition des écarts qui se
produisent en portée, quand on tire un canon sous un
angle constant. Les diflérentes mesures que on fera
donneront I'écart moyen et I'écart extréme; on prendra
le rapport de ces deux quantités, soit, pour fixer les
idées : & le rapport trouvé. Nous avons vu, en calculant
le tableau des valeurs de K,,, que Kg= 2. On con-
clura, par analogie, que les écarts se répartissent dans
le tir d’'un canon sous un angle constant de la méme
fagon que dans Pexpérience de six piéees, c'est Pexpé-
rience que nous avous éludiée en détail (voir la figure);
OA représente I'écart extréme en portée.

On se sert habituellement, pour représenter la loi de
probabilité des écarts, de la courbe

¥y = c2e—ata?

duc a Laplace.

Cette formule suppose que les écarts peuvent devenir
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infinis. Cest inadmissible; aussi allégue-t-on que si la
formule suppose des écarts trés grands, elle leur donne
une probabilité trés petite, et qu’elle peut ¢tre admise
comme formule d’approximation.
Nous ne croyons pas celte approximation aussi grande
quwon veut bien le dire. En eflet, Iéquation

¥y = ce—@ia?

tout en supposant des écarts infinis, donne un écart
moyen {ini, et nous avons trouvé le contrairve pour Uexpé-
rience des piéces de monnaie.

On pourrait objecter a notre théorie qu’il est bien
diflicile de connaitre I'écart extréme, par suite K, 5 ct
qu'on scra embarrassé pour savoir a quel nombre de
pieces de monmaice correspondent les expériences (ue
Pon a en vue (tandis qu’avec la formule de Laplace on
n'a pas cette difficulté).

Nous répondrons que notre théorie ne permet pas
plus de résoudre un probléme dont les données sont mal
détinies, que la Géométrie ne peut donner Taire d’une
surface dont les contours sont indéterminés; cela n’in-
firme en rien son exactitude.



